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OZET

Anahtar Kelimeler: Kompleks sayilar, eliptik sayilar, komiitatif kuaterniyonlar, eliptik
kuaterniyonlar.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde konu ile ilgili literatiirde yer alan
caligsmalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde calismamiz boyunca kullanacagimiz kompleks sayilar ve onlarin
matrislerinin temel kavram ve teoremleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde kompleks sayilarin genellestirilmis hali olan eliptik sayilarin bazi
temel cebirsel ozellikleri verildikten sonra eliptik sayilarin matrisleri tanimlanarak bu
matrislerin temel tanim ve teoremleri iizerinde durulmustur. Ardindan bu matris
climlesinde denklik bagmtilar1 tanimlanarak bu bagmntilar arasindaki iliskiler
incelenmistir. Son olarak da bu matris ciimlesinde Sylvester-eslenik ve Kalman-
Yakubovich eslenik lineer denklemleri tanimlanarak bu lineer denklemlerin ¢éztimleri
arastirilmustir.

Dordiincii boliimde komiitatif kuaterniyonlarin bazi cebirsel 6zellikleri verildikten
sonra komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen temel matrisleri kullanarak bu ctimle
tizerinde tanimli birtakim lineer denklem ve denklem sistemlerinin ¢6ziimleri
calisilmigtir. Daha sonra komiitatif kuaterniyonlarin matrisleri tanimlanarak eliptik
sayilarin matrisleri i¢in incelenmis olan Ozellikler komiitatif kuaterniyon matrisleri
i¢in incelenmistir.

Son kisimda ise eliptik sayilarin ve komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis formu

olan eliptik kuaterniyonlar tanitilarak bu boliime kadar elde edilmis tiim 6zellikler
eliptik kuaterniyonlar ve onlarin matrisleri i¢in genellestirilmistir.

Vi



ON COMMUTATIVE QUATERNION MATRICES

SUMMARY

Keywords: Complex numbers, elliptic numbers, commutative quaternions, elliptic
quaternions.

This study consists of five parts. The first part is an introduction devoted to the
literature knowledge.

In the second part of this study the fundamental definitions and theorems related to the
complex numbers and complex matrices are given.

In the third part, after the fundamental definitions and the theorems related to the
elliptic number which is a general form of complex number are given, also, elliptic
matrices are defined and studied. Some equivalence relations on elliptic matrices are
given and relationships between the equivalence relations are investigated. Lastly,
Sylvester-conjugate and Kalman-Yakubovich-conjugate linear equations are defined
and studied on elliptic matrices.

In the fourth part, after some algebraic properties of commutative quaternions are
given, solutions of some linear equations and linear equations system of commutative
quaternions are studied by means of real representation of commutative quaternions.
Lastly, commutative quaternion matrices are defined and examined. Properties for
elliptic matrices are investigated for commutative quaternions.

In the fifth parth, after fundamental definitions and theorems of elliptic quaternions

are given, The obtained results throughout the study are generalized for elliptic
quaternions.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

Reel kuaterniyonlar 1843 yilinda W. R. Hamilton tarafindan tanimlanmistir. W. R.
Hamilton’un amaci1 kompleks sayilari daha yiiksek boyutlara genigletmektir. Reel

kuaterniyonlar ciimlesi

K={a=a,+ai+a,j+ak:a,a,a,a R} (1.1)

biciminde ifade edilir. Burada i, j,k birimlerinin ¢arpimi

i2= P =k’=—1, ij=—ji=k, jk=—Ki=i,ki=—ik=]  (1.2)

biciminde tanimlanmistir. Bu carpim kuralindan reel kuaterniyonlarda c¢arpma
isleminin degisme Ozelligi olmadig1 goriilmektedir. Reel kuaterniyonlar cilimlesi,
tanimlanan toplama ve skalarla carpma iglemleri ile birlikte kompleks sayilar climlesi

tizerinde 2-boyutlu, reel sayilar ciimlesi lizerinde ise 4-boyutlu vektor uzayidir [1].

Reel kuaterniyonlarin hareket geometrisi, diferensiyel geometri, sayisal goriintii
isleme, bilgisayar programlama, kuantum mekanigi gibi bir¢ok alanda uygulamalari
mevcuttur. Bu uygulamalarda reel kuaterniyonlarin matris teorisi bir¢ok kolaylik

saglamaktadir.

Reel kuaterniyonlarin matrisleri lizerine ¢aligmalar 1936 yilina kadar dayanir. L. A.
Wolf reel kuaterniyon matrislerinin benzer olabilmeleri i¢in gerek ve yeter sarti ortaya
koymustur [2]. J. L. Brenner ise her kare kuaterniyon matrisinin bir karakteristik koke
sahip oldugunu ve benzer matrislerin ayni karakteristik koke sahip oldugunu

ispatlamistir [3]. Ardindan N. A. Weigmann nxn tipindeki kuaterniyon matrisleri ile



2nx2n tipindeki kompleks matrisler arasinda bir izomorfizma tanimlamis ve bu
izomorfizma yardimiyla reel kuaterniyon matrisleri ile ilgili bazi teoremleri ¢calismigtir
[4]. M. L. Mehta reel kuaterniyon matrislerinin determinantlarinin iki farkli tanimini
vermistir. Ayrica bu iki farkli tamimin genelde farkli olmasina ragmen Hermityen

matrisler i¢in ayn1 oldugunu gostermistir [5].

Gilinlimiizde reel kuaterniyon matrisleri lizerine en kapsamli ¢alisma F. Zhang’in
yapmis oldugu [6] ¢alismasidir. F. Zhang reel kuaterniyon matrisleri ile kompleks
matrisler arasindaki iliskiden yola ¢ikarak reel kuaterniyon matrislerinin genel cebirsel

Ozelliklerini incelemistir.

Reel kuaterniyonlarin degisme 6zelliginin olmamasi bu matrislerde sag ve sol 6zdeger
olmak tizere iki farkli 6zdeger tanimlanmasina yol agmistir [6]. A. Baker, Lefschetz
sabit nokta teoremini kullanarak her kare reel kuaterniyon matrisinin bir sag 6zdegere
sahip oldugunu gostermistir [7]. Ayrica L. Huang ve W. So bu matrislerin sag ve sol
0zdegerlerinin baz1 6zelliklerini inceleyerek bu iki 6zdeger arasindaki iligkileri ortaya

koymuslardir [8].

Reel kuaterniyon matrislerinin lineer denklemlerinin ¢éztimleri tizerine de literatiirde

bir¢ok calisma mevcuttur. T. S. Jiang ve M. S. Wei X — AXB=C reel kuaterniyon
matris denkleminin ¢6ziimiinii ve bu denklemin uygulamalarini ¢alismiglardir [9].
Ardindan Q. W. Wang, H. S. Zhang ve S. W. Yu AXB+CYD = E reel kuaterniyon

matris denkleminin bir ¢oziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar

incelemiglerdir [10]. T. Jiang ve S. Ling ise AX —XB=C matris denkleminin

¢Oziimleri ve uygulamalar1 lizerine bir ¢alisma yapmislardir [11].

Hamilton’un kesfinden sonra C. Segre tarafindan 1892 yilinda komiitatif
kuaterniyonlar ciimlesi tanimlanmistir [12]. Komiitatif kuaterniyonlar tipki reel
kuaterniyonlar gibi kompleks sayilar climlesi lizerinde 2-boyutlu ve reel sayilar
climlesi tizerinde 4-boyutlu vektor uvzayidir. Komiitatif kuaterniyonlar, reel
kuaterniyonlardan farkli olarak c¢arpma islemine gore degisme oOzelligine sahiptir.
Bunun yanisira komiitatif kuaterniyonlar ciimlesi sifir bolen elemana sahiptir.

Komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis hali eliptik kuaterniyonlardir [13]. Eliptik



kuaterniyonlar, eliptik sayilar ciimlesi lizerinde 2-boyutlu ve reel sayilar climlesi

tizerinde 4-boyutlu vektdr uzayidir [14].

Komiitatif kuaterniyonlar ve eliptik kuaterniyonlar da hareket geometrisi, diferensiyel
geometri, sayisal gorlintii isleme, sinyal isleme, bilgisayar programlama gibi bir¢ok
alanda uygulamalara sahiptirler. G. Scorza-Dragoni [15] ve U. Morin [16] her iki say1
sistemlerinin ~ fonksiyonlarinin  diferensiyellenebilmesi  {lizerine  ¢alismalar
yapmuglardir. S. C. Pei, J. H. Chang ve J. J. Ding komiitatif kuaterniyonlar1 ve onlarin
Fourier doniigiimlerini kullanarak goriintii ve sinyal igleme siire¢lerinin birgok
uygulamalarimi gergeklestirmislerdir [17]. F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni ve P.
Zampetti bu iki say1 sistemlerini N boyuta tasiyarak geometrik agidan incelemislerdir
[18]. F. Catoni, R. Cannata ve P. Zampetti komiitatif kuaterniyonlarin ve eliptik
kuateniyonlarin holomorfik fonksiyonlari, kutupsal gosterimleri ve konformal
dontistimleri konularin1 ¢alisip bu konularla ilgili sonuglar elde etmislerdir [13]. T.
Isokawa, H. Nishimura ve M. Matsui komiitatif kuaterniyonlar1 baz alarak coklu
hopfield sinir aglarin1 ¢alismislardir [19]. H. H. Kosal ve M. Tosun da komiitatif
kuaterniyon matrislerinin temel cebirsel oOzelliklerini onlarin temel matrisleri

yardimiyla incelemislerdir [20].



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Kompleks Sayilar

Kompleks sayilarin climlesi

C={z=x+iy:x,yeR,i2=—l} 2.1

biciminde ifade edilir. z=x+1iy € C igin Re(z) =X ifadesine z kompleks sayisinin

reel kismi, Im(z) =y ifadesine ise z kompleks sayinin sanal kismi denir [21].

Bir z = x+1y kompleks sayisinin eslenigi ve normu sirasiyla
Z=Xx-1iy ve ||z||=x/E=«/x2+y2 (2.2)

esitlikleriyle tanimlanir [21].

Z, =X +1y,,2, =X, +1y, e C ve A€R olmak iizere C ciimlesi {izerinde toplama,

carpma ve skalarla carpma islemleri sirasiyla
Z,+2, = (X 1y, + (X +iy, ) = (X + %) +i(y, + Y, ),
,Z, :(X] +iy1)(xz +iy2) :(XIXZ - y1y2)+i(x1y2 + X2yl)9

Az, = (X +iy, ) = Ax +idy,



esitlikleri ile tanimlanir [21].

Teorem 2.1.1. C ciimlesi, izerinde tanimlanan toplama ve skalarla ¢garpma iglemleri

ile birlikte R reel sayilar cismi listiinde 2-boyutlu bir vektdr uzayidir [21].

Kompleks sayilar ciimlesi ile R* arasinda birebir bir esleme mevcuttur. Yani her bir
kompleks sayiya diizlem {istiinde bir tek nokta, tersine diizlem {istiindeki her bir

noktaya da C de bir tek kompleks say1 karsilik gelir. z, = x, +1y, kompleks sayis1
diizlemde (Xl,yl) noktasina eslenir ve kompleks saymin reel kismi kartezyen

koordinatlarda apsise, sanal kismi1 da ordinata karsilik gelir [21].

! z, =X+,

o X,
Sekil 2.1. Kompleks diizlem

Sekil 2.1 ile verilen diizleme kompleks diizlem denir. Kompleks diizlemde

z,=(X.Y;) ve Z, =(X,,Y,) noktalar1 arasindaki uzaklik

2 -z = (% %) + (v~ v.)’ 23)

esitligi ile tanimlanir. Bu diizlemde baglangi¢ noktasina olan uzakliklari 1 birim olan
kompleks sayilarin ciimlesi merkezcil birim ¢gemberdir. Bu noktalar x> + y*> =1 sartin1

saglarlar [21].



Kompleks diizlemde her bir z, = (Xl, yl) kompleks sayis1 bir oT yonlii dogru parcasi

ile gosterilebilir.

T

(xlsJ"1)

N

v

Sekil 2.2. Bir kompleks sayinin kompleks diizlemde gosterilmesi

Bu durumda OT vektorii ile reel eksen arasinda kalan yay uzunluguna z, = (XI, yl)

sayisinin argiimenti denir ve

0, = ar(:‘[anL 2.4)
Xl

biciminde gosterilir [21].

Z, = (X1 , yl) kompleks sayisinin argiimenti 6, olmak iizere bir kompleks say1

2, =|z,|(cos &, +isin6)) (2.5)



esitligi ile de ifade edilebilir. Bu gosterime kompleks sayinin kutupsal gosterimi denir.
Kutupsal koordinatlarda gosterim kompleks sayilarin  bir ¢ok 0Ozelliginin
incelenmesinde kolaylik saglar. Ornegin iki kompleks sayinm carpimi &yle bir
kompleks sayidir ki bu yeni kompleks saymin normu, carpilan sayilarin normlari

garpimina; argiimenti ise carpilan sayilarin argiimentleri toplamimna esittir. Kisaca
7= 2 (cos(@) +isin (@) ve 2, =[z.](cos(@,)+isin(8,)  26)
olmak iizere
2,2, =|z||2||(cos (6, + 6, ) +isin(6, +4,)) (2.7)
dir. z=(X,y) kompleks sayisi
e’ =cos@+isin @
Euler denklemi yardimuyla

z=|z|(cos () +isin(0))=|z]e” =|z]e""*™, ke Z (2.8)

biciminde de ifade edilebilir. Bu durumda bir z =(X, y) kompleks sayisinin n. tam

say1 kuvveti
2" =] €™ =||z|" (cos(n@) +isin(nd)) (2.9)

esitligi ile tanimlanir [21].

Teorem 2.1.2. Her z = x+iy kompleks sayisi



biciminde 2x2 tipinde bir reel matris ile ifade edilebilir [22].

Tanim 2.1.3. a(z) = (X

matrisine z kompleks sayisinin temel matrisi denir
y X

[22].

Teorem 2.1.4. z =X, +iy,vez, =X, +iy,e C olmak iizere «(z) temel matrisi

asagidaki ozellikleri saglar [22]:

4. a(z,+2,)=a(z)+a(z,),
5. a(1z)=2a(z),

6. iz(a(z,))=1+1,

>

|2 = det(a(2)).

Teorem 2.1.5. z = x+1iy € C olmak iizere

(1 S D



esitligi mevcuttur. Burada

dir [22].

Teoremin dogrulugu esitligin her iki tarafinin hesaplanmasiyla kolayca gosterilir.

[ el 2

esitligine evrensel benzerlik esitligi denir. Bu esitlik yardimi ile asagidaki sonuglar

sOylenebilir:

1. C cumlesi

cumlesine izomoftur. Bu iki cimle arasindaki izomorfizma

a: CcC - C

z:x+iy—>a(z):(x ‘yJ

Yy X
bi¢imindedir.

2. Her z = x+1y € C kompleks sayisi
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matrisi ile ifade edilebilir.

3. C' climlesinin her bir eleman1 C ciimlesi istiinde tek bir bigimde

kosegenlestirilebilir [22].

2.2. Kompleks Matrisler

Elemanlar1 kompleks sayilar olan mxn tipindeki matrislerin ciimlesi C™" ile
gosterilir. Bu ciimlede A:(aij), B:(bij)eCmX”, C:(Cjk)e(C”X' ve 1eR igin

toplama, skalarla carpma ve ¢arpma iglemleri sirastyla
A+B= (aij)+(bij ) = (aij +b; ) eC™",

AA=1(a;)=(Aa;)eC™,

AC = (Z a,C jkj eC™
j=1
esitlikleri ile tanimlanir [23].

Tamm 2.2.1. A:(aij)e C™" olmak iizere i # j i¢in a; =0 ve i=j icin a; =1 ise

A matrisine birim matris denir ve | ile gosterilir [23].

Tamm 2.2.2. A= (aij ) € C™ olmak iizere i # j i¢in a; =0 ve i=j icin g; =CceR

ise A matrisine skalar matris denir [23].

Tamm 2.2.3. A= (aij ) € C™ olmak iizere i # j i¢in a; =0 ve i= ] icin a; eR ise

A matrisine kdsegen matris denir ve A=diag(a,,,a,,.,....a,,) ile gdsterilir [23].
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Tanim 2.2.4. A= (aij ) e C™ igin A’ =A ise A matrisine idempotent matris denir

[23].

Tamm 2.2.5. A= (aij ) eC™ i¢in A'=0, reZ"” ise A matrisine nilpotent matris

denir. A" =0 esitligini saglayan en kiigiikk r pozitif tamsayisina ise A matrisinin

nilpotentlik derecesi denir [23].

Tanim 2.2.6. A:(aij)e C™ olmak lizere i> j i¢in a; =0 ise A matrisine iist

licgensel matris, i< j igin @; =0 ise A matrisine alt liggensel matris denir [23].

Tanim 2.2.7. A= (aij ) € C™" olmak tizere AB =BA= 1 esitligini saglayan B € C™"

matrisi varsa A matrisine regiiler matris denir. Aksi halde A matrisine singiiler matris

denir. AB=BA =1, esitligini saglayan B € C™" matrisine ise A matrisinin tersi denir

ve A™' =B bigiminde gosterilir [23].

Teorem 2.2.8. A= ( a ), B= (bij ) e C™ olmak flizere asagidaki Ozellikler dogrudur

[23]:

3. (M) =(A")  kez".

Tanimm 2.2.9. A= (aij ) e C™" olmak lizere A matrisinin satirlar1 siitun yapilarak elde

edilen yeni matrise A matrisinin transpozu denir ve A’ ile gosterilir [23].
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Teorem 2.2.10. A=(a;),B=(b;)eC™,C=(c;)eC™ ve 1R olmak iizere

asagidaki ozellikler dogrudur [23]:
1. (A) =A

2. (A+B) =A"+B',

3. (AA) =2AT,

4. (AC) =C'A",

5. (A =(A) kez'.

Tamm 2.2.11. A= (aij ) e C™ olmak iizere A" = A ise A matrisine simetrik matris

denir. A" =—A ise A matrisine ters simetrik matris denir [23].

Tamim 2.2.12. A= (aij ) e C™" olmak iizere A= (a_”) € C™" matrisine A matrisinin

kompleks eslenigi denir. A’ =(K)T e C™" matrisine ise A matrisinin eslenik

transpozu denir [23].

Teorem 2.2.13. A= (aij ), B= (bij ) eC™,C= (Cjk ) eC™ ve 1eC olmak iizere

asagidaki 6zellikler dogrudur [23]:

e *

A)=A (A") =A

o
—_

2

2. (A+B)=A+B, (A+B) =A"+B’,
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Tamm 2.2.14. A=A +iA € C™ ve A,A € R™ olsun.

.y

matrisine A matrisinin adjoint matrisi denir ve 77 ( A) ile gosterilir [24].

Teorem 2.2.15. A= (aij ), B= (bij ) eC™,C= (cjk ) eC™ ve 1eC olmak iizere

asagidaki ozellikler dogrudur [24]:

1.  n(AC)=n(A)n(C),

2. A=B<n(A)=n(B),

3. n(A+B)=n(A)+nr(B),

4. n(AA)=an(A),

5. det( AB) =det( A)det(B).

Tanmim 2.2.16. 1€C, AecC™ ve xe C™ olmak iizere

AX = AX
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esitligini saglayan sifirdan farkli bir x vektorii varsa A4 sayisina A matrisinin 6zdegeri

ve X vektoriine de A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor denir [25].
Teorem 2.2.17. A C™ matrisinin 2n tane 6zdegeri vardir [25].

Teorem 2.2.18. A=A +iA, e C™ ve A =4 +i4, i¢in A nin A matrisinin 6zdegeri

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

P WEH

A-4I A-241, )\ X 0

esitliginin dogru olmasidir [25].
Teorem 2.2.19. A C™ olmak tizere asagidaki ifadeler denktir [25]:
1. A matrisi regiilerdir,
2. AX =0 denkleminin tek ¢6ziimii vardir,
3. det(n(A))=0,

4. A matrisinin 6zdegerleri sifirdan farklidir.

2.2.2. Kompleks matrisler iizerinde tanimh bazi1 bagintilar

Tamm 2.2.2.1. A,B € C™" olmak iizere

P'AP=B

olacak bicimde P regiiler matrisi mevcut ise A matrisi B matrisine benzerdir denir

ve A~ B biciminde gosterilir [25].
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Tamm 2.2.2.2. A,B € C™" olmak iizere

PAP™' =B

olacak bicimde P regiiler matrisi mevcut ise A matrisi B matrisine eslenik-benzerdir

denir ve A~B bi¢iminde gosterilir [25].

Tanmim 2.2.2.3. A,BeC™ i¢in

YAX =B ve XBY = A

olacak bigimde X,Y € C™ matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yari-

benzerdir denir ve A= B bi¢iminde gosterilir [26].

Tanim 2.2.2.4. A,BeC™ igin

YAX =B ve XBY = A

olacak bicimde X,Y € C™" matrisleri mevcutise A matrisi B matrisine yari-eslenik-

benzerdir denir ve A~B bi¢iminde gosterilir [27].

Tamm 2.2.2.5. Ae C™ olmak tizere AXA = A esitligini saglayan X € C™" matrisi

varsa X matrisine A matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A~ ile gosterilir [23].

Tanim 2.2.2.6. A,B € C™ igin

X"AX =B, XBX " =A ve XX X=X



16

olacak bi¢imde X, X € C™" matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yakin-

benzerdir denir ve A= B bigiminde gosterilir [26].

Tamm 2.2.2.7. A,B e C"™ i¢in
X-AX =B, XBX = A ve XX X =X

olacak bigimde X,X € C™" matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yakin-

eslenik-benzerdir denir ve A=B biciminde gosterilir [27].

Tanim 2.2.2.8. AcC™ i¢in asagidaki sartlar1 saglayan X € C™" matrisi varsa bu

durumda X matrisine A matrisinin Drazin tersi denir ve A® = X ile gosterilir [26].
1. AX = A k=0,
2. XAX =X,

3. AX = XA

Teorem 2.2.2.9. C™" ciimlesinde ( XY )d ve (YX )d mevcut ise asagidaki 6nermeler

dogrudur [26]:

L (XY)' X =X(¥YX)",
2. (XY)" idempotentes Y (XY)" =[(XY)" X | dir.

Teorem 2.2.2.10. A B,X,Y eC™ igin (XY )d, (YX )d mevcut ve A matrisi B

matrisine yari-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur [26]:
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1. A*X =XB*, B*X =XA*, k=1,23,..,
2. (XY)'AXY) =A k=1,23,.,

3.0 (XY)TA(XY) = A

4. (XY)(XY) A=A=A(XY)(XY)".

Teorem 2.2.2.11. AB,X.Y eC™ igin (XY), (YX) meveut ve A matrisi B

matrisine yari-eslenik-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur [27]:

k
s

2. (AA)X=X(BB)., Y(AA) =(BB)Y,
3. AXY)(XY)' = A=(XY)(XY) A B(YX)(YX) =B =(YX )(YX ) B.

Teorem 2.2.2.12. AB, X,Y € C™" olsun. A matrisi B matrisine yari-eslenik-benzer

ise AA matrisi BB matrisine yakin-benzerdir [27].

Teorem 2.2.2.13. A B,X,Y eC™ i¢in A matrisi B matrisine yari-benzer ise

asagidaki onermeler dogrudur [26]:
1. A" matrisi B**' matrisine yari-benzerdir,
2. A** matrisi B* matrisine yakin-benzerdir,

3. AA? matrisi BBY matrisine yakin-benzerdir,
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4. A’ matrisi B® matrisine yari-benzerdir,

5. A’A® matrisi B*B® matrisine yari-benzerdir.

2.2.3. Kompleks matrislerin bazi lineer denklemleri

AX -XB=C ve X—-AXB=C kompleks matris denklemleri sirastyla Sylvester ve
Kalman-Yakubovich denklemleri olarak bilinir. Bu denklemler sinyal ve goriintii
isleme siireglerinde, matematiksel modellemelerde, adi ve kismi diferensiyel
denklemler i¢in ayrigma tekniginde, matrislerin kdsegenlestirmelerinde, dayaniklilik

ve kontrol teorilerinin uygulamalarinda 6nemli bir yere sahiptirler [28-33].

Ozel olarak bu iki denklemde B" = A aliirsa matris denklemleri sirastyla literatiirde

iyi bilinen Stein ve Lyapunov denklemlerine dontisiir [34]. Ayrica

AX —XB=C (2.10)
ve

X-AXB=C (2.11)
denklemlerine sirasiyla Sylvester-eslenik ve Kalman-Yakubovich-eslenik denklemleri
denir. Bu iki denklemin ¢oziimleri normal Sylvester ve Kalman-Yakubovich
denklemlerinin ¢6ziimlerinin arastirilmasinda ve ifade edilmesinde bir¢ok kolaylik

saglar [34].

Bu boliimde Sylvester-eslenik ve Kalman-Yakubovich-eslenik matris denklemlerinin

literatiirde yer alan bazi temel teoremleri verilmistir.

Teorem 2.2.3.1. AX — XB =C matris denkleminin bir ¢Oziime sahip olabilmesi igin

gerek ve yeter sart bu denklemin reel temsili olan
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n(A)Y -Yn(B)=7(C) (2.12)

denkleminin bir ¢oziime sahip olmasidir. Y € R*™*" matrisi reel temsilin bir ¢oziimii

ise

x =%('m il ) (Y +Q,'Y Qm)[_li:nj

matrisi AX — XB =C matris denkleminin ¢Oziimiidiir. Burada

dir [11].

Teorem 2.2.3.2. AX — XB =C matris denkleminin bir ¢Oziime sahip olabilmesi igin

gerek ve yeter sart

matrisinin

matrisine benzer olmasidir [11].

Teorem 2.2.3.3. AX —XB=C denkleminde C=0 olsun. Eger A matrisi B

matrisine eslenik-benzer ise bu durumda 7 (A) matrisi de 77(B) matrisine benzerdir

[11].
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Teorem 2.2.3.4. X — AXB=C matris denkleminin ¢Oziime sahip olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart bu denklemin reel temsili olan

Y -n(A)Yn(B)=n(C) (2.13)
denkleminin bir ¢dziime sahip olmasidir. Y € R*™*" matrisi reel temsilin bir ¢dziimii
ise

1

X =11, it,)(v Q. Qm)( : j

=il

matrisi X — AXB =C matris denkleminin ¢Ozlimiidiir. Burada

dir [9].



BOLUM 3. ELiPTiK SAYILAR

Kompleks sayilar ilk kez Italyan matematik¢iler G. Cardan ve R. Bombelli tarafindan

cebirsel iglemlerde kullanilmistir [14]. Tarihte ¢esitli matematikgiler i kompleks
birimi modifiye etmislerdir. Ingiliz geometrici W. Clifford i’ =1 (i ;til) alarak

hiperbolik sayilar1 tanimlamistir [35]. W. Clifford’un gelistirdigi bu say1 sistemi

mekanik problemlerinde birgok kolaylik saglamistir. Alman geometrici E. Study

i’=0 (i # 0) alarak dual sayilar1 tanimlamistir. Dual sayilar da kinematik, robotik

kontrol, uzaysal mekanik gibi bir¢ok alanda uygulamalara sahiptir [36].

Daha sonraki yillarda bu ii¢ say1 sistemi i’=p ve peR olacak bigimde
genellestirilmistir [14]. i* = p birimi ile tamimlanan say1 sistemine genellestirilmis
kompleks say1 sistemi ad1 verilmistir. Burada p degeri (—oo,oo) araligindadir. p<0

icin elde edilen say1 sistemine eliptik sayilar sistemi (6zel olarak p =—1 alindiginda
kompleks sayilar elde edilir.), p =0 alindiginda parabolik veya dual sayilar sistemi

ve son olarak p >0 alindiginda hiperbolik sayilar sistemi elde edilir [14].

Bu boliimde eliptik sayilarin ve onlarin matrislerinin bazi1 cebirsel 6zellikleri

incelenecektir.

3.1. Eliptik Sayilarin Cebirsel Ozellikleri

Eliptik sayilarin ctimlesi

(Cp:{z:x+iy:x,yeR,i2:p<0} (3.1
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bi¢iminde ifade edilir. z=x+1y e C p i¢in Re( Z) = X ifadesine z eliptik sayisinin reel
kismu, Im(z) =y ifadesine ise z eliptik sayinin sanal kismi1 denir [14]. Bir z = X +iy

eliptik sayisinin eslenigi ve normu sirasiyla
2=x-iy ve |7|=vzz=xX—py’ 3.2)

esitlikleri ile tanimlanir [14].

2, =X +ly,, ;=% +iy, € C, ve AeR olmak iizere C, ciimlesi iizerinde toplama,

carpma ve skalarla carpma islemleri sirasiyla
2,42, = (X +iy, )+ (X, +iy, ) =X + %, +i (Y, + ;).
2,2, =(X +iy, ) (X, +1y, ) = (XX, + Py, Yo ) i1 (XY, + %),
Az, = A(X +iy, ) = Ax +idy,
esitlikleri ile hesaplanir [14].

Teorem 3.1.1. C, ciimlesi toplama ve skalarla garpma islemleri ile birlikte R cismi

iistiinde 2-boyutlu bir vektor uzayidir [14].

Eliptik sayilar ciimlesiden R ye de birebir bir esleme yapilabileceginden her bir

z, = X, +1y, eliptik sayis1 da diizlemde tek bir bigimde ifade edilebilir.
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iy
A

0 X,

Sekil 3.1. Eliptik diizlem

Sekil 3.1 ile wverilen diizleme eliptik diizlem denir. Eliptik diizlemde

z,=(x.Y,) ve z,=(X,,Yy,) eliptik sayilari arasindaki uzaklik

2,2, = (=% = p (¥, - ¥:)’ (3.3)

bi¢ciminde tanimlanir. Bu diizlemde baslangi¢ noktasina 1 birim uzaklikta olan eliptik

sayilarin ciimlesi bir elipstir ve x> — py” =1 denklemi ile verilir [14].

Eliptik diizlemde 7z, =(x,Y,) eliptik sayist bir OT yonli dogru parcast ile

gosterilebilir.
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v
L]

(L
\

v

Sekil 3.2. Bir eliptik sayinin eliptik diizlemde gosterilmesi

Bu durumda OT vektérii ile reel eksen arasinda kalan elipsin yay uzunluguna

Z, = (Xl, yl) eliptik sayisinin arglimenti denir. Ayrica, eliptik diizlemde trigonometrik

fonksiyonlar da tanimlanabilir.

»

< \‘0} > x
(

v

Sekil 3.3. Eliptik diizlemde trigonometrik fonksiyonlarin tanimlanmasi
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OP, NP ve QM vektérleri sirastyla cos, 6,, sin, 6, ve tan, 6, trigonometrik

fonksiyonlarini tanimlar.
cos, &, ve sin, 6, fonksiyonlart Maclaurin serisine agilirsa

n

- P o
0= —40
cos, 0, nz_(;(2n)! ;
ve

2n+1
05 6 Z 2n+1 P

i0 . ..
olur. Bu durumda €' nin kuvvet serisi yardimiyla
e =cos, 6. +isin_ 60
p=p p-p

esitligi elde edilir. Sonug olarak z, =(Xl, y]) eliptik sayisinin argiimenti 6, olmak

tizere bir eliptik say1
Z, = ||Z]||(cosp 6, +isin Gp)

biciminde de ifade edilebilir. Bu gosterime eliptik saymin kutupsal koordinatlarda

gosterimi denir.

Z, =||Zl||<cosp(6’p)+isinp(ﬁp)), Z, =||22||<Cosp(7p>+ismp(79))

kutupsal gosterimlerine sahip iki eliptik saymin ¢arpimi

22, = [allz.l(cos, (6, +7;) +isin(6, +7,))



esitligi ile verilir. Ayrica z, = (X,, Y1) eliptik sayisinin n. tam say1 kuvveti
2! <[z "™ =" (cos, (n8, ) +isin, (n8, ))

bicimindedir [14].

Teorem 3.1.2. Her z = Xx+1y eliptik say1si

(5 %)

seklinde 2x2 tipinde bir reel matris ile ifade edilebilir [37].

Tamm 3.1.3. ¢, (Z) matrisine z eliptik sayisinin temel matrisi denir [37].

26

(3.4)

Teorem 3.1.4. 7, =X, +iy, ve z, =X, +iy,e C,_ olmak iizere a,(z) temel matrisi

asagidaki ozellikleri saglar [37]:

1L o (22)=a,(2)2(2,),

2. a,(a,(2)2)=a,(2)e,(2,).
3. 2,=2, = a,(z)=a,(z,),

4. a,(z,+2,)=a,(2)+a,(z,),
5. a,(1z)=2a,(z,),

6. iz(ap(zl)):zl+z_1,
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7. |z =det(ap(zl)).

Teorem 3.1.5. z=x+iy € C olmak iizere

i 0
RN BT
y y X

esitligi mevcuttur. Burada

dir.

Teoremin dogrulugu esitligin her iki tarafinin hesaplanmasiyla kolayca gosterilir.

i 0
(S e
y y X

esitligine evrensel benzerlik esitligi denir. Bu esitlik yardimi ile asagidaki sonuglar

verilebilir.

1. C . ciimlesi

cumlesine izomoftur. Bu iki ciimle arasindaki izomorfizma
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a. cC, -» C

p p p

z:x+iy—>ap(z)=(§ F)’(VJ

seklindedir.

2. Her z=x+iy € C, eliptik sayis

ap(z):(x pyj

Yy X
matrisi ile ifade edilebilir.

3. C'p climlesinin her bir elemanm1 C  ciimlesi iistinde tek bir bicimde

kosegenlestirilebilir.

3.2. Elemanlan Eliptik Say1 Olan Matrisler

Elemanlan eliptik sayilar olan mxn tipindeki matrislerin climlesi (Crgxn ile gosterilir.
Bu cimlede A= (aij ), B= (bij ) eCl™,C= (cjk ) e CY" igin toplama, skalarla garpma

ve carpma islemleri sirasiyla
A+B= (aij)+(bij ) = (aij +b; ) eCy”,
AA=A(a;)=(2a;)eC)"

Ve

AC = (Z aijcij eCh
i=1
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esitlikleri ile tanimlanar.

Teorem 3.2.1. A ve B uygun boyutlara sahip iki eliptik matris olmak iizere asagidaki

esitlikler dogrudur:

10. (A+B)=A+B, (A+B) =A"+B,

1. (AA)=1A, (1A) =2A",

12.  (AB)=AB, (AB) =BA,
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13 (A) =(A").

ispat. 1,2,3,4,6,8, 9, 11 ve 13 deki ozelliklerin dogrulugu kolay bir bicimde
gosterilebilir. Burada sadece 5, 7, 10, 12 deki 6zellikleri ispatlanacaktir.

5. A=A +iA,,B=B +iB,eCl"ve A,A,B,B, e R™ olmak iizere

(A+B) =(A+B +i(A+B,))
=(A,T +B/ +i(A2T +BZT))
=A" +B'

esitligi elde edilir.

7. A=A +iA, eC)" ve B=B +iB, € C}" olmak iizere

(AB)' =((AB,+pAB,)+i(AB, +AB))
=((AB)"+p(AB,) )+i((AB,) +(AB)")
=(B/ AT +pB] A )+i(BJ AT +B[ A)
=(B +iB) )( A +iA] ) =B AT
esitligi elde edilir.

10. A=A +iA, ve B=B, +iB, e CT™" olmak iizere
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(A+B)=(A+B —i(A +B,))

= A -iA, +B, -iB,

1
> |
_l’_

W

veE

(A+B) =(A+B +i(A+B,))

=(A,T+BlT+i(A;+BZT))
=A' +B[ -i(A +B])

=A +B

esitlikleri elde edilir.

12. A=A +iA, eC})" ve B=B +iB, eC}" olmak iizere

(AB)=((AB, + pAB,)+i(AB,+AB,))

:(AIBI + pAsz)_i(Ale +AZBI)

:(Al _iAZ)(Bl _iBz)

=(A +iA)(B, +iB,)= AB

Ve



32

(AB) =((AB, + pAB,)+i(AB,+AB,))
=((AB)"+p(AB.)" )-i((AB,) +(AB)')

~(87A + pBIAT)-i(B] AT +BTA])

=(B +iB )(A' +iA] )=B
esitlikleri elde edilir.

Tamm 3.2.2. A=A +iA, e CT" ve A, A, eR™ olsun.

A PA,
3.5
[Az A J e

matrisine A matrisinin adjoint matrisi denir ve 77, (A) ile gosterilir.

Teorem 3.2.3. A= (aij ), B= (bij ) eCl", C= (Cjk ) eCY! ve 1eC, olmak iizere

asagidaki ozellikler dogrudur:

L on,(1)=1,,

2. A=Ben,(A)=n,(B),
3. 1, (A+B)=n,(A)+n,(B),
4. 1, (AC)=n,(A)n,(C),

5.y (Am)= 2, (A).
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6. m=n ve A regiiler ise 77, (A) da regiilerdir ve

(775 (A))_l =7, (A")

dir.
Ispat.
1. I,=1,+i0 oldugundan
I, 0
UP(IH):(O In]:IZH
esitligi elde edilir.

2. A=B oldugunda 7, (A)=17,(B) esitligi agiktir.

3. A=A +iA, ve B=B, +iB, e CJ" olmak iizere A+B=A +B, +i(A, +B,)

dir. Bu durumda

{2 (2 %)

A

pinee)-[ A8 7518
A+B, A+B,

igin 77, (A+B)=n,(A)+n,(B) esitligi saglanr.



4. A=A +iA eC}" ve C=C, +iC, e C}"' olmak iizere

AC :(AC1+aA2C2)+i(A|C2 +A2C1)

dir. Bu durumda

v} (e

A%

np(AC):[ACI +PAC, p(AC, +AZCI))
AC,+AC,  AC +PAC,

igin 77, (AC) =1, (A)77p (C) esitligi elde edilir.

5. AeR igin AA=AA +i(AA,) e CT" oldugundan

T T

elde edilir.

6. Kabul edelim ki Ae C" regiiler olsun. Bu durumda AA™ = A"A=1,

olacak bicimde A™' € CT" mevecuttur. AA" = A"A=1_ esitliginden

1y (AA) =1, (ATA)=n, (1)

gortlir ki

34
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7, (A, (A1) =7, (A7), (A) =1,

elde edilir. Sonug olarak

dir.
Teorem 3.2.4. A,B e C\" olmak iizere AB =1 ise BA=1 dir.

Ispat. A= A +iA, ve B =B, +iB, olmak iizere AB =1 oldugundan

np(A)np(B): L,

dir. 77, (A),n,(B) e R*™" oldugundan

My (B)np (A) =1y
esitligi yazilir. Buradan ise BA =1 elde edilir.
Tamim 3.2.5. 1eC, AeCT" ve xe (Cr:;l olmak iizere

AX = AX
esitligini saglayan sifirdan farkli bir x vektorii varsa A4 sayisina A matrisinin 6zdegeri

ve x vektorliine de A4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorli denir. A matrisinin tim

0zdegerlerinin climlesi

o,(A)={AeC,: Ax=2x, Ix =0}
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bigiminde gosterilir.

Teorem 3.2.6. Ae C|" matrisinin 2n tane eliptik 6zdegeri vardir.

Ispat. A=A +iA, e CY" matrisinin 6zdegeri A€C, olsun. Bu durumda Ax=Ax

olacak bigimde sifirdan farklt X =X, +iXx, € (C':fl vardir. Buradan

(A +IA) (X +ix,) = A(Xx +ixX, ),
AX + PAX, =AX ve AX, +AX =AX,

esitlikleri elde edilir. Son iki ifade

Py W

biciminde de yazilabilir. 2nx2n tipinde bir reel matrisin 2n tane eliptik 6zdegeri

olacagindan A matrisinin 2n tane eliptik 6zdegeri mevcuttur.

Teorem 3.2.7. A=A +iA eCl" ve A=A +i4, icin A eliptik sayisiin A

matrisinin 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Al_ﬂ'lln AZ_;tZIn X _ 0
[Az—ﬂzln A—ﬂqlnj(xj_@

esitliginin dogru olmasidir.

Ispat. A1=4+i4,eC, eliptik sayisi A=A +iA €C}" matrisinin bir Szdegeri

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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(A +iA)) (X +ix, ) =(A4 +i4,) (X +ix,) (3.6)

esitligi dogru olacak bicimde sifirdan farkli X, +ix, € (Cr:;l eliptik vektoriiniin var

olmasidir. (3.6) denkleminden

(A=A41,)%+p(A-41,)x =0
ve

(A =A1) % +(A=41,)% =0
esitlikleri elde edilir. Bu son iki ifade
(4, s

A-4l,  A-4l, X, 0
formunda yazilir.
Teorem 3.2.8. Ae C|" olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:

1. A matrisi regiilerdir,

2. AXx =0 denkleminin tek ¢dziimii vardir,
3. det (np (A)) #0 veya 77, (A) regiilerdir,

4. A matrisinin 6zdegerleri sifirdan farklidir.
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Ispat.

1.=> 2. A matrisi regiiler olsun. Bu durumda x = A"'0 =0 olacagindan Ax=0

denkleminin tek ¢6ziimii mevcuttur.

2.=3. A= A+iA, eCY", x=x +ix, e C}" i¢in

(A +iA)(x +ix,)=0
olsun. Bu esitlikten
(AX +PAX,) =0, (AX, +AX)=0

esitlikleri elde edilir. Son iki esitlik diizenlenirse

[2 pﬁ@lHﬁ]%(A)ho

elde edilir. AX=0 denkleminin tek ¢6ziimii oldugunda, 77, (A) X =0 denkleminin de

tek ¢oztimii olacagindan 77, (A) regiilerdir. Sonug olarak det (np (A)) #0 dir.

3.=4. det (np (A)) #0 olsun. Bu durumda 7, (A)x =0 denkleminin bir tek ¢oziimii

mevcuttur.

RN NI HEH

esitligi dogru oldugunda (A +iA,)(x +ix,)=0 ve Ax=0 esitlikleri de dogru

olacagindan AX =0 denkleminin de bir tek ¢éziimii mevcuttur. Kabul edelim ki A

sifir 6zdegerine sahip olsun. Bu durumda A =0 i¢in AX=AX=0 esitligini saglayan
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sifirdan farkli x € Cr;fl vektorii meveuttur. AX =0 denkleminin bir tek ¢oziimii vardi.

Sonug olarak kabuliimiiz yanlistir. A matrisinin 6zdegerleri sifirdan farklidir.

3.=1. n,(A) matrisi regiiler olsun. Teorem 3.2.4.den A matrisi de regiilerdir.
Tamm 3.2.9. AcCY", 1eC ve 0#Xe (C':fl olmak tizere

AX = AX
esitligini saglayan sifirdan farkli bir x vektorii varsa A sayisina A matrisinin eslenik-

Ozdegeri ve x vektoriine de A eslenik-6zdegerine karsilik gelen eslenik-6zvektorii

denir. A matrisinin tim eslenik-6zdegerlerinin ciimlesi

O'p(A):{/le(Cp:A;:iX, 3X¢O}

ile gosterilir.
3.2.1. Eliptik matrisler iizerinde tanimh baz1 bagintilar
Tamim 3.2.1.1. A,BeC}" i¢in
P'AP=8B
olacak bicimde P regiiler matrisi mevcut ise A matrisi B matrisine benzerdir denir.

Tamm 3.2.1.2. A BeCT" icin

PAP'=B

olacak bicimde P regiiler matrisi mevcut ise A matrisi B matrisine eslenik-benzerdir

denir.
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Teorem 3.2.1.3 A B EC':” icin A matrisi B matrisine eslenik-benzer olsun. Bu

durumda A ve B matrisleri ayni eslenik-6zdegerlere sahiptir.

Ispat. A matrisi B matrisine eslenik-benzer olsun. Bu durumda PAP™' =B olacak

bigimde P regiiler matrisi meveuttur. A€ C, A matrisinin bir eslenik-6zdegeri ise

Ax = AX olacak bicimde sifirdan farkli x e (Cr;fl vektori vardir. y = PX olsun. Bu

durumda
By =P AP™'y = PAx=PAx =1y
olacagindan 1€ C , B matrisinin de bir eglenik-6zdegeridir.

Teorem 3.2.1.4. Ac CT" ve 4,8 C, igin A eliptik sayis1 A matrisinin bir eslenik-

Ozdegeri ise Eﬂﬂ” € C,, eliptik sayis1 da A matrisinin eslenik-6zdegeridir.
ispat. Ax=Ax esitliginden
AxB™ =(B2p™ ) (x57)
yazilabileceginden ,3’/1,6”1 e C,, eliptik sayis1 da A matrisinin eslenik-6zdegeri olur.
Tamm 3.2.1.5. A, BeC" igin

YAX =B ve XBY =A

olacak bigimde X,Y e CT" matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yari-

benzerdir denir.

Tamim 3.2.1.6. A,BeC}" i¢in
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YAX =B, XBY = A

olacak bicimde X.,Y € Cr;f” matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yari-eslenik-

benzerdir denir.

Tanim 3.2.1.7. AeC]" olmak iizere AXA= A esitligini saglayan X € C" matrisi

varsa X matrisine A matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A™ ile gosterilir.

Tamm 3.2.1.8. A, BeC" igin

X"AX =B, XBX"=Ave XX X=X

olacak bicimde X, X~ e (CT)X" matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yakin-

benzerdir denir.

Tamm 3.2.1.9. A BeC" icgin

X-AX =B, XBX =A, X X"X = X

olacak bigimde X,X eC[" matrisleri mevcut ise A matrisi B matrisine yakin-

eslenik-benzerdir denir.

Tamim 3.2.1.10. A C}" igin asagidaki sartlar saglayan X € C™" matrisi varsa bu

durumda X matrisine A matrisinin Drazin tersi denir ve A? = X ile gosterilir.
1. k>0 igin A“'X = A¥,
2. XAX =X,

3. AX = XA.
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Burada A*"'X = A* esitligini saglayan en kiigik k dogal sayisina A matrisinin

indeksi denir ve ind (A) ile gdsterilir.

Teorem 3.2.1.11. C7" ciimlesinde (XY )d ve (YX )d mevcut ise asagidaki dnermeler

dogrudur:

L (XY)' X =x(Yx),
2 (XY)" idempotente> Y (XY)" = (XY)' X | .

Ispat.

1. [38]" de verilen (XY )d =X [(YX )d T Y Cline formiiliiniin her iki tarafin1 X

matrisi ile carpalim. Bu durumda
(XY)' X =X [(YX)dTYX = X (YX)*
elde edilir.

2. (XY )d idempotent olsun. Bu durumda [( XY )d T =(XY )d saglanir.
(XY)" X (Y (XY)*J(XY)" X =((XY)")2 X =(XY)" X

oldugundan Y ( XY )d = [( XY )d X } elde edilir.

Tersine Y (XY )d = [( XY )d X ] olsun. Bu durumda



(X)X (Y (X )XY X = (XY )" X =((xY )’ )2 X

oldugundan (XY)? idempotent olur.
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Teorem 3.2.1.12. A,B,X,Y e C}" igin (XY )d ve (YX )d mevcut ve A matrisi B

matrisine yari-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur:
1. A*X =X B* ve B*X =X A*, k=123,..,
2. (XY)AXY) =A k=1,23,..,
3. (XY) A(XY) =A,
4. (XY)(XY) A=A=A(XY)(XY)".
Ispat.
1. YAX =B ve XBY = A oldugundan
A= XBY =(XY)A(XY) ve B=YAX =(YX)B(YX)

yazilabilir. Sonug olarak

A*X =(XBY)(XBY)X = XB* ve B2 =(YAX)(YAX)Y =YA?
elde edilir. Ayni yontem takip edilerek

A*X = XB* ve B*Y =Y A¥, k=1,2,3,...
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esitlikleri elde edilir.

2. A=(XY)A(XY)=(XY)XBY (XY)=(XY)X(YAX)Y (XY) = (XY)> A(XY )’

esitligi elde edilir. Ayni islem tekrarlanirsa

A=(XY) A(XY), k=1,2,3,..
esitligi bulunur.
3. ind (XY )=t olsun. Bu durumda

t+1 t+1 d t

(XY )T A(XY ) =(XY)" (XY) ™ A(XY )™ (XY)! =(XY) A(XY) = A

elde edilir.
4.
(XY)(XY )" A=(XY)(XY)" (XY)" A(XY)’
= (XY) (XY)(XY)" A(XY)’
=(XY)"A(XY) = A
A(XY)(XY )" = (XY)" A(XY )" (XY)(XY)’
=(XY) A(XY) =A
dir.

——\d ——\d
Teorem 3.2.1.13. A,B, X,Y € (C';)X” igin (X Y) ve (Y X) mevcut ve A matrisi B

matrisine yari-eslenik-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur:
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k

L. (XYV) AXY) =A (YX) B(YX) =B, k=123,...,

2. (AA)X=X(BB), Y(AA) =(BB)Y,

3.0 AXY)(XY) = A=(XY)(XY) A BYX)(YX) =B =(YX )(YX)'B.

A=XBY =(XY)A(XY)=(XY)XBY (XY)=(XY)X(YAX)Y(XY)
=(XY)" A(XY)

esitligi elde edilir. Ayn yontem takip edilerek (XY )k A(XY)" = A esitligi elde edilir,

Benzer yolla (Y X)*B(YX)*=B, k=1,2,3,... esitliginin de dogru oldugu

gosterilebilir.

2. B=Y XBYX esitligi var oldugundan

dir. Boyle devam edilerek (Az\)k X=X (BI§)k esitligi elde edilir. Benzer bigimde

Y (AA)=(BB)"Y esitliginin de dogru oldugu gosterilebilir.
3. ind (XY )=t olsun. Bu takdirde ind ()?\7) =t olur.

A(XY) ™ (XY)" =(XY) A(XY) = A



ve

elde edilir. Ayrica

A(XY)(XY )’ :[(Y\?)d A(XY)d}(XY)(XY)d

=(XY) A(xY) = A

oldugundan

esitligini de elde ederiz.
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Teorem 3.2.1.14. A/B,X,Y € Cr;x” olsun. A matrisi B matrisine yari-eslenik-benzer

ise AA matrisi BB matrisine yakin-benzerdir.

Ispat.

B=B(YX)(YX).Y(AR)(XY ) X =(BB)Y(XY)'X
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Ve

Ve

elde edilir. Sonug olarak AA matrisi BB matrisine yakin-benzerdir.

Teorem 3.2.1.15. A B, X,Y GCT” icin A matrisi B matrisine yari-benzer ise

asagidaki onermeler dogrudur:

1. AP matrisi B***' matrisine yari-benzerdir,
2. A’ matrisi B** matrisine yakin-benzerdir,
3. AA® matrisi BBY matrisine yakin-benzerdir,

4. A’ matrisi B® matrisine yari-benzerdir,
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5. A’A® matrisi B*B® matrisine yari-benzerdir.
Ispat.

1. YAA?™ X =YAXB* = B*"" ve benzer bigimde XBB?Y = XBYA™ = A**' clde

edilir. Sonug olarak A*™*' matrisi B**' matrisine yari-benzerdir.

2. YA™(XY)' X =B*Y(XY)" X =B*YX (YX) = B* saglanir. Ayrica
(XY)" XB™Y =(XY)" XYA™ = A% ve ¥ =[(x¥)' X |

oldugundan A’ matrisi B** matrisine yakin-benzerdir.

3. [26]'da (A’) X = X (B?) esitligi kullamilarak A*(A%)" = AA’A’ = AA’ ve

B> (B* )2 = BB esitlikleri elde edilir. O halde
ARX = A (A7) X = A'X (BY) = XB?(B) = XBB
olur. Buradan
(YX)"Y (AAY) X =(YX)’ (YX)BB* = BB’
X (BB?)(YX)"Y = AA’X (YX)TY = AA? (XY)" (XY)= AA’

ve

X~ =(YX)"Y
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olacagindan AA’ matrisi BB matrisine yakin-benzerdir.

(YX)"YATX (YX)" =Y (XY)" ATX (YX)'
=Y (XY)? A(A")? X (YX)"
= (YAX)Y (A?)* X (YX)*
= B(B*)*YX (YX)*
= B(B")*
=B

bulunur ve benzer bigimde X (YX )d BY (YX )d Y = A elde edilir. Sonug olarak A°

matrisi B® matrisine yari-benzerdir.

YA*A‘X =(YA)( AA’X ) = YAXBB® = BB"

ve

XB*BYY = XBBYBY = AA’ XBY = A>A’.

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla A’A’ matrisi B’B? matrisine yari-benzerdir.

3.2.2. Eliptik matrislerin bazi lineer denklemleri

A=A +iA, € C" olsun. Burada A, A, e R™ dir. ¢, (X)=AX bigiminde bir lineer

izomorfizma tanimlansin. Bu lineer izomorfizmanin {1, i} tabanina karsilik gelen

matrisi
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Ba(1) = A +iA,

¢A(i):_pAz —iA
olmak {izere agagidaki gibidir:

¢A:(AI _pAzjeRmezn'
A A

Teorem 3.2.2.1. A eliptik matrisi i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur:

1. Ae (C';X” olsun. Bu durumda
P I, 0 0 0 pl,
= ve =
"“lo -1, "1, 0

olmak tuzere
Pn:1¢APn = ¢A> Qn_ql¢AQn = _¢A;

dir,

2. A.BeCT" ise ¢,,, =@, +¢, dir,
3. AeCT", BeCY, ise dys = $uPds = dpp 5P dir,

p b

4. Ae CT" olmak iizere A™" meveuttur ancak ve ancak (¢, )_1 mevcuttur ve

(¢A )_1 = Pm¢Afl I:)m
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dir.

Ispat. Mevcut esitliklerin sag ve sol taraflar1 hesaplanarak ispat kolay bir bicimde

tamamlanir.
i. AX —XB=C denkleminin ¢Oziimii iizerine
Burada Ae CT™, BeC]" ve CeCJ" i¢in
AX -XB=C (3.7
denkleminin ¢6ziimii eliptik matrislerinin reel gosterimleri yardimiyla aragtirilacaktir.

(3.7) denkleminin reel temsili
O P =« Pids = & (3.8)
bigimindedir.
Lemma 3.2.2.2. AX — XB=C denkleminin ¢oziimii X e CY" olsun. Bu durumda
Y =Yy =& (3.9)
denkleminin ¢éziimii Y = ¢, P, € R*™*" dir.

Teorem 3.2.2.3. AcCT™, BeC}" ve CeCT" olsun. ¢,Y ~Y¢, =¢. denkleminin

¢dziimii Y € R*™" olmasi durumunda AX — XB =C denkleminin ¢oziimii
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bi¢imindedir.
Ispat.
_ Y11 Y12 mxn _
Y = , Y, eR™ u,v=1,2, (3.11)
Y21 22

matrisi (3.9) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda Q,'#,Q, =—¢, ve Y =4, P,

oldugundan
0 (-Q0 (YP)Q,) P = (= Q5 (YR)Q, ) Pt = o (3.12)

dir. Sonug olarak Y matrisi (3.9) denkleminin bir ¢dziimii ise (—Q,;' (YR )Qn)P

n n

ifadesi de (3.9) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Ayrica
Y’:—(Y (@ (YPn)Qn)Pn) (3.13)

ifadesi de (3.9) denkleminin bir ¢oziimidiir. ¢, =Y'(P, )71 oldugundan

Zl _pzz
= 3.14
Px (Zz z j (3.14)
dir. Burada
1 1Y
ZI=E(YH+Y22), Zz=§[%+YZIJ (3.15)

dir. Bu durumda

. 1 _ l,
x:zl+|zz=m(|m ||m)¢x[ ] (3.16)
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bi¢imindedir.

. 1 i \= 1 0 =21 1-p R 5
Ornek 3.2.24. ) X=X = . esitligini  saglayan
1+ 0 0 21-p -p

Xe (Cszz matrisini bulalim.

Verilen denkleme karsilik gelen reel gosterim

1 0 0 -p 1 0 0 O 0 1-p 2p 0
01 —-p - 0 0 0 O - — -2 0
PP Y -Y _|7P P P ,Y e R™
01 -1 0 0 0 -1 0 -2 0 0 -1+p
11 0 -1 0 0 0 O 2 0 p p
bi¢imindedir. Bu reel matris denklemi ¢6ziiliirse
21 p O
0 0 O
V= p
1 0 2 1
01 0 O
elde edilir. ¢, = %(YPn —(Qn;] (YPn )Q, )) esitligi kullanilirsa
2 -p O
0 0 0 -p
h=l 2 -1
0 0 0
matrisi elde edilir. Buradan
21 —-p 01 O
X_llOiOOOO—p01_2+i1
1-pl0 1 0 iJJ1 0 2 -1 o Lo i
01 0 0 )J)Lo i



54

matrisi elde edilir.

Teorem 3.2.2.5. AX — XB =C denkleminde C =0 ve X regiiler olsun. Bu durumda

A matrisi B matrisine eslenik-benzer, ¢, matrisiise ¢, matrisine benzerdir.

Ispat. X regiiler oldugundan, AX —XB=0 denklemi X 'AX =B olarak yazilir.

Dolayisiyla A matrisi B matrisine eslenik benzer olur. X “'AX =B denkleminin reel

temsili alindiginda
¢(X")A¢X P=d = ¢(X—I)Pn¢A¢x P.=¢s = P, (¢x )71 P.P9.dx P, = s
ve

(P) ' (¢) 8 Po =05 = (P.) duti P, =0s

oldugundan ¢, matrisi ¢ matrisine benzer olur.
ii. X—AXB=C denkleminin ¢Oziimii ilizerine
AeCT™, BeC]" ve CeCy" igin
X-AXB=C (3.17)
denkleminin reel temsili

¢x _¢A¢X¢B = ¢c (3.18)
bi¢imindedir.

Lemma 3.2.2.6. X — AXB=C denkleminin ¢bziimii X e CT" olsun. Bu durumda
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Y=Y s = ¢ (3.19)

denkleminin ¢oziimii Y = ¢, € R*™" dir.

Teorem 3.2.2.7. AcCT™, Be CT" ve CeCJ" olsun. Y —¢,Y ¢, = ¢, denkleminin

¢dziimii Y € R*™" olmast durumunda X — AXB =C denkleminin ¢8ziimii

X =2 +iZ, =

1 . RN
2(1—p)(1 |)(Y—QmYQn)(J (3.20)

bi¢imindedir.

Ispat. Y, e R™" ve u,v=1,2, olmak iizere

<
I
< <

(Yn
Y21

matrisi (3.19) denkleminin ¢éziimii olsun. Bu durumda Q,'¢,Q,=-¢, ve Y =g,

HJ (3.21)

22

oldugundan
(_Q"ZIYQH ) - ¢A ( - QniqlYQn )¢B = ¢c (3.22)

dir. Sonug olarak Y matrisi (3.19) denkleminin bir ¢6ziimii ise —Qr;lYQn ifadesi de

(3.19) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Ayrica

Y'= %(Y -Q,'YQ,) (3.23)

ifadesi de (3.19) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Son bulunan ifade diizenlenirse



matrisi elde edilir. Burada

1

! (Zl
Y' =
ZZ

dir. ¢, =Y’ oldugundan (3.17) denkleminin ¢6ziimii

bigimindedir.

N 1+i 1)\—
Ornek 3.2.2.8. X —( : Oj X (

matrisini bulalim.

1 0
00

|

3p

(3p+5i

i
1

1
Zl :E(YII_YZZ) Ve 22 :E(—

Yl 2

p

+Y21j
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(3.24)

(3.25)

(3.26)

j esitligini saglayan X € Cszz

Coziim. Verilen denkleme karsilik gelen reel gosterim

—_— = O
oS o O =
|
p—
|
p—

oS O O O

S = = O

S = = O

_Sp

_3p
_3p

—P

-1



elde edilir. ¢, = %(Y -(Q.'(Y)Q, )) esitligini kullanilirsa

1 0 -3p —-p

so|01 00

131 -1 0

0 0 0 . |

matrisi bulunur. Buradan

1 0 =3p —p)(1
X — 1 1 0 i 0O 1 0 010
“1-pl0 1 0 iJ[3 1 -1 o0 |i
0 0 0 -1 )10

¢Ozlimii elde edilir.

S~ O

{

1+ 3i

|
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BOLUM 4. KOMUTATIF KUATERNiYONLAR

Komiitatif kuaterniyonlar climlesi 1892 yilinda C. Segre tarafindan tanimlanmistir
[12]. Komiitatif kuaterniyonlar hareket geometrisi, diferensiyel geometri, sayisal
goriintii isleme, sinyal isleme, bilgisayar programlama gibi birgok alanda
uygulamalara sahiptirler [15-16-17]. Bu boliimde komiitatif kuaterniyonlarin bazi
temel cebirsel 6zellikleri verildikten sonra komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen
temel matrisleri kullanarak bu ciimle {izerinde taniml1 bazi lineer denklem ve lineer
denklem sistemlerinin ¢oziimleri ¢calisilmistir. Daha sonra komiitatif kuaterniyonlarin
matrisleri tanimlanarak eliptik sayilarin matrisleri i¢in incelenmis olan 6zellikler bu

matris uzayina genellestirilmistir.

4.1. Komiitatif Kuaterniyonlarin Cebirsel Ozellikleri

Komiitatif kuaterniyonlarin ciimlesi

H={a=a,+ai+a,j+ak:a,a,a, a R} 4.1)

biciminde ifade edilir. Burada i, j,k kuaterniyonik birimleri arasinda asagidaki

esitlikler mevcuttur:
i=k’=-1, j*=1ij=ji=k, jk=Kkj=i, ki=ik =—]j. 4.2)

Bu ¢arpim kurallarindan agiktir ki H climlesi ¢arpma islemine gore degisme 6zelligine

sahiptir [13].

a=a,+ai+a,j+ak, b=b +bi+b,j+bkeH ve 1R olmak iizere H ciimlesi

tizerinde toplama, carpma ve skalarla carpma iglemleri sirasiyla
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a+b=(a,+b,)+(a +b)i+(a,+b,) j+(a,+b)k,

pa =(a,b, —ab, +a,b, —a,b,)+(ab, +a,b, +a;b, +a,b,)i
+(a,h, +a,b, —ab, —ab, ) j+(asb, +ab, +ab, +a,b )k

ve
Aa=A(a,+aji+a,j+ak)=1a,+ai+1a,j+ak
esitlikleri ile tanimlanir [13].

a=a,+ai+a,]+ak e H komiitatif kuaterniyonunun ii¢ farkl eslenigi

1— . 0
a=a,—aji+a,j—-ak,

25=a0+a1i—a2j—a3k, (4.3)
3— . .
a=a,—ail—-a,j+ak
esitlikleri ile tanimlanir [13].

a=a,+aji+a,]+ak € H komiitatif kuaterniyonun normu

lol = a('3)("a)("a) =/ [(@+a) +(a+a) |[(a-a) +a-a)] @4

olarak tanimlidir [13].

a=a,+aji+a,j+akeH ve ||a|| #0 olmak lizere a komiitatif kuaterniyonunun

carpma islemine gore tersi a”' olmak iizere
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U

Jalf
dir [13].
|a]| # 0 olmak iizere bir a=a, +a,i+a, j+a,k € H komiitatif kuaterniyonu
a=Jafesr"

bi¢iminde de ifade edilebilir. Burada ¢ ve y Oklid agis1 € ise hiperbolik acidir ve

2(a,3 —a,a,) j

1
¢ = tan [ 2 2 2 2
2 a,"—a —a,” +a

-y 4 2(aya, +a,a, )
2 a,’ +a°+a,’ +a,’

1 1( Z(aoa3_a1a2) ]
2
3

=—tan
v 2

dir. Bu gosterime a komiitatif kuaterniyonunun kutupsal gosterimi denir [37].

a= ||a|| ek yeo p= ||b|| e”t 212 glmak tizere bir komiitatif kuaterniyonun tamsayi

kuvveti, tersi ve iki komiitatif kuaterniyonun ¢arpimi kutupsal gosterim yardimu ile

a.n — ”a”” en¢|i+n91j+nr//lk ,ne Z,

a = [a] e ¥ Ja] %0, 4.5)

ab = ”a” ||b||e¢|i+‘91j+'//1ke¢zi+92j+‘//zk — ||ab|| e(¢1+¢z)i+(6’1+92)i+(%+l//z)k
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esitlikleri ile hesaplanir [37].

4.1.1. Komiitatif kuaterniyonlarin temel matrisleri

a=a,+ai+a,j+akeH icin ¢, (X) =ax bi¢ciminde ¢, :H —H bir doniisim
tanimlansin. Bu doniisiim lineerdir. ¢ lineer doniisiimiiniin {1, i,J, k} tabanina karsilik

gelen matrisi

e, (1)=(a, +ai+a,j+ak)

2. (i)

(a,+aji+a,j+ak)i=-a +aji-aj+ak

(4.6)
0. (i)=(a,+ai+a,j+ak)j=a,+aji+a,j+ak
e, (k)=(a,+ai+a,j+ak)k=—a,+ai—a j+ak
olmak tizere asagidaki gibidir:
8 -8 & -8
8 & 8 @&
pla)= 4.7)
( ) a —a a -4
a3 aZ al a0

Bu matrise a € H nin temel matrisi denir [13].

H komiitatif kuaterniyonlar ciimlesi ile R*' matris ciimlesi arasinda bir cebir

izomorfizmasi kurulabilir. Bu izomorfizma
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7:H—R*
a‘O
. . . . a (4.8)
1
a,+ai+a,j+rak >7(a +ai+a,j+ak)= .
2
8,
biciminde tanimlanir. Sonug olarak
&,
a
a=a,+ai+aj+ak= al (4.9)
2
8,

yazilabilir [13].

Yukaridaki sonugtan yola ¢ikilarak iki komiitatif kuaterniyon a=a,+a,i+a, j+a,k

ve b=Db, +bi+b, j+b,k nin ¢arpimi asagidaki gibi de ifade edilebilir [13]:

ao _al 2 _a3 bo
a a 4a a b
ab=| ' 7 7|7 =gp(a)b. (4.10)
az _as ao _al bz ( )
az al aO b3

Tanimlanan ¢ fonksiyonunu i¢in
v(ab)=g¢(a)e(b)

p(a+b)=gp(a)+e(b).

esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla ¢ bir cebir izomorfizmdir. Ayrica,



1 0 00 0 -1 0 O
01 00 1 0 0 O
1)= =1,; )= =E;
(”()00104¢()0 0o -1
0 0 0 1 0 1 0
0 01 O 0O 0 0 1
0 0 0 1 0 0 -1 0
(D(J) 100 0 2 §0() 01 0 0 3
01 00 -1 0 0 O

oldugundan

EE =-I,, EE =1,, E,E, =—1I,,

E1E2 = E2E1 = Esa E2E3 = E3E2 = El’ E1E3 = E3E1 :_Ez
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4.11)

esitlikleri mevcuttur. Dolayisiyla E , E,, E; matrisleriile i, j,k elemanlar1 birbirlerine

izomorftur [13].

Teorem 4.1.1.1. a,beH olmak ilizere ¢ temel matrisinin asagidaki ozellikleri

mevcuttur [37]:

1.

p(ab)=p(a)p(b),

p(la)=Ap(a), 1eR,



pu— 2_
a+ a,

6. iz(gp(a)):a+1a+

T Jalf <lder(o(@),

3—
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Teorem 4.1.1.2. a=a,+a,i+a, ] +a,k € H olmak iizere

Pdiag(a, 1
olacak bicimde
1 1 1
P :l —-I i I.
2 ) ) )
-k k -k

matrisleri mevcuttur.

a,

2. a)P =p(a)

1 1 j Kk

ve P! 4yt ok
211 -1 -] k

I i —-j -k

Teoremin dogrulugu esitligin sol tarafinin hesaplanmasiyla kolayca gosterilir.

Pdiag(a, 15, 25,35) P' =¢p(a) esitligine evrensel benzerlik esitligi denir. Bu

esitlik yardimi ile asagidaki sonuglar1 sdyleyebiliriz.

1. H ciimlesi

S

Lo

o

1 8,,a,8,,a, €R

cumlesine izomoftur. Bu iki cimle arasindaki cebir izomorfizmi
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p:H—> H
8 -4 a —&
. . a a a
a=a,+ai+a,jrak—>pa)=| % &
a -4 a -4

o
o
o
o

bi¢imindedir.

2. Her a=a,+aji+a,]+a,k € H komiitatif kuaterniyonu

8 —& a &
a a
pla)=|® B B R
a -4 & —q
a3 a2 al a()
matrisi ile ifade edilebilir.
3. H' cimlesinin her bir elemani H ciimlesi lstiinde tek bir bigimde

kosegenlestirilebilir.

Tanim 4.1.1.3. a ve b komiitatif kuaterniyonlari s. (S = 1,2,3) eslenige gore eslenik-

s—

benzerdir ancak ve ancak a:( q)bq’1 olacak bigimde ¢ (|g|#0) komiitatif

kuaterniyonu mevcuttur. a ve b, s. eslenige gore eslenik-benzer ise bu a=b
biciminde gosterilir. Ayrica iki komiitatif kuaterniyon s. eslenige gore eslenik-benzer

ise bunlarin normlar1 aynidir.

Teorem 4.1.1.4. a,b,c € H olmak iizere asagidaki 6zellikler mevcuttur:

Yansima: a=a,

Simetri: a%b ise b=a,
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Gegisme: a=b, b=c ise a=c.

Ispat. Yansima: ae H igin lal”' =a dir. Sonug olarak = bagntis1 yanstyandar.

s—

Simetri: ( q)aq‘l =b olsun. g terslenebilir oldugundan

(‘a) ba=(‘a) (‘a)aa"a-a

olur ki, bu 2 simetriktir bagintisinin simetrik oldugunu gosterir.

Gegisme: (Sq_l) ag,' =b ve (Sq_z) bg;' =c olsun. Bu durumda

() Ty

S}

(0,0,)a(a,q,)"

dir. Bu durumda = gegiskendir.

Sonug olarak = bagmtisi bir denklik bagintisidir.

Teorem 4.1.1.5. a=a,+a,i+a,j+a,k € H verilsin

1. |la] =0 ise ¢(a) matrisi singiiler matristir ve ¢(a) matrisinin genellestirilmis

tersi
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dir.
2. |Ja]|#0 ise ¢(a) matrisi regiiler matristir ve
o' (a)=p(a")
dir.
Ispat.
1. |a=0 oldugunda det(¢(a))=0 olur. Dolayisiyla ¢(a) matrisi singiiler
olur.
o(2)((2)) p(a)=4(a +a)o(a)

ve

ma[}@?g;) o(a)=o(a)
oldugundan

[o(@)] =3z Lot
esitligi elde edilir.

2. |la]| =0 oldugunda det(go(a)) #0 olacagindan ¢(a) matrisi regiiler olur.
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I, = (p(aa’1 ) = go(a)(p(a")
L =o(a'a)=o(a")o(a)
oldugundan [(o(a)]fl = (p(a‘l) esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.1.6. a,b,xeH ve a=a,+aji+a,j+a,keH olmak iizere ax=Db

denklemini saglayan sifirdan farkli X € H mevcut olsun. Bu durumda

1. ||a||¢0 ve b#0 ise x=a'b dir.

2. ||a||:0 ve a#0 i1se a,+a,=0, 3 +a,=0 ya da a,—-a,=0,a—-a,=0

esitlikleri dogrudur. Diger taraftan a,+a, =0 ve a,+a, =0 esitlikleri saglanirsa

dir. Burada q € H keyfidir.

Ispat. ||a||¢0 ve b#0 oldugunda x=a'b oldugu agiktir. Simdi 2. durumu

ispatlayalim. ||a|| =0 olsun. Bu durumda

a,+a,=0,a+a,=0 yadaa,—a,=0,a-a,=0
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olmalidir. Kabul edelimki a,+a, =0 ve a, +a, =0 olsun. Bu esitlikler altinda ¢(a)

matrisi singiiler olur. ax=b denklemi (o(a) X =b bigiminde de yazilabileceginden

keyfi g e H i¢in
x=[p(a)] b+(|4 ~[p(a)] (D(a))q

dir. Son ifade de [go(a)]_ nin esiti yerine yazilir ve ifade diizenlenirse

1 u 1 1 T
X=Z(a§+af)[¢(a)] b+2 '4‘2@[?(3)] ¢(a) |g
1 1 T .
ZZ(a§+af)[¢(a)] b+(|4_(/)(1))q
1 1 1= .
:Z(a§+af) ab+(1+j)q

¢cozlimii elde edilir. a,—a,=0 ve a, —a, =0 olmas1 halinde ise benzer islemler

yapilarak

¢Oziimii elde edilir.

Tanim 4.1.1.7. x,y,a,b € H olmak tizere

xay=b ve ybx=a
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olacak bi¢imde x,yeH wvarsa a,b ye yari-benzerdir denir. Bu durum a=b

biciminde gosterilir. » bagintis1 H iizerinde bir denklik bagmtisidir.

Teorem 4.1.1.8. X, y,a,b € H olmak iizere a~b olsun. Bu durumda

xay =b, ybx =a,

a|| =0,

b| 0

denklemlerini saglayan x ve y mevcuttur ve

x=q, y=a'g b

ya da

1

x=bg,'a”', y=q,

dir. Burada q,,q, € H keyfidir ve ||q1

q2|| # 0 dir.

b

ispat. |[a =0 ve |b|#0 iken ||| 0 ve ||y|#0 olur. xay=b denkleminin her iki

tarafi sagdan y~'a”' ile carpilirsa x=by'a™' esitligi elde edilir. Bu esitlik ybx =a

denkleminde yerine yazilirsa yb* = ya® ifadesi elde edilir. Bu son esitlik diizenlenirse

(a*-b’)y=0

bulunur. a~b oldugunda a’=b’ olacagindan son esitligi saglayan y keyfidir.

y =0, € H denilirse x=bg,'a™ elde edilir. Benzer bigimde ybx = a denkleminin her

iki tarafi x'b™" ile carpilirsa y=ax"'b™" elde edilir. Bu esitlik xay =b denkleminde

yerine yazilir ve ifade diizenlenirse X=Q, ve y=aq, 'b™! elde edilir.

Tanimm 4.1.1.9. a,b € H olmak iizere



(%Jay =5, ('7)or-a, 5123

71

olacak bicimde x,y e H varsa a, b ye s. eslenige gore yari-eslenik-benzerdir denir.

Bu durum a~b bi¢iminde gosterilir.

Cs . . -
H cilimlesi iistiinde tanimlanan = bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Teorem 4.1.1.10. x,y,a,beH olmak iizere a~bolsun. Bu

&= o,

b||#0, s=1,2,3 i¢in
(°*X)ay=b, (*y)bx=a
denklemlerini saglayan x ve y mevcuttur ve
- _\-l
X=(Sb)q;‘(sa) , y=0,
ya da

X=0, Y =(55)(5q_])1(55)1

dir. Burada ¢,,q, € H keyfidir, ql|| =0,

q2|| # 0 dir.

durumda

ispat. [ # 0 ve [b] 0 oldugunda [0 ve Jy|»0 olur. (“X)ay=b denkleminin

s=\/s—\"1/s—\"!
her iki tarafi sagdan y'a”" ile garpilirsa X:( b)( y) ( a) esitligi elde edilir. Bu
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s—

esitlik ( y) bx =a denkleminde yerine yazilirsa y( 55) b= y( sa)a ifadesi elde edilir.

Bu son esitlik diizenlenirse
(2)a-(EJo)y-0

bulunur. a~b oldugunda (35) a= ( SB) b olacagindan son esitligi saglayan y keyfidir.
s— s—\"!
y=0, €H denilirse X =( b)qzl( a) elde edilir. Benzer bi¢imde (57) bx=a

s—\[s— -1 s— -1
denkleminin her iki tarafi x'b™" ile carpilirsa y=( a)( ql) ( b) elde edilir. Bu

esitlik (57) ay =b denkleminde yerine yazilir ve ifade diizenlenirse X=0q, ve
s—\(s—\"!/s=\"!
y=(")("a) (0] elde cdii

4.2. Komiitatif Kuaterniyon Degerli Matrisler

4.2.1. Komiitatif kuaterniyon degerli matrislerin temel 6zellikleri

Elemanlar1 komiitatif kuaterniyon olan mxn tipindeki matrislerin ciimlesi H™" ile
gosterilir. Bu ciimlede A=(a;), B=(b;)eH™" ve C=(c;)eH"" icin toplama,

skalarla ¢arpma ve ¢arpma iglemleri sirastyla
A+B= (aij)+(bij ) = (aij +by; ) e H™",
AA=(a;)=(4a;)eH™

Ve

AC = (z 8,Cy j cH™
j=1
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esitlikleri ile tanimlanir.
A= (aij ) e H™" matrisi i¢in li¢ tiir eslenik mevcuttur. Bunlar

1

- (1— 21— [2— 3—  [(3—
A=(a )™, A=("a)e ™ ve A= (g, Jemm

esitlikleri ile tanimlanir.

A matrisinin transpozu A" e H™" biciminde gdsterilir. A* :( A) e H™" matrisine

ise A matrisinin S. (S =1, 2,3) eslenige gore eslenik transpozu denir.

Teorem 4.2.1.1. A ve B boyutlar1 uygun komiitatif matrisler olmak {izere asagidaki

esitlikler dogrudur:

3. (AB) =B"A",
4. (AB)=("a) B},
5. A" ve B™' mevcut ise (AB)f1 =B'A",

-1

6. A" mevcut ise (ATS) :(A‘l)Ts ,
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Ispat. 1,3, 4, 5, 6 ve 7 6nermeleri kolaylikla gosterilebilir. Burada 2. 5nermenin dogru

oldugu gosterilecektir.

2. A=A+jJA ve B=B+ B, olsun. Burada A, A, B ve B, kompleks

matrislerdir. Bu durumda

*

(AB)" =[(A+iA,)(B +jB,)]

*
1

[(RB)+ (A8 + i[(AB)+ (A8

r— . _\TT
= A1B1+Asz+j(Ale+AzBl):|

(8 (3] (& (B + 12 (3] (&) (3]

elde edilir. Diger yandan

. _\T _\T . T —_\T
Blz(Bl) +j(Bz) ve A‘:(Al) +j(Az)

o (5 (3] o5 (5] + (5 (3 (5 (5] ]

* * *
1 2 3

Sonug olarak (AB)'=B"A". Benzer bi¢imde (AB)* =B™“A"> ve (AB)' =B"A"

esitliklerinin de dogru oldugu gdosterilebilir.

Teorem 4.2.1.2. A,B e H"" i¢in eger AB=1, ise BA=1 dir.

Ispat. ABeC™ igin AB=1_ise BA=1_ esitligi dogrudur [25].
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A=A + jJA ve B=B, + |B, olsun. Burada A,A,,B, ve B,, nxn tipinde kompleks

matrislerdir. Bu durumda,
AB :(A,B1 + Asz)+ j(AlB2 + AZBI) =1,
dir. Bu esitlik

B1 BZ

CORN g R
biciminde de gosterebilir. Sonug olarak

walea o)

A A J\B, B 0o 1)
elde edilir.

A A B B, . .
ve matrisleri 2nx2n kompleks matrisler olduklarindan

A A B, B
I NINE
B, BJ\A A) o 1,
yazilabilir. Buradan da
BA+BA =1, BA +B,A=0
(BA+B,A)+j(BA +B,A)=I,

oldugundan BA =1 esitligi elde edilir.
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Tamim 4.2.1.3. A=A + JA e H™ olmak iizere

A A
4.12
(Az Aj (12

matrisine A matrisinin adjoint matrisi denir ve 77(A) ile gosterilir.

Teorem 4.2.1.4. A,.B e H™ olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur:

L n(ln)=|2n,

4. A™" mevcut is n(A_l) = (77(A))_1 ,
5. U(A*‘ ) = (U(A))* , fakat genelde 77(A*2 ) # (n(A))* , 77(A*3 ) # (U(A))* ,

burada (n(A))* matrisi 77 ( A) kompleks matrisinin eslenik transpozudur,

-1

6. det(n(AB)) = det(n(A))det(n(B)) ve det(n(A’1 )) =(detn(A)) .

Ispat. 1, 2 ve 4° deki esitlikler kolaylikla gosterilebilir. Burada 3, 5 ve 6 siklarindaki

esitliklerin dogru oldugu gosterilecektir.

3. A, BeH™ olsun. Bu durumda A ve B nin adjoint matrisleri

LN ECER
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bigimindedir.
AB :(AIB1 + Asz)+ j(A1B2 + Asz)
oldugundan

rgy_[ABIHAB AB+AB,
1AB)=| AB,+AB, AB +AB,

dir. Diger yandan

A A)(B B (AB+AB, AB,+AB,
U(A)”(B):[AZ AIJ(BZ BJ:(A,Bz-"AZBz A181+AZB2)

esitligi mevcuttur. Sonug olarak 7 ( AB) =7 ( A) n ( B) esitligi elde edilir.

5. A=A+ JA eM, (H ) olsun. A" = (K)T + j(E)T oldugundan A" nin adjoint

matrisi

bi¢cimindedir. Diger taraftan

a2 2] oo

A A

dir. Sonug olarak 77(A*‘ ) = (77 ( A))* esitligi elde edilir.
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oy (A A (&) (&) (AN
(%) (—A; AT) (&) (&) (A
. &) (&) ) (&) (&) A

6. 77(AB) = 77(A)77( B) esitliginden

det (17 AB)) = det (A7 (B))

= det(n(A))det(n(B))

ifadesi elde edilir. Burada B= A" alinirsa det(fy(A‘1 )) = (detn(A))_1 esitligi elde

edilir.
Tamm 4.2.1.5. Ac H™", xe H™ ve 1 € H olmak iizere AX = AX esitligini saglayan
sifirdan farkli bir x vektorii varsa A’ya A matrisinin 6zdegeri denir. x vektoriine ise
A matrisinin A Ozdegerine karsilik gelen Ozvektori denir. A matrisinin
0zdegerlerinin climlesi

E(A)={1eH: Ax=Ax, Ix=0} (4.13)

biciminde gosterilir.

Teorem 4.2.1.6. A< H"™" matrisinin 2n tane kompleks 6zdegeri vardir.



79

Ispat. A=A + jA e H™ ve A matrisinin kompleks bir 6zdegeri A€ C olsun. Bu

durumda sifir vektoriinden farkli X =X, + jx, e H™ vektorii vardir dyle ki Ax = AX

esitligi dogrudur. Bu esitlikten
(A+ A (X + i%,) =A% + jAx,
AX +AX, =AX, ve AX,+AX =1X,

biciminde de yazilabilir. (2 :j matrisi 2nx2n kompleks matris oldugundan 2n

tane kompleks 6zdegeri vardir. Sonug olarak A e H™" matrisinin 2n tane kompleks

0zdegeri vardir.

Teorem 4.2.1.7. Ac H™" olmak lizere asagidaki ifadeler denktir:
1. A" matrisi mevcuttur,

2. AX =0 denklemin bir tek ¢6ziimii vardir,

3. det (77 ( A)) #0 dir veya 77(A)" meveuttur,

4. A matrisi sifir 6zdegerine sahip degildir.

Ispat. 1.= 2. agiktir.

2.=3. A=A+ JA, X=X + jX, olsun. Bu durumda



80

AXZ(A1X1+A2X2)+ j(A1X2+AzX1)

dir. AX=0 esitliginden

(Ax, +AX)=0 ve (AX+AX)=0

esitlikleri, dolayisiyla

(2 &)

elde edilir. Sonug olarak Ax=0 denkleminin tek ¢oziimii varsa, 7(A)(x, %,) =0

denkleminin de tek ¢oziimii vardir. Bu durumda 77(A) kompleks matris oldugundan,

n( A)f1 mevcuttur.

3.=>4. det(n(A)) #0 olsun. Bu durumda 7, (A)x =0 denkleminin bir tek ¢dziimii

mevcuttur.

nx=0={ O )-(0)

esitligi dogru oldugunda (A +iA)(x +ix,)=0 ve Ax=0 esitlikleri de dogru
olacagindan AX =0 denkleminin de bir tek ¢6zliimii mevcuttur. Kabul edelim ki A
sifir 6zdegerine sahip olsun. Bu durumda A =0 i¢in AX=AX=0 esitligini saglayan
sifirdan farkli X € Cr;:l vektori mevcuttur. AX =0 denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir.

Sonug olarak kabuliimiiz yanlistir. A matrisinin 6zdegerleri sifirdan farklidir.

3.= 1 7( A)f1 mevcut olsun. Bu durumda
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.. B B ..
olacak bicimde ( ] 2] matrisi mevcuttur. Buradan
2 1

B/A+B,A =1 ve BA +B,A=0

ve

(BlA|+BzAz)+ j(BlAz+BzA1)= In

denklemlerini elde ederiz. Buradan da BA=1_ elde edilir. Teorem 4.2.1.2.’den

A" =B elde edilir. Sonug olarak A matrisi regiilerdir.

4.2.2. Komiitatif kuaterniyon matrislerinin eslenik-benzerligi

A,B € H™" olmak iizere P"'AP =B olacak bicimde P € H™ mevcut ise A matrisi

B matrisine benzerdir denir ve A ~ B biciminde gosterilir. Agiktir ki ~ bagintis1 H

tizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 4.2.2.1. A BeH"™" olmak iizere A matrisi B matrisine s. eslenige gore

eslenik-benzerdir ancak ve ancak (SE) AP' =B esitligini saglayan P € H™" regiiler

matrisi mevcuttur. A matrisi B matrisine eslenik-benzer ise bunu A= B biciminde

gosterilir.

H ciimlesi iizerinde tanimlanan = bagintis1 bir denklik bagmtisidir.

Tamm 4.2.2.2. AcH™, 1cH olmak iizere A(i):xﬂ, (s=1,2,3) esitligini

saglayan sifirdan farkli bir x e H™" mevcut ise bu durumda 4 ya A matrisinin s.

eslenigine gore eslenik-6zdegeri denir. x vektoriine ise A matrisinin A4 eslenik-
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O0zdegerine karsilik gelen eslenik-6zvektorii denir. A  matrisinin  eslenik-

ozvektorlerinin cimlesi

s—

E {;te]HI:A(S;()=x/1, x;to} (4.14)

bigiminde gosterilir.

Teorem 4.2.2.3. A,B e H"™" olmak iizere A=B ise A ve B matrisleri ayni eslenik-

0zdegerlere sahiptir.

s—

Ispat. AZB olsun. Bu durumda B:( P)AP1 olacak bigimde P eH™ matrisi

mevecuttur. Ae€H, A matrisinin eslenik-6zdegeri olsun. Bu durumda

A(si) =XA, X#0 dir. y= P(si) olmak iizere

By = ( SE) APy = ( 55) APP-! (i) :(SE) A( s?) b ( SE) XA = ( 59)1
dir. Sonug olarak A ve B matrisleri ayn1 eslenik-6zdegerlere sahiptir.

Teorem4.2.2.4. Ac H"™ ve A, 8 € H olmak lizere A, A matrisinin eslenik-6zdegeri

ise (S,E) AB~" da A matrisinin eslenik-6zdegeridir.

s—

s— s— s—\"!
ispat. A( x):x/l ise A( x)ﬂlzx( ,B) ( ﬂ)wl dir.
Tamm 4.2.2.5. Ac H™", B e H™ olmak iizere

YAX =B, XBY =A
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olacak bi¢imde X,Y e H™ matrisleri varsa A matrisi B matrisine yari-benzerdir

denir.

Tamim 4.2.2.6. Ac H™", B e H™ olmak iizere

s—

( Y)AX _B, (SY)szA

olacak bi¢imde X,Y € H™ matrisleri varsa A matrisi B matrisine s. eslenige gore

yari-eslenik-benzerdir denir.

Tamm 4.2.2.7. Ac H™" olmak tizere AXA = A esitligini saglayan X € H™" matrisi

varsa X matrisine A matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A™ ile gosterilir.

Tanim 4.2.2.8. Ac H™ ve B e H™ olmak iizere
X"AX =B, XBX " =A XX X=X

olacak bigimde X, X~ e H™ matrisleri varsa A matrisi B matrisine yakin-benzerdir

denir.

Tanim 4.2.2.9. Ac H™ ve B e H™ olmak iizere
(SY‘)AX B, (SY)BX- A XXX =X

olacak bigimde X, X~ e H™" matrisleri varsa A matrisi B matrisine s. inci eslenige

gore yakin-eslenik-benzerdir denir.

Tamm 4.2.2.10. Ac H™ i¢in asagidaki sartlar1 saglayan X € H™" matrisi varsa bu

durumda X matrisine A matrisinin Drazin tersi denir ve X = (A)d ile gosterilir.



i ATX =AY, i XAX =X, dii. AX = XA, k>0.
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Burada A*"'X = A“ esitligini saglayan en kiigiik k dogal sayismna A matrisinin

indeksi denir ve ind (A) ile gdsterilir.

Teorem 4.2.2.11. H™ ciimlesinde ( XY )d ve (YX )d mevcut ise asagidaki dnermeler

dogrudur:
L (XY)' X =x(YX)",

2 (XY)" idempotent<> Y (XY)" = (XY)' X | .

Ispat.

1. Cline formiiliiniin [38] her iki tarafi X matrisi ile ¢arpilir ise
(XY X = X[ ()" Jvx = X (Yx )’

esitligi elde edilir.

2. (XY )d idempotent olsun. Bu durumda [( XY )d T =(XY )d olur.
d

(XY)" X (¥ (XY)")(x¥)" X :((XY)")2 X =(XY)' X

oldugundan Y (XY )" =| (XY)" X | elde edilir.

Tersine Y (XY )d = [( XY )d X ] olsun. Bu durumda
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(X)X (Y (X ) )XY )" X = (XY )" X =((xY )’ )2 X

oldugundan (XY)® idempotent olur.

Teorem 4.2.2.12. A B,X,Y e H™ igin (XY )d, (YX )d mevcut ve A matrisi B

matrisine yari-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur:
L. A*X =X B*, B*X=XA%, k=123,..,
2. (XY AXY) =A k=123,
3. (XY) T A(XY) = A
4. (XY)(XY) A=A=A(XY)(XY)".
Ispat.
1. YAX =B ve XBY = A oldugundan
A= XBY =(XY)A(XY) ve B=YAX =(YX)B(YX)
yazilabilir. Sonug olarak
A*X =(XBY)(XBY)X = XB? ve B2 =(YAX)(YAX)Y =YA?
elde edilir. Ayni islemler siirdiiriiliirse
A*X = XB*, B¥*X =X A, k=1,2,3,...

esitlikleri elde edilir.



A=(XY)A(XY)=(XY)XBY (XY)=(XY)X(YAX)Y (XY)
= (XY)X (Y (XBY) X)Y(XY) = (XY)X (Y (X (YAX)Y ) X)Y (XY)

=(XY) A(XY), k=1,2,3,..
esitligi elde edilir.
3. ind (XY )=t olsun. Bu durumda

(XY)TA(XY)! = (XY) (XY )T A(XY ) (XY)! =(XY) A(XY) =A

elde edilir.

(XY)(XY)" A=(XY)(XY)" (XY)* A(XY)"
= (XY)" (XY)(XY)" A(XY)’
=(XY) A(XY) =A

A(XY ) (XY )" = (XY)" A(XY )" (XY)(XY)*
=(XY)"A(XY) = A

esitlikleri elde edilir.

86
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Teorem 4.2.2.13. A B, X,Y e H™ i¢in ((SY)(SY))(‘, (( Y)( X)) mevcut ve A

matrisi B matrisine yari-eslenik-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler

dogrudur:

esitligi elde edilir. Benzer bicimde k=1,2,3,... icin ((S\?)(SY))kB(Yx ) =B

esitliginin saglandig1 goriiliir.

2. B= ( S\?)( SY) BYX esitligi var oldugundan
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S$— k S~ S~ S— k
bulunur. Ayni islemler siirdiiriilerek (A( A)) ( X):( X)(B( B)) esitligi elde

edilir. Benzer yolla (57) ( A( Sz\))k = ( B( Sg))k ( s?) oldugu goriiliir.

3. ind (XY )=t olsun. Bu durumda I(( SY)( SV)) =t saglanir.

elde edilir. Ayrica

A(XY)(XY )’ :((SY)(SY))d A(XY) (XY )(XY )’ :((SY)(S\?))d AXY)' = A

esitligi elde edilir. Benzer yolla
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esitligi de elde edilir.

Teorem 4.2.2.14. A, B, X,Y e H™ olsun. A matrisi B matrisine yari-eslenik-benzer



90

s—

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak A(SZ) matrisi B( B) matrisine yakin-benzerdir.

Teorem 4.2.2.15. A/B,X.Y e H™ igin A matrisi B matrisine yari-benzer ise

asagidaki onermeler dogrudur:

1. A" matrisi B**' matrisine yari-benzerdir,
2. A** matrisi B* matrisine yakin-benzerdir,
3. AA" matrisi BB® matrisine yakin-benzerdir,
4. A’ matrisi B® matrisine yari-benzerdir,

5. A’ A’ matrisi B*B? matrisine yar1-benzerdir.
Ispat.

1. YAA® X =YAXB? = B**' ve benzer bicimde XBB**Y = XBYA™ = A™**' elde

eqe 2k+1 .. 2k+1 . . .
edilir. Sonug olarak A™"" matrisi B™" matrisine yari-benzerdir.

2. YAR(XY)' X =B¥*Y(XY)" X =B™YX (YX)" =B**. Ayrica

(XY)" XB™Y =(XY )" XYA™ = A% ve ¥ =[(xY)" X |
oldugundan A matrisi B** matrisine yakin-benzerdir.

3. AX=XB, (AY) X=X (BY) A (AY) = APATAY = AAY ve

B? (Bd )2 = BB esitlikleri mevcuttur. Bu durumda

AROX = A (AT) X = APX (BY) = XB(BY) = XBB



91

olur. Bu durumda
(YX)"Y (AAY) X =(¥X)’ (YX)BB* = BB’
X (BB?)(YX)"Y = AAX (YX)TY = AA? (XY )" (XY) = AA’
ve
X~ =(YX)'Y
oldugundan AA’ matrisi BB matrisine yakin-benzerdir.

4. (YX ) YATX (YX )" =Y (XY ) ATX (YX)*
=Y (XY)? A(A")* X (YX)*
= (YAX)Y (A") X (YX)*
= B(B")*YX (YX)*
=B(B")’
= B¢

bulunur. Benzer bigimde X (YX )d BY (YX )d Y = A elde edilir. Sonug olarak A°

matrisi B’ matrisine yar1-benzerdir.

YA’A’X =(YA)( AA’X ) = YAXBB® = BB’

Ve
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XB?B’Y = XBBYBY = AA?XBY = A?A°

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak A*A° matrisi B’B? matrisine yari-benzerdir.

4.2.2.16. Sonuclar

Benzerlik ve eslenik-benzerlik bagintilar: f(A) :(X’I)A A X doniisiimiiniin 6zel
halleridir. Buradaki ( )A, H™" i{izerinde tanimli iissel doniisiimdiir ve bu doniisiim
(AA) =A,  (A+ B)A =A"+B’, (AB)A =A"B" esitliklerini saglamaktadir. Eger

A" = A alinirsa H™ iizerindeki benzerlik bagintisi elde edilir. A" = SK, s=1,2,3

alimirsa H™" tizerindeki eslenik-benzerlik bagintis1 bulunur. Yari-benzerlik ve yari-
eslenik-benzerlik bagintilar1 da benzerlik ve eslenik-benzerlik bagintilari ile yakindan

ilgilidir. Oyle ki A matrisi B matrisine yari-benzer ise
B=f (A):YAAX, A= f‘l(B): X"AY

esitligini saglayan X ve Y mevcuttur ve burada A" = A alinmigtir. A matrisi B

matrisine yari-eslenik-benzer ise

B=f(A)=Y AX, A=f'(B)=X"AY

esitligini saglayan X ve Y mevcuttur ve burada A’ :(SK) alimmigtir. Dahast A

matrisi B matrisine benzer ise A matrisi B matrisine yari-benzerdir. Yani yari-
benzerlik bagintis1 benzerlik bagintisindan daha zayif bir bagintidir. Yakin-benzerlik
ise benzerlik bagintisindan daha zayif yari-benzerlik bagintisindan daha giiclii bir
bagintidir. Benzer bi¢imde yakin-eslenik-benzerlik bagintis1 eslenik-benzerlik
bagintisindan daha zayif yari-eslenik-benzerlik baginitisindan daha gii¢lii  bir

bagintidir.
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4.2.3. Komiitatif kuaterniyon matrislerin reel gosterimleri

A=A +Ai+Aj+AkeH™ olsun. Burada s=0,1,2,3 olmak iizere A € R™ dir.

bigiminde lineer izomorfizmalar tanimlansin. Bu izomorfizmalarin {1, i J, k} tabanina

karsilik gelen matrisleri sirastyla

ACA A A
¢A= AI _A) AB _AZ €R4mx4n’
AA A A
A A A A
A A A A
_ Al Ab _A3 _AZ 4mx4n
fy = RA™
A A A A
AA A A
AA A A
_ AI _AO _AS AZ 4mx4n
M= R
A A A A
A A A A

bigimindedir.

Teorem 4.2.3.1. Ae H™" olmak tizere ¢,, 1, ve 17, matrisleri asagidaki ozellikleri

saglar:

1. AeH™" olsun.
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L, 0 0 0 I, 0 0 I, 0 0
— [0 =1, 0 0| 2= |0 | 0| 5= |0 —I 0
“lo o 1, of “Tlo o -1, o] Tlo 0 -1, 0
0 0 0 -l 00 0 -l 0 0 0 I
0 -1, 0 0 0 0 I 0 0 0 0 -l
ot 0 0| |00 | g [0 0 10 wis)
10 0 -1 | I, 0 o |0 -1, 0 0
I, 0 0 I, 0 I, 0 0

olmak tizere

(lpm )71 ¢A(1Pn): ¢(17\) , Q4 Q=—¢y. R/AR =¢y S,4.S,=—s,

2—\! 2— B B B
( Pm) Ha ( I:)m ) - ¢(zﬂ) ’ QmliuAQn = ¢A’ leluARn = _¢A> SmlluASn = _¢A
ve
3=\ 35 . -1 1
( Pm) 77A( P, ) = 77(3K) s QuaQy ==1a RymAR, =—1a, S 11,5, =114

esitlikleri mevcuttur.
2. ABeH™ ise @y, =@p+0s, Hap =Ha+ Ug V€ Ny5 =1, + 175 dir,

3. AcH™, BeH™, ise

1— 2—

Dre :¢A(1E)¢B =¢A¢(IB)( P|), Hpg ::UA( Pn)/UB =/UA/U(ZB)( PI)

A
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3— 3—

I :77A( Pn)77|3 =77A77(3B)( PI)
dir,

4. AeH™" olmak iizere A™' mevcuttur ancak ve ancak (g,) ,(u,) ve

(7,)" meveuttur ve

dir.

Ispat. Teoremin dogrulugu esitliklerin her iki tarafinin hesaplanmasiyla kolayca

gosterilir.

4.2.4. Komiitatif kuaterniyon matrislerinin bazi lineer denklemleri

Bu béliimde s=1,2,3 igin

Kalman-Yakubovich- s -eslenik ve

A(SY)—XB:C

Sylvester-s -eslenik  denklemlerinin  ¢oziimleri ve bu ¢o6ziimlerin sonuglari

incelenecektir.

1—

i X- A( X ) B =C denkleminin ¢oziimii iizerine

Bu baslik altinda
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X—A( x)s:c (4.16)

denkleminin ¢6ziimii komiitatif kuaterniyon matrislerinin reel gdsterimleri yardimriyla

yapilacaktir. Burada Ae H™™, Be H™ ve C e H™" dur.
Ayrica (4.16) denkleminin reel temsili

Y _¢AY¢B :¢c (4.17)

bigimindedir. (4.16) denklemi

Py — PP =& (4.18)

biciminde de yazilabilir. Sonug olarak (4.16) denkleminin bir ¢oziimii X matrisi ise

bu durumda (4.17) denkleminin ¢dziimii Y = ¢, bigimindedir.

Teorem 4.2.4.1. AcH™™,BeH"™ ve C e H™" olsun. Y —¢,Y ¢, = ¢ denkleminin

1—

¢oziimii Y e R*™*" ise bu durumda X — A( X ) B = C denkleminin ¢dziimii

n

1 o il
X=—(1_il_ jl_kl_)}(Y-Q.YQ +R'YR —S 'YS )| ." 4.19
16( m m Jm m)( Qm Qn m n m n) Jln ( )
kI
bigimindedir.
Ispat.
Y11 Y12 Y13 Y14
Y, Y, Y, Y
y=[ 2 2 B Iy eR™ uv=1273,4 (4.20)
Y31 Y32 Y33 Y34
Y41 Y42 Y43 Y44
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matrisi (4.17) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda Y = ¢, ve

Q;¢x Qn = _¢X > R;¢X Rn = ¢X > S;¢X Sn = _¢X

oldugundan

-Q,YQ, ~ 4, ( -QYQ, )¢y = ¢
RoYR, =, ( R.YR, ) s = ¢ (4.21)

=SS, —#, (= S,'YS, ) s = .

dir. Sonug olarak Y matrisi (4.17) denkleminin bir ¢6ziimii ise —Q.'YQ,, R.'YR ve

—S,'YS, ifadeleri de (4.17) denkleminin bir ¢dziimiidiir. Ayrica

i i(Y -Q.'4,Q, +Ry'4.R, = 5,'4,S, ) (4.22)

ifadesi de (4.17) denkleminin bir ¢oziimiidiir. En son ifade diizenlenir ise

Z, Z, Z, Z,
zZ -Z, Z, -Z
yo=| o0 (4.23)
ZZ ZS ZO Zl
Z3 _Zz Zl _Zo

bulunur, dyleki

1 1
Zo :Z(Yn _Yzz +Y33 _Y44)a Zl :Z(le +Y21 +Y34 +Y43)a

(4.24)

1 1
Zz :Z(YB _Y24 +Y31 _Y42)’ Z3 :Z(Ym +Yzz. +Y32 +Y41)-
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elde edilir. ¢, =Y’ oldugundan (4.16) denkleminin ¢6ziimii

X =7, +Z,i+Z,j+Zk =i(|m TITIR ;'I“ 4.25)
,
biciminde olur.
iil. X-— A( ZY) B =C denkleminin ¢6ziimii iizerine
AcH™,BeH™ ve Cc H™" igin
X — A( ZY) B=C (4.26)
denkleminin reel temsili
Y —u,Y pg = e (4.27)
bicimindedir. (4.26) denklemi
My = HpHy Mg = He (4.28)

olarak da yazilabilir. Sonug olarak (4.26) denkleminin bir ¢éziimii X matrisi ise bu

durumda (4.27) denkleminin ¢oziimii Y = x, bi¢cimindedir.

Teorem 4.2.4.2. AcH™", BeH"™ ve CeH™" olmak tizere Y —p,Y py = 14

denkleminin bir ¢6ziimii Y € R*™*" ise X — A( 2?) B =C denkleminin ¢dziimii
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X =%(|m il, jl, ki )(Y+Q,'YQ, —R'YR —S.'YS ) :jl”n (4.29)
kI,
bi¢imindedir.
Ispat. Teorem 4.2.4.1.in ispatina benzer olarak yapilir.
iii. X — A(3Y) B =C denkleminin ¢6ziimii iizerine
AeH™",BeH™ ve C e H™"i¢in
X —A(BY)B:C (4.30)
denkleminin reel temsili
Y =1, 115 =11c (4.31)
bicimindedir. (4.30) denklemi
Mx = MaTlx e =1lc (4.32)

biciminde de yazilabilir. Sonug olarak (4.30) denkleminin bir ¢6ziimii X matrisi ise

bu durumda (4.31) denkleminin ¢6ziimii Y =7, bi¢cimindedir.

Teorem 4.2.43. AcH™™ ,BeH"™ ve CeH™" olmak tizere Y —7,Yn, =1,

denkleminin bir ¢oziimii Y € R*™*" ise X — A( 3?) B =C denkleminin ¢oziimii
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1 il

X :E(I”‘ il, l, K,)(Y-Q,YQ,—R,'YR +S,'YS, ) _j:n (4.33)
—kI,
bigimindedir.
Ispat. Teorem 4.2.4.1.%in ispatina benzer olarak yapulir..
iv. A( 1?) — XB =C denkleminin ¢6ziimii iizerine
AcH™", BeH™ ve Ce H™"
Al 1?) ~XB=C (4.34)
denkleminin reel temsili
B =Y by = 4, (4.35)
bi¢imindedir. (4.34) denklemi
batx ('Pr) = x ('R )ds = e (4.36)

olarak da yazilabilir. Sonug olarak (4.34) denkleminin bir ¢éziimii X ise bu durumda

(4.35) denkleminin ¢oziimii Y = ¢, (‘Pn) bicimindedir.

Teorem 4.2.4.4. Ac H™", Be H™" ve C e H™" olsun. ¢,Y —Y ¢, = ¢, denkleminin

¢oziimii Y e R*™*" ise bu durumda A( 1?) — XB =C denkleminin ¢6ziimii



n

| P - . m n

X=—(ly iy il KL)(Y('R)-QY('R)Q+RY('R)R -8, Y('R)S,) il,
ki,

bi¢imindedir.

Ispat.

w
<
~

S}

%)
I\-)-<
hN

[

Y, e R™u,v=1,2,34

< ﬁ_<

i8]
&

<< < <
<< < <

[vs)

matrisi (4.35) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
Q4 Qu =6 R/GR =dcs S,'8 S, =~ ve Y =4, ('R

oldugundan

A (-QuY ('R )Q)('R) (= QY ('R) Q0 )('P1) s =4

A1 (R (PR (") =(Ra'Y (PR, )("P) i =4

A1(-8:Y ('R)S,) ('R ) =(=82Y ('R) S0 ) ('R ) s =4
dir. Sonug olarak Y matrisi (4.35) denkleminin ¢éziimii ise

(=@ ("R)Q)('R): (RAY ('R)R.)('R:) ve (8 ('R)s. )('R)

matrisleri de (4.35) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Ayrica

101

(4.37)

(4.38)
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Y’ =%(Y —(QnﬁlY ('R)Q,—R,Y('P )R, +S,'Y (an)sn)(IPn)) (4.39)

ifadesi de (4.35) denkleminin bir ¢ziimiidiir. ¢, =Y ( 'P ) oldugundan en son bulunan

ifade sagdan (an) ile ¢arpilip diizenlenirse

Zo Zl Zz Z3
Z1 _Zo Z3 _Zz
W=z 72z oz p
2 3 0 1
Z3 _Zz Zl _Zo

matrisi elde edilir. Burada

1 1
Z, :Z(Yn HGF Y, +Y44), Z, =Z(_Y12 +Y, =Yy, +Y43)’
(4.40)
1 1
22 :Z(Y” .|.Y24 +Y31 +Y42), Z3 :Z(_YM +Yz3 _Ysz +Y41)'
dir. Sonug olarak
I,
1 o ) ) ) il,
X :E(lm ||m jlm klm)(Y(lpn)—(leY(le-,)Qn_leY(lRI)Rn-i_Sle(la)Sn)) Jln
Kl

ifadesi (4.34) denkleminin bir ¢6ziimii olur.
V. A( 2?) — XB =C denkleminin ¢6ziimii iizerine

AcH™™,BeH™ ve Ce H™" igin

A(ZY)—XBzc (4.41)
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denkleminin reel temsili
MY =Y pg = pic (4.42)
bi¢imindedir. (4.41) denklemi
Hpty Py = 1ty Pty = pie (4.43)

biciminde de yazilabilir. Sonug¢ olarak (4.41) denkleminin bir ¢oziimii X ise bu

durumda (4.42) denkleminin ¢oziimil Y = g, (ZPn) bi¢imindedir.

Teorem 4.2.4.5. AcH™",BeH"™ ve CeH™" olsun. Y -Y =

denkleminin ¢oziimii Y € R*™*" ise bu durumda A(ZY)—XB:C denkleminin

¢Ozumu
In
X :1—16( by il il KL)(Y(PR)+QY(*R)Q-R.Y(*R)R ~S,Y(*R)S, ] :;I|nn 44)
Kl
bigimindedir.
Ispat. Teorem 4.2.4.4.’{in ispatina benzer olarak yapilir.
vi. A( 3?) — XB =C denkleminin ¢6ziimii iizerine
AcH™™ BeH"™ ve Ce H™" i¢in
A(3Y) ~XB=C (4.45)

denkleminin reel temsili

nyY =Yng =1 (4.46)
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bigimindedir. (4.45) denklemi

Nalx Py —=1x Paitg =11 (4.47)

biciminde de yazilabilir. Sonug olarak olarak (4.45) denkleminin bir ¢oziimii X ise

bu durumda (4.46) denkleminin ¢oziimii Y =7, (3 Pn) bi¢imindedir.

Teorem 4.2.4.6. AcH™" BeH"™ ve CeH™". olsun. 7,Y-Yn,=1.

denkleminin ¢oziimii Y € R*™*" ise bu durumda A(3 X )— XB =C denkleminin

¢Ozumiu

1 P 3 /(3 v/ (3 (3 "n
X=(ly ity il, K,)(Y(*R)-QY(*R)Q-RY(R)R+S.Y(*R)S,) a0 (4.48)
X,

dir.

Ispat. Teorem 4.2.4.4.”iin ispatina benzer olarak yapilir.

. 1y, 1 0 2i—) 1+ e 5
Ornek 4.24.7. X-| . ( X) = ) . .| esitligini saglayan
(I 0 0 —1+i+k i+]

X e H*? matrisini bulalim.

Verilen denkleme karsilik gelen reel gosterim
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00 000 0 0

1

00 0 00O 0 0

0 0

0 00 O O

-1

00 0 00O 0O O

00 0 O

0 0 O

1

00 0 000 0 0

00 0 O0O0O

0

-1

00 0 0O0O0 0O O

0
0
0
-1
1

0
0
0

1 00 O

0

0

0 0 0 O
0 0 0 O

-1

0

0

1

0

1

0 0 O

0

0

1 0

-1

0 0 O

2 0 -1 10
1

0

-1 0

-1
-1

-1 0 O

2 00

0 0

0

1
-1

1

-1 0

0
=l
-1

1

2 00

0

0 0

bicimindedir. Bu reel matris denklemi ¢dziiliirse

0

0

0 0

1

1
0 00
1

0
0

0

-1
-1

-1 0 0 0

0 0
1
1
1
0 00

1

0 0
1
0 0 00

-1

1
0 0 O

1

0 0

1
-1

0

0 0
1

1

-1 0 0

0 0

'S, ) esitligi kullanilirsa

(Y -Q.'¢Q, +R,'%R, S,

_1
4

elde edilir. ¢,
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011 0 010 0
000 1 011 0
1 00 -1000 -1
010 0 100 -1
¢X_01000110
011 0 000 1
000 -1100 -1
1 00 -1010 0
matrisi elde edilir. Buradan
011 0 010 0Y1 0
000 1 011 0fo0°1
1 00 -1000 —-1]i 0
x_l[10|010k0j0100100—10i
40 1 0 i 0 j OKJJO 1 0 0 011 O0j 0
011 0 00O0 1|0 j
000 -1100 -1|k 0
1 00 -1010 0)l0 k

(1 1+
RUVSES
¢Ozlimii elde edilir.

1 0 2i+] 2+ j+k o
= esitligini saglayan

) 1 i
Ornek 4.2.4.8. | ('x)—x ) _
I 0 0 1-i—-k 1+i

X € H*? matrisini bulalim.

Verilen denkleme karsilik gelen reel gosterim
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0 0 000 O O

1

00 0 00O O O

0 0

-1 000 0 O

00 0 00O 0O O

0 0 0 O

0 0 O

1

00 0 00O 0O O

00 0 0 O0O

0

-1

00 0 00O 0O O

0

0 00 O

-1

0

0 00 O

0

0

0 0 0 1

0

0

1 0

-1

0 0 O

0 2 -2 0
-1
-2 0 0

-1

0 0

0

-2

0 2

0 0 -1
= I
-1 0 0

-2 0 0 -2

-1

0

bicimindedir. Bu reel matris denklemi ¢dziiliirse

0

-1

-1 0 O

0 0 O

-1 0 1
0 0 O

1

1

0

0

-1

0 00 O

-1

-

gini

(Y(an)—(Q,;‘Y(IPn)Qn—Rn;IY(an)Rn+S;‘Y(1Pn)sn)) esitli

1
4

elde edilir. ¢, =

kullanirsak
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0 0

0 0

1

-1 0 0 O

0

0 0 0

-1
-1

0 0

1
0
0

0 0
1
0 0 0O

-1

1
0 0 O
1

0 0
0 00

1

1

1
-1

0 0
1

1

0

0 0 -1 0 0

1

matrisini elde ederiz. Buradan

S — O = O ™ O X
— O = O M O X O
c o 7 T o ~To
S — O O - O O O
—_—— O O - O O —
S O o - O o — O
o —~ T oo o T T
—_—_ o O O O — O O
—_— 0 O = - - O O
S O - O O O O -

TN

S X

X O

O

- O

[ -

- O

O -

-_ O

~—

1_4

Il
X

I+ ]

k

i+ j

¢Ozlimiinii elde ederiz.



BOLUM 5. ELiPTiK KUATERNIiYONLAR

Eliptik sayilarin ve komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis formu eliptik
kuaterniyonlardir [13]. Eliptik kuaterniyonlar eliptik sayilar climlesi iizerinde 2-

boyutlu, reel sayilar climlesi iizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir [14].

Bu boéliimde simdiye kadar elde edilmis tiim 6zellikler eliptik kuaterniyonlar ve onlarin

matrisleri i¢in genellestirilmistir.

5.1. Eliptik Kuaterniyonlarin Cebirsel Ozellikleri

Eliptik kuaterniyonlarin ctimlesi

H,={a=a,+ai+a,j+ak:a,a,a, a R} (5.1

biciminde ifade edilir. Burada i, j,k kuaterniyonik birimleri arasinda asagidaki

esitlikler mevcuttur:
i=k’=a, j°=1,ij=ji=k, jk=kj=i, ki=ik=aj, a<0. (52)

Carpim kurallarindan H climlesinin carpma islemine gore degismeli oldugu

goriilmektedir[37].

a=a,+ai+a,j+ak, b=b +bi+b,j+bkeH  ve AeR olmak iizere H,

climlesi iizerinde toplama, carpma ve skalarla carpma islemleri sirasiyla

a+b=(a,+b,)+(a +b)i+(a,+b,) j+(a,+b)k
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pa =(a,b, +ab, +a,b, +aab, ) +(ab, +ab, +a;h, +a,b,)i

+(a,b, +a,b, +aab, +aab ) j+(ab, +ab, +ah, +a,b )k,
ve
Aa=2(a,+aji+a,j+ak)=A1a,+Aai+1a,]+Aak.
esitlikleri ile tanimlanir [37].
a=a,+aji+a,j+ak eH, eliptik kuaterniyonu i¢in ii¢ tane eslenigi

1— . 0
a=a,—ai+a,j—ak,

25=a0+a1i—a2j—a3k, (5.3)
3— . o
a=a,—ai—-a,j+ak

olarak tanimlanir [37].

a=a,+aji+a,j+akeH, eliptik kuaterniyonun normu

ol =

esitligi ile tanimlanir [37].

a('a)("a)( '3 ~{[ (& +a) ~a(ara) ][(a-a) ~ala-a)]

a=a,+ai+a,j+rakeH, ve ||a|| #0 olmak iizere a eliptik kuaterniyonunun

carpma islemine gore tersi a”' olmak lizere

U

[al
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dir [37].

5.1.1. Eliptik kuaterniyonlarin temel matrisleri

a=a,+ai+a,j+akeH icin ¢, (x)=ax bigiminde ¢,:H —H_  bir doniisim
tanimlansin. Bu doniistim lineerdir. ¢ lineer doniisiimiiniin {1, i,J, k} tabanina karsilik

gelen matrisi

¢ (1)=(3 +aj+a,j+ak)

2. (i)

(a,+aji+a,j+ak)i=aa +aj+aa,j+ak

(5.4
v, (i)=(a,+ai+a,j+ak)j=a, +aji+a,j+ak
o, (k)=(a,+ai+a,j+ak)k=ca, +a,i+aa j+ak
olmak {izere agagidaki gibidir:
a, a3 a, aa,
a a a a
pa)=| 7 2 (5.5)
a, aa, 3, a3
a’2 al a’O

Bu matrise @ € H ) nin temel matrisi denir [37].

H, eliptik kuaterniyonlar ciimlesi ile R*" matris ciimlesi arasinda bir cebir

izomorfizmi kurulabilir. Bu izomorfizma
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r:H, >R*
aO
. . a, (5.6)
a,+ai+a,j+ak >r(a,+ai+a,j+ak)= .
2
a3
kuraliyla tanimlanabilir Sonug olarak
&,
o a,
a=a,+ai+a,j+ak= . (5.7
2
a,

yazilabilir [37].

Bu tanimlanan izomorfizma yardimu ile iki eliptik kuaterniyon a=a,+a,i+a, j + a,k

ve b=Db, +bji+b, j+b,k nun ¢arpimini asagidaki gibi de ifade edilebilir:

a, aa, a, aa\(b,
a a a @& ||b
ab=| ' 0 7 2 Ti=p(a)b. (5.8)
a, aa, a, aa ||b,
a3 a2 al aO b3

Tanimlanan ¢ fonksiyonunu i¢in
o(ab)=¢(a)o(b)

p(a+b)=p(a)+e(b).

esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla ¢ bir cebir izomorfizmdir. Ayrica,
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100 0 0 a 0 0
0100 1 00 0
1)= =1,; i)= =E;
000 1 00 1 0
0010 00 0 a
000 1 00 1 0
?(D=1 o o o7 2=y 4 0 o|7F
0100 1 00 0

oldugundan

EE =al,, EE, =1,, EE =al,
(5.9)
EE, =EFE =E,, E,E, =EE,=E, EE, =E,E, =aE,

esitlikleri mevcuttur. Dolayisiyla E ,E,, E;, matrisleriile i, j,k elemanlar1 birbirlerine

izomorftur [37].

Teorem 5.1.1.1. a,b e H[| olmak {izere ¢ lineer izomorfizminin asagidaki 6zellikleri

mevcuttur [37]:

L. g(ab)=gp(a)e(b),



6. iz(gp(a)):a+1§+25+35,

T el <|der(o(@),

114

Teorem 5.1.1.2. a=a, +aji+a, j +a;k € H jolmak iizere

Pdiag(a,

olacak bi¢cimde

111
i i
plle « «
24 I I

k kK

a a «a

matrisleri mevcuttur.

Teoremin dogrulugu esitligin her

Pdiag(a, 'a, za,3a)P“ =p(a)

'a, ’a, 3a) P'=9p(a)

J.]|-

R |~

esitligine

I 1 j k

ve P"1=l -k
211 -1 =] Kk

I 1 -] -k

iki tarafinin hesaplanmasiyla kolayca gosterilir.

eliptik  kuaterniyonlarin  evrensel

benzerlik esitligi denir. Bu esitlik yardimi ile asagidaki sonuglar sdylenebilir.

1. Hp cumlesi
a, a3
a
ro_ 1
]I-]Ip— .
, ag
a 4,

og') u?') NQJ

QD

aa,

1 8,,3,,d,,8, eR
aa,

cumlesine izomoftur. Bu iki cimle arasindaki cebir izomorfizmi
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@:H, - H

o o
® 3
oo
» 5

a=a,+ai+a,j+ak >p(a)=

PP
N
QD
S
H Q
N
om _Q.)

bi¢imindedir.

2. Her a=a,+aji+a,]j+akeH, eliptik kuaterniyonu

a, aa a, aa
p(a)=|® B B @
a, aa, 3, a3
a‘3 a2 al aO
matrisi ile temsil edilebilir.
3. H’p climlesinin her bir elemam H  ciimlesi istinde tek bir bigimde

kosegenlestirilebilir.

Tanmm 5.1.1.3. a ve b eliptik kuaterniyonlar1 . (8:1,2,3) eslenige gore eslenik-

s—

benzerdir ancak ve ancak a:( q)bq1 olacak bi¢cimde ¢ (||q||¢0) eliptik

kuaterniyonu mevcuttur. a ve b, s. eslenige gore eslenik-benzer ise bu a=b

bigiminde gosterilir. Agiktir ki = bagimtisi eliptik kuaterniyonlar ciimlesi iizerinde bir

denklik bagintisidir.

Iki eliptik kuaterniyon birbirine eslenik-benzer ise bunlarin normlari aynidir.

Teorem 5.1.1.4. a=2a,+aji+a, j+ak e H, olmak iizere
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1. |la]| =0 ise ¢(a) matrisi singiiler matristir ve ¢(a) matrisinin genellestirilmis
tersi
_ _ 1 1—
0 (a)_4(a§—aa12)¢( a)
dir.
2. ||a|| =0 ise go(a) matrisi regiiler matristir ve

q)—l (a) :(p(a—l)
dir.
Ispat. Teorem 4.1.1.5.’in ispatina benzer bigimde yapilabilir.

Teorem 5.1.1.5. a,b,xeH, ve a=a,+ai+aj+akeH, olmak lizere ax=b

denklemini saglayan sifirdan farkli X € H | ¢6ziimii mevcut olsun. Bu durumda
1. |la]| =0 ve b0 ise x=a"b dir.

2. |la|=0 ve a#0 ise a,+a,=0, 8 +a,=0 ya da a,—-a,=0,a-a,=0

esitliklerinin dogru olmasi gerekir. a, +a, =0, a +a, =0 esitligi saglandiginda

1 1—) )
X=—| alb+(1+
4(a§—aaf)( (1+J)a

dir. a,-a, =0, a —a, =0 esitligi saglandiginda ise

x:ﬁ(la)bﬂl—j)q

4(a0 -aa
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dir. Burada q € H, keyfidir.

Ispat. Teorem 4.1.1.6.’in ispatina benzer bigimde yapilabilir.

Tamm 5.1.1.6. X, y,a,b e H, olmak {izere

xay=b ve ybx=a

olacak bigcimde X,y e H, matrisleri varsa a,b ye yari-benzerdir denir. Bu durum

a~b bigiminde gosterilir. ~ bagintis1 H  {izerinde bir denklik bagintisidir.

p

Teorem 5.1.1.7. X,y,a,b e H, olmak iizere a ~ b olsun. Bu durumda

xay =b, ybx =a,

a|| =0,

b] 0

denklemlerini saglayan x ve y mevcuttur ve

x=0q, y=a'g'b

ya da

x=hg,'a”', y=gq,

dir. Burada q;,q, € H keyfidir ve ||q1

a, || #0 dir.

b

Ispat. Teorem 4.1.1.8’in ispatina benzer bicimde yapilabilir.

Tamm 5.1.1.8. X, y,a,b e H olmak iizere
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(Si)ay:b ve (Sy)bx=a,s=1,2,3

olacak bi¢imde X,y e, matrisleri varsa a,b ye s. eslenige gore yari-eslenik-

. . Cs .. . . g Cs o . . .
benzerdir, denir. Bu durum a~b bi¢iminde gosterilir. ~ bagintis1 H | iizerinde bir

denklik bagintisidir.

Teorem 5.1.1.9. X,y,a,b e H, olmak iizere a~b olsun. Bu durumda

(°*x)ay=b, (*y)bx=a,

af=0,

b|#0, s=1,2,3
denklemlerini saglayan x ve y mevcuttur ve
s— 1{s= =1
X=( b)q2 ( a) , Y=0,

ya da

X=q, y =(55)(sq—1)-1 (55)_1

dir. Burada q;,q, € H keyfidir ve ||q1

a, || #0 dir.

b

Ispat. Teorem 4.1.1.10.’in ispatina benzer bigimde yapilabilir.

5.2. Eliptik Kuaterniyon Degerli Matrisler

5.2.1. Eliptik kuaterniyon degerli matrislerin temel 6zellikleri
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Elemanlar1 eliptik kuaterniyon olan mxn tipindeki matrislerin ciimlesi Hrgxn ile
gosterilir. Bu ciimlede A= (aij ), B= (bij ) eH}™, C= (Cjk ) eH}' ve A€R igin

toplama, skalarla carpma ve ¢arpma iglemleri sirasiyla
A+B=(ay)+(b;)=(a; +b;) e H]™",
AA=A(a;)=(Aay) e Hp"
ve
AC = (Zn; a;Cy, J eH}!
=
esitlikleri ile tanimlanir.

A= (aij ) e HY™ igin ii¢ tane eslenik mevcuttur. Bunlar

! man 2 x 2 mxn 3 3 mxn
A=(ay) ey, TA=("a ) ey ve AT ey
esitlikleriyle tanimlanir.

A matrisinin transpozu Al e =Y bigiminde gosterilir.

.
A’ :( A) IS Hr;'x”, s =1,2,3, matrisine ise A matrisinin S. inci eslenige gore eslenik

transpozu denir.

Teorem 5.2.1.1. A ve B matrisleri boyutlar1 uygun eliptik matrisler olmak tizere

asagidaki esitlikler dogrudur:
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*
s

2. (AB)*=B"A",

3. (AB) =B'A",
!

5.  A've B mevcutise (AB) =B™A",

6. A" mevcut ise (ATS )_1 = (Afl)fs ,

Ispat. Teorem 4.2.1.1.’in ispatina benzer bigimde ispat yapilabilir.
Teorem 5.2.1.2. A,BeH" icin eger AB =1, ise BA=1, dir.
Ispat. Teorem 4.2.1.2.’nin ispatina benzer bigimde ispat yapilabilir.

Tamim 5.2.1.3. A=A + jA, e H[" olmak iizere

A A
5.10
N oo

matrisine A matrisinin adjoint matrisi denir ve 77, (A) ile gosterilir.

Teorem 5.2.1.4. A,B e H}" olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur:
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2. np(A"'B):np(A)"'np(B)’

3. UP(AB)=77P(A)77p(B),

-1

4, A™' meveut ise 7, (A’l)z(np(A)) ,

5. 7, (A*1 ) = (np (A))* , fakat genelde

1o(A%) % (n, (A) « 7y (A) % (m, (R)) .
dir. Burada (77 ( A))* , ( A) kompleks matrisinin eslenik transpozudur.

1

6. det (ﬂp (AB)) = det(np (A)) det(ﬂp ( B)) , Ve det(n(A’1 )) =(detn(A)) .
Ispat. Teorem 4.2.1.4.’nin ispatina benzer bigimde ispat yapilabilir.

Tamm 5.2.1.5. AcH}", xeH}' ve AeH, olmak iizere Ax=AX esitligini

saglayan sifirdan farkli bir x vektorli varsa 4 ya A matrisinin 6zdegeri denir. x
vektoriine ise A matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir. A matrisinin

0zdegerlerinin climlesi

£ (A)={AeH,: Ax=4x, Ix#0|. (5.11)
biciminde gosterilir.
Teorem 5.2.1.6. AcH|™ matrisinin 2n tane eliptik say1 6zdegeri vardur.

Ispat Teorem 4.2.1.6.’nin ispatina benzer bicimde ispat yapilabilir.
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Teorem 5.2.1.7. Ac H™ olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:

1. A" matrisi mevcuttur,

2. AX =0 denklemin bir tek ¢6ziimii vardir,
3. det (77 ( A)) #0 dir veya n( A)_1 mevcuttur,

4. A matrisi sifir 6zdegerine sahip degildir.
Ispat Teorem 4.2.1.7.’nin ispatina benzer bicimde ispat yapilabilir.

5.2.2. Eliptik kuaterniyon matrislerinin konbenzerligi

A,B e HI}" olmak iizere P~'AP =B olacak bi¢imde P € H™ mevcut ise A matrisi

B matrisine benzerdir denir ve A ~ B bi¢iminde gdsterilir.

Agiktir ki ~ bagintist H™ {izerinde bir denklik bagintisidur.

A Be Hr;x” olmak lizere A, B ye s. eslenige gore eslenik-benzerdir ancak ve ancak

s—

( P) AP~ =B esitligini saglayan P e Hr;f” regiiler matrisi mevcuttur. A matrisi B

matrisine s. eslenige gore eslenik-benzer ise bu A= B bigiminde gdsterilir.
Ayrica, = bagintist HI™ iizerinde bir denklik bagntisidur.

Tamm 5.2.2.1. AeH[",AeH  olmak iizere A(S;) =x4, (s=1,2,3) esitligini

saglayansifirdan farkl bir X e ]I-]ITJXl mevcut ise bu durumda 4 ya A matrisinin S.

eslenigine gore eslenik-0zdegeri denir. x vektoriine ise A matrisinin A4 eslenik-
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O0zdegerine karsilik gelen eslenik-6zvektorii denir. A  matrisinin  eslenik-

0zdegerlerinin climlesi

S

f_pz{/ler:A(si):xi, Hx;to} (5.12)

bi¢giminde gosterilir

Teorem 5.2.2.2. A,Be HTJX", olmak tizere A=B ise A ve B matrisler ayni eslenik-

0zdegerlere sahiptir.

Ispat. A=B, olsun. Bu durumda B:(SE) AP olacak bigimde P eH[" regiiler
matrisi mevcuttur. AeH , A matrisnin eslenik-6zdegeri olsun. Bu durumda

A(s;) =XA, X#0 dir. y= P(si) olmak iizere

By = ( SE) APy = ( SB) APP™! (i) :(SE) A( S?) = ( SE) XA = ( 59)1
dir. Sonug olarak A ve B matrisler ayni eslenik-6zdegerlere sahiptir.

Teorem 5.2.2.3. AcH" igin A, A matrisinin eslenik-6zdegeri ise 0= e H,

(SE) AP~ da A matrisinin eslenik-6zdegeridir.

s— s— s— -1 s—
ispat. A( x)=x/1, ise A( x)ﬁ-1 =x( [3) ( ﬂ)w-‘. dir.
Tanim 5.2.2.4. Ae]I-]I?,X“ ve B e]I-]I';X” olmak {izere

YAX =B, XBY =A
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olacak bigimde X,Y € H™ matrisleri varsa A matrisi B matrisine yari-benzerdir

denir.

Tanimm 5.2.2.5. Ae ]I-]I’;X” ve Be ]I-]IT,X“ olmak {izere
(SV)AX _B, (SY)BY ~A

olacak bicimde X,Y e]I-]IT,X” matrisleri varsa A matrisi B matrisine s. eslenige gore

yari-eslenik-benzerdir denir.

Tamm 5.2.2.6. A€ H?)X” ve Be Hr}‘;” olmak iizere
X"AX =B, XBX =A XX X=X

olacak bigimde X, X~ € H';X” matrisleri varsa A matrisi B matrisine yakin-benzerdir

denir.

Tamim 5.2.2.7. Ac H[", Be H}" olmak iizere
(STJAX _B, (Y) BX = A XX X =X

olacak bigimde X, X~ e H}™ matrisleri varsa A matrisi B matrisine s. eslenige gore

yakin-eslenik-benzerdir denir.

Tanim 5.2.2.8. AcH|™ i¢in asagidaki sartlar1 saglayan X e H|™ matrisi varsa bu

durumda X matrisine A matrisinin Drazin tersi denir ve X = (A)d ile gosterilir.

i ATX =AY i XAX =X, dii. AX = XA, k>0.
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Burada A“'X = A" esitligini saglayan en kiigik k dogal sayistna A matrisinin

indeksi denir ve ind (A) ile gosterilir.

Tamm 5.2.2.9. Ac H™ olmak tizere AXA= A esitligini saglayan X e H™ matrisi

varsa X matrisine A matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A™ ile gosterilir.

Teorem 5.2.2.10. H{" ciimlesinde ( XY )d ve (YX )d mevcut ise asagidaki Snermeler

dogrudur:
L (XY)' X =x(Yx),

2. (XY)" idempotente> Y (XY)" =[ (XY) X |

Ispat. Teorem 4.2.2.11.’nin ispatina benzer bigcimde ispat yapilabilir.

Teorem 5.2.2.11. A,B,X,Y e H]" icin (XY )d, (YX )d mevcut ve A matrisi B

matrisine yari-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur:

L. A*X =XB*, B*X=XA% k=123,
2. (XY AXY) =A k=123,

3.0 (XY)TA(XY) = A

4. (XY)(XY) A=A=A(XY)(XY)".

Ispat. Teorem 4.2.2.12.’nin ispatina benzer bigimde ispat yapilabilir.
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S—— S— d S— S— d
Teorem 5.2.2.12. AB,X,Y € H™" igin (( x)( Y)) , (( Y)( x)) meveut ve A

matrisi B matrisine yari-eslenik-benzer olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler

dogrudur:

Ispat. Teorem 4.2.2.13.’nin ispatina benzer bicimde ispat yapilabilir.

Teorem 5.2.2.13. AB, X,Y € ]HI’;X” olsun. A matrisi B matrisine yari-eslenik-benzer

S— S—

ise A( A) matrisi B( B) matrisine yakin-benzerdir.

Ispat. Teorem 4.2.2.14.’nin ispatina benzer bigcimde ispat yapilabilir.

Teorem 5.2.2.14. A B, X,Y e]HI';X” icin A matrisi B matrisine yari-benzer ise

asagidaki onermeler dogrudur:
2k+1 . s 2kt . - .
1. A™" matrisi B™" matrisine yari-benzerdir,
2k .. 2k .. .
2. A™ matrisi B™ matrisine yakin-benzerdir,

3. AA" matrisi BB® matrisine yakin benzerdir,
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4. A’ matrisi B matrisine yari-benzerdir,

5. A’A® matrisi B*B® matrisine yari-benzerdir.
Ispat. Teorem 4.2.2.15.’nin ispatina benzer bigimde ispat yapilabilir.

5.2.2.15. Sonuglar

Benzerlik ve eslenik-benzerlik bagmtilar: f(A):(X’l)A A X doniisiimiiniin dzel
halleridir. Buradaki ( )A H™" {izerinde tanimli iissel doniisiimdiir ve bu doniisiim
(A) =A (A+B) =A"+B’, (AB) =A'B" ozelliklerini saglamaktadur. Eger

A" = A aliirsa H}" iizerindeki benzerlik bagitis: elde edilir. A" = “A alirisek HY"

tizerindeki eslenik-benzerlik bagintisint bulunur. Yari-benzerlik ve yari-eslenik-
benzerlik bagintilarida benzerlik ve eslenik-benzerlik baginitilari ile yakindan ilgilidir.

Oyleki A matrisi B matrisine yari-benzer ise

B=f(A)=Y AX, A= (B)=X"AY

esitligini saglayan X ve Y mevcuttur ve burada A" = A alinmigtir. A matrisi B

matrisine yari-eslenik-benzer ise

B=f(A)=Y AX, A=f'(B)=X"AY

esitligini saglayan X ve Y matrisleri mevcuttur ve burada A’ :(SI\) alimstir.

Dahast A matrisi B matrisine benzer ise A matrisi B matrisine yari-benzerdir. Yani
yari-benzerlik bagintisi benzerlik bagintisindan daha zayif bir bagintidir. Yakin-
benzerlik ise benzerlik bagintisindan daha zayif yari-benzerlik bagintisindan daha
giiclii bir bagintidir. Benzer bicimde yakin-eslenik-benzerlik bagintis1 eslenik-
benzerlik bagintisindan daha zayif yari-eslenik-benzerlik baginitisindan daha giiglii bir

bagintidir.
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5.2.3. Eliptik kuaterniyon matrislerin reel gosterimleri

A=A +Ai+Aj+AkeH]" olsun. Burada A, A, A, A e R™

bi¢iminde lineer izomorfizmalar tanimlansin. Bu izomorfizmalarin {l,i, j,k} tabanina

karsilik gelen matrisleri sirastyla

A —aA A —ah
¢A: Ai _Ab Aj _AZ €R4mx4n’
A -ah A -aA
A A A A
A aA A —ah
_ AI AO _AB _AZ R4m<4n
Hp = S ’
A ah A -aA
A A A A
A —aA -A ah
_ A1 _Ab _A3 AZ 4mx4n
M= eR
A —ah A ah
A A A A

bigimindedir.

Teorem 5.2.3.1. Ae H'anolmak uzere ¢@,, u, ve n, matrisleri asagidaki 6zellikleri

saglar:

1. Ae]I-]Ir;X” olsun.



129

L 0 0 0 I, 0 0 t 0 0
0 -1, 0 0 0 | 0 0 0 0
IF)t: t ,2F)t t ,3F)t:
0 0 I, 0 0 0 -, © 0 -1, 0
0 0 0 -l 00 0 - 0 0 I
0 al, 0 0 0 0 1, 0 0 0 al,
o - L 0 0 0 3 0.0 0 I | |0 0 0 G.13)
1o 0 0 all L 00 0" |0 al ’
0 I, 0 01, 0 0 l, 0

—

—

—

olmak tlizere

(le )_l A ( IP” ) - ¢‘A > Qn—11¢AQn =—Pp, Rr;1¢ARn =P Sn_'11¢ASn =—@p>

(2Pm )71 Ha ( P, ) =My Qu #aQy = #ps Ry Ry =~ pns S, 11,8, =~ 1,

Ve
CP) 7a(PP0)=1ps Qi aQu=70s RimR,=710s S;m:S, =1,
esitlikleri mevcuttur,
2. ABeH[™ ise dp,5 =@a+ s, Hass = Ha+ Hy V€ Npp =114 +775 dir,
3. AcH}", BeH}", ise
fre =9 ('P)ds = 0u)5) ('R )> #as = 100 (PP ) 115 = tatty) (°R)
Ve

Mas = 77A(3Pn)778 = 77A77(38) (SPI)
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dir,

4. AcH?"olmak iizere A mevcuttur ancak ve ancak (g,) ", (u) ve (7,)"

mevcuttur ve

dir.

5.2.4. Eliptik kuaterniyon matrislerinin bazi lineer denklemleri

Bu boliimde
x-A("X)B=C, s-1,23,
Kalman-Yakubovich-s-eslenik ve
A(*X)-xB=C

Sylvester-s-eslenik  denklemlerinin  ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin  sonuglari

incelenecektir.

i. X-— A( ‘Y) B =C denkleminin c¢6ziimii iizerine

AeH}™",BeH}" ve CeH}™ igin
X—A( X)B:C (5.14)

denkleminin reel temsili
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Y—=0,Y¢s = ¢ (5.15)

bicimindedir. (5.14) denklemi

¢x _¢A¢X¢B = ¢c (5.16)

biciminde de yazilabilir. Sonug olarak olarak (5.14) denkleminin bir ¢éziimii X

matrisi ise bu durumda (5.15) denkleminin ¢6ziimii Y = ¢, big¢imindedir.

Teorem 5.2.4.1. AcHJ",BeH]" ve CeH™". olsun. Y-¢,Y@ =4

denkleminin ¢oziimii Y € R*™*" ise bu durumda X — A(IY)B =C denkleminin

¢cozumu
Im
1 A il
X = il gl k) (Y -Q'YQ +R'YR —S'YS )| . " 5.17
8—805( m m J m m)( Qm Qn m n m n) Jlm ( )
kI,
bigimindedir.
Ispat.
Yll Y12 Y13 Y14
Y, Y, Y, Y
Y= 2 2 2 Y eR™ u,v=1,2,3,4 (5.18)
Y31 Y32 Y33 Y34
Y41 Y42 Y43 Y44

matrisi  (5.15) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda Y =g, ve

Q.'9.Q, =-Y, R'¢R =Y, S'¢ S =-Y oldugundan
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~Q,YQ, -4, (-Q,YQ, ) s = &
RoYR, =, ( RyYR, )y = ¢ (5.19)

=SS, 4, (- S,'YS, ) s = .

dir. Sonug olarak Y matrisi (5.15) denkleminin bir ¢6ziimii ise —Q,'YQ,, R:'YR, ve

S.'YS, ifadeleri de (5.15) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Ayrica

Y= i(Y —Qu'#.Q, + Ry AR, - Sr;1¢ASn) (5.20)

ifadesi de (5.15) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Son ifade diizenlenir ise

Z, -al, L, -al,
zZ -Z, Z, -Z
vy =| 0 3 2 ’ (5.21)
Z, -al, Z, -al
Z3 _Zz Zl _Zo

matrisi elde edilir. Burada

1 1 Y, Y
Zl :_(Yn _Yzz +Y33 _Y44)a Zz == _i"'Yzl _i+Y43 5
4 4 a a

1 1Y,
Z3:Z(Y13_Y24+Y31_Y42)’ Z, Z(_i‘FYB —f”mj-

dir. ¢, =Y oldugundan (5.14) denkleminin ¢oziimii

il
(1, il 1, Kl ;Im (5.23)

kI

m

X=Z+2ji+2Z,j+Z,k=
1 2 3J 4 2_2a
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esitligi ile elde edilir.
iil. X-— A( ZY) B =C denkleminin ¢6ziimii iizerine

AeHT™,BeH}" ve CeH™ igin

X —A(ZY)B _C (5.24)
denkleminin reel temsili
Y = ,Y g = e (5.25)
bicimindedir. (5.24) denklemi
My = Hafly Hg = Ho (5.26)

biciminde de yazilabilir. Sonu¢ olarak (5.24) denkleminin bir ¢6ziimii X ise bu

durumda (5.25) denkleminin ¢6ziimii Y = g, bi¢gimindedir.

Teorem 5.2.4.2. AcH™, BeH]" ve CeH™ olmak itizere Y —u,Y 1y = 11

denkleminin bir ¢oziimii Y € R*™*" ise X — A( ’X ) B =C denkleminin ¢6ziimii

1 —il
X = Ioil ol k) (Y +Q'YQ, —R'YR —S'YS " 5.27
8—80{( m m J m m)( Qm Qn m n m n) _Jlm ( )

4

m

bi¢imindedir.

Ispat. Ispat Teorem 5.2.4.1.%in ispatina benzer olarak yapilir..
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iii. X — A(3Y) B =C denkleminin ¢6ziimii iizerine

AeHT™,BeH}" ve CeH" igin

X —A(3Y)B:C (5.28)
denkleminin reel temsili
Y =1,Y115 =11c (5.29)
bi¢imindedir. (5.28) denklemi
Mx ~MaTlx s =Tlc (5.30)

biciminde de yazilabilir. Sonug¢ olarak (5.28) denkleminin bir ¢oziimii X ise bu

durumda (5.29) denkleminin ¢oziimii Y =7, big¢imindedir.

Teorem 5.2.43. AcH[™, BeH]" ve CeH™". olmak iizere Y —7,Yn, =1,

denkleminin bir ¢oziimii Y € R*™*" ise X — A( 3?) B =C denkleminin ¢oziimii

Im

1 . il
X = Il Ikl )(Y-Q'YQ —R'YR +S°'YS " 5.31
8—8a( m m Jm m)( Qm Qn m n m n) _jlm ( )

—kl

m

bi¢imindedir.

Ispat. Ispat Teorem 5.2.4.1.’nin ispatina benzer olarak yapulir.

iv. A( IY) — XB =C denkleminin c¢6ziimii iizerine
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AeHT™,BeH]" ve CeH™ igin

A(IY)—XB:C (5.32)
denkleminin reel temsili
Y Yy =4 (5.33)
bicimindedir. (5.32) denklemini
PaPx By — Pl = ¢ (5.34)

biciminde de yazilabilir. Sonu¢ olarak (5.32) denkleminin bir ¢6ziimii X ise bu

durumda (5.33) denkleminin ¢6ziimii Y = ¢, P, bigimindedir.

Teorem 5.2.4.4. Ac H™,Be H[™" ve C e H[™. olsun. 4,Y —Y ¢, = ¢, denkleminin

¢oziimii Y € R*™*" ise bu durumda A( 1?) — XB =C denkleminin ¢6ziimii

1 o il
X=——(1_il_jl_ kL )Y('"P)-Q'Y('"P)O +RY('P)R -SY('P)S || " | (5.35
8—80{( m m Jm m)( ( n) Qm ( n)Qn Rm ( n)Rn m ( n) n) Jln ( )
kI,
bi¢imindedir.
Ispat.
Yll Y12 Y13 Y14
Y. Y, Y. Y
Y — 21 22 23 24 , Yuv eRmxn,U,V=1,2,3,4
Y31 Y32 Y33 Y34
Y41 Y42 Y43 Y44
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matrisi (5.33) denkleminin bir ¢6zlimii olsun. Bu durumda Y = ¢, P, ve

Q;¢xQn =—dy, Rn;1¢x R, =dx., S;¢x Sy =—¢ ve Y =¢, P,

oldugundan
b0 (-QuYP.Q. )Py —(~Q,'YP.Q, ) Pude = ¢k
4, (RYPR, )P, —( R, YRR, ) Pdy = (5.36)
B (-S4 YP.S, )P —( —S,'YP.S, | Pdy = ..

dir.  Sonu¢ olarak Y  matristi (5.33) denkleminin ¢Oziimii  ise

(-Q.YP.Q, )R, (RyYRR,)P, ve —(S,'YP,S,)P, matrisleri de (5.33) denkleminin

n

bir ¢oziimiidiir. Ayrica

, A ] ] ]
Y= Z(Y ~(-Q,'YP.Q, +R, YRR, S, YRS, )P, (5.37)

ifadesi de (5.33) denkleminin bir ¢oziimiidiir. ¢, =YP, oldugundan son ifade sagdan

P, ile carpilip diizenlenirse

Z, -al, L, -al,
Zl _Zo Z3 _Zz
¢X = Z B
, —aly Z, -al,
23 _Zz Zl _Zo

matrisi elde edilir. Burada
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1 1Y Y
Zy=—(Y, +Y, +Y;5+Y,), Z, =—(i+Y21+i+Y43j,
4 4\ a a
(5.38)

1 1Y, Y
Z, :—(Y13 +Y,,+Y,, +Y42), Z,=—| +Y,, +324Y,, |
4 4\ a

dir. Sonug olarak

X =ﬁ(|m il klm)(Y(la)—Q,;IY(la)Qn +RY('R )R, —sn;‘Y(lpn)sn) ;I|:
ki,
ifadesi (5.32) denkleminin bir ¢6ziimii olur.
V. A( ZY) — XB =C denkleminin ¢éziimii iizerine
AeHT™,BeH}" ve CeH" igin
A(ZY)—XB =C (5.39)
denkleminin reel temsili
MY =Y g = g (5.40)
bicimindedir. (5.39) denklemi
b By = pix Bty = 11 (5.41)

biciminde de yazilabilir. Sonu¢ olarak (5.39) denkleminin bir ¢6ziimii X ise bu

durumda (5.40) denkleminin ¢6ziimii Y = x, P, bigimindedir.
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Teorem 5.2.4.5. AcH])",BeH]™ ve CeH". olsun. Y ~Yu=p,

denkleminin ¢oziimii Y € R*™*" ise bu durumda A(ZY)— XB=C denkleminin

¢Ozumu
I,
X =§a( Ly il il k) (Y(R)+QIY(*R)Q-R, YRR -S,Y(*R)S,) j',“n (5.42)
ki,
bigimindedir.
Ispat. Ispat Teorem 5.2.4.4.’nin ispatina benzer olarak yapilir.
vi. A( 3?) — XB =C denkleminin ¢oziimii iizerine
AeHT™,BeH}" ve CeH™ igin
A(3Y)—XB =C (5.43)
denkleminin reel temsili
naY =Yng =1 (5.44)
bicimindedir. (5.43) denklemi
a1 By = 11x Pite =11c (5.45)

biciminde de yazilabilir. Sonu¢ olarak (5.43) denkleminin bir ¢6ziimii X ise bu

durumda (5.44) denkleminin ¢6ziimii Y =7, P, bi¢imindedir.
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Teorem 52.4.6. AcHJ",BeH]" ve CeHI™". olsun. ¢,Y Yo, =0
denkleminin ¢oziimi Y e R*™*" ise bu durumda A(3Y)— XB = C denkleminin

¢Oozumi

n

1 : : 3 /(3 v/ (3 v/ (3 iln
X=e gl iy Iy ko) (Y(R)-Q.Y(*R)Q-RY(*R)R +S.Y(*R)S,) il (5.46)
o

n
dir.

Ispat. Ispat Teorem 5.2.4.4.’nin ispatina benzer olarak yapilir.

.. 1 iYhi—\(1 O 2i—j 1+ j e N
Ornek 5.2.4.7. X-—-|. . ( X) = . - esitligini  saglayan
i 0 0 —1+i+k i+ ]

X e ]I-]If:z matrisini bulalim.

Verilen denkleme karsilik gelen reel gésterim
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0 0 000 O O

1

00 0 00O 0O O

0 0

-1 000 0 O

00 0 00O 0O O

0 0 0 O

0 0 O

1

00 0 00O 0 O

00 0 0O0O

0

-1

00 0 00O 0O O

Y

0
0
0
-1
-a
0
0
0

- 0 0 0
0

0
-

0 0

0

0

0 0 0 -«

0

-1

- -a 0 -
-1

a 0

-a -1

0 0

-

a 0 —-«o
20 0 -1

0

-1

%4

0 0

bicimindedir. Bu reel matris denklemi ¢oziiliirse

-a 0 —-a

0
0

0

00 0 -1

-1

00 0 -«

0

-

'$,S, ) esitligini kullamlirsa

(Y -Q,'¢Q, +R,'4 R, S,

_1
4

elde edilir. ¢,
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0l -« 0 01 0 0

00 0 - 01 —a 0

10 0 -1 00 0 -1

o1t 0 0o 10 0 -l

¢X_010001—a0

0l -« 0 00 0 -a

00 0 -110 -1

10 0 -1 01 0

matrisi elde edilir. Buradan

01l -« 0 01 0 0)1 0
00 0 -2 01 —a 001
10 0 -1 00 0 —11i 0
1 (10 i 0 jokoOyolr 0 0 10 0 -1[0
_2—2a(010|0j0kj01000l—anO
01l -a 0 00 0 —-al0 j
00 0 -110 “1k 0
10 0 -1 01 0 )l0 k

(1 14
BRUVSES
¢Oziimii elde edilir.

.. 1 i)/ 1— 1 0 =2i+] 2+ ]+Kk .
Ornek 5.24.8. | . ( X)—X = ) ) esitligini saglayan
] 0 0 1-i—k 1+i

X e H%XZ matrisinin bulalim.

Verilen denkleme karsilik gelen reel gosterim
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-a
0

- 0 1
00

-1

0 0 O

0

-

0 00 O

-

matrisi elde edilir. Buradan

0 - 0 1 —«o
0 0

0

0

-1

0 —-all0

0

0

1+ ]

k

i+ ]

¢Ozlimii elde edilir.
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