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GENELLESTIRILMIS KISMi METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEORISi

OZET

Sabit nokta teorisi bir T doniistimii igin T zz= u seklindeki problemlerin ¢6ziimiinii

inceler. Bu teori sadece matematigin alt dallarinda degil miithendislik, biyoloji, fizik,
tip, optimizasyon ve ekonomi gibi bir¢ok disiplinde uygulama alanina sahiptir.

Tam metrik uzaylarda sabit nokta caligmalarinin ilk adimi 1922’de S. Banach
tarafindan Banach daralma prensibi ile atilmistir. Bu prensip, sabit noktanin varligini
ve tekligini garantiler.

Bir¢ok arastirmaci tarafindan Banach daralma prensibinin genellemeleri kullanilarak
sabit nokta teorisiyle ilgili ¢alismalar yapilmistir. Bu yondeki g¢alismalar, metrik
uzaylarin genellemesi ya da doniisiimler iizarindeki daralma sartlarinin genellemesiyle
yapilmaktadir.

Bu calismada ilk olarak sabit nokta teorisinin tarihsel gelisimi, temel tanim ve
teoremler, Banach sabit nokta teorisi ve metrik uzaylarda bazi genislemelerinden
sozedilmistir. Sonrasinda ise metrik uzayin genellemeleri olan kismi metrik uzay, b—
metrik uzay, asimetrik metrik uzay, genisletilmis b—metrik uzay ve topolojik yapilari
tanitilmastir.

S. G. Matthews bir noktanin kendine olan uzakliginin sifirdan farkli olabilecegi fikrine
dayanarak metrik uzaydan farkli bir topolojik yapiya sahip olan kismi (partial) metrik
uzay! tamimladi. Yeni tanimlanan bu uzay matematigin bir¢ok alt dali ve farkh
disiplinlerde olmak (zere, o6zellikle bilgisayar biliminde genis uygulama alani
bulmustur. Bir¢ok arastirmaci tarafindan farkli daralma sartlari altinda bu uzayda sabit
nokta teoremleri elde edilmistir.

I. A. Bakhtin ve S. Czerwik metrik aksiyomlarindan tiggen esitsizligini herhangi reel
S >1 katsayisiyla genisleterek b—metrik uzay tanimladi. Bu uzaym metrik uzaydan
daha genel oldugu aciktir. Akabinde ise bu katsayiy1 bir fonksiyon olarak alan T.
Kamran ve ark. genisletilmis b —metrik uzay1 tanimladi. Bu iki uzayda da sabit nokta
teoremleri ¢esitli daralma sartlari altinda ispatlanmustir.

Metrik uzaylarda simetri sartinin kaldirilmasiyla 1931°de asimetrik metrik uzaylar W.
A. Wilson tarafindan tanimlandi. Bu uzayda simetri 6zelligi olmadigindan birgok
topolojik kavram yeniden tamimlanmistir. Biyoloji, bilgisayar bilimleri gibi birgok
alanda uygulamasi1 bulunmaktadir.

Daha sonra kismi metik uzaymn genellemesi olarak S. Shukla tarafindan kismi b—
metrik uzay, A. Gupta ve P. Guatam tarafindan ise asimetrik kismi b—metrik uzay
tanimlanip, topolojik yapilar1 insa edildi. Bu uzaylarda farkli daralma sartlarini
saglayan doniistimlerin sabit nokta teoremleri ispatlandi.
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Sabit nokta teoremlerinde bir¢ok daralma sarti kullanilmakla birlikte bu calismada
E —daralma, Geraghty daralma, (D,p) daralma ve bunlarin genellemelerinden

yararlanilmistir.

Bu ¢alismada kismi b-metrik uzaylarda o —(D(p (S )) daralma déniisiimii

tanimlanmistir. Farkli daralma doniisiimlerinin bir genellemesi olan bu daralma
dontistimii kullanilarak ortak sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Buna bagli olarak bazi
sonugclar elde edilmistir.

Asimetrik kismi b—metrik uzaylarda (a, ﬂ) - Dq) daralma doniisiimii ele alinarak bir

T dontsiimiiniin sabit noktasinin varligi ve tekligi gosterilip, buna bagli olarak bazi
sonuclara ulasilmastir.

Son olarak asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzay tanimlanmig ve bazi topolojik
Ozellikler insa edilmistir. Sonrasinda ise (a, p ) — @, daralma doniisiimii ile temel sabit

nokta sonuglari elde edilmistir.
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FIXED POINT THEORY IN GENERALIZED PARTIAL METRIC SPACE
SUMMARY

The theorem that deals with the solution of the problem of a mapping in mathematics,
givenby T:-W -W, Tu=x and W = examines the existence of fixed points is

called the fixed point theorem. This theory has found applications not only in various
branches of mathematics but also in engineering, biology, physics, medicine,
optimization, economics and many other disciplines. This field of application which
has been on the rise based on the foundations of analysis and topology, continues to
be one of the most intriguing subjects of both the past fifty years and the present day.

This first step in studying fixed points in complete metric space was taken in 1922 by
S. Banach with the Banach contraction principle. The principle not only guarantees the
existence of a fixed point but also expresses its uniqueness. Many researchers have
conducted studies on fixed point theory using generalizations of the Banach
contraction principle. These generalizations are either based on extensions of metric
spaces or on generalizations of the contraction condition on mappings.

In this study, firstly, the fundamental definitions and theorems related to fixed points
are presented, followed by the Banach fixed point theorem and some extensions in the
metric spaces.

S. G. Matthews announced in analog of Banach’s principle in a new space. He called
this new construction as a partial metric space which the self-distance of any point of
spaces may not be zero. This space has attracted the attention of many authors since it
has extensive application area in many subsections of mathematics as well as in the
field of computer domain and semantics. Various authors studied the problem of
existence and uniqueness of a fixed point for mappings satisfying different contractive
conditions.

I. A. Bakhtin and S. Czerwik introduced b— metric function by generalizing the
triangle inequality of metric function with the constant s>1. A b—metric space is
equivalent to the metric space for s=1. This clearly shows that b—metric space is
more general than a metric space. Afterwards, T. Kamran et al. taking the coefficient
as a function, defined expanded b —metric space. Morever, many fixed point theorems
and their results are obtained in these spaces.

Quasi metric space introduced by W.A.Wilson in 1931. Quasi metric space, like partial
metric space, has been the subject of research not only in mathematics but also in many
fields such as computer science, biology and material science. Since the symmetry
requirement of the metric has been removed in this new distance function many notion
that have been proven for metric spaces cannot be proved easily.

Partial b—metric spaces were generalized using b —metric spaces and partial metric
spaces by S. Shukla in 2014. He proved the Banach contraction principle in such
spaces. It has attracted the attention of researchers because the distance from the point
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itself originating from the partial metric space may not be zero and it is a more general
space than a b—metric space.

A. Gupta and P. Gautam defined quasi partial b—metric space notion by considering
the quasi partial metric space defined by E. Karapinar together with the b—metric
space. They also descibe the topological structure of space. Useful fixed-point theorems
have been proved in this space as well.

Taking the Banach contraction principle one step further, the Geraghty contraction was
defined in 1973. Like Banach contraction principle, Geraghty contraction has been
found interesting by researchers and there are many studies on this contraction. o —
admissible and o —w — contraction mappings were introduced by B. Samet et al. and

they obtained fixed-point theorems for these contractions. Also, some researchers have
done studies on this subject. S. H. Cho et al. introduced « — Geraghty contraction,
then they used this contraction to achieve new fixed-point results. H. Afshari et al.
demonstrated a fixed-point theorem by defining generalized « —y -Geraghty

contractive type mappings. Additionally, A. Fulga and A. M. Proca introduced E —
contraction in 2017. Of course, various theorems have been proven using this
contraction. In the continuation, A. Fulga and A. M. Proca proved fixed-point
theorems for . —Geraghty contraction in the same year. In 2018, H. Algahtani

showed the existence and uniqueness of a common fixed point for Geraghty
contraction of type E;, on complete metric spaces. The following year, on b —metric

space, o — . —Geraghty contraction was introduced by H. Aydi et al. . H. Aydi
proved the existence and uniqueness of fixed point for « — S —Geraghty contraction
mappings. Then in 2022, C. Lang and H. Guan introduced o — P, —Geraghty

contraction mappings and expressed common fixed-point results for generalized
al — P, . —Geraghty contraction mappings on b —metric spaces.

The notion of F —contraction was presented by S.G. Wardowski in 2012 and
subsequently, various types of result have been obtained using this concept. X. D. Liu

et al. , utilizing this idea, introduced (D,go)—contraction and established some fixed-
point theorems in 2016. About four years later, M. Nazam et ai. examined common
fixed-point results for two self-mapping via (D,(o)—contraction in partial metric
space. In 2021, M. Nazam and Z. Hamid expressed a new definition of (D,¢)—
contraction on partial b—metric space by referring to X. D. Liu’s definition of
(D, p)—contraction. They achieved obtaining common fixed-point of (D,¢)-
contraction on partial b—metric space.

In this study, o —(D(p (ﬂE )) contraction mapping is defined in partial b —metric space

by using - p  —Geraghty contraction and (D,¢)-contraction. Using this

contraction mapping, a common fixed-point theorem has been proved, and some
results have been obtained, accordingly. Illustrative examples will be provided to
indicate the accuracy and validity of the main outcomes. In the course of the study, the
set of fixed points of T and the set of common fixed points of T and S will be

specified with the notations F(T) and F(T NS).
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(a, 8)—D, —contraction mappings have been defined in quasi partial b—metric

space. Since the definitions of convergence, Cauchy sequence and completeness are
different in this space, it has been more difficult to prove the fixed-point theorem. The
existence and uniqueness of fixed points for T have been demonstrated, leading to
some results. lllustrative example will be provided to indicate the accuracy and validity
of the findings.

(a,ﬁ) — @, — contraction mapping is defined in quasi partial extended b —metric space

and a fixed point theorem has been proved. In this space we have defined, as in the
quasi partial extended b—metric space, the definitions of convergence, Cauchy
sequence and completeness are different, so the proof method also changes. Then, we
gave an example that satisfies the conditions of the theorem.
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1. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
1.1. Giris

Matematikte analizin 6nemli uygulama alanlarindan biri, uygun sartlardaki bir T
dontistimii icin Ty =u seklindeki bir problemin ¢dzumilne dayanir. Bu tir
denklemlerin ¢dzimiine doniisiimiin sabit noktasi denir. Doniisiimlerin sabit noktasini
inceleyen sabit nokta teorisi diferansiyel ve integral denklemler [1-2], yaklasim ve
oyun teorisi [3] gibi sadece matematigin alt dallarinda degil; miihendislik, biyoloji,
fizik, kimya, tip, optimizasyon, ekonomi gibi bir¢ok disiplinde de uygulama alanina
sahiptir [4-10]. Analiz ve topoloji temellerine dayanarak yiikselen bu uygulama alani
son elli yilin oldugu gibi giiniimiiziin de en ilgi gekici konulardan biri olmaya devam

etmektedir.

Sabit nokta teorisiyle ilgili calismalar farkli yOnlerde gelisme gostermektedir.
Bunlardan birincisi normlu lineer uzaylarin kompakt ve konveks alt kiimeleri tizerinde
taniml1 siirekli doniisiimler i¢in sabit nokta teorisi, digeri ise tam metrik uzaylar
tizerinde biiziilme (daralma) ve genellestirilmis biiziilme doniisiimleri i¢in sabit nokta

teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta ¢alismalarinin temeli, L. E. Brouwer [11]
tarafindan 1912 yilinda ‘“ A , R"’de kapali bir yuvar olmak tizere T : A— A strekli
bir doniisiim ise, T donisimiiniin A kiimesinde en az bir sabit noktas1 vardir.”’
teoremiyle atilmistir. Daha sonrasinda 1930’da bu teorem J. Schauder [12] tarafindan

sonsuz boyutlu uzaylar igin genisletilmistir.

Tam metrik uzaylarda ise 1922’de S. Banach tarafindan Banach Daralma (Biiziilme)
Ilkesi (Banach Contraction Principle) ile ilk adim atilmistir [13]. Banach sabit nokta
teoremi L. E. Brouwer ve J. Schauder’in sabit nokta teoremlerinden farkli olarak
sadece sabit noktanin varligini garanti etmekle kalmaz ayn1 zamanda tekligini de ifade

etmektedir.

Bir¢ok arastirmaci tarafindan Banach sabit nokta teoreminin genellemeleri

kullanilarak sabit nokta teorisiyle ilgili ¢caligmalar yapilmistir. Bu metrik uzaylarin



genellestirilmesi ya da dontisiimler tizerindeki daralma sartlarinin genellestirilmesiyle
yapilir. Bu genellestirmelerin bazilar1 b—metrik, kismi metrik, asimetrik metrik, G —
metrik, S —metrik ve modiler metrik uzaylar gibi metrik uzayin genellemeleri ile bu
uzaylardaki Banach daralma doniisiimiiniin bazi genellemeleridir. Arastirmacilar,
metrik uzaym bunlar gibi farkli genellemelerinde ve genellestirilmis daralma

sartlartyla calismalar yapmaya devam etmektedir [14-35].
Bu ¢alismada kismi b—metrik uzayda o/ _(qu (S )) daralma doniisiimii, asimetrik

kismi b—metrik uzayda (a, ﬂ)—D{P daralma dontsimii ve asimetrik kismi

genisletilmis b —metrik uzayda (a, p ) — @, daralma doniisiimii tanimlanip, sabit nokta

teoremleri ispatlanmustir. Ayrica, asimetrik kismi b —metrik uzaymn bir genellemesi
olarak asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzay insa edilerek topolojik dzellikleri

incelenmistir.

1.2. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu bolimde g¢alisma boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir.
Tanmm 1.2.1. [36] W bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Her x,7,0 €W igin

d:WxW >R
(.m) > d(m.)

fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa d fonksiyonuna W {izerinde metrik (uzaklik

fonksiyonu), (W,d) ikilisine de metrik uzay denir.
(d;) d(s1)=0 (pozitif tammlilik),

(d,) d(un)=0< pu=n (5zdeslik),

(dy) d(um)=d(n,u) (simetri),

(d,) d(wn)<d(u,0)+d(o,n) (icgen esitsizligi).

Kisacas1 metrik uzay, tizerinde bir uzaklik fonksiyonu tanimlanmis bir kiime olarak da
ifade edilebilir. Bu kavramin temeli 1906’da M. R. Fréchet [37] tarafindan atilmig
olup, metrik uzay ifadesini ilk kez F. Hausdorff [38] kullanmustir.
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Ornek 1.2.2. [36] W =R bos kiimeden farkli bir kiime ve d:RxR—>R" bir
fonksiyon olsun. Her x#,neR igin

d(sm)=|u—n]

seklinde tanimlanan d fonksiyonu R {zerinde bir metriktir (mutlak deger metrigi) ve

(R, d) ikilisi de metrik uzaydir (alisilmis metrik uzay).

Ornek 1.2.3. [36] W =N bos kiimeden farkli bir kiime ve d:NxN—R"bir
fonksiyon olsun. Her x,7 €N igin

1 1
G

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna N (zerinde bir metriktir ve (N,d) ikilisi de

metrik uzaydir.

Ornek 1.2.4. [36] W bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Her z,7 €W igin

0, u=n ise
d(um)= .
(y 77) {1, H#EDN 1se

seklinde tanimlanan d:W xW —R* fonksiyonu W (zerinde bir ayrik (discrete)
metriktir. (W,d) ikilisi ise ayrik metrik uzaydir.

Ornek 1.2.5. [36] Sinirh dizilerin uzay: |, = {,u = (,un) : Sup|,un| <oo; olmak Uzere, |
kiimesi {izerinde tanimlanan

d,. (4,m)=sup|, =1,
d, I, xl —R" fonksiyonu bir metrik olup, (1,,d, ) bir metrik uzaydir.

Ornek 1.2.6. [36] C[O,l] ={,u‘,u2[0,1] —>R, u sUrein} uzay1 iizerinde d fonksiyonu
1

d (p0.7) = [|ua(t) = (t)ft

0

t€[0,1] seklinde tammlansin. d fonksiyonu bir metriktir, (C[0,1],d) ikilisi de bir

metrik uzaydir.



Ornek 1.2.7. [36] C[O 1 {y‘y O 1 —>R, u surekll} uzay1 iizerinde d fonksiyonu

d (rm7) = max|u(t) - (t)

t€[0,1] seklinde tammlansin. d fonksiyonu bir metriktir, (C[0,1],d) ikilisi de bir
metrik uzaydir.

Tamm 1.2.8. [36] (W,d) bir metrik uzay ve {4} , W bu uzayda bir dizi olsun.
Her & >0 sayisina karsilik her n>ny icin d(,, #)<e olan en az bir nyeN varsa
{'u”}neN dizisi x €W noktasina yakinsaktir denir ve !i_Tc’u” =u, rIgpod (44, 1)=0
veya x4, — p1(n—> o) ifadelerinden biriyle gosterilir.

Ornek 1.29. [36] R iizerinde tammlanan mutlak deger metrigine gore

{,un}neN = {%} c R dizisi, {%} — 0 (n > ) oldugundan 0 € R noktasina yakinsar.

Uyan 1.2.10. [36] Yakinsaklik dizinin bulundugu uzaya ve uzayin (zerinde

tanimlanan metrige baghdir. Ornegin, her neN icin {u,} N:{E} dizisi ve
ne. n

W =(0,1]CR uzayr TUzerinde tanimlanan mutlak deger metrigi verilsin.

neN

{ﬂn}nEN = {%} —0,(n—>x) ancak O¢ (0,1] =W oldugundan, bu uzayda {z,}

dizisi yakinsak degildir.

1
=", neN dizisi icin C[0,1] kumesinde d(y,n)z.[|y(t)—n(t)|dt ve

0

d ( 7 77 ‘ ,u t)‘ metriklerine gore yakinsakligina bakilirsa

te[O 1]

d(yn,O)zhe‘”‘—O‘~dt=%(l—e‘“)—>0,(n—>oo),

0

d(#,,0)=max|e™

te[0,1]

dir. Burada da goriildiigii gibi yakinsaklik tanimlanan metrige gore degisir.



Onerme 1.2.11. [36] (W,d) herhangi bir metrik uzay olmak tizere, {4} . dizisi W

tizerinde yakinsak bir dizi ise {,un}neNdiZiSinin limiti tektir.

Onerme 1.2.12. [36] (W,d) herhangi bir d metrik uzay olmak tzere, {z,} . dizisi
W (zerinde yakinsak bir dizi ise {,un}neN dizisinin her alt dizisi de ayn1 noktaya

yakinsaktir.

Onerme 1.2.13. [36] (W,d) bir metrik uzay olsun. Eger {’un}neN ,{77”} o ©W dizileri

icin
lim 4, = 1 ve limy, =5 ise limd (4,,7,)=d(1.17)
“dir.
Tamm 1.2.14. [36] (W,d ) herhangi bir metrik uzay olmak tizere ve {z,} . <W bir
dizi olmak Uzere V& >0 karsilik her m,n>n, icin d(,, 1, ) <& olacak bigimde bir

n, € N varsa, { ,un}neN dizisine W uzaymda Cauchy dizisi ad1 verilir.

Onerme 1.2.15. [36] Metrik uzayda yakinsak her dizi Cauchy dizisidir.

Uyan 1.2.16. Metrik uzayda yakinsak her dizi Cauchy dizisi olmasina ragmen bunun

tersi her zaman saglanmaz. Ornegin, N kiimesinde {z,} ={n} dizisi ve

d( y,n):‘%—%‘ metrigi verilsin. {z,} . ={n} dizisi bu uzayda verilen metrige

gore Cauchy dizisidir. Fakat limd (z,,4)=lim

N—o0o

n

l_i‘zo olup, 1:0 olacak
H H

sekilde xeN sayist bulunmadigindan, {,un}neN :{n} dizisi bu uzayda yakinsak
degildir.

Onerme 1.2.17. [36] Metrik uzayda her Cauchy dizisi sinirlidir.

Tanim 1.2.18. [36] (W,d) bir metrik uzay olmak tzere, W kiimesindeki her Cauchy

dizisi W uzayindaki bir noktaya yakinsak ise (W,d) uzayina tam metrik uzay adi

verilir.



Ornek 1.2.19. [36] N dogal sayilar kiimesi Gzerinde her z,7 € N igin mutlak deger

metrigi ve { yn} N= {E} dizisi verilsin. Bu dizi bir Cauchy dizisi olup, dogal sayilar
ne n

kiimesi iizerinde sifir noktasina yakinsamaktadir. Bu uzayda alinan her Cauchy dizisi,

bu uzayda bir noktaya yakinsamaktadir. Bu durumda (N, d) metrik uzay1 tamdir.

Ornek 1.2.20. [36] C[ab]={u|u:[ab]—>R, u sirekli} fonksiyon uzay:

d(umn)= max‘,u(t) —n(t)‘ metrigine gore tamdir.

te[a,b]

Ornek 1.2.21. [36] R aligilmis metrige gore tam metrik uzay olmasia ragmen Q

bu metrige gore tam degildir.

Uyar11.2.22. Bir uzayin tam olmast metrik bir 6zelliktir. Metrik degistik¢e uzaym tam

olma durumu degisir.
Tamm 1.2.23. [39] (W,d,) ve (Q,d,) iki metrik uzay olsun. T :W —Q herhangi
bir fonksiyon ve €W olmak Uzere Ve>O0 igin d, (s 44)<5 iken

dz(Ty,Ty0)<g kosulunu saglayan & >0 sayist varsa, T fonksiyonu u, eW

noktasinda siireklidir denir. T fonksiyonu W kiimesindeki her noktada surekli ise T

fonksiyonuna W Gzerinde sureklidir.
Ornek 1.2.24. [40] R iizerinde alisilmis metrige gore T :R— R fonksiyonu her

ueRicin T (,u) = 1/° seklinde tanimlansin. T fonksiyonu sireklidir.

Ornek 1.2.25. [40] R iizerinde alisilmis metrige gore T :IR —R fonksiyonu her
HeR icin

0, wurasyonel ise
1, pirrasyonel ise

T(ﬂ)={

seklinde tanimlansin. T Dirichlet fonksiyonu siirekli degildir.

Uyan 1.2.26. [40] Metrik fonksiyonu sureklidir.

Tamm 1.2.27. [40] (W,d,) ve (Q,d,) iki metrik uzay olsun. T:W —Q bir

fonksiyon ve 1, eW olmak tizere Ve >0 igin d(u, 1)< iken d, (T, Tpy)<e



kosulunu saglayan o =0 (8) >0 sayist varsa T fonksiyonu g, €W noktasinda
duizglin streklidir denir.
Ornek 1.2.28. [40] R iizerinde alistlmis metrik, (W, d) metrik uzay ve a€W olsun.

Her €W noktasi igin f(u)=d(ua) seklinde tanimlanan f :W — R fonksiyonu

hem strekli hem de diizglin streklidir.

Uyan 1.2.29. [40] Duzgun strekli her fonksiyon sireklidir, fakat tersi her zaman
dogru degildir. Ornegin, R iizerinde alisilmis metrige gore, T(u)=4" seklinde
tanimlanan T : R — R fonksiyonu siireklidir, fakat diizgiin siirekli degildir.

Tamm 1.2.30. [39] (W,d,) ve (Q.d,) iki metrik uzay, T:(W,d,)—(Q.d,) bir

fonksiyon ve ueW verilsin. g noktasna yakinsayan her {,un}neN dizisi igin

{T (“n)}neN dizisi T(x) noktasina yakimstyorsa T fonksiyonuna x noktasinda

dizisel streklidir denir.
Onerme 1.2.31. [40] (W,d,) ve (Q,d,) iki metrik uzay, T:(W,d,)—>(Q,d,) bir
fonksiyon ve xeW olsun. T fonksiyonu g, noktasinda siirekli olmasi i¢in

o = o =T (1) =T (1) (N—>)

kosulu gerek ve yeterlidir.

Uyan 1.2.32. Bir T surekli fonksiyonu igin
T(t) =T ()=t > 1y (N—>0)

olmasi her zaman saglanmaz. Ornegin, R mutlak deger metrigine gore siirekli olan

T:R—>R her pgeR igin T(u)=4" seklinde tanimlanan T fonksiyonu ve
{4} =(=2)"" dizisi igin

T(4,)=1>T(1) (n—oo)
dir, fakat {z,} =(~1)""" dizisi 1 noktasmna yakinsamaz.

Onerme 1.2.33. [40] Herhangi bir metrik uzayda sureklilik ile dizisel siireklilik
denktir.



Tanim 1.2.34. [40] (W,d) metrik uzay, bir 7 €W noktast ve & >0 sayis1 verilsin.

B(u ¢) :{77 eW :d(y,n)<g}
kiimesine u merkezli & yarigapli bir agik yuvar denir.

Tamm 1.2.35. [40] (W,d) metrik uzay1 bir 7 €W noktasi ve ¢ >0 sayisi verilsin.

B[ 1. ¢] ={77 eW :d(un) Sg}
kiimesine u merkezli & >0 yarigapli bir kapali yuvar denir.

Tamm 1.2.36. [40] (W,d) metrik uzayi, bir 7 €W noktasi ve ¢ >0 sayisi verilsin.

S(,u,g):{n eW :d(,u,n):g}
kiimesine u merkezli & >0 yarigaph bir kiire denir.

Ornek 1.2.37. [40] R kimesi tizerinde d mutlak deger metrigine gore her agik aralik
bir agik yuvar, her kapali aralik bir kapal1 yuvar ve (R, d ) uzayinin iki elemanli bir alt

kimesi de bir kiredir.

Tanim 1.2.38. [40] (W ,d ) herhangi bir metrik uzay ve bu uzayin herhangi bir G cW
alt kiimesi verilmis olsun. Her 4 € G igin B( 7 6‘) < G olacak sekilde bir & >0 sayis1

varsa G kiimesine (W , d) metrik uzayinda agik kiime denir.
Uyan 1.2.39. [40] Metrik uzayda her agik yuvar agik kiimedir.

Tamim 1.2.40. [40] W bos olmayan bir kiime ve 7 ailesi de P(W) kuvvet kiimesinin
herhangi bir alt ailesi olsun. Eger 7 ailesi asagidaki 6zellikleri saglarsa, 7 ailesinin
her elaman W kiimesinde bir agik kiime, asagidaki 6zelliklere de agiklar aksiyomu ve
aciklar aksiyomunu saglayan 7 ailesine, topolojik yapi (topoloji) denir. (W,T)
ikilisine de topolojik uzay ad1 verilir.

1) W ve & kimeleri, 7 ailesine aittir.

i) 7 ailesine ait sonlu ya da sonsuz cokluktaki elemanlarin birlesimi 7

ailesine aittir.

iii) 7 ailesine ait sonlu ¢okluktaki elemanlarin kesisimi 7 ailesine aittir.



Ornek 1.2.41. [40] Bir W kuimesi lizerinde
r={AcW:A=ZyadaW — Asonlu}

ailesi bir topolojidir. Bu topolojiye W kimesi zerinde sonlu timleyen topolojisi

denir.

Tanmim 1.2.42. [40] (W,T) topolojik uzayinin herhangi farkl iki noktasi verildiginde,

bu noktalardan en az birisinin digerini igermeyen bir komsulugu varsa yani;
[T] wneW (u=n)icin U e$(u)>n¢VU yada IV eHn)> ueV
ise (W, 2') uzayma T, —uzay1 ya da Kolmogorov uzay: denir.
Ornek 1.2.43. [40] Bir W ={0,1} kiimesi tizerinde r={W,®,{O}} topolojisi verilsin.

(W,T) topolojik uzayma, Sierpinski uzay1 denir. Her Sierpinski uzayi, bir T,—

uzayidir. Gergekten {0} € 3(0) komgulugu vardir 6yle ki 1¢ {0} olur.

Tamim 1.2.44. [40] (W, z') topolojik uzayinin herhangi farkl iki noktasi verildiginde,

bu noktalardan her birisinin digerini icermeyen bir komsulugu varsa, yani;
[T.] wneW (u=n)icin, U e u)sneU ve IV ed(n)>ueV
ise (W,7) uzayma T, —uzay1 ya da Fréchet uzay: denir.
Ornek 1.2.45. [40] W ={a,b,c} kiimesi Uzerinde
£~ {W.2.{a}, b].{c}{a.b} {ac}. ]
topolojisi verilsin. (W,7) uzayinda {a} ez kiimesi icin be{a} ve {b} ez kumesi
icin a¢{b} oldugundan, T, —uzayidir.

Tamm 1.2.46. [40] (W, z') topolojik uzayinin herhangi farkl iki noktasi verildiginde,

bu noktalarin birbirinden ayrik birer komsulugu varsa, yani;

[Tz] uneWw (,u;tn) icin, 3U 619(/1) ve HVGS(U) SUNV =Y

ise (W, 2') uzayma T, —uzay1 ya da Hausdorff uzay: denir.



Ornek 1.2.47. [40] Her (W,7,) metrik uzay: T, —uzayidir.
Uyan 1.2.48. [40] Her T, —uzay1 bir T, —uzay1, her T, —uzay1 ise bir T, —uzayidur.
Yani,
T,=>T=T,
dir. Fakat bunun tersi genellikle dogru degildir. Ornegin, Sierpinski uzay1 bir T, —

uzayidir fakat T, —uzay1 degildir.

1.3. Sabit Nokta Kavrami ve Banach Daralma Doniisiimii Prensibi
Tammm 1.3.1. [41] W bos kiimeden farkli bir kiime ve T :W —W herhangi bir
doniisiim olsun.
Tu=u
esitligini saglayan bir ;seW noktasina T doniisiimiiniin sabit noktasi denir. T

doniisiimiiniin tiim sabit noktalarinin kiimesi
FiX(T): F(T):{,u eW :T,u:,u}
ile gosterilir.

Uyan 1.3.2. [41] Bir T déniisiimiiniin hig¢bir sabit noktasi olmayacagi gibi, tek sabit

noktasi, birden fazla sabit noktasi ya da sonsuz tane sabit noktasi da olabilir.
Ornek 1.3.3.
) F (T) = {(,u, O) THE ]R} kiimesinin her elemani, T (,u, 77) = (y, —77) ile

tamml T :R?> —R* yansima fonksiyonunun sabit noktalarmin kiimesi

olup, sonsuz sayida sabit noktas1 oldugu agiktir.

ii) T:R—>R fonksiyonu her ueR sayist igin T(u)=p*—p olarak

tanimlansin. T fonksiyonunun iki tane sabit noktasi vardir. F (T) = {0, 2}

dir.
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aghka

4
]

Sekil 1.1. T ()= 4* — u fonskiyonunun sabit noktalarmin grafigi

iii)  T:R—R fonksiyonu her xeR igin T (u)=pu*+5u+4 olarak verilsin.

T doniistimiiniin tek sabit noktasi vardir. F (T) = {—2} dir.

1 |
T s /

—7 —6 —5 —3 —2 1 1 2 3

denk1 —5

Sekil 1.2. T ()= p* +5u+4 fonksiyonunun sabit noktalarmin grafigi
; 2 2 2 P 1 1
iv) T:R°—>R* her uneR icin T (un)= 2y+§,317+§

fonksiyonunun tek sabit noktasi vardir. F (T) = {(_E . —gj} dir.

V) Her ueR icin T:R>R, T (,u) =sin u olarak tanimlanan fonksiyonun

tek bir sabit noktas1 vardir. F (T) = {0} dir.

11



Sekil 1.3. T () =sin u fonksiyonunun sabit noktalarinin grafigi

vi)  T:R—>R, her geR igin T(u)=u+2 fonksiyonunun herhangi bir

1=

sabit noktast yoktur. F(T)=¢ dir.

denk-1 —3

Sekil 1.4. T ()= pu+2 fonksiyonunun sabit noktalarinin grafigi

Tamim 1.3.4. [42] Herhangi W kumesi ve T :W —W doniistiimii verilsin. Herhangi
bir 1, eW igin

/’LLZT,an ,uZ:Tlul, /,[,sleuz’...”un :T/unilzT(Tn—lfuo)
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seklindeki { ,un} w €W dizisine g, baslangi¢ noktasiyla en iyi yaklagim dizisi, Picard

ne

iterasyon dizisi yada T altindaki £, noktasmim n. iterasyon dizisi denir.

Uyan 1.3.5 [42] Herhangi W kimesi ve T:W —>W doniisiimii igin asagidaki

ifadeler dogrudur.

i) F(T)=F(T") dur.

i) Keyfibir neN icin, F(T")={u} ise, F(T)={u} du.
Ancak F (T) = { u} olmasi, F (T ”) = { ,u} olmasini gerektirmez. Yani bu ifadenin tersi
her zaman dogru olmayabilir. Ornegin, T: {1, 2, 3} - {1, 2, 3} donisimi T1=3,

T2 =2 ve T3=1 olarak tamimlansin. F (T) = {2} oldugu halde F (T 2) ={1,2,3} #{2}
dir.

Tanmm 1.3.6. [42] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir doniisiim olsun. Eger

Yu,neW igin

d(TTr)<hd () (1.1)

esitsizligini saglayan h>0 sabit sayisi varsa, T doniigimine W (zerinde
Lipschitzian doniisiimii denir. (1.1) sartina Lipschitzian sart1 ve bu sart1 saglayan en

kiclk h >0 sayisina Lipschitzian katsayisi denir.

Ornek 1.3.7. W =R kiimesi iizerinde tanimli mutlak deger metrigi ve T:R -> R,

YueR icin Tu :gu doniistimii verilsin. Bu durumda,

5 5 5 5
(T ) =[S =5 =Sl = S0 () < su)

) .. . i
oldugundan h> > sayist i¢in T doniistimii Lipschitzian sartin1 saglar.

Onerme 1.3.8. T déniisiimii, Lipschitzian doniisiimii ise diizgiin siireklidir.

Ve >0 icin d(u,n) <6 iken

d(Ty,Tn)ghd(y,n)<hd(y,n)<h(s:h%:g
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olacak sekilde o =% sayist bulundugundan, T Lipschitzian doniisiimii diizgin
streklidir.

Tamm 1.3.9. [42] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir doniisiimi Lipschitzian
doniisim olsun. Eger (1.1) esitsizligi he[O,l)ic;in saglaniyorsa T doniisiimiine
daralma veya Banach daralma doniisiimii denir.

Uyant 1.3.10. T Lipschitzian doniisimii diizgiin stirekli oldugundan, daralma
dontigimleri de diizglin stireklidir. Yani, T dontisimii siirekli degilse daralma

dontisiimii de olamaz. T dontistimii daralma doniisimu olmasa bile, herhangi bir n

icin T" daralma déniisiimii olabilir. Ornegin, T :[O, 2] - [0, 2] dontisimii

0, ue|01f ise
T(”):{l, zegl,z% ise

olarak tanimlansin T dontigtimi g =1 siireksiz oldugundan daralma doniisiimii
degildir. Ancak T?: [0,1] - {O} , T?11=0 oldugundan, T? bir daralma doniisiimiidiir.

Ayrica 1=0 T? doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

Ornek 1.3.11. [42] T : R* - R?* déniisiimii

T((Miﬂz))=(3—%%4—%ﬂzj

olarak tanimlansin. ‘v’yz(,ul,yz),nz(nl,nz)eRZ icin

d(sm)= \/(ﬂl—nl)z +(t,—1,)

Oklid metrigine gore, d (T ,u,Tn) < %d ( ,u,ry) esitsizligi saglanir. Yani T donistimii

R? (zerinde bir daralma doniisiimiidiir. [%,%j € R? noktast T doniisiimiiniin sabit

noktasidir.

Ornek 1.3.12.[42]1 T :(0,%} —)(0,%} doniisiimii

T(u)=p
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olarak tanimlansin. Vz,7 € R i¢in mutlak deger metrigine gore
3
d(TuTy)<d(wn)

ifadesi saglanir. Yani T doniistimii bir daralma doniisimidiir. Ancak (O,%} kimesi

Uzerinde tanimlanan T doniisimiiniin hi¢bir sabit noktas1 yoktur.

Ornek 1.3.13. [42] T:R— R fonksiyonu VueR igin T = u doniisimii mutlak
deger metrigine gore daralma dontigtimiidiir. V€ R noktalar1 T doniisiimiiniin sabit

noktalaridir.

S. Banach 1922 yilinda tam metrik uzayda daralma sartin1 saglayan doniigiimler igin

sabit noktanin varligini ve tekligini ifade eden temel bir teorem ortaya koymustur.

Teorem 1.3.14. [36] (Banach Sabit Nokta Teoremi) (W,d) tam metrik uzay ve

T:W —>W daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T doniisimii W uzayinda bir tek

sabit noktaya sahiptir.

Ornek 1.3.15. (R,d) aligilmisg metrik uzay olsun. VueR igin Tu :,uT-I-Z olarak

tanimlanan T :R — R doniistimii verilsin. R mutlak deger metrigine gore tamdr.

\T(,u)—T(n)\:‘“;Z—U;FZIZ‘”QUIS%W—m daralma sart1 saglandigindan g =1

noktas1 T doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

Uyan 1.3.16.

) Banach sabit nokta teoremindeki uzayin tam olma sarti kaldirilamaz.

Cunki  (W,d) tam metrik uzay degilse, T:W —>W daralma

dontisiimiiniin sabit noktas1 olmas1 gerekmez.
i) (W,d) tam metrik uzay ve Vu,neW igin d(TuTr)<d(wn) ise T

doniislimiiniin sabit noktaya sahip olmas1 gerekmez.
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Ornek 1.3.17.

i)

W =(O, ) uzaylr Uzerinde mutlak deger metrigi verilsin.

1
4
T :(O,EJ%(O,EJ dontisimii VueW = 0,1 icin
4 4 4

T(u)=p"

olarak tanimlansin.

d(Ty,Tn)S%d(y,n)

oldugundan T daralma doniistimiidiir. Ancak W =(O,%) uzayr mutlak

deger metrigine gére tam uzay olmadigindan T doniisiimiiniin sabit
noktas1 yoktur.

W =R uzayi iizerinde mutlak deger metrigi verilsin. Vu R igin
T(u)=n(1+e")

ile T:R—>R donisiimii tanimlansin. R mutlak deger metrigine gore

tamdir.

eC
1+e€°

T (1) =T () =|—={le=n| <|=nl, (n < c < )

esitsizligi saglanir ancak T doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur.

(R, d ) aligilmis metrik uzay olsun. Vi e R igin

T(,u):én(1+2egj

ile T:R—R doniisiimii tanimlansin.

5
T ()T () =|——||u—n1| <|u=r1|. (n < e < )
1+ 2e2

esitsizligi saglanir. T  doniisiimiiniin  sabit noktalarinin  kiimesi

F(T)={m(3+2v2)} ar

Teorem 1.3.18. [42] (W,d) tam metrik uzay ve T :W —W bir doniisiim olmak Uzere

neN icin
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T"=ToTo--oT (ndefa)

bir daralma doéniisiimii ise T, W uzayinda tek bir sabit noktaya sahiptir.

1.4. Daralma DoniisiimiinUn Genislemeleri ve Bazi Temel Teoremler

Bu béliimde birgok yazar tarafindan elde edilmis olan Banach sabit nokta teoremindeki

daralma sartinin farkli genislemelerine ve bazi temel teoremlere yer verilmistir.
Tamm 1.4.1 [43] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir déniisiim olsun. Her
u,neW igin

d(TuTn)<d(umn)

esitsizligi saglaniyorsa T doniistimiine kesin daralma (contractive) dontisiim( denir.
Ornek 1.4.2 T:[Loo)—[Lo) doniisimi V xe[lo) icin Ty:y+1 olarak
Y7,
tanimlansin. Bu uzayda mutlak deger metrigi verilsin. Bu durumda
1
[T(#)=T (n) <| 1+ — =1l <[]
Hn
esitsizligi elde edildiginden T doniisiimii kesin daralmadir. Ancak daralma doniistimii
degildir. Ayrica sabit noktas1 yoktur.
Tamm 1.4.3.[43] (W,d) herhangi bir metrik uzay ve T :W —W bir d6niisiim olsun.
Her 1,7 eW igin

d(TTy)<d(wmn)
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine genislemeyen (non-expansive) doniisiim denir.

Ornek 1.4.4. T:R > R déniisiimii Vi eR icin Tu = u+5 olarak tamimlansm. Bu

uzayda mutlak deger metrigi verilsin. Bu durumda
[T (#)=T ()| =2z +5=n =8 =|u=7]

olup T donisiimii genislemeyen doniisiimdiir. Ancak daralma dontisiimii ve kesin

daralma degildir. Ayrica sabit noktas1 da yoktur.
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Uyar1 1.4.5 [44] Bir T doniisiimii i¢in

T daralma = T kesin daralma = T genislemeyen = T Lipschitzian

doniisimiidiir.
Ancak bu gerektirmenin tersi her zaman saglanmaz.

Daralma doniisiimleri siirekli oldugundan Banach sabit nokta teoremi surekli
dontisiimlerde sabit noktanin varligini ve tekligini ifade eder. R. Kannan [45] ise 1968
yilinda siirekli olmayan doniisiimler icin sabit noktanin varligin1 ve tekligini ifade

etmistir.

Tamm 1.4.6. [45] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir déniisim olsun. Her

w,neW ve ke{o,%j icin

d (T,u,Try) < k[d (,u,T,u)+d (n,Tn)]

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine Kannan dontisiimii denir.

Kannan doniigimiiniin tanimlanmasiyla siirekli olmayan doéniisimler igin de sabit
nokta bulundugundan farkli genellestirilmis daralma doniisiimleri tanimlanmis ve

sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.
Tamm 1.4.7. [42] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir déniisim olsun. Her
u,neW ve a>1igin

d(TuTn)=ad(un)
esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine genisleyen (expansive) doniisiim denir.
Tamm 1.4.8. [46] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir doniisiim olsun. Her

wneW 5e(0,1) ve L>0 igin

d(TuTn)<6d(umn)+Ld(Tn)

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine hemen hemen daralma doniisiimii ad1 verilir.

Tamm 1.4.9. [47] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir déniisim olsun. Her

wneW §e(0,1) ve L>0 igin
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d(TuTn)<od(wn)+ Lmin{d (1. Tu),d(n,Tn),d(xTn).d (n,Ty)} (B)

ise T doniistimiine B sartin1 saglayan doniisiim ad1 verilir.

Teorem 1.4.10. [47] (W,d) tam metrik uzay ve T:W —W doniisiimii (B) sartin

saglasin. Bu durumda T doniisiimiiniin W uzayinda sabit noktasi vardir.

Tamm 1.4.11 [48] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir doniisim olsun. Her

w,new, 56(0,1) ve L>0 icin

M, (.77) = maX{d(M),d(ﬂ,Tﬂ)’d(an)é[d (ﬂ,Tﬂ),d(n'Tﬂ)J}

olmak uzere,
d(Tu,Tn) <M, (un)+ Lmin{d (1. Tu),d(n,Tn),d(xTn).d (77,T,u)}

esitsizligi saglanirsa T doOnilisimiine genellestirilmis hemen hemen daralma

doniisiimii denir.
Tanmm 1.4.12. [49] (W,d) metrik uzay ve T :W —W bir doniisiim olsun. Her
u,neW igin

d(Tu,Tn)<ad(un)+bd (T u)+cd(n,Tn)
olacak sekilde a+b+c <1 ozelligine sahip a,b,ceR" varsa T doniisiimiine Ciric-
Reich-Rus daralma doniistimii ad1 verilir.
Tanmm 1.4.13. [50] (W,d) metrik uzay ve T :W —W bir doniisiim olsun. Her
u,neW icin

d(TuTn)<ad(u,n)+bd (4T u)+cd(n,Tn)+ed(w,Tr)+ fd(7,Tu)

olacak sekilde a+b-+c+e+f <1 Ozelligine sahip a,b,c,e,f eR" varsa T

doniistimiine Hardy-Rogers daralma doniisiimii denir.

Banach sabit nokta teoreminin diger bir genellestirilmesi birden fazla doniisiim

kullanilarak elde edilen sabit nokta teoremleridir.
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Tamm 1.4.14. [51] W bos olmayan bir kiime ve S,T:W —W iki farkli dontisiim
olmak uUzere Spu=Tu=pu esitligini saglayan pueW noktasma S ve T
donisiimlerinin ortak (common) sabit noktas denir.

Tamm 1.4.15. [51] W bos olmayan bir kiime ve S,T:W —W iki farkli doniisiim
olmak tzere Su=Twu=n esitligini saglayan u,7e€W noktalart varsa geW
noktasina S ve T doniisiimlerinin ¢akisma noktasi (coincidence point), 7 noktasina

ise ¢akisilan nokta denir.

Ornek 1.4.16. W =[0,1] olmak tizere ve S, T :W —W iki farkl doniisiim olsun. Her

% ve T,uz% tanimlansm. =0 noktast T ve S

doniisiimlerinin ¢akisma noktasi ve ortak sabit noktasidir.

HE [0,1] icin Su=

L. Ciric ve ark. [52] zayif daralma doniisiimiinii ve genellestirilmis zayif daralma

dontigiimiinii iki farkli doniistim i¢in genellestirmislerdir.

Tamm 1.4.17. [52] (W,d) metrik uzay ve S,T:W —W iki doniisiim olsun. Her

w,neW icin

d(TwSn)< kmax{d (,m),d (T ), d(n,Sn), d(,u,Sn);d(n,Ty)}

+ Lmin{d (,u,T,u),d(n,Sn),d(u,Sn),d(n,Tu)}

olacak sekilde ke[01) ve L>0 sabitleri varsa T ve S doniisimlerine

genellestirilmis Ciric zayif daralma doniistimleri ad1 verilir.

Teorem 1.4.18. [52] (W,d) tam metrik uzay ve T ve S, W Uzerinde tanimh

genellestirilmis Ciric zayif daralma dontisiimii ise T ve S donisimleri W uzayinda

bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

B. Samet ve ark. [24] ise asagida 6zellikleri verilen & ve ¢ fonksiyonlarini kullanarak

yeni bir daralma donilisiimii tanimlamiglardir. Diger yazarlar tarafindan da farkh

uzaylarda genellestirmeleri elde edilerek sabit nokta teoremleri ispatlanmistir [53-60].

Tamm 1.4.19. [61] y ={p|p:[0,00) >[0,00), bir fonksiyon| asagidaki zellikleri

saglasin:
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i) @ monoton artan bir fonksiyondur. Yani t <s= ¢(t)<¢(s) dur.
ii) Her t >0 icin ¢(t) <t dur.

i)  ¢(0)=0"dr.

Iv) @ surekli fonksiyondur.

V) Her t >0 icin limg"(t)=0, ¢" ¢ fonksiyonunun n. iterasyonudur.
vi) Her t >0 icin Z(p" (t) serisi yakinsak bir seridir.
n=0

vii) Iim(t - go(t)) =00 saglanir,

t—oxo

viii) ¢ fonksiyonu alt toplamsaldir.
Tamm 1.4.20. [61] y ={g|:[0,50) = [0,0), bir fonksiyon| ailesi verilsin.

a) Tanmim 1.4.19. fonksiyon ailesinden i. ve v. Ozelliklerini saglayan ¢
fonksiyonuna kiyaslama (comparison) fonksiyonu denir.

b) Tanim 1.4.19. fonksiyon ailesinden i. ve vi. Ozelliklerini saglayan ¢
fonksiyonuna ¢ —kiyaslama (comparison) fonksiyonu denir.

Lemma 1.4.21. [61] Kiyaslama ve C— kiyaslama fonksiyonlar1 agagidaki 6zelliklere
sahiptir.

1) Herhangi c—kiyaslama fonksiyonu ayni zamanda kiyaslama fonksiyonudur.
Tersi her zaman dogru degildir.

2) Herhangi bir kiyaslama fonksiyonu i¢in (p(O) =0 ozelligi saglanir.

3) Alt toplamsal kiyaslama fonksiyonu siireklidir.

4) @ kiyaslama fonksiyonu ise ne€N icin ¢" bileske fonksiyonu da kiyaslama
fonksiyonudur.

5) ¢, c—kiyaslama fonksiyonu olmak Gzere,

S:R">R"

ts(t)=>¢"(t)

k=0

fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur ve S(O) =0 Ozelligini saglar.
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Ornek 1.4.22. [61]

1) A€[0,1) olmak tizere ¢(t)=At,t [0,00) fonksiyonu ¢ fonksiyon ailesinin

batun 6zelliklerini sagladigindan bir kiyaslama fonksiyondur.
2) @: [0, oo) - [0, oo) : (p(t) = th? fonksiyonu kiyaslama fonksiyonudur, fakat
€ —kiyaslama fonksiyonu degildir.
Tanim 1.4.23. [61] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir doniisiim olsun. Her
u,neW igin
d(TuTn)< (p(d (,u,n))+ Ld (7,T )
ifadesini saglayan L >0 sayisi ve ¢ kiyaslama fonksiyonu varsa T doniistiimiine

hemen hemen ((0, L) daralma doniistimii ad1 verilir.

Tamm 1.4.24. [62] W bostan farkli bir kiime ve @:W xW —)[1, oo) bir doniisiim

olsun. ¢, :[O,oo)—)[O,oo) fonksiyonu asagidaki sartlart saglarsa ¢, fonksiyonuna

genigletilmis kiyaslama (extended comparison) fonksiyonu denir.
1) ¢, fonksiyonu azalandir.

2) {#t},.+ W kiimesinde herhangi bir dizi; ¢, neN igin ¢, fonksiyonunun

Nn. bileskesi; me N ve t >0 olmak lzere,

22 (O] [0k, 4) <0
n=1 i=1
saglanir.

Genisletilmis kiyaslama fonksiyonlarin ailesi v ile gosterilir.

Eger ¢, ey, ise t>0 igin
22" O T0(k.1,) = 2" (1)
n=1 i=1

oldugundan i(oe” (t)<oo’dir. Budurumda ¢,(t)<t saglanir.
n=0
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Tamim 1.4.25. [24] W bostan farkli bir kiime, T :W —W bir doniisiim ve
a:W? —)[0,00) fonksiyon olsun. Her s,n7eW igin

a(un)21=a(TwuTn)=1
ifadesi saglaniyorsa T doniisiimiine & —geg¢isli (admissible) dontisiim ad1 verilir.
Ornek 1.4.26. [24] W =(0,0) iken VueW icin T:W —»W déniisimi T u = (nu
olarak verilsin. & :W? —[0,0) fonksiyonu

2, u=n ise
0, u<n ise

()=
bigiminde tanimlansin. T dontisimii o —gegisli dontistiimdiir.
Tamm 1.4.27. [24] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir déniisiim olsun. Eger her
u,neW igin
a(p4,)d (T4, T) < o(d (1177))
ifadesini saglayan o :W? — [O, oo) ve ¢ ey fonksiyonlari mevcutise T doniisiimiine

a — @ —daralma doniistim( denir.
Tamim 1.4.28. [54] W bostan farkli bir kiime T:W —W bir doniisim ve
a:W? —>[0,oo) bir fonksiyon olsun. Her y,17,0 €W igin asagidaki sartlar1 saglayan
T dontisiimiine tiggensel (triangular) « —gegisli doniisiim denir.

1L a(un)2l=a(Twu,Tn)=1dr.

2. a(uo)=lvea(on)=l=a(un)=1dr.
Tammm 1.4.29. [55] W bostan farkli bir kiime, S, T:W —W iki donisim ve
a:W? —[0,0) bir fonksiyon olsun. Her z,7eW igin

a(un)21=a(Su,Tn)=1vea(Tn,Su)=1

ifadesi saglaniyorsa (S,T) ikilisine genellestirilmis o —gecisli doniistim ¢ifti adi

verilir.
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Ornek 1.4.30. [55] W =[0,00) kiimesinde S,T:W —W déniisiimleri her z,7 €W
icin T = 4% ve Sp =2y olarak verilsin. a:W? —[0,0) fonksiyonu

o) = e, un=0 ise
I 0, un<0 ise

olmak tizere (S,T) ikilisi genellestirilmis & —gegisli doniisiim ciftidir.
Tanmmm 1.4.31. [53] W bostan farkli bir kiime, T:W —»W bir donisim ve
a, W — [0, oo) iki fonksiyon olsun. Her 1 eW igin asagidaki sartlar1 saglayan T

doniisiimiine dongiisel (cyclic) (a, o) ) — gegisli doniistim denir.

1) a(u)21= p(Tu)=1 dr.

2) ﬁ(y)Zl:a(T,u)Zl’dlr.
Tanmmm 1.4.32. [53] W bostan farkli bir kiime, S,T:W —W iki donisim ve
a, W —>[O,oo) iki fonksiyon olsun. Her xeW igin asagidaki sartlar1 saglayan

(S,T) ikilisine dongusel (a,ﬂ)—gegisli dontigiim ¢ifti ad1 verilir.

1) a(u)21= p(Su)=1dr.

2) ﬂ(y)Zl:a(T,u)Zl’dlr.

Teorem 1.4.33. [24] (W,d) tam metrik uzay olsun. T:W -»W , a—¢—daralma

dontigiimii asagidaki sartlar1 saglasin:

i) T, a—gecisli doniistimdiir.

i) a(,uO,T,uO)Zl olan z, €W vardir.
i) VneN icin o, 1,,)21 ve y, - u(n—>oo) iken {g} W dizisi

ne

varsa, YneN icin a(u,, 1) >1 saglanr.
Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.

X. D. Liu ve ark. [63] asagida dzellikleri verilen D fonksiyonunu kullanarak (D, ¢)—

daralma doniisiimiinii tanimlamislardir.
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Tamm 1.4.34. [63] D: (O,oo) — (O,oo) fonksiyonu (Dl)—(DB) sartlarini saglar:

D1) D azalmayan bir fonksiyondur.

2) limD(t,)=0< limt, =0"dur.

(
(D2) lim lim

(D3) D surekli fonksiyondur.

D fonksiyonlarinim ailesi A ile gosterilir.

Tamim 1.4.35. [63] (W : d) metrik uzay, T bu uzayda kendi tizerine bir doniisiim olsun.
@<y ve DeA fonksiyonlart verilsin. 3= {(,u, 77) eW?:d (T (,u) T (77)) > 0} olmak

Uzere, u,neJ igin asagidaki daralma sartin1 saglayan T doniisiimiine (D,(o)—

daralma doniistimii denir:

D(d(T(«).T () <@(D(d(r))).

M. A. Geraghty [64] 1973 yilinda asagida tanimlanan £ fonksiyonu yardimiyla

Banach daralma doniisimunin genellestirmesi olan yeni bir daralma donisimii

tanimlamistir.
Tamm 14.36. [64] (W,d) metrik uzay olsun. B fonksiyonlarinin ailesi

D= {ﬁ‘ﬂ :[0,00) > [0,1)} olmak (izere,

limB(t,)=1=>limt, =0

n—o0 nN—o0

saglansin. e ® fonksiyonu ve her u,n7eW igin

d(TuTn) < B(d (w))d (p2.1)

sartin1 saglayan T :W —W doniisiimiine Geraghty daralma doniisiimii denir.

Teorem 1.4.37. [64] (W,d) tam metrik uzay olsun. T :W —W doniisiimii ve f e ®

fonksiyonu verilsin. T doniisiimii Geraghty daralma doniistimii ise tek sabit noktasi

vardir.

A. Fulga ve M. Proca [65] 2017 yilinda p; —Geraghty daralma doniisiimiinii

tanimlamistir.
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Tamim 1.4.38. [65] (W,d) herhangi bir metrik uzay olsun. g e® fonksiyonu

verilsin. Her u,n €W igin

E(un)=d(un)+|d(uTp)-d(n.Tn)
iken
d(TuTn)< B(E(un))E(un)

sartini saglayan T :W —W déniisiimiine S; — Geraghty daralma doniisiimii denir.

Ornek 1.4.39. [65] d(x,77)=|1—n| mutlak deger metrigi ve

2 .
0, ——,01| ise
”e[ 3 }

T(ﬂ)z — U, ye(O,ﬂ ise

olarak tanimlanan T : —E,g — —E,g fonksiyonu verilsin.
33 33

olarak tanimlanan S e® fonksiyonu ile T doniisimi S —Geraghty daralma
doniisimiidiir.
Teorem 1.4.40. [65] (W,d) tam metrik uzay olsun. T :W —W doniisiimii ve S ®

fonksiyonu verilsin. T doniisiimii S — Geraghty daralma donisiimii ise tek sabit

noktasi vardir.

2018 yilinda B. Algahtani ve ark. [66] S —Geraghty daralma doniisiminun bir

genellemesi olarak bir fonksiyon cifti icin yeni bir daralma sartin1 tanimlamiglardir.
Tamm 1.4.41. [66] (W,d) metrik uzay olsun. e ® fonksiyonu ve her y,neW
icin

Eor (1) =d (1) +|d (T u)—d(7,57)|
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olmak Uzere,
d (T,Ll, 577) =S ﬂ(ES,T (MU)) Esr (/477)

sartin1 saglayan T,S:W —W donisiimlerine S —Geraghty daralma doniitimleri

adi verilir.

H. Aydi ve ark. [67] 2019 yilinda S — Geraghty daralmasinin bir bagka genellemesini

yapmuis Ve sabit nokta teorisi ile ilgili sonuglar elde etmislerdir.
Tamm 1.4.42. [67] (W,d) metrik uzay olsun. & :W? —[0,0), S e® fonksiyonlar
ve her g,n €W igin
E(s7)=d (sm)+]d (4T )=d (T
iken
a(p4,7)21=>d (T2, T7) < B(E (1)) E (110)

sartin1 saglayan T :W —W doniisimiine o — f; —Geraghty daralma déniisimi adi

verilir.

B. Samet ve M. Jleli [33] 2014 yilinda asagida tanimlanan @ fonksiyonu yardimiyla

Banach sabit nokta teoreminin farkli bir genellemesini elde etmislerdir.

Tanim 1.4.43. [33] O= {a)‘a) (O, oo) - (1, oo)} asagidaki Ozellikleri saglayan
fonksiyonlarin bir ailesi olsun.

@,) @ azalmayan fonksiyondur.

®,) Herbir {t,} <(0,00) dizisiigin lima(t,) < limt, =0"dur.

N n—o n—o
- o(t)-I , L
w,) “mt—' olacak sekilde r €(0,1) ve | €(0,0) sabitleri vardir.

Daha sonra ise X. D. Liu ve ark. [63] yukarida verilen fonksiyon ailesinin 1. ve 2.

sartin1 degistirerek asagidaki sekilde yeniden tanimlamislardir:

(;) = {a)‘a) : (0,00) - (1,00), a)1 ve a)2 Saglanlr.} fonksiyon ailesi asagidaki 6zellikleri

saglar:
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w,) o azalmayan ve stirekli bir fonksiyondur.

w,) infw a) =1"dur.

aE(O,oo)
Tamm 1.4.44. [33] (W,d) metrik uzay ve T:W —W bir déniisiim olsun. Her
u,neW igin

k

d(TuTn)=0=w(d(TwTy))<o[d(wn)]

ifadesini saglayan @ e ® fonksiyonu ve k e[O,l) sabiti varsa T doniisiimiine @ —

daralma doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 1.4.45. [33] T:W —»W, (W,d) tam metrik uzay: iizerinde bir doniisiim

olsun. @ € ® fonksiyonu icin T bir @w— daralma doniisiimii ise T doniisiimiiniin tek

sabit noktas1 vardir.

D. Wardowski [68] 2012 yilinda asagida tanimi yapilan X fonksiyonlar ailesi
yardimiyla F —daralma doniisiimiinii tanimlayarak sabit nokta teorisi ile ilgili

sonuglar elde etmistir.

Tamm 1.4.46. [68] Nz{F‘F:(0,00)—)R, birfonksiyon} ailesi asagidakileri
saglasin:

F) F kesinlikle artan fonksiyondur, yani; Vva,be(0,0) icin a<b iken
F(a)<F(b) saglanir.

F,) {a”}neN pozitif ~ sayilarin  herhangi  bir  dizisi olmak lizere,

lima, =0 < limF(a,)=— saglanr.

F,) ce (0,1) sabit sayis1 i¢in Iir‘gl a‘F (a) =0 saglanir.
a—

H. Piri ve P. Kumam [69] N ailesinin bir bir genislemesini elde etmislerdir. Bu yeni

aile X fonksiyon ailesinin (F,) sart: yerine,

F,) F fonksiyonu streklidir,
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sart1 ile degistirilmesiyle elde edilir. Bu durumda yeni tanimlanan aile
{ F|F :(0,00) > R; F fonksiyonu F, F,, F, 6zelliklerini saglar}
ile gosterilir.
Tamm 1.4.47. [68] (W,d) tam metrik uzay ve T:W —W déniisim olsun.

d(T,Tn)>0 olan her u,;7eW igin

k+F(d(TwTn))<F(d(mn))

olacak sekilde x>0 sayisi varsa T dontisiimiine bir F —daralma dontisiimii denir.

Ornek 1.4.48.[68] F:R" — R doniisiimii F(a)= ﬁn(az + a) olarak tanimlansin. Bu

durumda F €N oldugu agiktir. T:W —W bir F —daralma doniisiimii oldugundan
d (T,u,T?]) >0 sartin1 saglayan her g#,7eW ve T u=Tn igin

d(Tu,Tn)(d(TwTy +1)< B
d(sn)(d(TpTr)+1)

saglanir.
Uyan 1.4.49. [68] F —daralma doniistimleri stireklidir.

Teorem 1.4.50. [68] (W,d) tam metrik uzay ve T:W —W bir F—daralma

dontigtimu olsun. Bu taktirde T doniisimii W uzayinda bir tek o €W sabit noktasina
sahiptir. Ayrica g, €W igin {T”,uo}n . iterasyon dizisi o noktasina yakinsar.
Tamm 1.4.51. [70] W ve Q iki topolojik uzay ve T,S :W — Q siirekli iki doniisiim
olsun. Her @ eW igin
H:Wx[01]—>Q
Tow, z=0 ise
(0,2) > H(w,2)= _

Sw, z=1ise

olan bir H surekli fonksiyonu varsa T ve S doniisiimlerine homotopik doniisiimler,

H fonksiyonuna ise T *den S ’ye bir homotopi adi verilir.
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(W,d) tam metrik uzay ve U kimesi W kiimesinin agik alt kiimesi olsun. Bu

durumda iki daralma doniisiimii arasinda tanimlanan bir homotopi ile sabit noktanin

degismezligi (invariant) asagidaki gibi ifade edilir.
Tamm 1.4.52. [71] U kiimesinin kapanist U kiimesi olmak tizere T:U —W ve
S:U —W iki daralma doniigiimii olsun. H :ljx[O,l] —W fonksiyonu igin
) H (-,0) =T ve H (-,l) =S saglanr,
ii) U kiimesinin st 0U olmak lizere her wedU ve te[01] igin
o+ H (a),t) dir,
iiiy  Her ,7 €U ve te[0,1] igin
d (H (o), H (y,t)) <éd(w,y)
olan 56[0,1) vardir,
iv)  Her weU ve t,s €[0,1] icin
d (H (a),t), H (a),s))s M |t—s|
olan M >0 vardir,

ozellikleri saglaniyorsa T ve S doniisiimlerine homotopik daralma doniisiimleri ad1

verilir.

Teorem 1.4.53. [71] (W,d) tam metrik uzay ve U kimesi W kiimesinin agik alt

kiimesi olsun. Ayrica T ‘U W ve S:U > W iki homotopik daralma doniisiimii ve
S doniisiimii U kiimesinde bir sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda T doniistimii

de U kimesinde bir sabit noktaya sahiptir.
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2. BAZI GENEL METRIK YAPILARI

Bu boélimde, ¢alisma boyunca kullanilacak olan metrik uzayin genellemeleri olan
kismi (partial) metrik uzaylar, b—metrik uzaylar, genisletilmis (extended) b —metrik
uzaylar, asimetrik (quasi) metrik uzaylar tanitilmig ve bu uzaylarin topolojik yapilar

incelenmistir.

2.1. Kismi (Partial) Metrik Uzaylar ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

Uzaklik kavrami matematik kadar eski bir kavramdir. Bu kavram F. Hausdorff [38]
tarafindan metrik olarak adlandirilip, aksiyomatik yapisi kurulmustur. Ac¢ikgasi metrik
kavrami, sadece analiz veya matematigin bir¢ok dali i¢in degil sayisal bilimler i¢in de
bir kdse tasidir. Dolayisiyla metrik modern giinliikk hayatimizda kaginilmaz bir yere
sahiptir [4-10]. Aslinda bu kavrami kullanarak sosyal bilimlerden sayisal bilimlere
kadar birgok alanda kullanilacak yeni kavramlar olusturulabilir. Metrik kavraminin
gunlik hayattaki problemlerden birine ¢6zim olarak akilli cep telefonlari

gosterilebilir. Bu telefonlardaki navigasyon programlari ornek olarak verilebilir.

Navigasyon programlar1 R?’deki mutlak deger metrigine dayanir. Bu metrik,

V(1,1 ) (1017, ) €RZ figin, o (24, 18,), (a7, ) ) =1 — 0] + |10, =129

metrigidir. Dahasi, bu metrik ve yolun trafik yogunlugu birlikte diisiiniilerek yeni bir
metrik de olusturulabilir. Bu yeni metrik, bir noktadan diger noktaya para, mesafe ve
zaman gibi hususlarda maksimum yararla ulasmak i¢in kullanilabilir. Buna gore, bu
parametrelerle akilli telefon uygulamasi olarak ortaya ¢ikan bilgisayar programi bir¢cok

farkli durum bulundurur.

Yukaridaki 6rnekte zaman ve uzaklik ana parametreler olarak diisliniilmiistiir. Yakin

gelecekte hem dikey hem de yatay olarak hareket edecek hava araci igin

d(A,B)=§|ai—bi|, A=(a,a,8,;),B=(hy,b,b,) e R’



metrigi miimkiin olabilir. Goriildiigii gibi metrik kavrami simdiye kadar 6nemli oldugu
gibi gelecek icin de 6nemli olmaya devam edecektir. Peki ne oldu da metrikten farkli
bir kavram tanimlama ihtiyaci duyuldu?

Metrik uzaylardan bilindigi {izere, bir noktanin kendine olan uzaklig: sifirdir. Yani

u=mn dir ancak ve ancak d( ,u,77)=0 olup metrigin en onemli aksiyomlarindan

biridir. Buna karsin biri p( y7 u) # 0 oldugunu duydugunda bunun sagma, rasyonel
olmayan bir aksiyom oldugunu diistinebilir. Fakat bilgisayar biliminin gelismesiyle
d ( y73 ,u) , yani bir noktanin kendine olan uzakliginin sifir olamayabilecegi giindeme
gelmistir. Metrik uzaydan bazi1 ornekleri inceleyerek bir noktanin kendine olan
uzakhiginin sifir olamayacagi fikrinin diisinmeye deger oldugu agiklanabilir.

Oncelikle S*, S kimesini kapsayan bitiin sonsuz dizilerin bir kimesi olsun. d

uzaklik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:

Vu,neS" icin, d:S"xS" —)[0,00), d(,u,77)=27S“p{":w<n”’i:'7‘}

dir. Bu d fonksiyonu standart metrigin tiim aksiyomlarini saglar ve (SW, d) ikilisine

Baire metrik uzayr denir. Burada sonsuz diziler kullanilir ki, matematikgiler icin
sonsuz dizilerin arastirilmasi ilgi g¢ekici olsa da, bilgisayar biliminde sonlu diziler
tercih edilir. Bu noktada, bilgisayar bilimindeki arastirmacilarin bakis acis1 da dahil
edilmelidir. Bilgisayar ile ilgilenen bilim adamlar 6zellikle yazilim programlarinda
sonlu dizileri kullanirlar. g4, 44,..., 4, olacak sekilde devam eden sonlu dizisinin
herhangi bir ekranda nasil ¢ikt1 alacaklarini, nasil bir program yazmalar1 gerektigini
diisiiniirler. Eger program sonsuz bir diziye dayanarak sonsuz dongiide devam edip
durmuyorsa bu program bu alandaki bilim adamlari tarafindan “iyi”, “dogru” ve
“ekonomik” bir program olarak adlandirilamaz. Ciinkii programlarin belli bir adimdan

sonra sonlanmasi beklenir. Fakat sonsuz diziyle ¢alisildiginda z sonsuz, zaman sonlu
oldugu i¢in higbir sekilde iy1 bir program yazilamaz. Bu nedenle bilim adamlar g,
dizisinin pargalarindan olusan sonlu dizilerle ilgilenirler. Sonsuz dizinin parcalarindan

olusan (,uo,,ul,...,yk) sonlu dizisi ile iyi ve ekonomik bir program yazilabilir [78,79].

Bu durum 20. ylizyi1l matematikgileri arasinda giincel bilgisayar deneyimi ve metrik

uzay teorileriyle ilgi ¢ekici hale gelmistir. Bu nedenle 1992 yilinda S. Matthews [72-
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73,77], (SW,d) Baire metrik uzayini bittin sonlu dizilerin kiimesi olan S” ile olusan
S"US" kiimesi ile degistirip asagidaki fonksiyonu tanimlamustir:

d:sv US* % SW US* N [0,00),V/J,U eSv US* d (,u:ﬂ) _ 2—sup{n\vi<n > =} .
Burada d ( y7 ,u) sifir olmak zorunda degildir. Ornegin, neN igin
1=ty s 4 ) €S” dizisi ele alinirsa, d (g, 1) =2—1n =0 elde edilir [74,80].

Bunun gibi ornekler goz 6ninde bulundurularak, S. G. Matthews [72,73] iyi ve
ekonomik bilgisayar programlarinin yazilimi igin standart metrikten farkli olarak
kismi metrigi tanimladi. Buradaki amac¢ sadece standart metrige alternatif bulmak
degil aym1 zamanda s6z konusu metrigi genisletmektir. Bu iki metrigin sadece

aksiyomlarinda degil topolojik yapilarinda da farkliliklar vardir.

Kismi metrik bu yeni yapisiyla yazilim programlama problemini bir sabit nokta
operatorii kullanmak sartiyla sabit nokta problemine doniistlirmiis ve bdylece programi
durdurmak mimkin hale gelmistir. Bu nedenledir ki, 1922 yilinda S. Banach
tarafindan ortaya konan Banach Sabit Nokta teoremini, S. G. Matthews kismi metrik
uzaya uyarlamigtir [72-73]. Yani, Banach Sabit Nokta Teoreminin bir versiyonunu
kismi metrikte ispatlamistir. Daha sonra da bircok matematik¢i tarafindan kismi metrik

uzayda sabit nokta teoremleri ¢alisilmaya devam edilmistir [80,82].

Tamm 2.1.1. [72] W pogtan farkli bir kiime olsun. Her 7,0 €W icin asagidaki

aksiyomlar: saglar:

(L) w=n< p(up)=p(umn)=p(nn),
(p2) p(su)<p(p),

(p3) p(m)=p(n.4),

(p4) p(um)<p(u0)+p(on)=p(o.0)

ozelliklerini saglayan p:W xW — R" fonksiyonuna kismi metrik (W, p) ikilisine

bir kismi metrik uzay denir.
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Uyar1 2.1.2. [73] Her metrik, kismi metriktir. Ancak bunun tersi her zaman

saglanmayabilir. d , W (zerinde metrik olmak tizere
(pl) =) pu=nise, d(u,u)=0, d(zn)=0, d(77,7)=0 oldugundan,

d(uu)=d(un)=d(n.n)
saglanir.
<) d(up)=d(un)=d(n,7)=0 ise
p=n
saglanir.
(p2)
d(pp)=0<d(s,1)

saglanir.

(p3)
d(pn)=d(7,4)
saglanir.

( p4) d (G, 0)=0 oldugundan,

d(un)<d(u,o0)+d(o,n)-d(o,0)

saglanir.

Metrik, kismi metrik sartlarin1 her zaman saglar ancak kismi metrik, metrik sartlarin

her zaman saglamayabilir. Ciinkii, metrigin 1.aksiyomu olan (dl) her u,n,0 €W igin
u=n<d ( y7 77) =0 aksiyomunun yarisini saglar. Agikga goriiliyor ki, eger
p(y,n) =0 ise ( pl) ve( p2) aksiyomlarindan, ¢ =7 elde edilir. Fakat u =7 ise

p(£,1)=0 olmak zorunda degildir. Ciinkii, =7 ise p(x, )= p(.n)=p(n.17)

oldugu biliniyor. Fakat bunlarin 0’a esit olup olmadigi bilinmiyor.
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Uyant 2.1.3. [81] Asagidaki gibi kismi metrige bagli sekilde tanimlanan yeni

fonksiyon, bir metrik belirtir. p, W uzayinda bir kismi metrik olsun.

d, (1) =2p(p17) = p(1t,12) = P(12,17) (2.1)

ile tanimlanan d, :W xW —[0,0) fonksiyonu W uzayinda bir metriktir.
(d1) Vu,neW igin d_(u,7)=0< u=n saglanmalidir.
<) d,(mn)=0=2p(s,n)-p(n)-p(n.7)=0
olur ki buradan
p(261)= P (st 1)+ p(1,17)= p(7,1) =0

seklinde diistiniildiigiinde, p(,u,n)— p(y,,u) >0, p(,u,n)— p(n,n) >0 oldugundan
p(&m)=p(1.1)=0, p(2t,1)=p(12,77)=0

oldugu anlasilir. Dolayisiyla
p(e)=p (s 1), ()= p(m.17)

elde edilir. Buradan, p(,u,n): p(,u,,u) = p(n,n) “dir. p kismi metrik oldugundan

elde edilir.

=) w=n olsun.

elde edilir. Dolayisiyla,

d,(un)=0=u=n
saglanir.

(d2) Her u,n,0 €W igin d, (£4,m7)20 olmalidir. (2.1) tanimindan ve
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p(2em)—p(1, )20, p(1,7)—p(7,7) 20
oldugundan.
d,(#,1m)=0
elde edilir.
(d3) Her unoeW icn d,(un)=d (7,u) olmahdir. p kismi metrik

oldugundan, p(x,7)= p(7, 1) dir. Buradan,

d,(n)=2p(w.n)-p(rt.12)—p(1.7)
=2p(1, 1) = p(7.77) = P2, 12)
=dp(77,,u)

bulunur.

(d4) Her u,n,0€W icin dp(,u,n)ﬁdp(y,a)erp(o:n) saglanmalidir.

olur.

Tamim 2.1.4. [81] (W, p) kismi metrik uzay olsun.

d,, () =max{p(z.n7)— p(s. 1), p(.1)= p(12,7)} (2.2)

ile tanimlanan d,, :W xW — R" fonksiyonu da W Uzerinde bir metriktir.

(dl) Her u,n €W igin



olup buradan,
d,, (7)) =max{p(un)—p(s 1), p(un)-p(m.7)} =0
elde edilir.
(d2) Her 1,7 €W igin
=) d, (7)=0 olsun. O halde
d,, (s,7)=max{ p(e,7) = P(,12), P(12,17) = P(12.17)} =0
P(em)=p (1) =0= p(p,17)=p(u, 1),
p(e.n)=p(n,m)=0= p(u,n)=p(1.7)
oldugundan
p(en)=p(p)=p(n0)= p=n
saglanir.

<) wu=n olsun.

d,, (z.m)=max{p(u,n)—p(s 1), p(2t.7)- p(m.77)}
= max{p( s )= P(t. 1), (1t 12) = P11, 12)}
=max{0,0} =0

dir.

(d3) Her 1,neW icin kismi metrigin simetri &6zelliginden p(,u,n)zp(n,,u)

saglanir.
d, ( y72 77) ifadesinde kismi metrigin simetri 6zelligini kullanilirsa
d,, (1e.7) =max{p(u,1)— p(1. 12), p(1.1) = P(12.77)}

- max{p(n,y)— p(n,n), p(ﬂ,ﬂ)_ p(,u,,u)}

=d,, (17, 1)
elde edilir.

(d 4) Her 1,7 €W i¢in kismi metrigin (p4) ozelligi dw( ,u,n) ifadesinde kullanilirsa
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elde edilir.

Ornek 2.1.5. [83] W =[0,0) olmak tizere p:W xW — R* fonksiyonu V,neW

icin p(,u,n):max{,u,n} olarak tanimlansmn. O zaman (W, p) bir kismi metrik
uzaydir. Ancak bir metrik uzay degildir. Kismi metrige bagli tanimlanan

d, (4,1)=|u—n| fonksiyonu ile (W,dp) metrik uzaydir.

(P1)

dir. Yani g=n< p(u,u)=p(mn)=p(n.n) dr.
(p2)

P( e, 1) = max{p, uf = e <max{ g, n} = p( 1)

dir.
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p(2e.17) = max{p,n}=max{n,u}=p(n, 1)

p(4,7) = max {1}
=max{y+o-o,n+o-0o}
< max{u,cf}+max{a,17}—max{a,a}
= p(w0)+p(on)-p(o.0)

dir. Kismi metrigin sartlar1 saglanir. Ancak metrik olma sartlarindan (dl) saglanmaz.

Vu,neW igin d(,u,n)=0<:>,u=77 olmalidir.

=) p(un)=max{un=0=>pu=n
dir.
<) p=n=p(un)=max{un}=max{uu}=p

dir. Ancak x her zaman sifir olmayabilir. (dl) iki tarafli olarak saglanmadigindan
p(z,m)=max{un} fonksiyonu metrik degildir. Ancak (2.1) ifadesinin metrik

oldugu bilindiginden buradan

d,(n)=2p(wn)—p(u, )= p(7.7)
= 2max { g, n} —max{ u, u} —max{n,n}
=2max { s, n}—p—1n

dir. Buradan u>n ise sonu¢ p—n c¢ikar. 77> pu ise sonu¢ 77— olur. Yani,

d o ( y73 77) = | y7; —77| olur ki bu sekilde metrik sartlari saglanir.

Ornek 2.1.6. [83] Wz{[a,b]:a,beR,aéb} kiimesi iizerinde asagidaki gibi

tanimlanan

p([a,b].[c,d])=max{b,d} -min{a,c}
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p:W xW —R* fonksiyonu igin, (W, p) bir kismi metrik uzaydir.
(D)
=) [a.b]=[c,d] olsun.
p([a,b].[a,b])=max{b,b} —min{a,a} =b-a
p([a,b].[c.d])=max{b,d}-min{a,c} =b-a
p([c.d].[c,d])=max{d,d}-min{c,c} =d —c=b-a
dir. Yani, p([a,b].[a,b])=p([a,b].[c.d])=p([c.d].[c.d]) olur.
<) p([ab][ab])=p([ab][c.d])=p([c.d].[c.d]) ise
b—a=p([ab][c.d])=d—c

olup buradan [a,b] = [C,d] oldugu anlasilir.

(p2)
p([a.b].[a,b]) =max {b,b} —max{a,a}
=b-a
<max{b,d}-min{a,c}
=p([ab].[c.d])
dur.
(p3)
p([a,b],[c, d]) =max {b,d} —min{a,c}
=max{d,b} —min{c,a}
=p([c.d].[a.b])
dur.
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p([a.b].[c.d])=max{b,d} -min{a,c}

max{b+f—f,d+f—f}-min{a+e—e,c+e—e}

max{b, f } +max{ f,d}—max{f,f}

—min{a,e}—min{e,c}+min{ee}

=max{b, f } —min{a,e} +max{f,d}—min{e,c}
—(max{f, f}-min{ee})

- p([ab].fe, )+ p((e. 11[c0])p(le. ] [e. 1]

dir. Biitiin aksiyomlar saglandigindan (W, p) kismi metrik uzaydir.

IN

Ornek 2.1.7. [81] W =[0,1]U[2,3] kumesi tizerinde p fonksiyonu p:W xW — R

| max{ .y, {un}n[2,3]ise
o=

olarak tanmimlansin. O zaman (W, p) kismi metrik uzaydir.
(pl) =) w=n olsun.

i) () ={p, 1y N[2,3] D= p(u, 1) = p(1n) = p(1.,7) = max{u, u} = u

i) {wnp={wuf c[01]= p(u )= p(.n)=p(n.1)=|t—1=0
elde edilir.

<) p(wp)=p(an)=p(n.n) mdu?

i) {mn}n[23]|2 8= p(u 1) = p(nn)=n=pu=n
i)

I
o

{mn} <[0,1]= p(u, pt) =|p—pt

olur. Yani, | y7i —77| =0’dir. Buradan da u =7 oldugu anlasilir.
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) {wnio]23]= p(u ) =max{u, uf = u<max{un}=p(wmn),
i) {wn}<[01]= p(u u)=|u-p|=0<|u—n|=p(un)

) {unin[23]£D= p(un)=max{mn}=maxin, uf=p(n.u).

i) {unpc0d]= p(wn)=|u-nl=|-(n-w)=ln-#=p(1.4)
bulunur.

(p4)
i)

{unjn[2.3]# D= p(un)=max{un]
<max{u,o}+max{o,n}-max{o, o}
=p(u.0)+p(o.n)-p(o.0)

saglanir.

i)
{mn} <[01]= p(un)=|u-n|=|p-n+o-0

:|,u—c7+0—77|
S|y—a|+|a—77|
=|p-ol+lo-n|-|o-0]
=p(w.0)+p(o.n)-p(c.0)

elde edilir.

Ornek 2.1.8. W =R ve Vu,neW igin

p( ) =™

olsun. Bu durumda (W, p) bir kismi metrik uzaydir.

(pl) =) u=n ise,
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p(u ) =e"™ " = L p(un)=p(pu)=p(nn)

bulunur.

<) p(ﬂ,ﬂ)= p(ﬂ,n)= p(n,n) olsun.

emax{u,y} _ emax{,u,r]} _ emax{rm}

_ qMmax

pH — Ml _ gn

p=max{un}=n
H=1

olur. Bu durumda birinci aksiyom saglanir.

(p2) max{u, uj = p<max{u,n} olup,

emax{#’u} < emax{y,r;} = p(lu“u) < p(,u,77)

elde edilir.

(p3)
p(p,) =™ =™ = p(, 1)

saglanir.
(p4) max{u,n} <max{uo}+max{c,n}—max{c,o} oldugundan

gl < el 1 gl g% = p () < p(u.0)+ p(o,n)~p(o,0)
dir. Kismi metrigin biitiin sartlar: saglandigindan (W, p) kismi metrik uzaydr.

Simdi ise metrik ile kismi metrigin topolojileri karsilastirilip, incelenecektir.

Tanmim 2.1.9. [86] (W, p) herhangi kismi metrik uzay olmak iizere,
YueW ve >0 igin

B, (1.6)={neW:p(un)< p(uu)+e
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bigiminde tanimlanan kiimeye 1 €W merkezli, & >0 yarigapli agik p—yuvari denir.

Benzer sekilde,

B, (1] ={neW :p(un)< p(up)+e)

W merkezli, € >0 yarigapli kapali p —yuvari denir.

(W, p) kismi metrik uzayinda {Bp (t,€): peW, s> 0} bazi ile W (zerinde Uretilen
topoloji 7, ile gosterilir.

Ornek 2.1.10. W =[0,1]U[2,3] kumesi tizerinde p fonksiyonu p:W xW — R*

max{u,n},  {wn}n[2,3]ise
|y—77|, {,u,n}c[O,l] ise

p(ﬂ.n)={

olarak tanimlansin. (W, p) ikilisinin kismi metrik uzaydir. Kismi metrikte agik yuvar
tanimi B (,u, g) = {a eW: p(,u, 6) < p(,u, y) + g} oldugundan,
i) {1,0}N[2,3]%D ise

max{u, o} < u+e

u>o0=0<¢ (her o igin saglanir.)

U<TD>Oo<U+E

olur.
i) {,u, a} c [O,l] ise

=|u-o|<e
S -—e<u-o<e
=S —e-pu<-o<e—U

>oe(pu—&u+e)

dir. Boylece,
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[2,3], pu>ofuoclnl2,3]|=ise
B, (1.6)=1 (s u+¢), pu<ofuojnl2,3]=Dise
(-, p+e), {u,0}<[0]] ise

olarak elde edilir.

Ornek 2.1.11. W = [0, oo) olmak Uzere p:W xW — RR* fonksiyonu her ,7 €W igin
p( y73 77) = max{ y73 77} olarak tanimlansin. (W, p) bir kismi metrik uzaydir. Kismi
metrikteki agik yuvar tanimi YueWw ve e>0 icin
B, (y, 8) = {0' eW: p(,u, O') < p(,u, ,u) +£} oldugundan bu kismi metrik uzayin agik
yuvari

[0,00), u>o ise
pU+E), u<o ise

)~y

ile tanimlidir.

Teorem 2.1.12. [73] Kismi metrik topolojisi T, —dir.
ispat : (pl) ve (p2) ozelliklerinden w=n icin p(uu)<p(un) ya da
p(n,iy) < p(,u,?]) ’dir. Burada, p(,u,,u) < p(,u,n) kullanilirsa,

p(e.n)—p(u 1)
2

ueB (ue)ve neB (ue) oyleki &= olarak secilirse, (W, p)

kismi metrik uzay1 T, —uzayidir. 7€ B, (,u, g) olsun.

p(un) < p(up)+e

p(2.) < Pt 1)~ p(/vz"ﬂ)+ P(/vzt,n)

2p(a6,1) < 2p (s 1) = (st p2) + p(21,77)
p(um) < p(u p)

elde edilir ki bu p(,u,y)< p(,u,n) olmastyla gelisir. O halde, 7€ B, (,u,g) kabuli

yanlistir. Bu durumda (W, p) uzayinin T, —uzay1 oldugu elde edilir.
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Uyar 2.1.13. Kismi metrik topolojisi T, —uzay1 olmak zorunda degildir. Ornegin,

W =[0,0) ile p:W xW —R" fonksiyonu her z,n €W icin p(u,n)=max{u,n}
olarak tanimlansin. (W, p) bir kismi metrik uzayinin agik yuvari

[0,00), u>o ise
,u,,u+8), u<o ise

)=,

olup W = [O, oo) uzayinda herhangi iki farkli nokta alinsm. g=4#2=n ve =1,

o =1 olarak segilirse:
B, (4,1) = [O, oo) ve B, (2,%} = [O,oo) oldugundan bu (W, p) ‘nin T, —uzay1
olmadigini gosterir.

Uyarn 2.1.14. Kismi metrik topolojisi T, —degildir.

Ornegin, W =[0,1]U[2,3] kiimesi izerinde p:W xW — R* fonksiyonu,

max{un},  {wnjn[2.3] ise
=11, {rny=[01] ise

p(ﬂ,n)={

olarak tanimlansin. (W, p) kismi metrik uzaydir ve

[2,3], /,t>0',{u,6}m[2,3];t®ise
B, (1.6)=1 (s u+¢), u<ofuofn[2,3]|=Sise
(u—e,u+e), {u,0}<=[01] ise

dir. (W, p) kismi metrik uzayinda herhangi iki farkli nokta x ve o verilsin.

W =[0,1]U[2,3] kiimesinde x <o igin {s,0}N[2,3]#Q olmak iizere x noktasi

alinsin. Bu noktanin agik yuvari ( My L+ g) >dir.

W =[0,1]U[2,3] kiimesinde 7> o igin {r,0}N[2,3]#& olmak lizere 7 noktast

alinsin. Bu noktanin agik yuvari [2, 3] dir.
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Bu iki farkli noktanin agik yuvarlart hangi sartta alinirsa alinsin ( My 1+ g) N [2, 3] e

oldugundan burada tanimlanan (W, p) kismi metrik uzay1 T, —uzay1 degildir.
W =[0,x0) ile p:W xW — R* fonksiyonu her x,7eW igin

p(26m)=max{u,n|
olarak tanimlansin. (W, p) bir kismi metrik uzaydir ve

[0,00), u>o ise
M pU+E), u<o ise

)=,

dir. (W, p) kismi metrik uzayinda herhangi iki farkli nokta x ve o olsun.

W=[0,oo) kiimesinde x>0 igin u noktasi alinsin. Bu noktanin agik yuvari
B, (u,¢)= [0,00) *dr.

W=[0,oo) kiimesinde 7<o i¢in u noktast alinsin. Bu noktanin agik yuvari
B, (7.&)=(nn+¢) du.

Bu iki farkli noktamin agik yuvarlarinin kesisimi B, ( y73 g) NB, (77, 8) = drr.

Dolayisiyla (W, p) kismi metrik uzay1 T, —uzay1 degildir.

Kismi metrigin topolojik yapisi tanimlandigindan yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik

tanimlar1 yapilabilir.

Tanim 2.1.15. [81] (W, p) bir kismi metrik uzay olsun.

i) (W, p) kismi metrik uzaymnda bir {z,}  dizisi bir €W noktasma

ne

yakinsaktir < p(,u,,u) = rI]im p(,u, ,un) dir.

i) (W, p) kismi metrik uzayinda bir { ,un} y dizisi Cauchy dizisidir

ne

< lim p(u,, t4,) limiti meveuttur ve sonludur.

n,m—oo

iii) Yakinsak her { ,un}neN Cauchy dizisi, 7, topolojisine gore bir 1 eW

noktasina yakinsak yani, nIrLT p( U, ym) = p( U, ,u) ise (W, p) uzayina

tam kismi metrik uzay denir.
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iv) T:W —>W doéniisimii 14, €W noktasinda siireklidir < V& >0 igin
T(B, (1,6)) = B, (T g €)

olan 0 >0 sayis1 vardir.
Uyari 2.1.16. [86] Kismi metrik uzayda bir dizinin limiti tek olmak zorunda degildir.

Ornegin, p:W xW — R olmak lizere p(,u,n) = max{y,n} Kismi metrigi verilsin.

Yu,neW igin (W, p) uzayinda {il} dizisi ele alinsin. Kismi metrik uzayda
n+ neN

bir {p,},., dizisi bir ;W noktasina yakinsyorsa, P (s, )=limp(u,u,)

oldugundan

lim p(O,%ﬂijz p(0,0),

nN—oo

lim p(l’n%rl) =1=p(11)

n—o0

elde edilir. Buradan bu kismi metrik &rnegi igin ayni dizinin #=0 ve g =1 olmak
lizere birden fazla limit noktasi vardir. Ancak asagidaki sart kismi metrik uzayda

dizinin limitinin tek oldugu durumu gosterir.

Lemma 2.1.17. [84] (W, p) kismi metrik uzay ve { ,un} W uzayinda bir dizi

neN ’

olsun. 7, topolojisine gore lim P(tty 12) = P14, 1) Ve lim p(z,m)=p(n.n) iken

lim p( 4y, 44,) = P, 4) = p(12,77) ise =1 >dir.
Teorem 2.1.18. [81] (W, p) kismi metrik uzay olsun.

) { y7A }neN , (W, p) uzayinda bir Cauchy dizisidir < { yA }neN : (W .d p)
metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.

i) Bir (W, p) kismi metrik uzay1 tamdir < (W .d p) metrik uzayi tamdir.

limd, (4, 12) =0 p(4, 1) =lim p(pty, 1) = lim p(pty, 11,

saglanir.
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ispat:
) =) {#} . (W,p) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

lim p(, 1,) mevcut ve sonludur. (2.1) esitliginde her iki tarafta limit alinirsa,

n,m—sco

lim d, (4,,14,) elde edilir ki, bu da {4} dizisinin (W,d,) uzayinda Cauchy
dizisi oldugunu gosterir.

S {th} (W,dp) uzayinda Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

lim d (4, ym) =0 saglanir. (2.1) esitliginde her iki tarafta limit alinirsa,

O:n!r!]rl]w[zp(ﬂn’ﬂm)_ p(lunhun)_ p(/umuum):l

olur ki bu da nlirl]m p( y7 ,um) ifadesinin mevcut ve sonlu olmasi anlamina gelir. Bu da
{ /‘n}neN dizisinin (W, p)uzaymda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

i)=) (W, p) kismi metrik uzayi tam olsun. Bu durumda 7, topolojisine gére her
{,un}neN €W Cauchy dizisi u#eW noktasina yakinsar ki, p(,U,,U) = nlr!]rﬂoo p(ﬂn’ﬂm)
saglanir. {,un}neN , (W,dp) uzayida bir Cauchy dizisi olsun. {,un}neN dizisinin
(W, p) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. { ’Lln}neN : (W,dp) uzayinda
bir Cauchy dizisi oldugundan nlrimmdp(ﬂn,ym)zo saglanir. (2.1) esitliginde limit
alinirsa, p(u,y):n!lilTw P( 44, 14, ) €lde edilir. Bu nedenle {z,} . (W,p) uzayinda
bir Cauchy dizisidir. (W, p) tam oldugundan 7, topolojisine gore 1 €W noktasina

yakinsar. {yn} ., dizisinin (W,dp) uzayinda yakinsak olmasi igin Iimdp(,un,,u) =0

ne

oldugu gosterilecektir. (2.1) esitliginde limit alinirsa,
r']LrEdp(:un’:um) = !T@Zp(ﬂn'ﬂm)_!]m p(lun'lun)_!]iLPO p(/um’/um)
olur. { U, }neN : (W : p) uzayinda yakinsak oldugundan

P2 42) =lim p( g1y, p4,) = lim p( g1, 12)
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bulunur. Bu nedenle Lmdp(ﬂ”’ﬂ)zo elde edilir. Dolayisiyla, {yn} dizisi

neN

(W,dp)uzaymda yakinsaktir. Buradan {g,}  Cauchy dizisi uzayda bir noktaya

ne

yakinsadigindan (W : dp) uzay1 tamdir.

<) (W,dp) metrik uzayi tam olsun. Bu durumda 7, topolojisine gore {,un}neN eW

her Cauchy dizisi €W noktasina yakinsar ki, |imdp(,un,,u)= lim dp(,un,ym)zO
saglamir. {1} dizisi (W, p) uzaymnda bir Cauchy dizisi olsun. {s,} . dizisinin

(W,dp) uzayinda Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. { ,un} (W, p) uzayinda

neN ’
Cauchy dizisi oldugundan p(u,,u): lim p(yn,,um) saglanir. (2.1) ifadesinde limit
alirsa, lim d_ (4, 44,)=0 bulunur. Boylece p(u, )= lim p(u,,u,) saglanr.
Dolayisiyla {,un}neN dizisi (W,dp) uzayinda Cauchy dizisidir. (W,dp) tam

oldugundan uzayda bir ¢ €W noktasina yakinsar.

=) limd, (4, 1)=0 olsun.

!]m(zp(/unl/u)_ p(lun’:un)_ p(zuuu))zo
lim p( 2y, )= lim p (s, p4,)=lim p (2, 11) =0
lim p(u, )= 1im p(sy, pt) = P22, 4

nN—0

elde edilir.

<) lim p(yn,y):nlrLrD P( . )= P( 4, 12) olsun. (2.1)’den dolay,

n—o0

limd, (44, 42) = im[ 2p (s, 12) = P (4t 1)~ P(11,12)]
= im2p( g4y, 12) = lim p(ay, 1) =lim p(, 1)

n—o0

=0
bulunur.

Teorem 2.1.19. [81] (W, p) kismi metrik uzay olsun.

1) Eger p(u,n7)=0 ise 0 zaman, =1 saglanir.
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2) Eger p#n ise ozaman, p(u,n)>0 saglanir.
ispat :

1) p( ,u,?]):O ise p kismi metrik oldugundan (p2) geregi,

IA

P(e )< p(um) veya p(in)<p(un)dir. 0<p(up)<0, 0<p(n,n)<0

oldugundan p(z,u)=0 ve p(m,n)=0 ‘dr. p(uu)=p(mn)=p(n.n)=0

oldugundan p kismi metrik oldugunda gore (pl) ’den ¢ =n bulunur.

2) p=n ise p(uu)<p(un) esitsizliginin sadece p(u, )< p(,n) kismi
saglanir. O halde, 0< p(z, 1)< p(g,n), yani p(x,n)>0 olur.
Asagidaki teorem kismi metrigin siirekliligi ile ilgili olan teoremdir.

Teorem 2.1.20. [81] (W,p) kismi metrik uzaymmda limy, =o oldugunda

p(o, 0') =0 ’dir. Bu durumda her o,7 €W igin Lim p(4,,1)=p(o.7) saglanir.

ispat : Lim p(,un,ry) = p(O',O') =0 oldugu biliniyor. Simdi kismi metrigin ( p4)

ozelligi kullanilirsa,
P(417) < P(t4,0)+p(0,1) = P(0,0) = p(t4,1) < P(14,0)+ P(0011)  (2.3)
p(o.n)< p(0. )+ P(t1)= Pt 1) = P(0:7) < PO 1) + P (1) (24)
bulunur. (2.3)’den dolayi,
P(tm)=P(o,1) < p(t4,0) (2.5)
elde edilir. (2.4)’den

—p(t4,,0) < p(14,1) - p(077) (2.6)

bulunur. (2.5) ve (2.6) ifadelerinden ise
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—p(#y,0) < p(#y,11)— P(0.) < P(11,0)
0<|p(44s7) = P(0,7)|< Pt 0)
lim0 < lim| p(z,,17)~ p(o7)| < lim p(p,,5) =0

lim[p(24,7)=p (o) =0

limp(x,,n7)-limp(o, 77)‘ 0

n—o0 n—o0

lim p(4,,7) - p(c.7)| =0

lim p(z4,,17)— p(o.7) =0

(#07)—
lim p(z4,,77) = p(o.7)

N—o0

saglanir.

2.2. b—Metrik Uzaylar ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

1989 yilinda b—metrik uzay kavrami 1. A. Bakhtin [88] tarafindan tanimlandi. 1993
yilinda ise S. Czerwik [89] tarafindan bu uzayin topolojik yapisi ayrintili olarak verildi.
Bundan sonra bir ¢ok yazar bu uzayda ¢alismalar yapt1 [14,15,55,56,67,88-94]. b—
metrik uzay kavrami metrik uzay kavramindan daha genel olmasina karsin, topolojik
yap1 olarak farkli 6zellikler gdstermektedir. Ornegin, metrik uzayda her agik yuvar
acik kiime oldugu halde b—metrik uzayda her agik yuvar agik kiime olmadigindan,
yani topolojisi sadece agik kiime olan agik yuvarlarla kurulabileceginden, topolojisi
olusturulurken daha sinirli bir alanda ¢alisilir. Yani metrikten daha genel aksiyomlara

sahip olmasina karsin, topolojik yap1 olarak metrikten daha genel bir topolojik yapist

yoktur.

Tanmm 2.2.1. [89] W = & herhangi bir kiime, s>1 olacak bigimde bir reel say1 olsun.
b:W xW —[0,0) fonksiyonu, V7,0 €W igin

(b1) b(wn)=0=u=n,
(02) b(un)=b(n.4),

(b3) b(s7)< S[b(,u,a)+b(0',77)]
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sartlarini sagliyorsa b fonksiyonuna W kiimesinde bir b—metrik ve (W,b) ikilisine

de bir b —metrik uzay ad1 verilir.

Uyar1 2.2.2. [90] s =1alinirsa b fonksiyonu bir metriktir. Bu durumda her metrik bir

b —metriktir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.2.3. [91] (W,d) metrik uzay olmak tzere b:W xW —>[0,oo) fonksiyonu

Vu,n,0 €W olmak lzere p>1igin

b(sm)=[d(sn)]

bigiminde tanimlansin. s=2"" almrsa b fonksiyonu b—metriktir, ancak bir metrik
degildir.

(b2)

b(pn)=0[d(un)] =
<d(wmn)=0
Su=n

dir.
(b2)

b(p)=[d(wn)]" =[d(n.u)]" =b(n.1)
dir.

(b3) Vi, 1,0 €W igin
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olur ki buradan b(,u,n)ﬁs[b(,u,a)+b(a,77)], s=2"'>1 icin saglanir. Burada
(W,d) metrik uzay olarak d(z,7)=|p—7 mutlak deger metrigi diisiiniiliirse,

b( 7 77) = | M- 77|2 bir b—metriktir ancak bir metrik degildir. Ciinkdi,

(d1)

=) wu=n olsun.

b(un)=|u-nf =|u-uf =0
dir.

<) b(wn)=0 olsun.

b(n)=|u—n"=0=|u-n|=0=u=n

dir.
(d2)

b(wn)=|u—n =ln-4 =b(nu)

dir.
(d3)
b(w)=|u—nf =|u-o+o-nf <2(ju-of +lo-n ) =2(b(wo)+b(c:1))

oldugundan s=2 igin b—metriktir. Ancak s=1 i¢in ii¢gen esitsizligi

saglanmadigindan metrik degildir.

Ornek 2.2.4. [91] W ={,77,5} ve b:W xW —[0,00) olsun.

b(u,1)=b(n.17)=b(0,0)=0

b(se.m7)=b(n, )=

O©IN

b(,u,O') = b(O',,u) =

MOl
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b(n.0)=b(c.77)=

~N| =

olarak tanimlanan (W, b) bir b —metrik uzaydir. Ancak metrik uzay degildir.
(bl) Vu,meW igin

b(un)=0u=n
oldugu b ’nin tanimindan agiktir.

(b2) Vu,neW icin

b(se17)=b(n. 1)

oldugu b ’nin tanimindan agiktir.

(b3) Yu,n,oeW igin b(ﬂ,n)ﬁs[b(y,a)+b(o;77)] saglanir mi?

1

Sl:§+1}2>820,15
4 7

) = =b(s1.0) <[ b(a) +b(1.0)]

+

©O©IN

}3823,42

~N| e

)2 =b(41) <[ b(10.0) +b(e1)

iii)%:b(n,g)ss[b(n,y)+b(,u,a)}:sEJrﬂ:szO,OQ

dir. Vu,n,0 €W igin s =3,42 alirsak b —metrigin tiggen esitsizligi sart1 da saglanmis

olur. Fakat s=1 aldigimizda kiimenin tiim elemanlar1 i¢in iiggen esitsizligi

saglanmayacagindan metrik degildir.

Ornek 2.2.5.[92] W ={0,1,2} ve b:W xW —[0,0) olsun.
b(0,0)=b(1,1) =b(2,2) =0
b(1,2)=b(2,1)=b(1,0)=b(0,1)=1

b(2,0)=b(0,2)=m=>2
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olarak tanimlanan (W, b) , S :% i¢in bir b—metrik uzaydir. Ancak metrik degildir.
(bl) Vu,m eW igin

b(un)=0u=n
oldugu b ’nin tanimindan agiktir.

(b2) Vu,meW igin

b(rem)=b(7. 1)

oldugu b ’nin tanimindan agiktir.
(b3) Yu,n,0eW igin, b(,u,n)és[b(,u,a)+b(o;nﬂ saglanir m1?
1) u=0,n=1o0=2 icin
b(o,1)sg[b(o,2)+b(2,1)]:1sg[m+1]
2)u=0,n=2,0=1i¢in
m m
b(0,2)sz[b(0,1)+b(1,2)]:>msE[1+1]
u=Ln=2,0=0 igin
b(1,2)Sg[b(10)+b(0,2)]:>1£%[m+1]
A u=2,n=10c=0 igin
m m
b(2,1)§E[b(2,0)+b(0,1)]:>1£E[m+1]
S)u=2,n=0,0=1igin

b(2,0)S%[b(2,1)+b(1,0)]:>mgg[lﬂ]
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6) u=0,7=Lo=1i¢in

b(O,l)sg[b(0,1)+b(1,1)]:>1s%[1+0]

Nu=0,n=2,0=2 igin

m
<

b(0,2) < 2[b(0,2)+b(2,2)]=m g%[m+o]

2

8) u=0,7=0,0=0 icin

b(0,0) sg[b(o,o)m(o,o)] =0 sg[mo]

Nu=Ln=0,0=0igin

b(l,O)sg[b(1,0)+b(0,0)]:>15g[1+0]

10) u=1Ln=2,0=2 igin

b(12) sg[b(], 2)+b(2,2)]=1< g[1+o]

1) u=Ln=Lo=1igin

b(l,l)g%[b(1,1)+b(],1)]:>05%[0+0]

12) u=2,n=1Lo=1i¢in

b(2,1)s%[b(2,1)+b(l,1)]:13%[“0]

13) u=2,n=0,0=0 igin

<

b(2,0)< [b(2,0)+b(0,0)]:>msg[m+0]

2

14) u=2,n=2,0=2 igin

b(2.2) s%[b(z,z)m(z,z)] =0< g[O+o]

15) u=1,1n=0,0=2 igin
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b(l,O)sg[b(1,2)+b(2,0)]:>1sg[l+ m]

olur. Kiimenin tiim elemanlar1 igin S =g alindiginda b—metrigin tiggen esitsizligi

saglanmis olur. Ancak, metrik degildir. Ciinkii,
b(0,2)<b(0,1)+b(L2)=>m<1+1=>m<2

olur ki, m> 2 olmasi ile gelisir. Dolayisiyla b fonksiyonu metrik degildir.

Ornek 2.2.6. [93] W =N uU{oo} ve b:W xW —[0,00)

0, HU=n ise

1 1 .

——=, 1 =2kveyan =2kyada un=oo ise
b(un)=1lu n

5, u=2k+1lveyan =2k +1lyada un =0 ise

2, diger durumlar

fonksiyonu s :g olmak lizere, W {zerinde bir b —metriktir.

(bl) Vu,neW icgin

b(un)=0=u=n
oldugu b fonksiyonunun tanimindan agiktr.

(b2) Vi, 7,0 €W igin

0, u=n ise

1 1 )

———] u=2kveyan =2kyada p.n=o ise
b(ren)=1lu n

5, u=2k+1veyan =2k +1yada pn = ise

2, diger durumlar
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0, H=1]
1 1
———, u=2kveyan =2k yada p.n=o0
=\ H
5, u=2k+1veyan =2k +1lyada p.n =
2, diger durumlar
=b(n.4)

dir.

(b3) V1,0 €W igin, b(n)<s[b(wo)+b(cn)] saglanir mi?

1) x=n olsun. o ’nin tim durumlar i¢in
0=b(pn)<s[b(uo)+b(cn)]

saglanir.

2) p ve n’den biri ¢ift veya digeri ¢ift ya da sonsuz ise

1 1 1 1 1 1

b(%ﬂ)=‘———‘=‘———+———‘s S.U———

g o o7 g ool o n

i) u=0 veya o=n ise

b(Lm) SS(0+2):S(b(,u,0')+b(o;77))

3) u ve n den biri tek veya digeri tek ya da sonsuz ise

b(11)=5<s(b(p.0)+b(cn))

-t

ise

ise

ise

o)+b(an))

saglanir. En azindan o ’nin u veya 7 ile esit oldugu ve digeriyle de diger durumlar

saglansa bile
D(447) =5<5(0+2)=5< 255>

olur.
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4) u ve n igin diger durumlar varsa

b(n)=2<s(b(0)+b(a1))

saglanir. Herhangi ikisi esit olsa ve diger ikisi arasinda da diger durum olsa,

b(un)=2<s(0+2)=>2<s2=s>1

bulunur. Dért durumu da saglayan, S :g alinirsa (W,b) b—metrik uzaydr.

o0 p
Ornek 2.2.7.[56] I, (0< p<1), I, ={(,un)cR:Z|yn| <oo} olsun.
n=1

Bu durumda =, =1, <€l (R) icin, b:l xI1 —[0,)

oun){ S |

1
fonksiyonu s =2 >1 katsayisi ile bir b—metriktir.

(bl) Yu,ne Ip(]R) icin

=) u=n olsun. YneN igin (,un):(nn)’dm

o=

1
o P\p o p
b(ﬂ:n):(zl|ﬂn_77n| ] Z(Zl:|ﬂn_ﬂn| J =0
saglanir.

<) b(un)=0 olsun.

p

o |-

0=b(u,77)=£§|ﬂn—f7n|j

=0= Z|;un _77n|
n=1

oldugundan bu serinin sonucu sifir ise, bu serinin kismi toplamlar dizisinin limiti

sifirdir. Yani,
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n p
limS, =1im> |u -7 =0
N0 4=

n—o0

saglanir. Bu toplamin sifira esit olmasi1 ancak her bir terimin sifira esit olmasiyla

saglanir. Yani,
=" =0= | —m|=0= 5 =1,

|/Jz_772|p :0:>|/U2_772|:0:>,u2 =1,

|1un_77n|p=0:>|1un_77n|zoz>/un=77n
ve VneN icin (u,)=(n,)= x=n elde edilir.

(b2) Vu,n e l, (R) icin

o |~

b(ﬂ,n):[iwﬂ_mfjé:[im_ﬂnf] =b (1. 1)

n=1 n=1

dir.

(b3) Vu,n e Ip(]R) icin

o |~
o |-

0 p 0 p
b(ﬂﬂn)=(2|ﬂn_77n| j =(Z:|:un_o-n—i_o-n_77n| J
n=1 n=1

o |~

=1

=}

s(iZ(lﬂn —Cfn|p+|0n_’7n|p)j

1
L 1
=2° Z(Iyn—on|p+|an—nnlp)jp
n=1
i_ . 1 . 1
<20 (zwn—anr’j”+(z|on—nn|"j"]
n=1 n=1
|
=2"[b(u0)+b(a1)]
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1

oldugundan S =2 >1 icin (Ip(R),b) bir b—metrik uzaydir.

0

Ornek 2.2.8.[94] 0< p <1 icin, |p[o,1]—{y(t)eﬂa<,te[o,l]:j\u(t)\ dt<oo}

1

1,[0,4] kumesi veriliyor. 4= u(t),7=n(t)el [0,1] ve s=2P >1 katsayisi ile,

b(47) {I \ﬂ(t)—ﬂ(t)\pdt]p

fonksiyonu b—metriktir. (b,1,[0,1]) ikilisi de bir b—metrik uzaydir.
(b1) V1,17 €1,0,1] olsun.
=) wu=n olsun. te[0,1] icin, u(t)=n(t) dir.

1
p

b(ﬂﬂ)—ﬁ\ﬂ(t)n(t)\pdt] [j\ﬂ(t)ﬂ(t)\pdt}p—o

bulunur.

<) b(xn)=0 olsun.

saglanir.
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(b2) Yu,ne Ip[O,l] icin

saglanir.

(b3) Vu,n,0 € Ip[O,l] icin

| =

1
p

b(ﬂ:’?)—ﬁ \ﬂ(t)—ﬂ(t)\pdt]p —[

O ey

\/J(t)-ﬂ(t)+0(t)—ﬂ(t)\pdt}

1
p

<[2ﬁ ut) -0 e+ \a(t)v(t)\pdtﬂ

32% U\u(t)a(t)\pdth +U\a(t)n(t)\pdth

0 0

— 90 I:b(y,a)+b(0,77):|

1

oldugundan S = 20 >1 katsayisi ile (Ip [O,l],b) bir b —metrik uzaydir.

Ornek 2.2.9. [56] W, card (W) >3 olan bir kiime olsun. W =W, UW, olan kiimenin

bir pargast card (W, )>2 olsun. s >1 sabiti ile

0, u=n ise
b(Lm)=12s, wneW ise
1, diger durumlar

olarak tanimlanan b:W xW — R* fonksiyonu W kimesinde bir b —metriktir.

(bl) Vu,meW igin

b(un)=0=u=n

oldugu b fonksiyonunun tanimindan agiktir.
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(b2) Vu,neW icin

0, u=n ise [0, n=u ise
b(m)=12s, wneW ise=42s, nueW ise =b(n,u)
1, digerdurumlar | 1, diger durumlar

dir.

(b3) Yu,n,o0eW igin b(u,n)ﬁs[b(,u,g)er(a,?])] saglanir mi?

1) 1 =n olsun.
0=b(,u,?])sS[b(,u,a)+b(o;77)]=S[b(,u,O')+b(o;y)]=ZSb(,u,0')

dir. Bu esitsizlik Vo €W i¢in saglanir.

2) u,m W, ise
b(pn)=2s<s[b(no)+b(an)]

dir.
NDu=oceW, ise

25 <s[0+2s]
dir.
i) n=oeW, ise

25 <s[2s+0]
dir.

i) @,n ile o arasinda diger durumlar varsa
25 <s[1+1]

dir.

3) u ile 7 arasinda diger durumlar varsa

b(p417)=1=s[b(r.0)+b(crn) ]
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olmak Uzere

i) u=o ise

1<s[0+1]
dir.
i) n=oise

1<s[1+0]
dir.

Iii) u,n ile o arasinda diger durumlar varsa
1S8ﬂ+ﬂ
dir. Her durumda esitsizlik saglandigindan (W,b) bir b—metrik uzaydir.

Simdi b—metrik uzayda yuvar tanimi yapilip topolojik yapisi olusturulup, metrik

uzaydan farkli olan 6zellikleri incelenecektir.

Tamim 2.2.10. [95-96] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay olmak tzere

B, (1.€) ={77 eW:b(un)<ee >0}
bigiminde tanimlanan kiimeye €W merkezli, £ >0 yarigapli b —agik yuvar denir.
b —acik yuvarlarinin ailesi {Bb (,u, g) cueW,e> O} *dir.

B,[1.¢]={neW :b(1n)<ee>0}

bigiminde tanimlanan kiimeye xeW merkezli, £€>0 yarigapli b—kapali yuvar
denir. (W,b) b-metrik uzayinda {Bb(y,g):yew,g>0} baz1 ile W (izerinde

uretilen topoloji 7, ile gosterilir.
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Tanim 2.2.11. [96] Herhangi bir b—metrik uzayda

) her elemani i¢in o eleman merkezli, en az bir agik yuvari kapsayan kiimeye
acik kiime denir. (W,b) b—metrik uzay, AcW, ueA igin,

Bb(,u,g) c A dir.
i) Tiimleyeni acik olan kiimeye kapal1 kiime denir.

Tamm 2.2.12. [95] (W,b) bir b-metrik uzay, xeW ve AcW olsun.

B, (,u,g)mA;t@ Ozelligini saglayan g noktasina A kiimesinin kapanis noktasi

denir. A kiimesinin kapanig noktalarinin kiimesine A kiimesinin kapanisi denir ve A

ile gosterilir.
Uyan 2.2.13. [96] B,(u.¢)= {77 eW:b(un)<ee> O} yuvarlar1 7z, topolojisine
gore agik kiime olmak zorunda degildir. Ornegin,

¢ >0 sabit olsun. W =N, ={0,1,2,...} igin, m,n>2 olmak iizere

b(0,1)=1, b(0,m)=1+¢, b(l,m):%, b(m,n):%+% olarak verilen b(n,n)=0

ve simetri aksiyomunu saglayan b:W xW —W fonksiyonu b —metriktir,
£ £
B(Lr)={neW:b(Ly)<r,r>0}={123,..}
olup le B(O,1+%j “dir.Ayrica le B(l, r) dir. Fakat vr>0 icin
B(l, r) o4 B(O,l+§j oldugundan B(O,l+ %j yuvart 7, —agik degildir.

Uyan 2.2.14. Topolojiler agik kiimelerle kurulduguna gore b—metrikte agik kiime
olan yuvarlarla topoloji kurulabilir. Aslinda b—metrik sartlar1 incelenince metrikten
daha genel olarak ifade edilmesine ragmen topolojik olarak daha dar anlamda bir
topolojisi vardir.

Uyan 2.2.15. [96] Eger baz1 0< p<1 igcin b—metrik W kiimesinde Vu,n,6 €W

icin
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b(n)" <b(uo)" +b(an)"
ifadesini saglarsa, 0 zaman b—metrigindeki yuvarlar, z, topolojisine gore agiktir.

Ispat : B(,u,r), (W,b) uzayinda bir yuvar ve neB(,u,r) olsun. B(n',r')g B(,u,r)

olacak sekilde r' >0 sayisinin oldugu gosterilecektir.

neB(ur)=b(wn)< I’:>b(,u,77)p <r’

dir. r'={r’—b(xn)" >0 olmak iizere & B(n,r') olsun. Bu durumda b(n,o)<r

olur ki, verilen esitsizlikten

b(,u,O')p < b(,u,?])p +b(77,0')p

<b(un)" +r°=b(un)’
<rP

bulunur. Yani, b(,u,a) <r olurkibuda oe B(,u, r) oldugunu gosterir. Dolayisiyla
B(n', r') c B(,u, r) elde edilir. Boylece B(,u, r) yuvart agik kiime olur.
Teorem 2.2.16. Herhangi bir b —metrik uzay bir Hausdorff uzayidir.

Ispat : Herhangi m,neW(m;tn) noktalar1 verilsin. (W,b) b—metrik uzay

oldugundan, m=n icin b(m,n)>0 olup b(m,n)=r ile gosterilsin.

B(m,B—rs) = {,u eW:b(m,u)< 3—2}
B(n,g—rsj={n eW :b(n,n)<3—rs}

actk yuvarlar1 alinsin. Bu  durumda, B(m’SijB(n'?;szg bulunur.
S S

ve

B[m,L]mB(n,Lj;ﬁ@ olsun. Bu durumda bir ce B m,L N B n,L eleman1
3s 3s 3s 3s
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vardir Oyle ki ce B(m,Lj Ve Ce B(n,Lj ’dir. Bundan dolayi b(m,c)<L ve
3s 3s 3s

r . c e e
b(n,c)< % olur. Uggen esitsizliginden,
S

b(m,n)<s[b(m,c)+b(c,n)]
=sb(m,c)+sb(c,n)

r r
<S.—+S.—
3s 3s
_x
3

2r . .
b(m,n)<? bulunur. Bu ise b(m,n):r olmasiyla gelisir. Dolayisiyla,

B [m, 3Lj N B (n, 3Lj = dir. Yani, b—metrik uzay1 bir Hausdorff uzayidir.
S S

Uyar1 2.2.17. b—metrik uzay1 bir Hausdorff uzay yani T, oldugundan, ayn1 zamanda

T, ve T, dir.

Tamm 2.2.18. [97] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay {u,} . <W bigiminde
tanimlanan bir dizi olsun. gz €W olmak iizere, eger & >0 sayisina karsilik Vn>n,
icin b(u,, 1)< olacak bigimde bir nyeN varsa {x,} . dizisi €W noktasma
yakinsaktir denir ve

limu, =, Lijllb(ﬂn’ﬂ) =0 veya x4, — p(n— )
ifadelerinden herhangi biriyle gosterilir.
Teorem 2.2.19. [97] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay olmak tzere, {4} . dizisi

W iizerinde yakinsak bir dizi ise {,un}neN dizisinin limiti tektir.

Ispat: {,un}neN dizisi yakinsak olsun. g # 7 icin r|1imb(,un,,u)=0 ve r|1imb(,un,77)=0

saglansin. Yani, yakinsak bir dizinin iki farkli limit noktas1 olsun. Buradan,
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limb( 1, 1) =0 V& > 0igin3n, e N>Vn > nyiginb(z,, 1) < —

N0 2S

limb( x,,7)=0< Ve >0icin3n, eNaVn>n2iginb(yn,n)<%

olur. max{n,n,} =N olsun. vn>N eN igin,

0<b(sum) < 5[0t ) +0( )] = S0t ) + 0t ) <5757 =

0<b(un)<e=b(un)=0=pu=n
bulunur. Buise u # 1 kabuliiyle gelisir. Yani, b—metrik uzayda yakinsak bir dizinin
limiti tektir.
Teorem 2.2.20. [97] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay olmak tzere, {4} . dizisi

W iizerinde yakinsak bir dizi ise, { ,un}neN dizisinin her alt dizisi de ayni noktaya

yakinsar.

Ispat : 1, — u(n—o0) olsun. Yani, Ve>0 icin 3n;eN 6yle ki Vn>n, igin
b(,, 1) <& olur. Herhangi bir {ﬂnk} c{u,} altdizisi almsm. Her ne N i¢in n, >n
sartint saglayan K eN sayisi vardir. Boylece, n>n,=n,>n>n,=n, >n, dir.

Buradan b(ynk,,u)<g olur. Yani, Lmb(ynk,y)=0’dlr.

Tamm 2.2.21. [97] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay ve {x,} , W bir dizi
olmak lizere V& >0 sayisina karsilik, her m,n>ny icin b(z,, 4, ) < & olacak bigimde

bir n, e N varsa { ,un}neN dizisine W uzayinda Cauchy dizisi ad1 verilir.

Onerme 2.2.22. [92] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay olsun. {u,}  cW
dizisinin bir Cauchy dizisi olmas1 igin gerek ve yeter sart b(z,, 4,) —0(n,m —o0)
olmasidir.

Onerme 2.2.23. [97] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay olsun. W uzayinda her

yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
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Ispat : {4}  dizisi, (W,b) b—metrik uzayinda ;€W noktasina yakinsak olsun.

Bu durumda

Ve >0 sayisia karsilik 3n, € N vardir 8yle ki Wn>n, igin b(z,, 1) < %

saglanir. m,neN ve m,n>n, i¢in, b —metrigin iiggen esitsizliginden,

0ty ) < S[ Dty 1) +0 (11, 11)]
= Sb( 44y, 1) + b (11, )

& &
<S—+S—

2s 28
=&

saglandigindan {‘un}neN dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ancak bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Yani b—metrik uzayda her Cauchy

dizisi yakinsak olmayabilir.

Onerme 2.2.24. [97] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay, {x,} . <W bir Cauchy
dizisi ve ©eW olsun. {‘un}neN dizisinin x noktasina yakinsayan bir alt dizisi varsa,

{ /”n}neN dizisi de ayn1 ¢ noktasina yakinsar.
Ispat : {4}  bir Cauchy dizisi, {”nk} ise {u,} . dizisinin yakinsak alt dizisi
olsun. {ynk} bir alt dizi oldugundan n <n,<n,<...olmak Uzere

{ynk}z{ynl,ynz,...} bicimindedir. ;!Lrgb(”nk’ﬂ):o olsun. Ve>0 igin INeN

vardir 0yle ki ¥n,n, >N olmak Uzere b(,unk,,u)<2£S ve b(yn,,unk)<zis saglanir.
Dolayisiyla,
bty 42) <] Bty 41, ) +b( 1 2) |
=SB g1y, )+ 5014, )
<sZ 45—

2s 28
=¢
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elde edilir. Burada n — oo i¢in limit alinirsa

0< Lmb(ymy) <0=> !]iipob(yn,y) =0 bulunur. Yani {z,}  dizisi de 4 noktasina
yakinsaktir.

Tamm 2.2.25. [91] (W,b) bir b—metrik uzay olmak lizere, W kimesindeki her
Cauchy dizisi W uzayindaki bir noktaya yakinsak ise, (W,b) uzayma b—tam metrik
uzay (tam b—metrik uzay) ad1 verilir.

Onerme 2.2.26. [91] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay olmak tzere, {z,}  ve

neN

{nn}nGN dizileri sirasiyla u ve 1 noktalarina yakinsak olsun. Bu durumda,

i S—lzb(ﬂ,n)s|iminfb(ﬂn,nn)s|imsupb(yn,nn)sSZb(y,n)’dlr.
i) Eger u=n ise, r|1imb(,un,77n):0’d1r.
i) VoeW icin,

N—o N—0o0

%b(,u,a)é liminf b(s,, o) < limsupb( 4, &) < sb(s77) drr.
ispat : b fonksiyonu bir b—metrik oldugundan,

b(1677) < s[b(s, 44,)+b(4,)]
=sb( 1) +5b(1,,77)
<sb(, p1,) + 83 0( 0172, ) +0(77,77) ]
=sb(u, 1) +5°0(1,1,)+5°0(77,,77)

b( 7)< sb( 4, 14,)+5( 17, ) +5°D(77,,77) (2.7)

ifadesi saglanir. Benzer olarak,

b(1y,1,) < S[b(ﬂn’ﬂ)er(/"nn)]
= by, p)+b(e.17,)
< Sb(,un,,u)+Ss[b(,u,U)er(ﬂ:’?n)]
= sb( 4, 1)+’ (11,m) + 5% (17,17, )

b(£ty,77,) < S0( 11y, 12) + 5% (p2,17) + 5% (17,77, (2.8)
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saglanir. (2.8) esitsizliginde N — oo icin alt limit ve (2.7) esitsizliginde st limit

alinirsa,
!‘imb(,un,,u)=0:>!]iminfb(,un,,u)zO ve !‘imb(nn,n)=O:>Iimsupb(nn,n)zo elde

edilir. Buradan

Iiminfb(,u,n)=b(,u,77)S!]iminf Szb(,un,nn) (2.9)

N—o0

ve
limsupb(z,,7,) <liminf s?b( 7)) =s*(117) (2.10)
olur. (2.9) ve (2.10) ifadelerinden

1 .. .
?b(ﬂﬂ?) < !]l_rlllnf b(:un’nn) < !]I_rl]osupb(:un’77n)S Szb(ﬂyn)
elde edilir.

Onerme 2.2.27.[96] (W,b) herhangi bir b—metrik uzay, {x,} . ve {n7,}  dizileri

bu uzayda iki dizi olsun. lim g, =teW ve limb(z,,7,)=0 ise, limy, =t saglanr.

n—o0

Ispat : b—metrik fonksiyonu igin licgen esitsizligi kullanilarak,

b(77,,t) <[ b(7,, 44,) +b(p11) ]
=sh(#,, 4, ) +5b(z,,t)

bulunur. Burada N — o igin limit alinirsa

Oglijnb(nn,t)gsLimb(nn,yn)+slnimb(yn,t)=sO+sO=O

0<limb(7,,t)<0=> limb(z,,t)=0

N—o0

elde edilir. Bu da lim#z, =t oldugunu gosterir.

n—o0

Tamim 2.2.28. [96] (W,b;) ve (Y,b,) iki b—metrik uzay olsun. T :W —Y herhangi

bir fonksiyon ve u, €W olmak tizere

72



Ve >0 icin by (1) <5=0,(TuTu)<e

kosulunu saglayan bir & >0 sayisi varsa T fonksiyonu g, e W noktasinda siireklidir

denir. T fonksiyonu W kimesindeki her noktada strekli ise T fonksiyonuna W

Uzerinde sdreklidir denir.

Uyan 2.2.29. [93,95] Metrik fonksiyonu sireklidir. Ancak b—metrik fonksiyonu

genelde surekli degildir. Metrik fonksiyonu i¢in

Ho —> 11, 17, =17 iken d(g,,17,) >d (1) (n—0)

ifadesi saglanir. Ciinkii metrikte siireklilik ile dizisel siireklilik esdegerdir. Yani dizisel
stirekli olmayan fonksiyon siirekli de degildir. b—metrik fonksiyonu icin de benzer

sekilde ifade edilir. Ornegin,

W =Nu{oo} ve b:W xW —>[0,oo),

0, u=n ise

1 1 .

——=, 1 =2kveyan =2kyada p.n =0 ise
b(wn)=1lu n

5, 1 =2k +1veyan =2k +1yada p.n = wise

2, diger durumlar ise

fonksiyonu W zerinde s:g katsayili b—metriktir.

(4,)=2n dizisi icin n — oo iken 2n — oo saglanir. Buradan

1.1 —>0(n—>oo),
2n oo

b(ﬂn!OO)Z

U, —>,u:>b(,un,a)—)b(y,a)(n—>oo)
olmalidir. a =1 alinirsa, b(,un,l):b(Zn,l)=2 ve b(oo,1)=5 bulunur.
b(,un,l)—>b(oo,1)(n —)oo)

olmalidir. Ancak 2 #5 oldugundan b—metrik fonksiyonu siirekli degildir.
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2.3. Genisletilmis (Extended) b—Metrik Uzaylar ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

T. Kamran ve ark. [100] 2017 yilinda b—metrik uzaymn bir genellemesi olan
genisletilmis b—metrik uzay kavramini tanimlayarak topolojik yapisini olusturdular.

Halen bagka arastirmacilar tarafindan bu uzayda caligmalar yapilmaya devam

edilmektedir [62,101-106].

Tammm 2.3.1. [100] W =< bir kime ve 6:W xW —>[Loo) bir fonksiyon olsun.
d, :W xW —[0,o0) fonksiyonu V7,0 €W igin

(e1) dy(n)=0=pu=n

(€2) d, (sm)=dy (7, 2)

(e3) d,(sm)<0(pm)[dy(1.0)+d, (o)

ozelliklerini sagliyorsa d, fonksiyonuna genisletilmis b—metrik denir. (W,dg)
ikilisine ise genisletilmis b—metrik uzay denir.

Uyar 2.3.2. [100] Eger s >1 icin 6(u,17)=s ise b—metrik fonksiyonu elde edilir.

Uyan 2.3.3. Her b—metrik uzay genisletilmis b—metrik uzaydir. Fakat tersi her
zaman dogru degildir. Genisletilmis b—metrik uzay, b—metrik uzaydan daha
geneldir. Dolayisiyla her genisletilmis b—metrik, b—metrik olmak zorunda degildir.

Ayrica her metrik uzay, genisletilmis b—metrik uzaydir.

Ornek 2.3.2. [101] W ={1,2,3,...} olsun. 8:W xW —[L,x) ve d, :W xW —[0,)

fonksiyonlart V77 €W igin

3 .
e(ﬂ’ﬂ):{w_?ﬂ, HEBE e dy () =(u—n)’
1, H=n Ise

olarak tanimlansimn. d, genisletilmis b—metriktir.

(e1) =) u=n olsun.

dy (1) =(u=n)" = (u-u) =0
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olur.

<) d,(um)=0 olsun.

0=d,(un)=(u-n) =u=n

saglanir.
(e2)
dy(m)=(u=n)" =(n-u)' =dy(n, )
dir.
(e3)
i) a=u—o=0 ve b=o-n=0 secilsin. Yani, #=n=oc olsun.
d,(2,m)=0
<1[0+0]
=0(un)[dy (1,0)+d,(o17)]

saglanir.

ii)[a| =|x—o] =1 ve |b|=|o—n| =1 olsun.

o
)
—
R
=S
~
I
—~
RN
|
=S
~
S
Il
—_
QD
+
oy
~
S
I
—~

=0(n)(d, (1.0)+d,(o,7))

oldugundan her iki durumda da tigiincii sart saglanir. Ancak VS>1 sayisi igin b—

metrik degildir. Ciinkti, =9, n=2, o =6 segilirse

dy (£77) < S[de(/"a)me("’”)]
7' <s[3 +4]
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oldugundan s>7,12 icin b—metrik olur. Ancak, S<7 icin b—metrik olmaz. s=1

icin ise metrik olmaz.
Ornek 2.33. [100] W ={1,23} olmak izere O:WxW —>[Lo) ve

d, :W xW —[0,0) fonksiyonlari,
O(u,m) =14 p+n,
d,(11)=d,(2,2)=d,(33)=0
d,(12)=d,(21)=80
d,(13)=d,(3,1)=1000
d,(2,3)=d,(3,2)=600
olarak tanimlansim. (W,d,) genisletilmis b—metrik uzaydir. Vu,7,0 €W igin
(&)
dy(2m)=0=u=n

oldugu d, fonksiyonunun tanimindan goriiliir.
(€2)
dy (1.m) =y (17, 1)

d, fonksiyonunun tanimindan goriiliir.

(e3)

1.durum: u=17n=10 =1 olsun.

d,(4,m)=0=3[0+0]< Q(y,n)[dg(,u,a)+d9(a,77)]
saglanir.

2.durum: u=1,n7=10=2 olsun.
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d,(1,17)=0<3[80+80]=0(u,n)| d,(1,c)+d,(c.7)]
saglanir.
3.durum: x=1,7=10=3 olsun.
d, (1,17) =0<3[1000+1000] = O(1,7)[ d, (11,0) +d, (o.7) ]
saglanir.
4.durum: pu=1,1n=2,0=1 olsun.
d, (1,17) =80<4[0+80]=0(u,7)[ dy(1.0)+dy(c7)]
saglanir.
5.durum: u=1n=2,0=2 olsun.
dg(,u,n)=80£4[80+0]=6?(/1,77)[d6,(u,6)+d9(0',77)]
saglanir.
6.durum: u=1717=2,0=3 olsun.
d, (1,17) =80 <4[1000+600] = O(1,7)[ dy (11.0) +d, (o]
saglanir.
7.durum: x=1n1n=3,0=1 olsun.
d, (4,17) =1000 <5[0+1000] = O( 1, 7)[ d, (11,0) +d, (o,7) ]
saglanir.
8.durum: u=171n=3,0=2 olsun.
d, (,17) =1000 <5[80+600] = O(1,7)[ dy (11.0) +d,(c7)]
saglanir.

9.durum: x=1,717=3,0=3 olsun.

d, (4,17) =1000 <5[1000+0] = O(1,7)[ d, (11,0)+d, (o.77) |
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saglanir.
10.durum: p=2,7=1,0=1 olsun.

d, (1,m)=80<4[80+0] =6?(,u,77)[d0(u,d)+d0(6,77ﬂ
saglanir.
11.durum: u=2,n=10 =2 olsun.

d,(1,17) =80<4[0+80]=0(1,7)[ dy(11.0)+d,(c,m)]
saglanir.

12.durum: p=2,7=1,0=3 olsun.

d, (,17) =80<4.[600+1000] = 0(,77).[ dy(1,0)+dy(0.77) ]
saglanir.
13.durum: p=2,7=2,0=1 olsun.

d,(1,17)=0<5[80+80]=0(u,1)| dy(1.0)+d,(c.77)]
saglanir.
14.durum: u=2,n=2,0 =2 olsun.
d,(,7)=0=5[0+0]< Q(y,n)[dg(y,a)+dg(0',n)]
saglanir.
15.durum: 4 =2,n=2,0=3 olsun.
d, (1,17) =0<5[600+600]=0(1,7)[ dy (11.0)+dy(c7)]

saglanir.
16.durum: x=2,7=3,0 =1 olsun.

d, (4,17) =600 < 6[80+1000] = O(u,17)] d, (1,0)+d,(0.77) ]

saglanir.
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17.durum: p=2,7=3,0 =2 olsun.

d, (,17) =600<6[0+600]=6(1,7)[ dy (11.0)+d, (o) ]
saglanir.

18.durum: x=2,7=3,0 =3 olsun.

d, (,17)=600<6[600+0]=06(1,7)[ dy (11.0) +d, (0,7 ]
saglanir.

19.durum: x=3,7=1,0=1 olsun.

d, (4,17) =1000 <5[1000+0] = O(1,7)[ d, (11,0)+d, (o.77) |
saglanir.

20.durum: p=3,7=1,0=2 olsun.

d, (4,17) =1000 <5[600+80] = O(1,7)[ dy (1.0) +dy(o77) ]
saglanir.
21.durum: g =3,n7=10 =3 olsun.

d, (4,17) =1000 <5[0+1000] = O(1,7)[ d, (11,0) +d, (o,77) |
saglanir.
22.durum: p=3,7=2,0=1 olsun.

d, (,17) =600 < 6[1000+80] = O( u,17)[ d (1,0)+d, (0.77) ]
saglanir.
23.durum: p=3,n=2,0=2 olsun.

d, (,17)=600<6[600+0]=6(1,7)[ dy(11.0)+d,(c,7)]

saglanir.

24.durum: p=3,n=2,0=3 olsun.
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d, (,17) =600<6[0+600]=6(1,7)[ dy (11.0)+d,(o,7) ]

saglanir.

25.durum: g =3,7=3,0=1 olsun.
d, (1,17) =0<7[1000+1000] = 0(,77)] d, (1.0)+dy (c.77) ]
saglanr.
26.durum: g =3,7=3,0=2 olsun.
d,(1,17)=0<7[600+600]=0(1,7)[d,(1,0)+d,(c.7)]
saglanir.

27.durum: g =3,7=3,0=3 olsun.

dg(,u,n):0:7[0+0]Sﬁ(y,n)[dg(,u,a)+dg(a,n)]

saglanir. Her durumda tigiincii sart saglandigindan, d, fonksiyonu genisletilmis b—

metriktir.

Ornek 2.3.4. [102] W =[0,1] olmak tizere §:W xW — [10) ve d, :W xW — [0,)

fonksiyonlar1

1

1
de(ﬂ:ﬂ):E1 mne[01], u=n
dy(#m)=0, mnel0l],u=n

dg(,u,O)zdg(O,,u): ,ue(O,l]

1
ﬂ )
olarak tanimlansin. (W, d g) genigletilmis b —metrik uzaydir. Vu,n,0 €W igin

(e1)

dy(n)=0=u=n
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d, fonksiyonunun tanimindan goruldr.

(e2) d, fonksiyonunun tanimindan,

1 1
da(ﬂ'ﬂ)ZE:%:da(ﬂ’ﬂ)v wne[01], =0

dy(km)=0=d,(n.u), wmnel01],u=n

de(,u,O):da(O,,u)z , ,ue(O,l],

x|+

simetri 6zelliginin saglandig1 goriliir.

(e3)
Ldurum: u=n+#o<[0,] olsun.
0, (um) =052 L4 L 0(un)[o, (o), (0.0)]
po  no
dir.

2.durum: ue (0,1],77 =0,0¢ [O,l],y # o olsun.

< HT“{L+£} =0(u.n)[dy(1,0)+dy(0.17)]

Ho O

1
d M1 )=—
()=
dir.

3.durum: p=n=0¢<[0,1] olsun.

1+2u

da(,u,n)zOS7[0+0]=6?(/1,77)[d9(y,0')+d9(0,77):|

dir.

4.durum: p#n+ o €[0,1] olsun.

6, (u) = <H L | un)a, )+, ()]

dir.
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5.durum: ,ue(O,l],ne[O,l],G:O, 1 #n olsun.

0y =L < E L L g, ()4 (o]

dir.

6.durum: 1 =0,7=0<[0,1] olsun.

d,(n)==< “TUEW} =0(n) dy(11.0)+dy(0.77) ]

1
n
dir. Her durumda tgiincii sart saglandigindan, d, fonksiyonu genisletilmis b—

metriktir.

Ornek 2.3.5. S=[0,c0) olsun. &,:SxS —>[0,00) fonksiyonu &,(su,n)=(u—-n)’
olarak ve w:S xS —)[l, oo) fonksiyonu ise W(y,n) =34 +2n+6 olarak tanimlansin.

O zaman, (5,59) bir genisletilmis b —metrik uzaydir.
(e1) =) wu=mn olsun,

8, (mm)=(u-n) =(u-p) =0
saglanir.
<) 6,(mm)=0 olsun. O:5e(,u,77)=(,u—77)2 oldugundan

(u=n) =0=u-n=0=pu=n
saglanir.
(€2)

8, (un)=(u—-n) =(n—u) =5,(n.u)

saglanir.
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8, (um)=(u-n)
:(ﬂ—o-+0'—77)
<2[(u-0) +(o- N
<(8u+27+6)(u-0 )’ |
=w(u,n).[8, (o +5e(01’7)]

2

saglanir. Ug sart da saglandigindan (S, 5e) genisletilmis b —metrik uzaydir.

Ornek 2.3.6. [103] W ={2,3,4} olsun. 8:W xW —[Loo) ve d,:W xW —[0,)

fonksiyonlari
O(um)=2+pu+1
d,(2.2)=d,(3,3)=d,(4,4)=0
d,(2,3)=d,(32)=30
d,(2,4)=d,(4,2)=200
d,(3,4)=d,(4,3)=2000
olarak tanimlansim. (W,d,) genisletilmis b—metrik uzaydir. Vu,7,0 €W igin
(e1) d,(2,2)=d,(3,3)=d,(4,4)=0 oldugundan

dy(n)=0= u=n

d, fonksiyonunun tanimindan agiktir.
(e2) d,(2,3)=d,(32), d,(2,4)=d,(4,2), d,(3,4)=d,(43) oldugundan

dy(£6,m) =dy (7, )

d, fonksiyonunun tanimindan agiktir.
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(e3)

1.durum:

dir.

2.durum:

dir.

3.durum:

dir.

4.durum;

dir.

5.durum:

dir.

6.durum:

dir.

7.durum:

dir.

u=2,n=2,0=2 olsun.

dg(,u,n)=O=6[O+0]SH(y,n)[dg(,u,a)+d9(a,77)]

u=2,n=2,0=3olsun.

dy (1,17) =0<6[30+30]=6(1,7)[ dy (11.0)+d, (o) ]

u=2,n=2,0=4 olsun.

d, (1,17) =0<6[200+200]=0(11,7)[ d, (11,0)+d,(c.77) ]

u=2,n=30=2 olsun.

d, (1,17)=30<7[0+30]=0(1.7)| d,(11,0)+d, (o.17) ]

u=2,n=3,0=3 olsun.

d, (1,17)=30<7[30+0]=0(1.7)[ dy(11,0)+d, (o.77) ]

u=2,n=3,0=4 olsun.

d, (1,17) =30<7[200+2000] = O(1,7)| d, (11,0) +d, (o.77) |

u=2,n=4,0=2 olsun.

d, (1,17) =200 <8[0+200] = O(1,7)[ dy (1.0) +d, (0,7) ]
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8.durum: u=2,n7=4,0=3 olsun.

d, (,17) =200 <8[30+2000] = O(1,7)[ dy (11.0) +dy (o) |
dir.

9.durum: u=2,n=4,0=4 olsun.

d, (,17)=200<8[200+0] =0 (1,7)[ dy (11.0) +dy(c77) ]
dir.
10.durum: x4 =3,7n=2,0=2 olsun.

d, (1,17)=30<7[30+0]=0(1.,n)| d,(11,0)+d, (o.17) ]
dir.
11.durum: x4 =3,7=2,0=3 olsun.

d, (1,17)=30<7[0+30]=0(1.7)[ dy (11,0)+d, (0,77) ]
dir.
12.durum: p=3,7=2,0 =4 olsun.

d, (u,17) =30<7[2000+200] = O(1,7)| d, (11,0)+d, (o.77) |

dir.
13.durum: 4 =3,7=3,0 =2 olsun.

dg(u,ﬂ):0S8[30+30]:0(/J,n)[d9(u,a)+d9(a,n)]

dir.
14.durum: ¢ =3,7=3,0 =3 olsun.

d,(1,m7)=0<8[0+0]= H(u,n)[dg(y,a)+dg(a,nﬂ
dir.

15.durum: x4 =3,7=3,0 =4 olsun.
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dir.

16.durum:

dir.

17.durum:

dir.

18.durum:

dir.

19.durum:

dir.

20.durum:

dir.

21.durum:

dir.

22.durum:

d, (,17) =0<8[2000+2000] = O(1,7)[ dy (11.0) +d, (o) |

u=3n=4,0=2 olsun.

d, (1,17) =2000 < 9[30+200] = O(1,7)[ dy (11,0) +d, (0,77) |

u=3,n=4,0=3 olsun.

d, (1,17) =2000<9[0+2000] = O(1,7)[ d, (11,0)+d, (o.7) ]

u=3,n=4,0=4 olsun.

d, (1,17) =2000<9[2000+0] = 0(1,7)[ d, (11,0)+d, (o.7) ]

u=4,n=2,0=2 olsun.

d, (1,17)=200<8[200+0]=6(1,7)[ dy (1.0) +d,(c,7)]

u=4,n=2,0=3 olsun.

d, (4,17) =200 <8[2000+30] = 0(1,7)[ dy (11.0) +d,(om) ]

u=4,n=2,0=4 olsun.

d,(1,17)=200<8[0+200]=60(1,7)[ dy (1.0) +d,(o,7) ]

u=4,n=3,0=2 olsun.

d, (,17) =2000 <9[200+30] = O(14,7)[ dy (11,0) +d, (0,77) |
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dir.
23.durum: pg=4,n7=3,0=3 olsun.
d, (1,17) =2000<9[2000+0] = O(1,7)[ d, (11,0)+d, (o.7) ]
dir.
24.durum: p=4,n=3,0 =4 olsun.
d, (,17) = 2000 < 9[200+200] = O(1,7)[ dy (11.0) +d, (o7 ]

dir.

25.durum: py=4,n=4,0=2 olsun.

d, (,17) =0<10[200+200] = 6(,77)| dy (1.0) +dy(0.77) ]
dir.
26.durum: pg=4,n=4,0=23 olsun.

d, (u,17) =0<10[2000+2000] = O( 1, 7)| d, (11,0) +d, (o,77) |
dir.

27.durum: y=4,n=4,0=4 olsun.

de(,u,n):OSlo[O+O]:H(y,n)[dg(ﬂ,o)ere(a,n)]

dir. Her durumda tgiincii sart saglandigindan d, fonksiyonu genisletilmis b—

metriktir.

Ornek 2.3.7. [62] W ={-11,2} olsun. 8:W xW —[L o) ve d,:WxW —[0,)

fonksiyonlar1
O(um) =|ul+n,

d,(2.2)=d,(11)=d,(-1-1)=0,

dy(L2)=d,(2.1)=

N[~
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dy(L-1)=d,(-11)=d,(2-1)=d,(-12)=

Wl

olarak tanimlansin. (W, d 9) genisletilmis b —metrik uzaydir. Vu,77,6 €W igin

(e1)
dy(m)=0=u=n

d, fonksiyonunun tanimindan goriiliir.
(e2)
dy (1.17)=d, (7. 11)

oldugu d, fonksiyonunun tanimindan agiktr.

(e3)

1.durum: u=-1,7=-1,0=-1 olsun.

dg(,u,n):0:2[0+0]S@(,u,n)[dg(,u,a)+d9(a,n)]

dir.

2.durum: u=-1,n7=-10=1 olsun.

de(ﬂ,n)ZOS2E+ﬂ=9(u,n)[de(ﬂ,0)+de(aﬂ7)]

dir.

3.durum: y=-1,n=-1,0=2 olsun.

de(ﬂ,n)ZOS2E+ﬂ=9(u,n)[de(ﬂ,0)+de(aﬂ7)]

dir.

4.durum: pu=-1,7n=10=-1 olsun.

d, (re.7) =%s 2[0%} = e(ﬂaﬂ)[de(ﬂ10)+de(a’n)]
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dir.

5.durum: g=-1n7=10=1 olsun.

dy () =5 52| 3 +0 | =0 1:7)+4,(021)]

dir.

6.durum: x=-1,n7=10=2 olsun.

S2[%+%}29(/1,77)[(19(/1’0_)"‘(19(0’77)]

dir.

7.durum: g=-1,n7=2,0=-1 olsun.

d, (1) %g[oﬂ =0(u.m)[d, (11.0)+d, (o,1)]

dir.

8.durum: y=-1n7=2,0=1olsun.

da(,,,,;;):%33[0+ﬂ:0(ﬂ,n)[da(ﬂ10)+de(0ﬂ7)]

dir.

9.durum: u=-1Ln=2,0=2 olsun.

dy(26,m)= S3E+0}=9(ﬂ,ﬂ)[da(ﬂ,0)+da(0ﬂ7)]

Wl

dir.

10.durum: x=1,7=-1,0=-1 olsun.

gzEm}=e(ﬂ,n)[d9(ﬂ,a)+d9(0,n)]

dir.

11.durum: x=1,7=-1,0=1 olsun.
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dir.

12.durum: x4 =1,n7=-10=2 olsun.

dg(,u,n)=%S2{%+%:|=9(ﬂ’77)[d9(ﬂ"7)+d9(0-’77ﬂ

dir.

13.durum: x=1,7=10=-1 olsun.

de(ﬂ,n):os2E+ﬂ=9(u,n)[de(ﬂ,a)+de(an)]

dir.

14.durum: x=1,n7=10=1 olsun.

d,(1,m)=0<2[0+0] =49(y,77)[d9(/1,0)+d9(6,77)]
dir.

15.durum: x4=1,7=10=2 olsun.

dy () =022 343 | ~0un)[d, (m0) +d, ()]

dir.

16.durum: x4 =1,1n7=2,0=-1 olsun.

1

dg(,u,n) 2%33{5‘*%} = 9(/1,77)[0'9 (/1,0‘)+d9((7,77):|

dir.

17.durum: x=1,n7=2,0=1 olsun.

dy(2677) =

N| -

< 3{0%} =0(u,n)[dy(1,0)+d,(0,17)]

dir.
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18.durum:

dir.

19.durum:

dir.

20.durum:

dir.

21.durum:

dir.

22.durum:

dir.

23.durum:

dir.

24 .durum:

u=1n=2,0=2 olsun.

N~

dy(2e17)= >

S3|:1+O:|=9(,U,77)|:dg(,u’0)+d9(0’77):|

u=2,n=-10=-1olsun.

1 1
dg(ﬂ,ﬂ):§S3[§+0

u=2,n=-10=1olsun.

1 11
dg(ﬂ,ﬂ)zéss[z‘f—g

u=2,n=-10=2 olsun.

§3[0+1

Wl

dy(wm)=

u=2,n=10=-1olsun.

1 1
de(ﬂ,n):§S3[§+§

u=2,n=10=1 olsun.

d, (1) = S3F+O

3

N |-

u=2,n=1L0=2 olsun.

:| = H(ﬂ,ﬂ)[da(ﬂia)eré’(o-’n)]

} =0(un) dy(1,0)+d,(001)]

3}=9(u,n)[da(ﬂ~0)+de(‘7f’7)]

1:| = Q(ﬂ’ﬂ)[da(ﬂ’J)erg(G’n):l

} = H(ﬂ,ﬂ)[de(ﬂf ‘7)+d9(0’77)]
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dir.

25.durum: pu=2,n=2,0=-1 olsun.
da(u,ﬂ)=0S4[%%}=6’(ﬂ’77)[de(u10)+de(0ﬂ7)]
dir.
26.durum: p=2,n=2,0=1 olsun.
dy () =024 343 | ~0un)[d, (m0) +, ()]

dir.

27.durum: pu=2,n=2,0=2 olsun.

dg(,u,n)=OS4[O+0]=49(y,77)[d9(/1,0)+d9(6,77)]

dir. Her durumda tgiincii sart saglandigindan d, fonksiyonu genisletilmis b—

metriktir.

Ornek 23.8. [103] &>0 sabit olsun. W=N,={0,12..} olmak iizere

d, ;W xW — [1,00) fonksiyonu
d,(01)=1, d,(0,m)=1+¢,m>2

d,(Lm)==, de(n,m):%+%,n22, d,(n,n)=0,

S|+

ve W:W xW — [1,00) fonksiyonu

1 m =0 veya n =0 veya ikisi birden sifir ise

w(n,m)= 1+1+1 m,n=0 ise
n m

olarak tanimlansin. (W, d 9) genisletilmis b —metrik uzaydir.
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(e1) d, fonksiyonunun tanimindan
m=n<d,(n,m)=0
saglanir.
(e2) d, fonksiyonunun tanimindan simetri 8zelligi saglanr.
(€3)
1.durum: m=n=Kk olsun.
d,(m,n)=0<1[0+0]=w(m,n)[d,(m,k)+d,(k,n)]
dir.

2.durum: m=n=k, k=>2olsun.

1 1 11

de(m,n)=031{E+E+E+ﬂ=w(m,n)[d9(m,k)+dg(k,n)]

dir.

3.durum: m=n=k, n>2olsun.

dg(m,n):%+%s(1+%+%j[dg(m,k)+%+ﬂ:w(m,n)[dg(m,k)mg(k,n)]

dir. d, (m, k) i¢in hangi durum yazilirsa yazilsin esitsizlik saglanir.

4.durum: m=0,n=1k >2 olsun.
de(m,n)zlgl{uﬁﬂ:w(m,n)[de(m,k)mg(k,n)]

dir.

5.durum: m=2,n=0,k >2 olsun.
dg(m,n)=(1+g)£1{£+%+1+g}:W(m,n)[dg(m,k)+d9(k,n)]

m

dir.
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6.durum: m=0,n>2,k =0 olsun.
d,(m,n)=(1+&)<1[0+1+&]=w(m,n)[d,(m,k)+d,(k,n)]
dir. Ug sart da saglandigindan (W, dg) genisletilmis b—metrik uzaydir.

Tamim 2.3.9. [103] (W,d,) herhangi bir genisletilmis b—metrik uzay olmak tzere,

Bg(,u,g):{n cW :dg(y,n)<g,g>0}

bigiminde tanimlanan kiimeye ¢ €W merkezli, & >0 yarigapli agik yuvar denir. 6 —

acik yuvarlarmin ailesi, {Be ( y7 6‘) cueW, e> 0} *dir.

(W,d,) genisletilmis b—metrik uzayinda {Bg (t,6): peW,e> O} baz1 ile W

uzerinde uretilen topoloji z, ile gosterilir.

Ba[,u,g]:{n eW :dg(,u,n)ﬁg,g>0}

bigiminde tanimlanan kiimeye g €W merkezli, £ >0 yarigapl kapali yuvar denir.

Ornek 2.3.10. S=[0,%) olsun. &,:SxS —[0,00) fonksiyonu S, ()= (u—nY
olarak ve W:SxS —>[1,00) fonksiyonu w( z,77) =3+ 217+6 olarak tanimlansin. Bu
durumda, (S,5,) bir genisletilmis metrik uzay i¢in agik yuvari
B,(ar)={nes:s, (a 77)<r}

{neS —n) < r}

{7]68 f<a 77<\f}

{nes a-— \/_<77<a+\/_}

=(a—r,a+r)

olarak tanimlidir.
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Ornek 2.3.11. S=[0,1], w:SxS —[L,x), W(,u,ry)z%ﬂ' ve W(0,0)zg olsun.
HAT

1 .
— wu,ne(01),u#nise
0y (#a,) =1 M1 (01

0 wnel01],u=nise
1
59(77,0):59(0,77):;,776(0,1)

icin W ve 6, fonksiyonlari tanimlansi. Bu durumda (8,59) genisletilmis b—metrik
uzayinda B, (&)= {77 eS:6,(mn)< g} icin:
i) asagidaki ifade her zaman saglanir:

unel01] ve u=n ise, 5,(u,n)=0<e

dir.
i)
. 1 1
une(01] ve p=n ise, 5,(un)=—<e=n>—
un e
dir.
i)

1=0,7€(0,1) ise, 59(;1,77):£<g:77>l
n £

dir. Buradan

[0.1], wne[01], u=n ise
B, (11.¢) = [i } wne(0] u=n ise
Glj 1=0,17¢€(0,1) ise

bulunur.
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Tanim 2.3.12. [103] (W,dg) herhangi bir genisletilmis b—metrik uzay olsun.

1) {,un}neN cW birdiziolsun. €W olmak iizere, eger £ >0 sayisina karsilik
vnxn, igin d,(u,, u)<e olacak bicimde nyeN varsa {4} . dizisi u

noktasina yakinsaktir denir.
2) Eger her £>0 sayisina karsihk Vnm>n, icin  d,(u, 1,)<é olacak

bicimde n, e N varsa {4, } ., dizisine W tzerinde bir Cauchy dizisi denir.

ne

3) Eger W uzerinde her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsak ise
(W,dg) uzay1 genisletilmis b —metrik uzayi tamdir.

4) (W,d,) ve (Q,d,,) iki genisletilmis b—metrik uzay ve T :W — Q herhangi
bir fonksiyon olsun. x4, eW olmak lzere her & >0 igin

Ao (11, 19) <= o (T, T ) <
kosulunu saglayan bir & >0 sayis1 varsa T fonksiyonu g, eW noktasinda

streklidir denir. T fonksiyonu W kumesindeki her noktada strekli ise T
fonksiyonuna W (zerinde sireklidir denir.

Tamim 2.3.13. [103] (W,d, ) herhangi bir genisletilmis b—metrik uzay olsun.

1) Eger herhangi a € A igin, Be(a, I’) c A olacak sekilde r >0 bulunuyorsa AcW

kiimesi a¢ik kiimedir.

2) Eger herhangi {,un} y dizisi VneN icin lim g, = u ve {un} B iken 4eB

ne ne
ise BcW kapali kiimedir.
Tamim 2.3.14. [103] AcW kiimesi aciktir <> A' =W — A kiimesi kapalidir.
Onerme 2.3.15. [103] (W,de) herhangi bir genisletilmis b —metrik uzay olsun. Eger

d, herhangi a eW igin bir degiskene gore siirekli ve r >0 ise

1) B, (a, r) acik yuvari agik kiimedir.
2) B, [a, I’] kapali yuvari kapali kiimedir.
Ispat :
1) (Be(a,r))t kiimesinin kapali oldugunu gostermek yeterlidir. !]im o=
olacak bicimde {1}, =(By(a, r))t bir dizi olsun.
de(,u,a)zlimdg(yn,a)zr olup buradan ,ue(Bé,(a,r))t olur ki, bu da
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(Bg(a,l’))t kiimesinin kapali oldugunu gosterir. Dolayisiyla Bg(a,r) acik
kumedir.
2) {t}, . <ByJar] ve limuy =xu olsun. d,(ma)=limd,(x,a)<r
oldugundan u e Bg[,u, a] olur ki, Bg[a,r] klimesinin kapali oldugu anlagilir.
Uyan 2.3.16. [103] (W,b) b —metrik uzayinda

1) b—metrik fonksiyonu her durumda siirekli olmak zorunda degildir,

2) b—metrik uzayinda her agik yuvar agik kiime olmak zorunda degildir,

ifadeleri genisletilmis b—metrik i¢in de dogrudur.
Ornek 2.3.17. [103] &> 0 sabit say1 olsun. W =N; ={0,1,2,...} olmak Uzere
d, :W xW —>[100) fonksiyonu

d,(0,2)=1, d,(0,m)=1+¢,m>2

d,(Lm)==, dg(n,m):%+%,n22, d,(n,n)=0

1
m

ve W:W xW —[1,00) fonksiyonu

1, m =0 veya n =0 veya ikisi birden sifir ise
w(n,m)= i
( ) 1+1+£, mn=0 ise
n m

olarak tanimlansin. (W,dg) genisletilmis b—metrik uzaydir. Bu metrige gore agik

yuvarlar igin

Bg(o,1+§j ={77 eW :d,(0,7) <1+§} -{0,1},
B,(Lr)={neW:d,(Ln)<r,r>0}={1,23..]
dir. 1689(0,14-%} oldugundan Vr >0 icin B,(Lr)e Bg(o,ugj saglanir. Bu

durumda B, (0,1+ gj acik yuvart agik kiime degildir.
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Ornek 2.3.18. S=[0,1], w:SxS —[1,x), W(ﬂ,n)z%ﬂ' ve W(0,0)zg olsun.
H+n

1 i
—, une(0l,u#n ise
Sy (#:17) =1 11 (o1

0, wne[0l],u=n Iise
1
59(77,0):59(0,77):;,ne(O,l)

icin W ve o, fonksiyonlar1 verilsin. (8,59) genisletilmis b—metrik uzaydir. Bu

uzaydaki, (1) = (niﬂj dizisi igin mniﬂ ~0eS saglan.

Genigletilmis b—metrik uzayda sureklilik icin limg =g olmak Uzere
n—o0

!]im 8, (1,,a)=35,(u,a) olmalidur.
a—E secilirse
- 2 g y

Iimag(%l,%j: Iim%: lim2n+2=oo

N—o0

ve

olur ancak 2o ’dir. Dolayisiyla, genisletilmis b—metrik fonksiyonu her zaman

stirekli degildir.
Onerme 2.3.19. [103] (W,d,) genisletilmis b—metrik uzay olsun. Eger d,
degiskenlerden birine gore strekli ise diger degiskene gore de siireklidir.

Ispat : Genelligi bozmadan, d, fonksiyonu ilk degiskenine gore stirekli olsun.

Herhangi x €W igin eger limz, =7 ise bu durumda
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limd, (1,7,)=1limd, (17, ) =d, (17, 1) = d, (11.17)

n—

saglanir.

Onerme 2.3.20. [100] (W, dg) genisletilmis b —metrik uzay olsun. Eger genisletilmis

b —metrik fonksiyonu siirekli ise, yakinsak her dizinin bir tek limit noktas1 vardir.

Onerme 2.3.21. Herhangi bir b—metrik uzay Hausdorff uzay1 oldugundan bu uzaym

bir genellemesi olan genisletilmis b —metrik uzay da Hausdoff uzayidir.

2.4. Asimetrik (Quasi) Metrik Uzaylar ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

Asimetrik metrik kavrami ilk olarak 1931 yilinda W. A. Wilson [107] tarafindan
tanimland1. Asimetrik metrik yapist ile ilgili literatiirde bir¢cok ¢alisma yer almaktadir
[108-116].

Asimetrik metrik uzay da kismi metrik uzay gibi sadece matematik alaninda degil
bilgisayar bilimi, biyoloji, madde bilimi gibi bir¢ok alanda arastirma konusu olmustur.
Ornegin, DNA dizilimleri arasindaki uzakliklari 8lgmek igin asimetrik metrik kavrami
kullanilmistir. Simetri 6zelliginin olmamast gunlik hayatta bircok durumda ortaya
¢ikan asimetrik metrik 6rneklerinde gorilebilir. Ornegin, caddelerin tek yonlii galistigt
bir sehirde belli bir A noktasindan belli bir B noktasina giden yol ile belli bir B
noktasindan belli bir A noktasina giden yol farkli olacagindan bdyle bir sehirde iki yer

arasindaki tanimlanan uzaklik bir asimetrik metrik fonksiyonu olusturur [108-116].

Asimetrik metrik fonksiyonu metrik fonksiyonundan farkli olarak simetri 6zelligine
sahip olmadigindan metrikteki yakinsaklik, Cauchy dizisi gibi bir ¢ok kavram farkli

yaklasimlarla incelenir.

Tanmm 2.4.1. [107] W = O bir kiime ve q:W xW — R" bir doniisiim olsun. Eger

Yu,n,o0eW igin q donisimi

(a1) q(u,u)=0

(a2) q(un)<a(mo)+a(o.n)
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sartlarin1 sagliyorsa  doniisimiine W iizerinde asimetrik yari metrik adi verilir ve
(W,q) ikilisine de asimetrik yar1 metrik uzay denir. Eger q doniisiimii
(93) a(mn)=a(mu)=0=>u=n

sartin1 da sagliyorsa bir asimetrik metrik adi1 verilir ve (W,q) ikilisine de asimetrik

metrik uzay denir. Bir asimetrik metrik,
(94) a(un)=0=u=n
Ozelligini sagliyorsa, Q doniisiimiine T, —asimetrik metrik ad1 verilir.

Tamm 2.4.2. [108]

q(n)=q(n,u)

ile tanimh (i ‘W xW — R" doniigiimii de W {izerinde asimetrik (yar1) metriktir ve ¢

fonksiyonunun eslenik asimetrik (yar1) metrigi olarak adlandirilir. Vu,7,0 €W igin

o () =maxa(sa). o)

doniistimii bir (yar1) metriktir. Bu fonksiyonlar icin

q(mn)<a (um)
a(un)<q° (1)
oldugu aciktir.
Uyan 2.4.3. Her metrik asimetrik metriktir, fakat tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.4.4. [109] W =R olsun. ¢:W xW —[0,o) fonksiyonu & >0 ve Vu,n e R

icin

| ommw p<n ise
9(sm)= a(pu—n), u>n ise

olarak tamimlansin. q fonksiyonu W {zerinde asimetrik metriktir.
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(o1) VueR icin q(u pu)=p—pu=0"dr.
(92) Yu,neR igin
q(n)=0=u<n,
q(7,4)=0=>n<pu
ve u,ne€R oldugundan p<n,n < p=n=pu saglani.
(93) Vu,7,0 R olsun.
i) <7 saglansin.
p<n<oigin, q(un)=n-u<o-u+a(c-n)=q(x,c)+a(on)
o<u<nigin, q(un)=n-u<a(u-o)+rn-o=q(x,0)+q(on)

bulunur.

ii) 77 < 1 saglansm.
p=o icin q(un)=a.(u-n)<0+a(c-n)=q(xc)+a(o,n)
o=n icin q(un)=a(u-n)<a(u-o)+0=0(uoc)+d(on)
olur.
[#0 Ve o %17 igin,
o<n<u=q(mn)=a(u-n)<a(u-o)+n-oc=0q(uo)+q(c.n),
n<o<u=dq(mn)=a(u-n)<a(u-o)+a(oc-n)=q(u.c)+d(o.n),
n<p<o=q(mn)=a(u-n)<o-u+a(oc-n)=q(uoc)+q(c.n)

olur. U¢ sart da saglandigindan ¢ asimetrik metriktir. Ancak simetri 6zelligi

saglanmadigindan, q metrik degildir. Ornegin, #=17=3€eR icin, q (ZL 3) =2 ve
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q(31)=2a olup, a>0 oldugundan 2#2¢’dir. Dolayisiyla simetri ozelligi

saglanmaz.

Ornek 2.4.5. W =R olsun. Asagidaki gibi tanimlanan ¢ fonksiyonu W {izerinde bir

asimetrik metriktir ancak metrik degildir.

0, wu<n Iise
p=mn, p>n ise

q(ﬂ,n)={

(ql) VYueR igin 4 < u oldugundan q(,u,,u):O’dm

(92) Vu,neR igin d(un)=0=>u<n ve q(nu)=0=>n<p dr. u<n ve

1 < i oldugundan g =n ’dir. Yani, q(y,n) = q(n, ,u) =0= u=n saglanir.

(q3) Yu,n,oeR olsun.

1) u<n igin
G<,uS77:>q(,u,n):0S0=q(,u,0')+0:,u—a,
p<o<n=q(un)=0<c-u+n-oc=n-u
dir.
i) < olsun.

= u=0 yada o=n ise,

q(un)<a(uo)+q(o.n) q(un)<a(u0)+q(o.n)
u—-n<0+o-n ve u—-n<u—-o+0
)75y o<n
saglanir.

= u#o ve o#n olsun.
o<n<u=q(un)<q(mo)+q(o.n)=>u-n<u-oc+0=0<r,
n<o<pu=q(wn)<q(wo)+q(on)=pu-n<u-o+o-n=0<0,

n<u<o=q(uwn)<q(mo)+a(on)=>u-n<0+oc-n=>pu<o
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saglanir. Boylece (q3) sart1 saglanmus olur. Ug sart da saglandigindan g, R Uzerinde

bir asimetrik metriktir. Ancak metrik degildir. Ciinkii simetri 6zelligi saglanmaz.
25eR icin q(25)=0 ve q(52)=3 oldugundan, q(2,5)#q(5,2) bulunur.

Simetri sart1 saglanmadigindan g metrik degildir.
Ornek 2.4.6. 4 :RxR — R fonksiyonu

. 0, n<u ise
(o) =atna)={ O, T
olarak tanimlansin. q" fonksiyonu R (izerinde asimetrik metriktir.

(gl) VueR icin u <y oldugundan g (x, 4)=0"dur.

(92) VYuneR icin q (un)=0=>n<u ve q (nu)=0=pu<n’dr. u<n ve

n < u oldugundan g =7 dir. Yani, q° (,u,n) = q*(n,,u) =0= u=n saglanir.

(a3) Vu,m,0€R olsun.

1) 7 < uigin

n<u<o=q (un)=0<q (n,0)+0=0-pu
Ve

n<o<u=q (un)=0<u-c+o-n=u-n
olur.
i) < olsun.

= u=0 yada o= ise,

4 (un)<d (mo)+d (om)  d(un)<d(umo)+d (om)
0<0+0 0<0+0

saglanir.

= u#o ve o#n olsun.
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o<n<pu=q (un)<q (uo)+q (o,n)=0<0+n-c=0<n,

n<o<pu=q (un)<q (uo)+q (o,n)=0<0+0=0<0,

n<u<o=q (un)<q(uo)+q (on)=>0<c-u+0=pu<o

dir. Boylece (q3) sart1 saglanmis olur. Ug sart da saglandigindan g fonksiyonu R

Uzerinde bir asimetrik metriktir.

o° (1.7) =max{q(u,n),q (7)) = max{p—n,0,— u} =|u—7|
olur ki
o (wm)=|p—1|
aligilmug metrik fonksiyondur.

Ornek 2.4.7. W = bir kime, q(,7) ve q (,7) asimetrik metrikler olmak tizere

a(en) =%[Q(ﬂ,f7),q*(ﬂﬂ7)}

fonksiyonu W (zerinde bir metriktir.

(d1) Vu,neW(u=n) igin q(wun) ve q (un) asimetrik metrik oldugundan
pozitif tanimlidir. Dolayisiyla,

d () =2 (s0m). 8" (1) >0

elde edilir.
(d2)

=) q(u7)=0 olsun,

Q(/w)=%[q(ﬂ,n),q*(u,n)]=0

dir. Bu ise q(,u,n) =0, q*(y,n) =0 olmasim gerektirir. Yani,
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q(un)=0=q (u,n)=a(mu)=>u=n
bulunur.

<) p=n olsun.

a(u.n) =%[Q(Mf7),q*(ﬂ,ﬂ)]
=%[Q(M)1Q(ﬂ,ﬂ)]

=%[Q(u,u),<1(u,u)]
-0

dir.

(d3) Vu,meW icin

a(u.n) =%[q(u,f7),q*(u,n)] =%[Q(Mﬂ)ﬂ(’7aﬂ)]
=%[Q(n,ﬂ)ﬂ(ﬂ,n)l
=%[q(n,ﬂ),q*(n,ﬂ)]

=q(n, 1)

saglanir.

(d4) Yu,n,oeW igin q(,u,n) ve q*(,u,n) asimetrik metrik olduklarindan ¢gen

esitsizligi saglanir.

a(n).9" ()]
q(m.0)+a(e.n).q (n.0)+q (o.)]
0),0"(10)} +{a(on).q (on)} |
A(1.0).9 (w0) ]+ [a(on).a (o.n)]

a(n)=

NI N
1

IA

IA
N R N

1 ]
=
=
Q

|
3

A(u.0)+q(on)
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olur. Boylece tiggen esitsizligi de saglanir. Dort sart da saglandigindan (_q fonksiyonu

W {izerinde bir metriktir.

Ornek 2.4.8. [110] W =[0,1] ve asagidaki sekilde tanimlanan ¢:W xW —R*

fonksiyonu verilsin:

Q(/H?)Z n—u, ﬂ377 ise
’ 1L, u>n ise

q fonksiyonu asimetrik metriktir ve T, —asimetrik metriktir.
(g1) VueW icin q(u, u)=p—u=0dr.
(92) Yu,;meW igin

q(n)=0=u<n,

A(nm.u)=0=n<u
dir. 1,7 €W oldugundan, p<n,n<u=n=u saglanir.

(a3) w,1,0 €W olsun.

i)
p<n<oicin q(umn)=n-pu<o-u+l=q(u,0c)+q(c.n)
dir,
i)
p<o<nigin q(un)=n-u<o-u+n-o=q(uoc)+q(o,n)
dir,
i)
o<n<uicin q(xn)=1<l+n-o=q(x0)+d(o,n)

dir,
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o<u<nigin q(un)=n-u<l+n-o=q(u,0)+q(on)

n<u<oigin q(un)=n-u<o-u+l=q(y,0)+q(o.n)
dir.
Vi)
n<o<picin q(u,n)=1<1+1=q(u,0)+q(o.n)
dir. Her durumda esitsizlik saglandigindan ¢ fonksiyonu asimetrik metriktir.
(4) a(un)=0=pu=n olmali ki T,—asimetrik metrik  olsun.

q(y,n):0:>77—y=O:>77:u saglanir. Yani, verilen metrik T, —asimetrik

metriktir.

Tamm 2.4.9. [109,111] (W,q) asimetrik metrik uzayinda, €W ve ¢ >0 olmak

Uzere

Bq(,u,g):{n eW :q(y,n)<g}
kiimesine u merkezli ¢ >0 yarigapli agik kiime denir.

B,[1.e]={neW:q(mn)<e}
kiimesine u merkezli & >0 yarigaph kapal kiime denir.

(W,q) asimetrik metrik uzayinda {Bq (y,g):yeW,g>0} bazi ile W (zerinde

tretilen topoloji z, ile gosterilir.

Ornek 2.4.10. W =R olsun. q(z,7)= max{n2 —yz,o} fonksiyonu verilsin. (W, q)

metrik ve asimetrik metrik uzaymda Vg, eW igin

i) M > Uy icin
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Bq(,uo,g)z{,ueW:q(,uo,y)<8,g>0}
:{,u eW :max{,uz—,uOZ,O}<g}
={yeW :yz—,u02<8}

:{,ueW L <g+,uoz}

{
(

={ueW i —Je+u,’ <,u<«/5+,uoz}

i) M < 1 icin Bq(yo,é:):R
kiimeleri agik yuvardir.

Ornek 2.4.11. W =R (zerinde :RxR - R"

_n—u p<nise
q(,u,n)—{ 1, u>nise

asimetrik metrigi tanimlansin. (W : q) T, —asimetrik metrik uzayinda

£<1icin
Bq(,uo,g)z{,ueW:q(yo,,u)<8,8>0}
={ueW :pu—pu, <& 1, < pf
={ueW u<py+e,u,< u
:[ﬂmﬂo"'g)
dir.
g>1icgin

Bq(,uo,g):{,ueW :q(yo,,u)<8,8>0}
{eW 1<g, uy > u}
(—o0, 4ty + )

dir. Bu uzaydaki tim agik yuvarlar {(—oo,a):aeIR} veya {[a,b):a,beR}

seklindedir.

108



Her asimetrik metrik ile tanimli oldugu kiimede bir 7, topolojisi olusturulabilir. Bu
topolojinin bazi {Bq (t.€): ueW,e> O} kiimesidir. Asimetrik metrik uzayda z,, T,
topolojisidir. T, asimetrik metrik uzayda ise z,, T, topolojisidir. {(—oo, a):aeR} ve
{[a,b) ‘a,be R} komsuluklar1 i¢in herhangi farkli iki noktanin ayrik komsuluklari

oldugundan T, topolojisine sahiptir.

Teorem 2.4.12. Herhangi bir asimetrik metrik uzayda z, topolojisi T, dir.

Ispat: p#n iken ueB,(ue) ve neB, (u ) olmak Uzere q(,17)>q(n, 1) icin

q(mn)=a(n, 1)
2

E =

>0 olsun. Bu durumda z,, topolojisi T, dur.

Tersine, 7€ B, (y,g) olsun. Bu durumda, q(u,n) < & saglanir. Buradan,

g ﬂ1n)<Q(ﬂJ7)—Q(T7,ﬂ)

—

q(um)<—=a(nm, 1)

elde edilir. q(,u,77)+q(77,,u)<0 olur bu ise asimetrik metrigin pozitif tanimli
olmastyla gelisir. Dolayisiyla 7€ B, (u,&) kabulii yanhstir. Bu durumda asimetrik

metrigin topolojisi T, *dir.
Uyar 2.4.13. Asimetrik metrik oldugu bilinen metrigin topolojisi T, *dir. Ornegin,

W =R olsun. q( ,u,n) = max{;f — ,uZ,O} olarak tanimlanan Q fonksiyonunun agik

yuvart B (yo,g):(—\/8+y02,\/5+y02) kiimesidir. g metriginin asimetrik metrik

oldugu gosterilirse T, oldugu da sdylenmis olur. Ancak bu komsuluklardan iki farkli
nokta alindiginda birbirini icermeyen komsulugu bulunmadigindan T, topolojisi

degildir.
(g1) Vi eR igin q(,u,,u):max{,uz—,uz,O} =0 dir.

(02) Yu,n €R igin q(z,n7)=0q(n,)=0 olsun.
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A(u)=0=max{n’ —u,0{=0=>n" = ' =>n=-pn=pu,

A(7, 1) =0=> max{s’ 1,0} =0= p/* =1p* = p=—n, =7
oldugundan x=n saglanir.

(q3) Yu,n,oeR icin

A(sn7)=max{n* - u*,0}

=max{n®—

ol +o’—u° O+0}

2 2

<max{n’-o°,0}+max{c” - 1°,0}
{02 ,uZ,O}+ max{r;z —62,0}
=q(u,a)+q a,1)
olur. Ug sart da saglandigindan q fonksiyonu asimetrik metriktir. T, —asimetrik
metrik midir?
A(un)=0=max{n’ - 1*,0}=0=n" =’ > n=—pn=p
oldugundan her zaman =7 olmas: gerekmez. Yani, T —topolojisine sahiptir

denemez.

Asimetrik metrik uzayda yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik kavramlart metrik
uzaydaki tanimlarindan farklidir. I. L. Reilly [112], Y. U. Gaba [113] ve I. Altun [114]

tarafindan bu tanimlar siniflandirilmstir.

Tamm 2.4.14. [112] (W,q) bir asimetrik metrik uzay ve {#,} . bu uzayda bir dizi

olsun. o eW igin
Iimq(a,,un):O
oluyorsa { ,un}neN dizisi o noktasina - yakinsaktir denir.

limg™ (o, ,un)—nllmq(,un, o)=0

N—0

oluyorsa { ,un}neN dizisi o noktasina q —yakinsaktir denir.
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limg®* (,,0)=0

n—oo

oluyorsa { ,un}neN dizisi o noktasina g° —yakinsaktir denir.

Onerme 2.4.15. [112] Bir dizisinin q° —yakinsak olmas: icin gerek ve yeter sart hem

(- yakinsak hem de q — yakinsak olmasidir.

Ornek 2.4.16. W = {% ne N} kiimesi Uzerinde q:W xW — R" fonksiyonu

l, ntek,mgiftven<m ise

1 1) " .
q ~ = 0, n=m ise
1, diger durumlar  ise

asimetrik metriktir. ('u"):£2ij dizisi igin:
n

Iimq(a,,un):O oluyorsa {,un}neN dizisi o noktasina (- yakisaktir.

n—o

lim q(a, Zi] =0 olmasi ancak o = 2—1n olmasiyla miimkiindiir. Ancak, o = zi W
n

n—o0 n

olup, dizinin yakinsamak istedigi nokta uzaya ait olmadigindan { ,un} , dizisi q-

ne

yakinsak degildir.

Ornek 2.4.17. W =R olmak uizere,

q<,u’7): n—H ,USU ise
’ 1, u>n ise

g:RxR—R" asimetrik metrigine gore (ﬂn)=(%) dizisi icin:

limg (o, 1,) =0 oluyorsa {ﬂn}neN dizisi o noktasina (- yakinsaktir.

nN—o0

|im(’.](0',%)=0:>|im1—0'=0:>6=OEW

n—o0 nN—0 n

oldugundan, Q- yakinsaktir.
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Iimq*(a,%):Iimq(%,aj:O:Iimo-—%:O:>o-:OeW

nN— nN—0

1
olur ancak, — <0 olmadigindan
n

Iimq*(a,lj = Iimq(l,aJ =1
n—o n n—o0 n

olur. Dolayisiyla bu asimetrik metrikte { ,un} . dizisi q — yakinsak degildir.

Ornek 2.4.18. W =[0,1) uzerinde q(x,7)=max{n—u,0} olarak tanimlanan q
fonksiyonu asimetrik metriktir. (u”):(niﬂj dizisinin ¢ -yakinsaklik ve ¢ —
yakinsaklik durumlari igin:
(gl) VueW icin
04, 1) =max{u— 1,0} =0
dir.
(92) Yu,meW icin q(un)=q(n,4)=0 olsun.
(1) =0=max{n—u0}=>n-pu=0=pu=1,
q(7,4)=0=max{p—n,0} = u-n=0=>pu=n
dir.

(q3) Yu,n,oeW igin

q( 1) =max {n —u,0}
=max{77—0'+6—,u,0+0}
<max{o — u,0} +max{n—o,0}
=0q(u.0)+a(on)

olur. Ug sart saglandigindan q fonksiyonu asimetrik metriktir.

limg (s, 1,)=0 ise q—yakmsaktr.
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Iimmax{i—y,o}:O:l—,u:O:yzl
N0 n+1
dir. Ancak, u=1¢ [0,1) “dir. Dolayisiyla, { M, }neN q — yakinsak degildir.

limq™ (g, 4,)=0 ise {,un}neN q -yakinsaktir. Yani,

n—

lim” (s, 4,) =lima (4, 1) =0

nN—o0

’dir. Buradan,
N—o0

Iimmax{,u—L,O}:O:,u—1=O:>,u:l
n+1

bulunur. Ancak p=1¢ [0,1) “dir. Dolayisiyla, {,un} q — yakinsak degildir.

neN

Ornek 2.4.19. W =R (izerinde q:W xW — R" fonksiyonu asimetrik metriktir.

b—-a, b>aise
b)= ’ .
9(a.b) { 1, a>bise

(€W olmak tizere (yn)z/,z[lJr%) dizisi icin:

limd (o, 1,)=0 ise {,un}neN q — yakinsaktir.

|im{u(l+%)—a}=0:>,u=0

olup y[l+ %J > 1 oldugundan, { ,un}neN g — yakinsaktir.
limd” (o, ,)=0 ise {,un}neN q° —yakinsaktr.

N—o0

r|1imd*(0,,un)=!1imd(,un,<7)=0
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olup, Iim{a—,u(lJr%j}:Oé,u:o-OIur ki, y>y(l+%} olmasiyla bu esitlik

saglanir. Ancak u < ,u(1+%j oldugundan { ﬂn}neN q —yakmnsak degildir. Ayrica

q — yakinsak olmadigindan, ¢° —yakinsak da degildir.

Uyan 2.4.20. Herhangi bir asimetrik metrik uzayda bir dizinin
i) q-—yakinsak olmas1 " — yakinsak olmasim gerektirmez.

i) g —yakinsak olmas1 - yakinsak olmasini gerektirmez.

iii) g° —yakisak olmas1 hem Q -yakinsak hem de ¢ — yakinsak olmasi demektir.

Tamm 2.4.21. [113-114] (W,q) herhangi bir asimetrik metrik uzay ve {z,}  bu

uzayda bir dizi olsun.
i)Ve>0 icin 3ueW ve Fk eN vardir dyle ki Ym=>k iken q(u, x4, )< e oluyorsa

{4}, dizisine sol g~ Cauchy dizisi denir.

i) Ve >0 icin 3ueW ve Ik eN vardir oyle ki Vm=>k iken q(z,, u)<e& oluyorsa
{1}, dizisine sag q— Cauchy dizisi denir.

iii) V& >0 icin 3k e N vardir yle ki vr,s >k iken q(s,, 4, )<s oluyorsa {u,}
dizisine q— Cauchy dizisi denir.

iv) Ve>0 icin 3keN vardir 6yle ki r>s>k ifadesini saglayan Vr,s icin,

Q( 4. 14,) <& oluyorsa {z,}  dizisine sag K-Cauchy dizisi denir.

v) Ve>0 icin FkeN vardir 8yle ki r>s>k ifadesini saglayan Vr,s igin,

q( 4, 44 )< oluyorsa {4} dizisine sol K-Cauchy dizisi denir.

vi) Eger V¢ >0 sayisina karsilik bir n, € N sayis1 n > n, 6zelligindeki her neN igin

q ( My, ,un) <¢ (9 ( s e, ) < ¢) olacak sekilde bulunabiliyorsa { ,un}neN dizisine zayif

sol ( sag ) K-Cauchy dizisi denir.

114



Ornek 2.4.22. W :[O,l] uzay!1 lizerinde

)0, wu<nq ise
Q(Mﬂ)—{l’ u>n ise

asimetrik metrigi ve

1Jrin, ntek ise

(/un):

ncift ise

_+_’
3 3
dizisi verilsin,

Iimq(,u,,un)zo ise {,un}neN q — yakinsaktir.

n gift ise, limq (,u,% +3—];]j =0, bu esitligin saglanmasi i¢in S% +3—1n olmalidur.

U= % € [O,l] saglar.

n tek ise, limqg (,u, % +2—];1) =0, bu esitligin saglanmasi i¢in u S% +2—ln olmalidir.
1 L
H= > € [0,1] icin saglanir.

limd™ (s, 44,) =0 ise {,un}neN q — yakisaktir.

I . 1 1
n gift ise, !‘mq(%+3_];]1#j =0, bu esitligin saglanmasi i¢in §+§ < u olmaldir.

HE [0,1] igin saglanir.

n tek ise, Iimq(,u,%+2—lnj=0, bu esitligin saglanmasi igin uS%Jrz—ln olmalidir.
HE [O,l] icin saglanir.
q( y7 ,us)<£ esitsizligi I ve S’den birinin tek digerinin ¢ift olma durumunda

saglanmayacagindan sag veya sol K-Cauchy dizisi degildir.
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Ornek 2.4.23. W =[0,1] uzay1 ve

CI(,U77)= H=T], ﬂﬁﬂ ise
’ 1,  u>n ise

ile tanimlanan asimetrik metrik fonksiyonu verilsin. Bu uzayda { ,un} =—— dizisi
n+
tanimlansin.

Iimq(,u,,un)zo ise (- yakisaktir.

limq ,u,i =|im,u—i=0:>,u20’d1r. Ancak ,uZi olmaliydi. ¢=0
N0 n+l) m=" n+l n+1

olmasi halinde bu esitsizlik saglanmaz. Dolayisiyla (—yakinsak degildir. Ayrica sol

q— Cauchy dizisi degildir.

limq™ (g, 4,)=0 ise {ﬂn}neN q — yakisaktir.

n—x

. 1 . 1 . 1
| — | = ——,u|=lim ——-u|=0 =0’dur.
img [,u n+1j |mq( 1 ,uj |m( 1 ,uj = u Ir

n—w nN—o0 n+ n—-o\ N+

ﬁ > 11 =0 oldugundan p=0¢€ [0,1] icin bu dizi q"—yakmsaktir. Ayrica sag (-
+
Cauchy dizisidir.

.. 1 1 1 1
Yr<s icin r+l<s+1=——<—— oldugund =—— ve =—— olu
¢ s+l rep ocueunaan A= M= P

M, > g dir.

1 1 . ,
q(,us,yr)_q(s—ﬂ,r—HJ_l olup r!!ian(ﬂs’/‘r)_l dur.

1 1 1 1 .
- - = lup | 1) =0°dir,
A1) q(r+1’s+1) r+1 s+l P r,!qu(ﬂs ) =07dr

{ ,un}neN sol K-Cauchy dizisi olur. Ancak, sag sol K-Cauchy dizisi degildir.
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Tamm 2.4.24. [114] (W,q) bir asimetrik metrik uzay olsun.

i)

Vi)

vii)

viii)

Eger bu uzaydaki her sol ¢ -Cauchy dizisi sol q— yakinsak (- yakinsak)
ise W uzayina sol q-—dizisel tam uzay denir.

Eger bu uzaydaki her sag (—Cauchy dizisi sag ¢-yakinsak (q —
yakinsak) ise W uzayina sag ¢ — dizisel tam uzay denir.

Eger bu uzaydaki her sol K -Cauchy dizisi sol - yakinsak ( ( — yakinsak)
ise W uzayina sol K -dizisel tam uzay denir.

Eger bu uzaydaki her sag K -Cauchy dizisi sag ( — yakinsak ( ( — yakinsak)
ise W uzayina sag K -dizisel tam uzay denir.

Eger bu uzaydaki her g° —Cauchy dizisi sol (- yakinsak ((— yakinsak)
ise W uzayina q° —dizisel tam uzay denir.

Her sag K -Cauchy dizisi q° —yakinsak ise W uzayina sag Symth dizisel
tam uzay denir.

Her sol K -Cauchy dizisi ° —yakinsak ise W uzayina sol Symth dizisel
tam uzay denir.

Eger her ° —Cauchy dizisi q° —yakinsak ise W uzayina bi tam uzay adi

verilir.

Yani, (W : qs) metrik uzay1 tam uzay ise (W : q) asimetrik metrik uzayina bi tam uzay

adi verilir. (W, q) bi tam asimetrik normlu uzayma bi Banach uzay ad1 verilir.

Onerme 2.4.25. [112-114] (W,q) asimetrik metrik uzay, peW ve {z} . bu

uzayda bir sol K -Cauchy dizisi olsun.

1) Eger { ,un}neN dizisinin u noktasina sol (- yakinsak alt dizisi varsa bu

durumda {,un}neN dizisi u noktasina sol (— yakinsaktir.

2) Eger { ,un}neN dizisinin u noktasina sag - yakinsak alt dizisi varsa bu

durumda { ,un}neN dizisi x4 noktasina sag (— yakinsaktir.
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ispat :
1) {u,} . sol K-Cauchy dizisi ve Lmq(y, 14, )=0 olacak sekilde {15} .
dizisinin bir (4, ) alt dizisi verilsin. £>0 igin n, <m<n olacak sekilde
n, € N secilsin. q(um,yn)<§ dir. n, >n, olacak sekilde k, € N olsun.
vk >k, icin q(y,,unk)<§’d1r. n>n, icin

Q(s ) <0ttty )+ 11, 01,)

FAN
N | ™

+

™
N | ™

saglanir. Yani, { ,un} . M noktasina sol ( -yakinsaktur.

ne

2) {'u”}neN sol K -Cauchy dizisi ve (,unk), 1 €W noktasina sag ( — yakinsak

olan {,un}neN dizisinin alt dizisi olsun. & >0 olmak tizere vk >k,,
q(,unk,,u)<§ olacak sekilde k, € N segilsin. n, eN iken Vn,meN,

N, <mM<n igin q(,um,yn)<g saglansin. N >n, iken n, >n olacak sekilde

k >k, var olsun. Buradan

A2ty 1) < Qo1 )+ 1, 12)

E &€
<<4=
2 2
=

olur. Bu ise, {,un}neN dizisinin, x4 noktasina sag Q- yakinsak olmasi demektir.
Uyan 2.4.26. (W,q) asimetrik metrik uzay olsun.

1) Buuzayda bir dizi
q° Cauchy= sol (sag) K —Cauchy= zayifsol ( sag ) K —Cauchy
= sol (sag ) q— Cauchy’dir.

2) Buuzayda bir dizinin q asimetrik metrigine gore belli bir anlamda sol Cauchy

dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart dizinin ( eslenik asimetrik metrigine gore
ayni anlamda sag Cauchy dizisi olmasidir.

118



3) Bir dizinin g° —Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart hem sol hem de

sag K —Cauchy dizisi olmasidir.
4) Sol q-yakmsak dizi sol q— Cauchy dizisi ve sag (— yakinsak dizi sag (-
Cauchy dizisidir.
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3. KISMi b —METRIiK UZAYLAR VE SABIiT NOKTA TEORISi

Bu boliimiin birinci kisminda kismi (partial) b—metrik uzay yapisi tanitilip bazi
topolojik 6zellikleri incelenmistir. Ikinci boliimiinde ise ¢ —( D, (5 )) daralma sarti

tanimlanarak bu daralma sartin1 saglayan sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Bunlara

bagli olarak bazi sonuglar da elde edilmistir.

3.1. Kismi b—Metrik Uzaylar ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

b —metrik uzay, metrik uzayin bir genellemesi olarak I. A. Bakhtin ve S. Czerwik
tarafindan tanimlanmistir. Kismi metrik uzay ise, noktanin kendine olan uzakligini
metriktekinden farkli distintilerek S. G. Matthews tarafindan 1994 yilinda
tanimlanmigtir. b —metrik ve kismi metrik uzayin ortak ézellikleriyle olusturulan yeni
uzay ise S. Shukla [117] tarafindan tanimlanmistir ve bu yeni tanimlanan uzayda
Banach daralma prensibi ispatlanmigtir. Daha sonra ise bir¢ok arastirmaci bu uzayda
caligmalara devam etmistir [118-127].

Tamm 3.1.1. [110] W #O bir kiime olmak lzere p,:W xW —R" fonksiyonu

Vim0 €W ve s>1 katsayist icin

(pl) u=n< py(up)=p, (1) =0, (m.7),
(Ps2) Py (s 1)< Py (p0m7),

(Ps3) Py (2117)=py (7. 4),

(Ps4) Py (1) <[Py (1,0)+ Py (o) ] Py (0,0)

sartlarini saglarsa p, fonksiyonuna W kiimesinde bir kismi b—metrik, (W, p,)

ikilisine ise kismi b—metrik uzay denir.

Uyan 3.1.2. [118-120] Her b—metrik uzay kismi b—metrik uzaydir. Fakat tersi her

zaman dogru olmayabilir. Yani, her kismi b —metrik uzay b —metrik uzay olmayabilir.

(W : b) b —metrik uzay olsun. Kismi b —metrik uzay midir?



(pbl) =) wu=n olsun. b—metrik ozelliginden b(,u,,u):O ve b(n,n):O
oldugundan b(z, 1) =b(u,n)=b(1n,7) dr.

<) b(,u,,u)zb(,u,n)zb(n,n) olsun. b—metrik  6zelliginden b(,u,y):O

oldugundan b(z,7)=0 olur ki

p=n
saglanir.
(p.2)
b(s, 1) =0<b(p,17)
saglanir.

(p,3) b—metrik dzelliginden

b(ze.m7)=b (11, 1)

saglanir.

(py4) b—metrik  dzelliginden b(y,n)ﬁs[b(,u,a)er(a,n)] ve b(o,0)=0

oldugundan

b(u,nm) < S[b(,u,O')-i-b(O',ﬂ):I—b(O',G)

saglanir.

Dolayisiyla b—metrik, kismi b —metrik olma sartlarini saglar. Ancak kismi b —metrik

b —metrigin 1.aksiyomunu saglamaz.
= =1 olsun. p, (4, 1) =Py (#1)= Py (7.7) oldugu biliniyor fakat bu esitligin 0’a
esit oldugu her zaman sdylenemez.

Her kismi metrik, kismi b—metriktir. Ancak tersi her zaman dogru degildir. s=1

haricinde kismi b —metrik, kismi metrik olmadigindan tersi i¢in genelleme yapilamaz.

Ornek 3.1.3. [117] W =R" olsun. p>1 sabit olmak Uzere p,:W xW —R"

fonksiyonu Vu,n7 €W igin
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By (1) =[mex{p,n} ] +|u—n]’

olarak tanimlansin. p, bir kismi b—metriktir. (W, pb) ikilisi s=2" >1 sabiti ile

kismi b —metrik uzaydir. Ancak b—metrik ve kismi metrik uzay degildir.

(p,l) =) w=n olsun.

p, (11.17) = max{pe,} | +|pe—n|” =[ max {aa, a} "+ = pa]” = pr°
Py (14 1) = max{ e, p} | #|a = | =
p, (7.m) =[max{mn} |+ —nl” =0 = u°

olur. Dolayisiyla,

Py (26,12) = 0y (1.7) = Py (12,17)

elde edilir.
<) Py (#64)= 0y (1617)= Py (7,77) olsun.
P =[max{p,u} " +lu—p" =n° = uP=n=pu=n
bulunur.
(Po2) Py (pap2) =[ max{ e ) ] +pa=pd = p® di.
u<n ise
By (11, 12) = 1° <[t <|m|® +]e—n|” =[ max{pe.} | +|e=n|" = py (12.m)

olur.

H>1 ise

Dy (11, 12) = p1° <[ <|pd” +|—n" =[ max{ge,m} |" +|t—n1|" = p, (0.17)

olur.

(Ps3)

By (1e.m) =[ max{ g} | +|ue—n" =[ max{n, u} |" +n—1* = p, (17, 12)
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bulunur.
(p,4)

Py (se.) =[max {0} " +|pe=n|”
=[max{u+o-on+o-ol| +lu-o+o-q’
<[max{u,o}+max{on} | -max{o,o}" +|u-c+o -1’ ~lo -0
<2*([max{u0}] +[max{o,n} ]’ | -max{o,o}’
+2*(|u=of +|o—n")-|o—of"
=2°([max {0} ] +]u-of +[max{o.n} ] +o -1’
(max{oo)” sio-of
=2°[ p,(1,0)+ By (a.1) |- Py (0,0)
=s[ p,(1.0)+py(0.17) |- Py (0,0)

olur. Dort sart saglandigindan p, kismi b—metriktir. Ancak, x4 =7 icin

Py (ee1) =[ max{ .} |+ | —n|" <[ max (et} |+ | = pf = o?

olur ki burada x degerinin sifir oldugu bilinmediginden p, ( y,n)zO esitligi her

zaman gergeklesmediginden b—metrigin 1.aksiyomu saglanmaz. Dolayisiyla, her

kismi b—metrik, b —metrik degildir.

Ayrica, u=5n=10=4 igin

Po (ﬂ,ﬂ) =57 +4°
P (1,0)=5"+1
p,(o,n)=4°+3°
pb(O',a):4p

olup p=2 igin

Py (16.7) > Py (11.0)+ Py, (0.77)— Py (0, 0)
5P +4P > 5P 1144P 43P —4°
41>35
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olur ki kismi metrigin 4.aksiyomu saglanmadigindan her kismi b —metrik kismi metrik

degildir.
Ornek 3.1.4. [117] W =R" olsun. a>0 bir sabit ve p,:W xW — R* fonksiyonu
Vu,neW igin

Py (44,77) = max{u,n7} +a

olarak tanimlansin. Bu durumda, (W,pb) ikilisi s>1 sabiti ile kismi b—metrik

uzaydir.
(p,l) =) w=n olsun.

Py (4, ) =max{u, u}+a=pu+a
Py (417)=max{pn} +a=max{u u}+a=pu+a
b, (m.m)=max{nn}+a=n+a=u+a

oldugundan,

Py (/Ua ,U) = pb(:u!ﬂ) =Py (77,77)

saglanir.
= pb(ﬂ,/l)= pb(ﬂ,n)= pb(n,n) olsun.

p+a=max{unl+a=n+a=u=n

saglanr.
(Py2)
Py (24, 12) = p+a<max{u,nf+a=p,(un)
saglanir.
(P:3)
Py (44,77) = max{ g, n} +a=max{n, u} +a=p,(n, 1)
saglanir.

125



(P,4)

Py (4,17) = max{u,n} +a
=max{y+o-o,n+o-oj+a+a-a
<max{u,o}+max{o,n}-max{c,o}+a+a—-a
=max{u,c}+a+max{o,n}+a-(max{c,c}+a)
=Py (1.0)+ Py (0.1)- Py (0,0)

Ss[pb(ﬂ’o-)+ pb(a’?)]_ pb(o-fo-)

saglanir. Dort sart da saglandigindan (W, pb) kismi b—metrik uzaydir.

Ornek 3.15. [117] (W,p) kismi metrik uzay olsun. g>1 olmak (izere

p, W xW — R" fonksiyonu

By (1) =] p(se17) |

olarak tanimlansin. (W, pb) ikilisi s=2%" sabitiyle kismi b—metrik uzaydir.
(p,1) =) w=n olsun.

Dy (2t 1) =[ p(1t. ) '
D, () =[ p(em) [ =[ p(1t.12)

o, ()= p(mm)]" =[ p(st.2)]

olup

Py (/Uuu) =Py (M’?) = pb(77’77)

saglanir.

<) pb(,u’ﬂ)= pb(/JJ?): pb(ﬂ,n) olsun.

[p(um) ' =[p(em) ] =[ p(n.1)]

olur ki g>1 oldugundan
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p(u.u)=p(rm)=p(mn)
elde edilir. Kismi metrigin 6zelliginden p =7 saglanir.

(pb2) p kismi metrik ve >1 oldugundan

p(r 1)< p(uen) = (e pt) ] <[ p(ee)]' = Py (100 < py (12.77)
elde edilir.

( Py 3) p kismi metrik oldugundan p( ,u,n) = p(77, ,u) “dir. Dolayisiyla,

Dy (1) =[ p(m) | =[ p(m. 12)]" = 0y (17, 2)

esitligi elde edilir.

( Py 4) P kismi metrik oldugundan p(,u,n) < p(,u, 0') + p(o-,n)— p(g, a) esitsizligi

saglanir.

o () =[ p(m)]' <[ p(r1.0)+ ()= p(00)]"
<[p(wo)+p(em] -[p(e:0)]
<2([p(u.0)] +[p(en)]')-[p(00)]

=s(p,(1.0)+py(0.1)) = Py (0,0)
bulunur. Dort sart da saglandigindan (W, pb) ikilisi kismi b—metrik uzaydir.

Ornek 3.1.6. [117] W ={1,2,3,4} kiimesi Uzerinde

|,u—77|2+max{,u,77}, u#n ise
pb(lM?)= M, u=n=lise
0, u=n=1ise

ile tanimlanan p, \W xW — R fonksiyonu verilsin. (W, p,) ikilisi s=4 sabitiyle
kismi b —metrik uzaydir.
(p,l) =) w=n olsun.

Du=n=L1ise
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Py (14,2) =0, p, (1.1) = Py (11, £) =0, p, (12.17) =0

oldugundan

P (44 2) = P, (£617) = Py (12,77)
bulunur.
i) u=n=1lise

P (44 2) =t Py (£7) = 0y (16, 18) = 14 Py (12,7) =10

oldugundan,

Py (44 2) = P, (£677) = Py (12,77)
elde edilir.

<) (,U’,U): Po (/fl’ﬂ): Po (77,77) olsun. Bu durumda

2
p=lpu—n +max{unt=n=u=n

elde edilir.

(ps2)
p=n=1ise, py(u,pu)=0<0=p,(x,n)
p=n=lise, p, (s p)=pu<p=p,(1t7)

p=n ise, P, (uu)=p<|u—nf +max{un}=p,(1n)

ifadeleri saglanir.

128



(P:3)

lu—n +max{mn}y,  p=n ise
pb(ﬂ,ﬂ)= H, u=n=lise
0, u=n=11Iise

|77—,u|2+max{77,y}, u#n ise

=\ u=n=lise
0, u=n=1ise
=Py (17, 4)
saglantr.
(Py4)

By (40,17) =1 =] +max{ .}
=|,u—0+0—77|2 +max{u+o—-o,n+o—o}
<2*(|lu-of +|o—n[")+ max{u,o} + max{o,n} - max{o, o}
=4lu=of +4lo~1 ~|o~of + max{ o} + max {7} ~max{o, o}
<4lu-of +amax{p,c}+4lo—nf +4maxio,n} (|o - of + max{o,o})
= 4(|u-of +max{u,0})+4{|o ~nf + max{o.n})~(jo - of +max{o.c})
=4(py (1.0))+4(p, (.17)) - By (0.0)
=4[ p, (o) +py(01) ] =Py (0,0)

olur. s >4 igin dort sart da saglandigindan (W, pb) ikilisi kismi b —metrik uzaydir.
Ornek 3.1.7. [117] W =& bir kiime, (W, p) kismi metrik uzay ve $>1 sabiti ile
(W,b) b—metrik uzay olsun. V,7eW igin

Py (1.7) = p(se.m)+b(2.17)

olarak tanimlanan p, :W xW —)[0, oo) fonksiyonu s >1 sabiti ile W Uzerinde kismi

b — metriktir.

(p,l) =) w=n olsun.
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Py (44 12) = P2t 1) +b( 12, 12)
Py (17.7) = p(m.17)+b(17.17) = P (21, 12) +0 (12, 12)
Py (26.1) = P(t17)+b(217) = P (2, 1) +0 (1, 12)

oldugundan

Py (44, 14) = P, (11.17) = Py (17.17)
esitligi elde edilir.
<) Py ()= Py (16.17)=py,(m,77) olsun. Bu durumda,

P(at, ) +b (1, 12) = p(,7) +0(21,m) = p(17.7) +b(7,77)

olur ki buradan

p(st )= p(p117)=p(m.17) ve b(u, 1) =b(p1,1)=b(1.17)
olacagindan p kismi metrik, b fonksiyonu b—metrik oldugundan x =7 saglanir.

(pr) p kismi metrik, b fonksiyonu b —metrik oldugundan

Py (44 1) = (a1, 1) +b (12, 12)

saglanir.

( P, 3) p kismi metrik, b fonksiyonu b —metrik oldugundan

Py (26.1) = p(pt,17)+b(p1,7)

saglanir.

(pb 4) p kismi metrik, b fonksiyonu b —metrik oldugundan
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#.0)+p(o.n)]+s[b(u.0)+b(a.n)]-[ p(c.0)+b(0.5)]
,u,0')+b(,u,0')+ p(0',77)+b(0',77):|—|:p(O‘,O‘)-i—b(O',O'):I
P, (4.0)+ Py (un) |- By (0,0)

saglanir. S sabiti ile (W, pb) ikilisi kismi b —metrik uzaydir.
Ornek 3.1.8. [118] W =[0,) olsun. p, :W xW —[0,) fonksiyonu Vu,neW
icin

p, (1) =[ max{ 1,7} T

olarak tanimlansin. Bu durumda (W, p,) ikilisi s=2 sabiti ile kismi b—metrik

uzaydir.
(p,1) =) w=n olsun.
Py (4 40) =[max{p, 1} ] = 4

Py (£677) =[maX{u,77}]2 :[max{lu,ﬂ}]z =y
Py (1) =[max (.} | =n? = 4

2

dir. Buradan
Py (/Unu) = pb(,uaﬂ) =Py (77’77)
elde edilir.
<) pb(/J’/J)= pb(ﬂ,ﬂ): pb(ﬂ,n) olsun.
e =[max{pn) [ =n* = u=n
dir.
(Py2)
py (10,0) = max{ e, 1} | = 1 <[ max{ue.} | = py (10.1)

saglanir.
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(P:3)

B, (o) =[ max{u,n} ] =[ max{n, 11} T = p, (m, 2)

saglanir.
(Py4)

B, (10.77) = max{p,m} |
=[max{y—o+o,77—a+a}]2

< [max{y,a} + maX{G.ﬂ}—maX{G'U}T
<2 (max{u,0))' +(max (o7}’ | - (max{or, 0}

=2[ p,(1,0)+p,(0:7) |- Py (0,0)
dir. Dort sart da saglandigindan (W, pb) ikilisi kismi b —metrik uzaydir.

Ornek 3.1.9. [118] W =[1,0) olmak iizere Vu,;7 €W icin

Py (1) =|pe—n| +2

ile tammlanan p, :W xW —>[0,oo) fonksiyonu verilsin. s =2 sabitiyle (W, pb) ikilisi

kismi b —metrik uzaydir.

(p,1) =) w=n olsun.

Dy (1, 11) == +2=2
by (s1m) =lp=nf +2=|pu—uf +2=2
D, (7.17)=n—nf +2=2

saglanir. Bu durumda

Py (26, 12) = 0y (1.7) = Py (72,17)

elde edilir.

<) Pyt pt)=py(1.7) = py (17.17) olsun.

Bu durumda
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2=|u-nf +2=2=|u-n|=0=>u=n

elde edilir.
(ps2)

Py (1) =2<|u—nf +2=p, (1.7

saglanir.
(Py3)

Py (1) = | =" +2=|n—pf +2=p, (1, 12)

saglanir.
(Py4)

Py () =|u=n[ +2
=|H—O'+O'_77|2+2
g2(|,u—a|2+|O'—77|2)+2+4+4—4—|0'_G|2
:2(|ﬂ—o‘|2+2+|O'—77|2+2)_(|O__o-|2+2)
<2[p,(0)+py(0.7)]-py(0,0)

elde edilir. Dort sart da saglandigindan (W, pb) ikilisi kismi b —metrik uzaydir.

Ornek 3.1.10. W =(0,1]U{2,3/4,...} olmak iizere q>1igin p, :W xW —>R"

q

11 +1, wne(01],u=n ise
pon

P (14,17) = gmextuar}-minfun} unel{2,34,. . b, u=n ise
1, u=n ise

olarak tanmimlanan fonksiyon s=2%" katsayisi ile kismi b—metriktir. (W, p,) ise

kismi b—metrik uzaydir.

( pbl) 3) M =1 olsun. Bu durumda
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i) 1,17 €(0,1] igin

q

q
+1:‘l_1

MU

+1=1

dir. Buradan
Py (4 12) = Py (117) = Py (12,77)

elde edilir.

ii) 1,m€{2,34,..}igin

pb (ILI 77) _ emax{y,ry}—min{,u,q} _ emax{,u,,u}—min{y,,u} —pHH — eo -1

pb(ﬂ:,u)
Py (7.77)=1

oldugundan

Py (24,12) = 0y (1.7) = Py (72,77)

elde edilir.
<) Py e)= 1y (21.7) =0y (m.77) olsun,
i) ,17€(0,1] igin

11

M7

q

puon

1=1+

saglanir.
ii) 1,n€{2,3,4,..}igin

1= g™t =1 — max { g,y —min{ u,n} = 0= max {g,n} = min{x,n} = u=7
saglanir.

(ps2)

i) u,ne(01], w=n igin
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q

1

pon

Py (,U /U) 1<1+ =Py (,U,U)

saglanir.
i) u,ne{2,34,.}, u#n igin

Dy (14, 1) =1 =€ <@miermnient — (41, 7)

saglanir.

(Py3)
i) u,ne(01], u=n igin

1 1f

Py (417) =1+
(o)=L

saglanir.
i) une {2,3,4,...}, M #T7 igin

P, (’u’ 77) _ emaX{ﬂ,n}—miﬂ{u,n} em ax {77, u}—min{a, u} =p, (77 /U)

saglanir.

(P,4)

i) ,n,0€(01], u#n=o icin

1 1f 1 1 1 1
pb(ﬂJ?)=1+——— =l+‘———+___
M7 U o o 71
q q
cqpon||L A 1 1
H O o n
q q q
<2q{il R 1]1‘£l
H o c n o o

:Zq’l[pb(,u,a)+ pb(G,ﬂ)J_ p,(0,0)
:s[pb(y,()')+ pb(UJ])]— pb(g’o-)

saglanir.
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i) ,u,ne(O,l],y;tn ve (=0 igin

q q q
pb(/l,ﬂ)=1+£—1 Z:I.ﬂ‘i—E -|-:|.—:|.—l—1
Hon o n o o
. q -
<14t L +1—1—‘£—l
o n o o
- q q
<27 1+1—E +1]|:1+ 11 }
o n o o

= 2‘1’1[_pb (.0)+p, (0,77)]_ p,(c.0)
:s[pb(y,0)+ pb(O'J?)]— pb(d'a)

elde edilir.
i) u,0 € (0,1], U #0, =1 icin de benzer durum gecerlidir.
iv) u,noe {2,3,4,...}, U#1N#0 i¢in

max{,u,ry}—min{,u,r]} :max{,u+a—a,77+a—a}—min{y+a—0,77+a—0'}
< max{u,a}+max{a,77}—max{a,o-}
—min{x,o}-min{o,n}+min{o,o}
=max{x,o}—-min{u,c}+max{c,n}-min{oc,n}

~[max{c,c}-min{c,o} |
oldugundan
emax{y,n}—min{,u,ry} S emax{,u,a}—min{a,n} + emax{a,ry}—min{a,n} _emax{a,a}—min{o,o}

elde edilir ki

pb(ﬂ’U)S pb(ﬂao')+ pb(o"ﬂ)_ pb(o'1‘7)
:S[pb(ﬂ’g)-'_ Pb(U,ﬂ)]— pb(61o-)

saglanir.

V) ,u,ne{2,3,4,...} olmak lizere u#n ve g =0 igin

max {z,n} —min{x,n} =max{c,n}—min{o,n}
=0+max{o,n}—min{o,77} -0

oldugundan

136



emax{y,n}—min{y,r]} _ eO + emax{o,n}—min{a,n} _ e0

pb(,u’ﬂ) =1+p, (0'177)_1
<[ (10)+ no ] B (#.0)

elde edilir.
vi) @,0 € {2,3, 4 }, U#0 ve p=n igin de benzer durum gecerlidir.
Dért sart saglandigindan s =2%" katsayisi ile kismi b —metriktir. Ancak, & =7 icin,

P, ( y7 77) =1 oldugundan p, ( y7 77) =0 esitligi gergeklesmediginden b—metrigin

1.aksiyomu saglanmaz. Dolayisiyla, her kismi b—metrik b—metrik degildir.

Ornek 3.1.11. W =N iizerinde asagida tamimlanan p, :W xW —R" fonksiyonu

verilsin.

{57 | .
L U<n ise
Py (117) =

=l +pm
e 2 ., u>n ise

olarak tanimlanan fonksiyon S =4 katsayisi ile kismi b—metriktir. (N , pb) kismi

b —metrik uzaydir.
( pbl) :>),u =7 olsun. Bu durumda
1) u<n igin

maX{\/t—n\,”—;]} maX{\#—#\,”—;”}

Py (21,7)=¢ =e =e”

olur. Buradan da

Py (/Ua ,U) = pb(luyﬂ) =Py (77,77)

elde edilir.
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1) 4 >n icin

olup buradan

elde edilir.

=+ =+ pt

Py (4 12) = Py (11,) =

<) Py (46 )= Py (1.17)= Py (m.77) olsun.

1) #<n igin

saglanir.

1) 4 >nigin

saglanir.

(P,2)

1) £ <n@ igin

olur.

il) ¢ >n igin

el — max{‘”_n"%ﬁ} —¢"

2 :elu

Py (77,77)

ﬂ=ma><{|ﬂ—f7|'”7+"}=n:u=n

lu—nf+uty
e/‘:e 2 :eﬂ
2
p=n +u+n
uebit

Py (1 p)=e"<e

lu—nf+utn

Py (1) =e“<e 2
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olur.

(P:3)
i) u<n icin
Py (26,77) = N L Py (7, 12)
saglanr.
i) u>n icin
poafsan peaera

p(um)=e 2 =e 2 =p(nu

saglanir.

(P,4)

1) #u<o <7 i¢in

max{|,u—77|,ﬂT+n}:max{|,u—a+a—n|,m—a}

2
Smax{|y—a|+|a—n|,&+a—+n—a}
2 2
:max{|y—a|,’UJZFG}+max{|a—77|,67+77}—max{|a—a|,O-;O-}

oldugundan

2

max{\,u—q\,%m} < emax{\,u—a\,'u—;g} N emax{\a_q\,m} max{\a—a\,a;za}
saglanir. Dolayisiyla,

Py (1177) < Py (11.0)+ By (0217) = Py (0,0)
SSI:pb(,U’O')JF pb(G,U)]— p,(o,0)

olup S>1 igin saglanir.
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1) u<n<o i¢in

max{|,u—77|,’uT—H7}=max{|y—a+a—n|,%—a}

IA

+
2 2

=max{|,u—0|,ﬂ;0}+max{|a—77|,o-T+77}—max{|a—a|,O-+O-}

2
2
< max |ﬂ_0|1,u+0'}+|0—77| 2+0+77—max{|6—0|,6;0}

max{ = o |o -], L7 0_“7_0}

oldugundan

2
maxq |u—n|, 221 max] | -0 227 o=l +otn paxl|o o) 70
2 2 2
<e +e 2  -—e

saglanir. Dolayisiyla,

Py (24,77) < Py (1,0)+ pb(o"ﬂ)_ Py(o,0)
Ssl:pb(ﬂ’o-)+ pb(o-’ﬂ)]_ pb(o-’a)

ifadesi S >1igin saglanir.

1) o< pu<n igin

2
U+c a+n_a}

max{|,u—77|,ﬂT+77}=max{|,u—a+a—n|,w—a}

+
2 2

:max{|,u—c7|,’LHZ_O-}+max{|a—77|,O-T+77}—max{|a—a|,O-+O-}

2
2
< |u—o 2+'u+6+max{|a—77|,—o-;_n}—max{|a—a|,O-;O-}

smwﬂu—d+b—ﬂ7

oldugundan

2
max ‘,u—r]‘,’u—m M max ‘a—n‘,a—m max ‘o‘—o“,a—m
2 2 2 2
<e +e —e

saglanir. Dolayisiyla,

Py (.17) < Py (0)+ Py (0,17) - By (0,0)
SSI: Py (ﬂ’ O') + By (0'177)]_ Py (O-’ U)
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dir. s>1 igin saglanir.

1v) 4>o>n igin

|,u—77|2+,u+77=|,u—0+0'—77|2+,u+0'—0'+77_
2 2
B 2 2
< 2| l=ol  |o-7 }+ﬂ+0+0+770_
2 2 2 2

o

2 2 2

B 2 2
<2 \u—o +,u+0'+|0'—77| +G+U}—max{|a—a|,o-+o-}

oldugundan

=r*+p+n lu-of*+uro  |o-nf+oy max{‘a,a‘ 0+0}
) ,
e 2 <2le 2 e 2 —e 2

Py (ﬂ177) < 4[pb (ﬂ10')+ Py (0"77)]_ Py (G’O')
SS[pb(y,o-)+ pb(o"ﬂ)]_ pb(a’a)

ifadesi S =4 igin saglanir.
V) 4>n>0 igin

|,u—77|2+,u+77 _ |,u—0'|2+,u+0'—0'+77_o_
2 2

:|,u—0'|2+,u+0'+o'+77_
2 2

2
< 4ol 2+’u+6+max{|o—n|,—o-;rn}—max{|0'—0'|,O-ero-}

o

oldugundan

i+t luof turo max{\a—ﬂ\,ﬂ} max{\a—cf\,m}
e 2 <e 2 +e 2 2

pb(ﬂ’U)S Py (1.0)+ pb(o-’n)_ Py (0,0)
Ss[pb(,u’o')"' pb(o_'ﬂ)]_ pb(o-’o-)

ifadesi S>1 i¢in saglanir.
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vi) o> u>n igin

2 2

2
< 2{max{|,u0'|,'uga}+|a_77| 2+0+77}max{|00|,6;6}

2 2
—n +u+n _lo-n] 2+‘7+77+2max{|y—a|,&20}—max{|g_g|,‘”‘7}

oldugundan

=+ max{\ﬂfa\,%”} lo=nf'+o+n max{\o-—a\,a—;o—}
e 2 <2e +e 2 —e

Py (,U,T7)§ z[pb (MO')"‘ Py (O'aﬂ):l_ Py (O"O')
< S[pb(,u,O')+ pb(o-’ﬂ):l_ pb(a’a)

ifadesi S =2 i¢in saglanir.
Dort sart saglandigindan S =4 katsayisi ile p, fonksiyonu kismi b —metriktir.

Z. Mustafa ve ark. [118] 2013 yilinda kismi b —metrigin dordiincii sartin1 degistirerek

kismi b—fonksiyonunu yeniden tanimlamslardir.

Tanim 3.1.12. [118] Her V,7 €W i¢in
(P4):

By (107) < 5[ Py (.0) By (021) ~ Bo(0) |+ 222 Py (st + Py (1)

dir.

Onerme 3.1.13. [118] (W,pb) kismi b—metrik uzayr olsun. p, fonksiyonu

Yu,neW igin

dy, (1) =2, (14,1) = Py (14, 12) = 0, (11,77) (3.1)

esitligini saglarsa W (zerinde b—metrik fonksiyonunun 6zelliklerini saglar.

142



(bl) =) w=n olsun.

d, (e.1)=2p, (26.17) = Py (12, 1) = 0, (m1.7)

=2, (44, 1) = Py (8, 1) = Py (18, 12)
-0

bulunur.

<) d, (4n)=0 olsun.

0=d, (£.7)=2p,(117)= Py (1. 2)— 0y (7.7
oldugundan
0= py, (£17) = Py (£620)+ Py (6,77) = Py (12,77)
olur ki kismi b—metrigin  6zelliginden P, (£,7)— P, (1, 1)=0  ve
Py (£6:77)— Py (17,77) > 0 saglanir. Bu nedenle yukaridaki esitlik ancak, ikisinin de sifir

olmastyla miimkiindiir. Yani, p,(z,7)=p,( 1) ve p,(.1)=p,(n,n7) dur.

Py (14, 12) = Py (11.17) = Py (17.17)
olur. Kismi b—metrigin 6zelliginden x =7 saglanir.

(b2) Kismi b—metrigin simetri 6zelliginden

d, (.1)=2p, (1.17)= 0y (2, 12) = P, (17.77)
=2p, (17, )= 0, (1.77) = Py (10, 12)
:dpb(n’lu)

dogrudur.
(b3) Kismi b—metrigin iiggen esitsizligi 6zelliginden
dy, (77)=2p, (1,17) = Py (11, 12) = Py (1.7)
< Z[pb(ﬂ10)+ pb(U,U)— pb(a1a):|_ pb(,uuu)_ pb(77’77)
<2p, (1,0)= Py (16:14) = Py (0,0) +2p, (0.17) = Py (0.0) = By (7.7)

=d, (w.0)+d, (o.7)
<s[d,, (1.0)+d, (o7)]
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esitsizligi saglanir. b —metrigin Gig sart1 da saglandigindan d ,, Tonksiyonu b — metriktir.

Tamm 3.1.14. [117] (W, p,) kismi b—metrik uzay ve & >0 olmak Uzere,

B, (11.)={neW : p,(.1)< py (1) + £}

ile tanimlanan kiimeye u merkezli, & yarigapli p,—ac¢ik yuvart denir. Benzer

sekilde,
B, [.e]={n W py (177) < py (11,1) + £
1 eW merkezli, ¢ yaricapl kapali p, —yuvari denir.
(W, pb) kismi b—metrik uzayinda {pr(,u,e):,ueW,e>O} bazi ile W (zerinde
tretilen topoloji z,, ile gosterilir.

Ornek 3.1.15. W =R"* olsun. a>0 bir sabit ve p,:WxW —R" fonksiyonu,
Yu,neW igin p, (,u,n) = max{y,n}+a ile tanimlansin. Bu durumda (W, pb) ikilisi

$>1 sabiti ile kismi b—metrik uzaydir. Yuvar tanimindan ¢ >0 igin

By, (4:2)={n €W|p, (1) < py (11, 10)+ )
B, (,u,g) = {77 eW

)=

max{y,n}+a<y+a+g}
R", u>n ise
p+E), p<n ise

bulunur.

Ornek 3.1.16. W =(0,1) olsun. Vu,neW igin p,:WxW —R" fonksiyonu

P, (y,n) = |y—77| +1 ile tanimlansin. S >1 sabitiile (W, pb) kismi b —metrik uzaydir.

Yuvar tanimindan & >0 igin

(e)=

pb(y,g :{77 eWH,u—n|+l<1+g}
( ={neW|,u—g<77<,u+g}
(ar8)=(

elde edilir.
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Ornek 3.1.17. W=R" olsun. Vu,neW igin pb(,u,n)z(,u—n)erS olarak
tamimlanan p, :W xW — R" fonksiyonu verilsin. s=2 sabitiyle (W, p,) bir kismi

b —metrik uzaydir. Yuvar tanimindan £ >0 igin

elde edilir.

Teorem 3.1.18. Kismi b—metrik uzay, T, — topolojisi ile donatilmustir.

Ispat : w=#n icin, (pbl) ve (pb2) sartlarindan pb(,u,,u)< pb(,u,n) ya da

Py (7.17) < Py (#4,77) ifadelerini saglar. p, (1)< p,(£,17) olsun.

pueB, (u¢)venegB, (ue) olmak lizere

Py (£4,77) = Py (14, 1)
2

E =

olarak segilsin. (W, pb) kismi metrik uzayr T,— uzayidur.

neB, (ue) olsun.

Py (£6,77) < Py (11, 12) + &

Py (#14) By (p2i77)
2 2

2, (14,17) <2y (14, 12) = Py (12 12) + Py (1017)
Py (£4,77) < Py (14, 12)

Py (2677) < Py (21, 12) -

saglanir. Ancak p, (y, y)< Py (,u,n) oldugu biliniyor. Bu ise ¢eligkidir. O halde,

neB, ( y7 8) kabulii yanligtir. Bu durumda (W, pb) T, —uzayidur.

Uyan 3.1.19. Kismi b—metrik uzay, T, topolojisine sahip olmak zorunda degildir.
Kismi metrik her zaman T, topolojisine sahip olmadigindan kismi b—metrik uzay da
her zaman T, topolojisine sahip olmayabilir. Ornegin, W =R* (izerinde a >0 bir sabit
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ve p,iWxW —>R" fonksiyonu Vu,neW icin p,(un)=max{unj+a ile
tanimlansin. Bu durumda (W, pb) ikilisinin s >1 sabiti ile kismi b—metrik uzayinin
acik yuvari

R™, u=n ise
HU+E), p<n ise

1)

olup burada herhangi iki farkli saymin en azindan birinin digerini igermeyen

komsulugu bulunmadigindan T, topolojisine sahip degildir.
Uyar1 3.1.20. Kismi b—metrik uzay, T, topolojisine sahip degildir.

W =R" olsun. a>0 bir sabit ve p,:WxW —R" fonksiyonu Vu,neW igin
Py (y,?]) = max{,u, 77} +a ile tammmlansin. Bu durumda (W, pb) , §>1 sabiti ile kismi
b —metrik uzaydir ve agik yuvari

R, u>n ise
Wp+E), u<n ise

)=

olup (W, pb) kismi b—metrik uzayinda herhangi iki farkli nokta alinip ve bu
noktalarin agik yuvarlarinin kesisimine bakilirsa W =R" kiimesinde u <o olmak

Uzere p noktast secilirse bu noktaya gore agik yuvari (y,,u+g) kimesidir.

W =R" kiimesinde >0 olmak Uzere 77 noktasi secilirse bu noktaya gore agik

yuvart R* kiimesidir.

Bu iki farkli noktanin acik yuvarlarmin kesigimi ( y73 ,u+8)mR+ #(J oldugundan

burada tanimlanan (W, pb) kismi b—metrik uzay T, topolojisine sahip degildir.

Tamm 3.1.21. [118] (W, p,) s=>1 sabitiyle kismi b—metrik uzay, {zu,}

neN

kiimesinde bir dizi ve ¢ eW olsun.

i) Eger !H)g Po (£ 1) = Py (10, 1) ise {,un}neN dizisine y noktasina
yakinsaktir denir.
i) Eger lim p,(u,,4,) limiti var ve sonluise {x,} _ dizisine Cauchy

dizisi denir.
iii)  Eger W kimesindeki her Cauchy dizisi igin
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im p, (4, 44) = lim p, (44, 12) = P, (14, 1)

n,m—o0o

olan €W bulunuyorsa (W, pb) uzayina tam kismi b—metrik uzay denir.

Uyan 3.1.22. [118] Kismi b—metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tek olmak

zorunda degildir.

W =R" olsun. a>0 bir sabit ve p,:WxW —R" fonksiyonu, Vu,neW igin
Py (£,77) =max{u,n}+a ile tanimlansin. Bu durumda, (W, p,) s>1 sabiti ile kismi
b —metrik uzaydir. Bu uzayda ¥neN igin, g, =1 olarak tanimlanan {,un}neN eW
dizisi verilsin. Eger n>1 ise, mlc P, (44,,7)=n+a=p,(n,n) olur ki, n>1 icin her
n degeri i¢in farkli limit noktasi ¢ikar.

Bir baska ornekle agiklanirsa:

p, W xW — R" fonksiyonu Vu,neW igin, p, (,u,i]) = max{,u, 77} ile tanimlanirsa

(R+, pb) ikilisi s>1 sabiti ile kismi b—metrik uzaydir. Bu uzayda {il} dizisi
n+ neN
ele alinsin.

. 1
I 1— [=1=0p (11),
R

n—o0

n—o0

. 1
| 2,—— |=2= 2,2
Impb( ’n+1j pb( ) )

ifadelerini saglar. Burada goriildiigli gibi ayni dizinin birden fazla limit noktas1 vardir.
Iki 6rnekten de anlasildigi (izere kismi b—metrik uzayda yakinsak dizinin limiti tek

olmak zorunda degildir.

Uyan1 3.1.22. [118] (W, p,) kismi b—metrik uzay olsun.

1) Eger lim p, (4, u,)=0ise {g,} . €W dizisine 0—Cauchy dizisi denir.
2) Eger W kiimesindeki herhangi {4, } . 0-Cauchy dizisi igin,

ne

Ilm pb(ﬂn’ﬂm):!]il;[]o pb(lun’:u): pb(:uhu)zo

n,m—o

ifadesi saglanirsa (W, pb) uzayma 0—tamdir denir.

Kismi b—metrik uzaymn tamlig1 ve 0-tamlig1 arasindaki iliski asagida verilmistir.
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Onerme 3.1.23. [118] (W, pb) kismi b—metrik uzay olsun. Eger (W, pb) tam ise O-

tamdir.

ispat : {4} .. (W,p,) uzaymda O-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
lim pb(,un,,um)=0’d1r. Bu, (W,pb) uzayinda {,un}neN dizisinin Cauchy dizisi

n,m—oo

oldugunu ispatlar. (W, pb) tam oldugundan,
n!y_ﬂQ pb (lunhum) = rl1l—>rg pb (lunhu) = pb (lu’ ﬂ)

olan g eW vardir. lim p, (,un : ,um) =0 oldugundan
n,m—o0

Ilm pb(:un’:um):!]i_I;TO]O pb(lun’/u): pb(/u’/u)zo

n,m—oo

olur ki, bu da (W, pb)uzaymm 0—tam oldugunu ispatlar.
Onerme 3.1.24. s >1 sabiti ile (W, p,) kismi b—metrik uzay olsun. V,77 €W igin,

0, u=n ise
Py (s6m), m=n ise

db(ﬂ,ﬂ)={

olsun.

1) d,, s>1 katsayistyla W Uzerinde b—metriktir.
2) (W,db) uzayinda lim g, = u ise, (W, pb) uzayinda lim g, = g ’dur.

3) (W, pb) uzay1 O-tamdir < (W,db) uzay1 tamdir.
Ispat :

1)
(bl) =) wu=n olsun. d, fonksiyonunun tanimi geregi d, (y,n):O’dlr.

<) dy(#7)=0 olsun. d, fonksiyonunun tanimi geregi 4 =17 dir.

(b2) p, kismi b—metrik oldugundan p,(,77)= p, (7, #) dir. Bu kullanilirsa,

d ( )_{ 0, n=n ise_{ 0, U= ise_d( )
N by (i), oz ise” | py(mu), uen ise” PV

saglanir.
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(b3) p, kismi b—metrik oldugundan tiggen esitsizligi saglanir.
) u#n#o igin

db(/w)= pb(ﬂlﬂ)gs[pb(ﬂaa)"‘ pb(o_’ﬂ)]_ Po (O_’U)
SS[db(,Ll,O')+db(6,77)]

saglanir.
ii)u=mn veya n=0o veya o = ise,
db(,u,n):OSdb(,u,0')+db(0',77)sS[db(,u,a)+db(0',77)]

db(,u,77)=0+db(,u,77)=db(,u,a)+db(d,77)ss[db(,u,cr)+db(d,77ﬂ

db(,u,n)zdb(,u,a)+0:db(,u,d)+db(0',77)sS[db(,u,a)+db(0',77)]

saglanir. Boylece biitiin sartlar saglandigindan d, fonksiyonu s katsayisiyla b—

metriktir.

2) Bger Vn=n, i¢in 41, = 41 olan n, bulunuyorsa, lim Py (240 14) = Py (14, 12) saglanr.
Bu (W, p,) uzaymnda lim 41, = 1 oldugunu ispatlar. VneN igin, x, # u olsun. Bu
durumda d, (44, 1) = Py (44, 1¢) saglanir. (W,d,) uzayinda Lmﬂ” = u oldugundan,
!Epodb (,un,,u) =d, (,u,,u) =0"dir. 0= !ii[lodb (,un,,u) = LLH)O pb(,un,,u) elde edilir. Kismi

b —metrigin 6zelliginden Vne N igin 0< p, (,u, y) <p, (,un,,u) oldugundan

im0 <lim p, (1, 1) <lim p, (4, 1)
olur ki buradan,

O<limp, (s, 1) <0= p, (1, 11)=0
elde edilir. Boylece, m\o Py (43 1)= Py (16, 14) olacagindan, (W, p,) uzayinda

lim z, = 1 elde edilir.
n—o0
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3)=) (W,d,) uzaymda {u,} bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

neN

lim d, (4, 4,)=0"dir. Eger Vn=n, icin x4, = olan n, varsa (W,d,) uzaymda

n,m—o

lim g, = u bulunur. Vn#m igin g, # w, olsun. Buradan

n—o0

im d, (24, 4,) = M p, (44, 14,) =0

n,m—oo

olur. O zaman, {4} . dizisi (W,p,) uzaymnda 0-Cauchy dizisidir. (W, p,) 0-tam

ne

oldugundan,

Ilm pb(ﬂn’ﬂm):!]i_[g pb(lun’:u): pb(luhu)zo

n,m—o0

olan xeW vardir. VneN igin 0<d, (4, 1)< p, (4, 1) oldugundan,
o<limd, (4, &) <limp, (4, 1)=0=limd, (z,, 1)=0

dir. Buda (W,db) uzaymda lim g, = u oldugunu ispatlar. Boylece (W,db) uzayinda

herhangi Cauchy dizisi uzayda bir noktaya yakinsadigindan tamdir.

<) (W,p,) uzaymda {g} . bir 0-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda,

lim pb(,un,,um)=0’d1r. vn,meN igin

n,m—oo

0< lim d, (44, 1) < im0 py (11,21, )=0=> lim dy (4, 44,)=0

n,m—oo

olur. Bu da {'u”}neN dizisinin (W,db) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu ispatlar.

(W,d,) tam oldugundan LLdeb( ty 1) =0 g eW vardir. Eger Vn>n, icin, u, =y
olan n, bulunuyorsa n!rmo Py (L4 1) = lim Po (4, 4) = Py (1, 12)  saglanir.
lim p, (44, 4,) =0 oldugundan  lim p, (44, p4r) =im py (445, 42) = Py (42,4 =0
oldugu elde edilir. ¥Yn,meN igin x, # w, olsun. Bu durumda

limd, (14, 4¢) =lim p, (14, 42) =0
dir.

vneN i¢in 0< p, (x4, £) < Py (44, 1) saglanir. Dolayistyla,
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O<limp, (s, 1) <limp, (41, 12) = 0<limp, (11, 14) <0

olur ki buradan lim p, (, 1)=0 oldugu gériiliir. Bu nedenle

Ilm pb(ﬂn'/’lm):!]i_l;po pb(:un’:u): pb(:u’/u)zo

elde edilir. Bu ise (W, pb) ikilisinin O-tam oldugunu gosterir.

Tamm 3.1.25. [119] (W, p, ) ve (Q, p, ) iki kismi b—metrik uzay olsun. T:W —Q

herhangi bir fonksiyon verilsin. 1, eW olmak uzere V& >0 igin

Py, (,u,,uo) <o0= Py, (T,U'T,uo) <&

kosulunu saglayan bir 6 >0 sayisi varsa T fonksiyonu g, €W noktasinda streklidir

denir. T fonksiyonu W (zerindeki her noktada sirekli ise T fonksiyonuna W

Uzerinde sureklidir denir.

Uyann 3.1.26. [119] Herhangi bir b—metrik fonksiyonu her zaman sirekli

olmadigindan kismi b —metrik fonksiyonu da her zaman her siirekli olmayabilir.

W= {1, 2,3, 4} kiimesi Uizerinde

|,u—77|2+max{,u,77}, u#n ise
pb(ﬂ,ﬂ)= H, u=n=l ise
0, u=n=1l 1ise

ile tanimlanan p, :W xW — R* fonksiyonu s =4 sabitiyle kismi b—metrik, (W, pb)

ikilisi kismi b —metrik uzaydir.
(,un):l sabit dizisi icin lim g, =1"dir.
Py (14,,1) =[1-1° + max{1,1},
lim p, (44,,1) = lim[1-1" + max {1,1} =1
elde edilir. Kismi b —metrik uzayda dizisel stireklilik tanimi geregi

ty = 1= Py (t4,8) > py(,2) (N—>o0)
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olur. a=1 alimrsa p,(11)=0 olup p,(4,1)—>120 (n—x) oldugundan kismi

b —metrik fonksiyonu siirekli degildir.

Ornek 3.1.27. [119] W =Nu{eo} olsun. p, :W xW — R" fonksiyonu

0, k=1 ise

11 , .. . . .

‘— ——‘, k ve |'den biri tek ve digerleri tek veya k-1 =co ise
po (K, 1)=1lk |

5, k ve I'den biri ¢ift ve digerleri ¢ift k # | veya o ise

2, diger ise

olarak tanimlansin. (W, pb) ikilisi s=3 ile kismi b—metrik uzaydir. neN olmak

tzere  {s} . ={2n+3} . dizisi verilsin. Bu durumda g, > Ve

P, (2n+3) = —0 (n — o0) saglanir. Fakat Lim Py (44,,4)=2#5=p,(0,4) dur.

2n+3

Dolayistyla kismi b —metrik fonksiyonu siirekli degildir.

Onerme 3.1.28. [119] (W,p,) bir kismi b—metrik uzay ve {g} . dizisi u

neN

noktasina, {Un}nEN dizisi 7 noktasina yakinsak olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik

saglanir.

1 1 -
2 Po (1) = Py (11.22) = py () < liminf p, (21,7,
<limsup p, (4,.7,)
<P, (14, 12)+5° Py (11.7) + 7P, (12,77)

3.2. Kismi b — Metrik Uzayda Sabit Nokta Teorisi

Bu bolimde o —(D(p( ﬂE)) daralma sart1 tanimlanarak bu daralma sartin1 saglayan

sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Bunlara bagl olarak bazi sonuclar elde edilmis ve

yeni bazi daralma sartlari verilmistir.

Aksi belirtilmedikge bu ¢alisma boyunca | ve | keyfi pozitif tamsayilar olarak ele

alinacaktir.
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Tamim 3.2.1. s >1 katsayisi ile (W, pb) bir kismi b —metrik uzay ve o) :W? —)[O,oo)
bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan T,S:W —W donistimlerine xzeW
ve f >2 igin o —yoriingesel gegisli (orbital admissible) doniigiim denir:

al (,u,Ti,u)zsf =a) (Ti,u,S"Ti,u)Zsf
ve

o (,u,Sj,u)ZSf :>ozij(Sj,u,TiSj,u)Zsf
dir.
Tammm 3.2.2. s>1 Kkatsayis1 ile (W, pb) bir kismi b—metrik uzay ve
aij ‘W2 > [0,00) bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan T,S:W —W
déniisiim ¢iftine £eW ve f >2 igin tggensel (triangular) ¢ —ybriingesel gegisli
doniisiimii ad1 verilir:

i) T,S «/ —gegisli doniisiimdiir.
i) f > 2 sabiti ile o (u,77)2s", &/ (77,Ti77) >s' ve o (n,Sjn) >s" saglanir
oyle ki o/ (,u,Tin) >s' ve o (,u,Sjn) >s"dur.
Onerme 3.2.3. s >1 katsayis1 ile (W, pb) bir kismi b—metrik uzay ve T,S:W —W

iki dontisim olsun. (T,S) doniisiim  ¢ifti (cgensel o) —yoriingesel gegisli

déniisiimdiir. o ( 1o, T ,uo) >s' olacak sekilde 1, W olsun. (W, p,) uzayinda

Hon =St 1y Hona =T 'ty , N=012,...

olarak tanimlanan bir {,un} y dizisiigcin m>n ve n,m ENU{O} iken o/ (,un,,um)z s'

ne

saglanir.

Tamim 3.2.4. s >1 katsayisi ile (W, pb) kismi b—metrik uzay ve o :W? —)[O,oo) bir
simetrik fonksiyon olsun. Eger asagidaki sart1 saglayan D € A, ¢ kiyaslama fonksiyon

ve Be®, fonksiyonlar: varsa T,S:W —W déniisiimlerine o/ _(qu (S )) daralma

doniisiimii denir: f >2 sabiti, V,neW , o (u,n)2s" ve p, (Tilu’sjn) >0 icin
Esr ()= pb(,u,77)+‘ pb(,u,Tiﬂ)— pb<77,5j77)‘
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iken
D(Ofij (ﬂﬂ?) Po (Ti,u’ S j??)) = (0( D(ﬁ(ES,T (/JJ?)) Es (u,ﬂ))) (3.2)

saglanir.
Teorem 3.2.5. (W, p,) tam kismi b—metrik uzay ve o :W xW —[0,0) bir simetrik
fonksiyon olsun. T,S:W —W doniisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin:

1) T, S donisiimleri o _(qu (S )) daralma déniisiimiidiir,

2) (T,S) Gifti ticgensel o' —ydriingesel gegisli doniisiim ciftidir,

3) o (,uO,Ti,uo)Z s olan g, eW vardir,

4)

i) T'veS! sureklidir.

veya

ii) Egerher neN icin o (44, 1,.,)2s" ve u, > o (n—o) olacak sekilde W

uzayinda {,un}neN dizisi varsa her k eN icin o/ (,unk,G)ZSf olacak sekilde

{,un}neN dizisinin {,unk} alt dizisi vardur.
5) F(T‘), T' doniisiimiiniin  sabit noktalarmin kiimesi olmak (izere, her
o,We F(Ti ﬂSj) icin Otij(G,W)ZSf dur.
Bu durumda T' ve S! doniisiimlerinin tek ortak sabit noktasi vardir. Dolayisiyla T ve

S dontisiimleri tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat : 1, eW keyfi bir nokta ve o (,uO,TiXO)ZSf olsun. W uzayinda {yn}

neN

iterasyon dizisi
n= 0 I(;m ,Ll2n+2 :Tilu2n+1 ve :u2n+1 = Sj:uZn

olarak tammlansm. g, = g, ., olacak sekilde n, € N pozitif tam sayisi var olsun. Bu
dizinin yerine alt dizilerini incelemek yeterli olacaktir. O halde, x,, =4, ,, olsun. Bu

durumda g, noktast T ve S doniigimlerinin sabit noktasidir. Ashnda,
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Lo, :,U2n0+1:Sj,U2n0 saglanir. Bu nedenle s, , S! doniisiimiiniin sabit noktasidur.
pb(y2n0+2,/,12n0+1)>0 ve Tl ,#S'w, olsun. Onerme (3.2.2) geregi

a) ( Lo, » ﬂ2n0+1) =a/ ( Hon1s Mon, ) >s" saglanir. (3.2) daralma sartindan

Esr (ﬂ2n0+17 Hon, ) =P (,Uzno+1' Hon, ) +‘ Py (:Uzno+1'Ti:U2no+1> — By (:u2no S j,u2n0 )

=Py (ﬂ2n0+11 ﬂ2n0+1) "“ Py (ﬂznom Hongi2 ) — By (ﬂ2n0+11 ﬂ2n0+1)
=Py (:u2n0+1’ :u2n0+1) + Py (ﬂznow Hongi2 ) —Po (:u2n0+1’ /J2n0+1)
=Py (:u2n0+1’ Honyiz )

iken
D( Py (Tiﬂ2n0+1’ S J.,Uzno )) <D(¢/ (ﬂ2n0+1’ﬂ2n0) Py (Tiluznou’ S J.,Uzno ))

<@ D(ﬂ( (S (ﬂ2n0+11 Hop, )) Es: (/Jzn0+1' Hop, )))

(
co( DG Es v (Lot ton, )D

A

saglanir. Buradan

D( Py (,U2n0+2uu2n0+1)) = D( Py (T i:u2n0+1’ S jﬂ?_no )) < (P( D(% Py (:u2n0+1’ Honyi2 ))j

elde edilir ki bu geliskidir, dolayisiyla pb<ﬂ2no+2vﬂ2no+1)=0 elde edilir. (p,2)

ozelliginden p, (ﬂ2n0+2 ' ;U2n0+2) =Py (ﬂ2n0+1’ :u2n0+l> =0 bulunur.

Py (/U2n0+2 , ﬂ2n0+2) =Py (/U2n0+11 /12n0+1) =Py (:U2n0+2 ' ,Uzn0+1)

olur. Buradan ise (p,1) 6zelligi ile 14, ,, =t ., O Yani, T'u, ;= g, . *dir. Bu
nedenle, sz, ., noktasi T' déniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu durumda, Hon, = Hong i

T' ve S’ doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir. Baz1 N, pozitif tam sayilar1 igin

Lo, = Moy 4 At dizisi icin de benzer sonug bulunur.

vneN igin u, = u,,, olsun. Asagidaki durumlar saglanir.
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1.Durum:

vneN igin w,, # 1, , olsun. Budurumda VneN igin

D, (TiluZn—l’ S jluZn) >0 ve aij (1u2n—1’/'12n) >sf olup (3.2) daralma sartindan

Esr (/u2n—1' ﬂzn) = Py (:u2n—1’ Hon ) +‘ Py (/’lZn—l’T i:u2n—1) — Py (ﬂzn Sy, )
=P, (1u2n—l’ Hap ) +‘ Py (1u2n—l1 Hop ) By (:u2n ' 1u2n+1)

iken

(pb ,uzmluzml D(pb T Hon 118 Hon )
(

IA
)

auj /u2n—1!:u2n pb T Hon1:S /u2n))

D(ﬂ(Es T \Honas Moy )ES,T (1u2n717/’l2n )))

D[ EST :u2n1 :uZn jj

(3.3)

IN

¢

<
d

AN
wlkF

bulunur.
Py (£ans Haniz) = Py (Han 1, Hzq ) OlsUN. Boylece,

Esr (/u2n—1’ lu2n) =Py (/Jzn—v,uzn ) —By (/u2n—1' oy, ) + Py (:u2n , ﬂ2n+1)

olup,

D( Py (Lan: Hans)) < (ﬂ[D@ P, (#zn’ﬂznu)D
DG By (,uznuuzml))

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, p, ( s Honr ) < Py (o1 ,u2n) saglanir.
2.Durum:

VNeN i¢in s, # th,,, olsun. Bu durumda VneN icin, p,(T's,,S's,4)>0 ve

o) ( o ,L12n+1) >s' oldugundan (3.2) daralma sartindan

Esr (ﬂzn , ﬂ2n+1) =Py (ﬂzn , ,U2n+1) +‘ Py (ﬂzn T by, ) — Py (luznw S j,“2n+1)

=Py (1u2n 1 Mo ) +‘ Py (:u2n ' ﬂ2n+1) By (ﬂ2n+l’ ,U2n+2)
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iken

(pb ﬂ2n+1hu2n+2 ) D(pb T ﬂznfsjﬂzm))
i

< D(a ,Uzn ,U2n+1 pb T Hons Sj'u2"+l)>

IA

® D IB ST :uZn /u2n+l))ES,T (/uznuuzml)))

(o
co(D =Egr (#ony uzm)D

S

A
|_\

bulunur.
Eger p, (ﬂ2n+1nu2n+2) 2 p, (/u2n'/u2n+1) ise

Es: (/JZn’:uZml) =Py (,uznuuzm) Py (ﬂzn , ﬂ2n+1) + Py (ﬂ2n+1' ﬂ2n+2)

olmak Uzere

1
D( Py (ﬂ2n+1’ ﬂ2n+2)) < (D(D(g Py (,UZM, Honiz )jj
1
< D(g Py (1”2n+l’ Honso )j

bulunur. Fakat bu bir ¢eliskidir. Bu ylizden p, ( y7 ,uzm) <P, ( Loy, ,u2n+1) olmalidur.

Her iki durumdan da anlasilacag: iizere {pb( . yn+1)} negatif olmayan reel sayilarin
artmayan bir dizisidir. Bu durumda, limp,(z,,4,,)=L olan L>0 sayist vardir.

L >0 olsun. (3.3) ile verilen esitsizligin her iki tarafinda N — o igin limit alinsin. D

ve ¢ fonksiyonlar siirekli oldugundan

ES,T (,U2n—1' ,Uzn) =Py (ﬂzn—v Hop ) +‘ Py (IUZn—l’T i/u2n—1) — By (:Uzn 'S J-,Uzn )
=D, (:u2n—l' Hon ) +‘ Py (:u2n—l’ Hon ) — Py (/u2n , ﬂ2n+1)
=2 pb (:u2n—1’ Hon ) - pb (:u2n ' :uZn+l)

iken

. 1.
D(!]T; Py (:u2n’:u2n+l)) < (D(D(g !H)E ES,T (luanl"‘UZH )jj !

saglanir.
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Nminf Eq ¢ (#, 1, ) = iMinf [ 2, (£ 1, £0) = Py (220 )]
< Iimsup[z pb(,UZn—l’IUZH)_ Py (ﬂzn'ﬂznﬂ)]

n—o0

=L

Yani,

i 1.
D(Lm Py (1u2n’lLl2n+1)) < @(D(g LmSUp Esr (:u2n—11:uZn )))

orfo{t) o

elde edilir ki bu geliskidir. Ayni durum P, (5, 444 ) iGin de gegerlidir. Bu nedenle,
lim p, (44, #4,.,) =0 (3.4)

bulunur. (pr) ézelliginden pb (:unuun)S pb(:un’:uml) Ve pb (:un+l’:un+l)S pb (:unnun+1)

oldugundan lim p, (2, #4,) =lim p, (4,4, £4,,,) =0 olur. n— oo icin
N—0 N—0

dpb (/un ) /un+l) =2. pb (/un ) /un+1) - pb (/un ' My ) - pb (:un+1’ :un+1)
ifadesinde limit alinirsa

0< "mdpb (:unuunJrl) = rl]l_r)g[Z Py (/unuuml)_ Py (:unnun)_ Py (:uml’:uml):l

< Lilposup[z P, (,Unuuml) — Py (:unhun ) — Py (/Jn+11 :un+l):|
=0

elde edilir. VneN icin limd, (4, #,,)=0 bulunur. Bu durumda VneN icin

Eandpb (Lons Moy ) =0 olur. (3.4) ile verilen esitlik g6z niine almirsa Vn,m>1 icin

lim dpb (,UZmuuzn) = Zn!jfﬂwsup Py (/u2m’:u2n)

n,m—o0

saglanir. Simdi { ,un} . dizisinin (W, pb) uzayinda Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

ne

Bunun yerine {,u2n} ., dizisinin Cauchy dizisi oldugunu géstermek yeterlidir. Onerme

ne.

(3.1.24) geregi { /uZn}neN dizisinin (W,dpb) uzayinda Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.
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Tersine, {,,} ., dizisi Cauchy dizisi olmasmn. Bu durumda, n(k)>m(k) >k olacak

ne

sekilde pozitif sayilarin { o, } , { Lo, } alt dizileri ve & >0 sayis1 vardir 6yle Ki

Ay (Ltom, o, ) 2 € (3.5)
saglanir. Yani, VK e N icin
Ay (Lo 1,5 ) < € (3.6)
dir. Burada b —metrigin liggen esitsizligi uygulanirsa;
&<, (4o ton, ) <5y (Lo + oy 1) + 50y, ( Loy 12 o, ) (3.7)

elde edilir. Eger (3.7) ile verilen esitsizlikte K — oo igin limit alinirsa,

& . .
g < I!T;]Olnf dpb (IUZml(ﬁ-l!/uZnk ) < lI(E[]osupdpb (Iuka+1thnk ) (38)

bulunur. Ayrica b —metrigin tiggen esitsizligi tekrar uygulanirsa
A (Lo o 1) < 5y (Lo £, 2 )+50 (Lo 12820, 1) (3.9)
elde edilir. Buradan (3.9)’daki esitsizlikte k — oo igin limit alinirsa
lilpcsupd o, (,uka ,,u2nk_1) <sg (3.10)
olur. Dahast

d Do (,uzmk 1 Hon, ) <sd By (:u2mk 1Hon, 2 ) +sd By (:u2nk—2 1 Hon, ) (3.11)
<sd Dy (,uzmk 1 Hon, 2 ) +s°d P (:u2nk—2 ' :u2nk—1) +s°d P (:u2nk—1’ Hon, )
saglanir. Benzer sekilde (3.11) ile verilen esitsizlikte kK — oo i¢in limit alinirsa,

iI(i%nowcsupdpb (,u2mk s Han, ) <s-¢ (3.12)

elde edilir. b—metrigin liggen esitsizliginden
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d P (ﬂzmk+11 ll'lznkfl) <sd P (ﬂka+11 Hom, ) +sd P (Iuka ' 1u2nk—l)

yazilir ve (3.13) esitsizliginde K — oo i¢in limit alinirsa;
Il(i_r)gsupdpb (:u2mk+17 ﬂan—l) < Szg

elde edilir. (3.8), (3.10), (3.12) ve (3.14) esitsizliklerinden

£ <liminf Po (:Ukaw,Uan ) =S I[iL’QSUp Po (luka+1hu2nk )

28 k—o0

S¢

lmsup Po (/Uka ’ /Uan—l) < ?

lmsup Py (:Uzmk 1 Mo, ) < S?E

s’

II(L'ESUp Py (ﬂzmkm :u2nk—l) < 5

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

elde edilmis olur. Onerme (3.2.3 ) geregi aij (,uka ,,uan_l) >s' olup, (3.2) daralma sarti

uygulanirsa,

Esr (IUka !:u2nk—l) =Py (ﬂka , :uanfl) +‘ Py (IUka ’Tiﬂzmk )_ Py (,Uanfl’ S j/u2nk—l)

=Py (luzmk UUan—l) +‘ Py (,Uka ’1u2mk+1) — By (:u2nk—l’ Han, )

iken

D( Py (1u2mk+l' Hon, )) < D(aij (auzmk ' /u2nk—1) Py (Ti/uka 'S j/uznk—1))

oo s )

olur. Burada k — oo i¢in limit alinirsa,
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8 €. (1t ) =0 s 1)
< LLITO]OSUp Py (,Uka,,Uan—l)
= limsup E; (ﬂzmk ’ ﬂznk—l)

<3¢

2

ve

I
O

o[5)-5(s3:)

D(S’(Imlnf Po (ﬂzm 11 Mo, ))
D(sp I|m|nf pb(ﬂzmk w11 Mo, ))
(

<D II<I Infaj(uzm 1 Mo, 1) pb(T Hom, s s Han, 1)) (319)

Q)( |Im|nfﬂ ST :u2mk lu2nk ))ES’T (,ugmknuanl)))

< (Ilmlnf——gj
kow g 2

elde edilir. Bununla birlikte

D(%j < D(O‘ij (IUka ’ﬂznk—l)lmsup Py (TiILIka 'S jﬂan—l))
< lI(iﬁr[)lsup D(aij (,Uka ,,uznk,l) Py (Tiﬂzmk 'S j:u2nk—1))
< Lmsup Q)( D(ﬂ( ES,T (ILlka ) /Jan,l)) ES,T (:uZmk ) :uanl)))
= gp( D(Lijposupﬂ( Es (,Uka nuznk—l)) Esr (,Uka ’ﬂanl)))

< D(Iimsupls—gj
k—o0 2

o

bulunur. Dolayisiyla, (3.19) ve (3.20) esitsizliklerinden

(3.20)
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ll(!;gﬁ(EST (IUka hu2nk—1)) ES,T ('Uka "uznk‘l) - g (3:21)
elde edilir. Benzer sekilde,
D(S—g] - D(sz ij
2 2s
(s I|m|nf pb Hom 111 Mo, ))
<D (s iminf p, (£, s )
( m lnfa’ ,uzm 1 Mo, 1) Py (T Hom, s S ﬂan—l)) (3.22)
(o( |Imlnf ,3 ST ,Uzmk Hop, )) Esr (:u2mk!:u2nk—l)))
< D( iminf EST Mo s Mo, - ))
ofs
2
ve
{5 ol )
< l|(|_I;ESUp D( (,Uka UUanfl) P, (T i:u2mk ) S j:I'lan—l))
< M})SUD §D(D(ﬂ(Es,T (,Uzmk Huan—l)) ES,T (:uka ’ﬂan—l)))
(3.23)
- ¢(D(|[iilgosup B(Esx (£m Hon, 1)) Esir (Mo, uan_l)))
< D(LEESUP Es,T (:u2mk ’:u2nk—1))
ofs
a 2
saglanir. (3.22) ve (3.23) esitsizliklerinden
M s (4 1y 2) = (3.24)

esitligi elde edilir. (3.21) ve (3.24) ifadelerinden de
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(3.25)

w |

LEQ:B( Esr (IUka ’/u2nk—1)) =
sonucuna ulasilir ki, f fonksiyonunun 6zelliginden,

limE; (/u2mk':u2nk—l) =0

k—o0

saglanir. Bu ise & >0 kabuliiyle ¢elisir. Dolayisiyla {,un} . dizisi (W,dph)

uzayinda Cauchy dizisidir. (W,dpb) tam b —metrik uzay oldugundan bu uzaydaki

her Cauchy dizisi o €W noktasina yakinsaktir. Buradan

Iimdpb (,un,o)=0

n—o

yazilir. Onerme (3.1.24) geregi
p.(a:0)=limp, (s4,0) = lim p, (21, 4,)

oldugu biliniyor. Bu durumda, {,un} dizisinin GE(W, pb) noktasina yakinsak

neN

oldugu goriiliir. Ayrica b—metrigin tiggen esitsizliginden asagidaki ifade bulunur:
dpb (,un,,um) < S‘I:dpb (,Lln,G)+dpb (O',,Um)] )

Bu esitsizlikte N,m — oo i¢in limit alinirsa

0< lim supd, (4, 4,)< lim sups-[dpb(yn,o)+dpb(o-,ym)],

n,m—oo n,m—oo

limd, (4, 1, ) =0

n,m—o0o

esitligi elde edilir. limp, (4,4 )=0 oldugu hatirlanir ve (3.1) ile verilen esitlikte
n—o0 b n n

n,M — oo i¢in limit alinirsa

lim p, (44, 4,)=0

n,m—oo

elde edilir. Bu durumda,

p.(c:0) = limp, (u,,0) = lim p, (z4,,11,) =0 (3.26)
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saglanir. Teoremin 4.hipotezi geregi aij (,Llan,G)ZSf olup, (3.2) daralma sarti
uygulanirsa
Esr (yan,O') =Py (,Uznk’o')"“ Py (ﬂznk ’Tiﬂan )_ Py (O-!Sjo')‘
=Py (:Uan ’6)"“ Py (:Uznk ':u2nk+l>_ Py (O'!Sja)‘
iken
D( Py (1 S')) < D( e (1t )pb(T Hon 1 S'0))
( ( ST ﬂzn ST(IUZH )))
( ( :u2nk Esr ,Uan ))

1
—E
[S ST tuan j
olur. Burada k — coi¢in limit aliirsa
I!i_r)ElOSUp Es: (luznk , O') =By (G' S ja) (3.27)
bulunur ve dolayisiyla
. : 1 .
D(msup pb<ﬂ2nk+1,810)) < D(g pb(O',S'O')j (3.28)

ifadesi elde edilir. Ayrica,
1 P (0' Sja)< limsup p (,u Sja)
s P\ = m b \ Hon 10

esitsizliginden ve D fonksiyonunun siirekliliginden
1 i . i
D(g Py (O',S‘a)j < D(Lmsup P, (uzw, S’a)) (3.29)

elde edilir. (3.28) ve (3.29) ifadelerinden
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DG pb(a,sja)j < D(lijposup pb(y2nk+1,SjO'>)
< D(ll(i_r)gﬂ(Es,T (/u2nk ’O-)) Esr (ﬂan’U))

< D(% pb(a,SjO'))

esitsizligi bulunur. Buradan da

k—o0

Iimﬂ( Es: (:u2nk ’ G)) Esr (ﬂznk ’ O') = % Py (0'1 S jo') (3.30)
oldugu goriiliir. (3.27) ve (3.30) ifadelerinden,

lim (Eq 7 (#n,0)) = (3:31)

w |k

bulunur. (3.31) ifadesi ve S fonksiyonunun 6zelligi diistiniiliirse,

M  (14,,0)=0
oldugu goriiliir. Yani,

P, (J, S jO') =0
oldugu anlasilir. ( pb2) ozelliginden

Py (O;O')S Py (O',SjO') ve pb(SjO',SjO')S By (O‘,SjO') oldugu bilindiginden
Po(c0)=p, (G,SjG) =0
sonucuna varilir. Bu nedenle,
pb(@U)Z pb(O',SjO')= pb(SjG,Sja)

saglanir. Kismi b—metrigin (pbl) aksiyomundan o =S’'c oldugu aciktir. Bu ise, &

noktasinin S! doniisiimiiniin de bir sabit noktasi oldugunu gosterir. Aym yontemle

pb(a,TiO') =0 oldugu da kolayca goriilir. Bu durumda, o noktasi, T' doniisiimiiniin

de sabit noktasidir. Bu nedenle, o noktas1 S’ ve T donisiimlerinin ortak sabit

noktasidir.
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Simdi, sabit noktanin tekligi gosterilsin. S’ déniisiimiiniin S'w=w# o olacak sekilde
bagka bir WeW sabit noktast olsun. Teoremin 5. hipotezinden c; (G, W) >s" oldugu

biliniyor. (3.2) daralma sartindan

Es+ (G’W): Py (G’W)—i_‘pb (O"Tio')_ Py (W’Sjw)‘
= p, (o W)+|p, (5:0) = Py (W, W)

iken

olup buradan
1
D( pb(a,w)) < D(g pb(o-,w)j

elde edilir ancak bu bir celiskidir. Bu nedenle, S’ doniisiimiiniin o noktasindan farkl
bir sabit noktasinin varligmin kabulii yanhstir. Yani, o noktast S doniisiimiiniin tek
sabit noktasidir. Benzer yontemle, o noktasinm T' doniisiimiiniin de tek sabit noktasi
oldugu goriiliir. Bu nedenle o noktas1 S! ve T' doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.

Dolayisiyla o noktast S ve T doniistimlerinin ortak sabit noktasidir. Bu ise istenen

sonugctur.

Ornek 3.2.6. W =[0,1] kuimesi ve

Py (1.m)=(1—1)"

olarak tanimlanan p, :W xW — R" fonksiyonu verilsin. Bu durumda (W, pb) ikilisi

s =2 katsayistyla tam kismi b—metrik uzaydir. o :W? —)[O,oo) fonksiyonu f >2
ile

166



f

s', wunel01] ise
0, diger durumlar

aij(u,n)={

olarak tanimlansin. T,S:W —W donistiimleri ¢ eW igin

olarak tanimlansin.
Bed, fonksiyonu t>0 igin ﬁ(t):é olarak verilsin. (T,S) fonksiyon cifti
ticgensel o —yoriingesel gegisli doniisiimdiir.
6 >0 iken D(0)=6e’
olarak tanimlanan  D:(0,0)—>(0,0) fonksiyonu i¢cin DeA  saglanr.

¢:(0,00) —(0,00) fonksiyonu her

re(0,) igin ¢(r)=

N =

olarak tanimlanmis olsun. ¢ siirekli kiyaslama fonksiyonudur. T ve S doniisiimlerinin
a'—(D,(B:)) daralma doniisiimii oldugu gosterilsin. f=2,i=4, j=2 segilirse,

a) ( y7 77) =4 olup (3.2) daralma sart1 uygulanirsa,

pdTﬁhyn%=m(ﬂ ”)— = (u-n)

16'16 ) 162
olmak Uzere
Es: (:""77): Py (/M?)+‘ P, (,U'Ti,u)— Py (77,3’?7)‘
=(u ﬂ)+(16j (16
iken
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0 () (T'5'0)) =D 4 (-

- D(6—14(u—77)2)

2 —(un)
=, 64
galtn)e

ve

oottt ten)-o o o122

1 2
11 > |(15uY (157 32{0'-’7”
=——|(u- — | - ==1|le
232{(”’ '7)+(16j (16)

olur. Bu nedenle, (3.2) saglanir. Bu durumda, T ve S fonksiyonlari (W, pb) uzayinda

%)
16 ) 16

|

tek ortak sabit noktaya sahiptir. F(T(1S)={0} dur.
Ornek 3.2.7. W =[0,1] kiimesi ve

P, (24,17) = (max{ .} )’

olarak tanimlanan p, :W xW — R" fonksiyonu verilsin. O zaman, s =2 katsayisi ile

(W, pb) tam kismi b —metrik uzaydir. o :W? —>[0,oo) fonksiyonu f >2 ile

, st u,nel0,1
aij(”’"):{o dig£r |

olarak verilsin. T,S:W —W donisiimleri her #eW igin

olsun.

Bed, fonksiyonu t>0 igin ﬁ(t):ﬁ olarak tanimlansmn. (T,S) cifti t¢gensel

o) —yoriingesel gegisli doniisiimdiir. 9> 0 igin



olarak tanimlanan D:(O,oo)—)(O,oo) fonksiyonu D € A’dur. (01(0,00)—)(0,00)

fonksiyonu her o e (0,) igin

olarak tanmimlanmis olsun. O zaman ¢ siirekli kiyaslama fonksiyonudur. T, S
déniisiimlerinin = o/ —(D(p (,BE)) daralma doniisiimii oldugu gosterilsin. Eger

f =4,i=2, j=4 olarak segilirse ¢ (1,77)=16 olup, (3.2) daralma sart: uygulanirsa:

0 (1570 = o o 12 | e (max )

16°'16> ) 16*
olmak lzere
Esx (1) = Py (17)+|py (1T )= 0, (n.5'n)|
= (max {,n})"+|u—1]
iken
D (! (s07) Py (T'12.S'n)) = D(m%(max{w})z)

_ D(%(max{,u,n})z)
- s (max{an})’

oD (Eer (1) Eer (1)) = g (man) <l

1525 (max{an}) +l=1]]

saglanir. Bu nedenle, (3.2) daralma sarti saglanir. Bu durumda T, S donisiimleri

(W, p,) uzayinda tek ortak sabit noktaya sahiptir. F(T NS)={0}dur.

Asagidaki sonu¢ B. Algahtani ve ark. [66] c¢alismasindaki Teorem 5’in bir

genellemesidir.
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Sonug 3.2.8. (W, pb) tam kismi b—metrik uzay ve T ve S kendi lizerine tanimli
dontigimleri  verilsin. ¢:(O,oo)—>(0,oo), @ surekli kiyaslama fonksiyonu,

D:(0,0) >(0,0),DeA ve ,B:[O,oo)—{o,%j, Be®, olsun. (T,S) cifti

Yu,neW igin
p, (T,87) >0 iken D(p,(T4,57))<¢(D(B(Esy (167))Ess (17)))
ifadesini saglarsa T ve S doniisiimleri (W, pb) uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Teorem (3.2.5)°de &' =s' =1 ve i = j =1 aliirsa istenen elde edilir.
Ayrica Sonug (3.2.8)’de T =S i¢in asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.9. (W, pb) tam kismi b—metrik uzay ve T kendi iizerine tanimli doniisiimii

verilsin. qo:(O,oo)—)(O,oo), @ siirekli kiyaslama fonksiyonu, D:(O,oo)—)(O,oo),

DeA ve ,B:[O,oo)—{o,lj, B ed, olsun. Her y,n eW igin
S

p, (T2 T7)>0 iken D(p,(T4,Tn)) < p(D(B(E(1n))E(1n)))

ifadesi saglaniyorsa T dontistimii (W, pb) uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.

Siradaki sonug H. Aydi ve ark. [67] tarafindan ispatlanan Teorem 2.1.”in bir analizidir.

Sonug 3.2.10. (W, pb), s>1 Kkatsayisi ile tam kismi b—metrik uzay, T:W —>W bir

doniisiim ve oW xW —[0,00) fonksiyonu verilsin. ¢:(0,00)—(0,%0), ¢ siirekli

kiyaslama fonksiyonu, D:(O,oo)—)(O,oo), DeA ve ,B:[O,oo)—)[o,%), Led,

olsun. T doniisiimii p, (T, T7)> 0 icin asagidaki saglasin:
i) Yu,neW igin
a(n)21= D(p,(T,Tn))<o(D(B(E(wn))E(1n))) d.

i) T Ucgensel a—dongiisel gegisli doniisiimdiir.
iii) (T 145) 21 olacak sekilde 1, €W vardr.
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iv) T streklidir veya her ne N igin g, — £ (n—o0) olan ve a(g4,, t,,)>1

esitsizligini saglayan { ‘un}neN cW dizisi varsa her k eN igin

ne

o, ,11) 21 olacak sekilde {s1,} . dizisinin {, } alt dizisi vardur.

Bu durumda T doniistimii (W, Db) uzayinda bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat : Teorem (3.2.5)’de i=j=1ile &' >s" >1ve T =S alinirsa ispat tamamlanr.

Bir sonraki sonug ise E —daralma doniistimiinii igeren Banach sabit nokta teoremi [13]

i¢in bir genislemedir.
Sonu¢ 3.2.11. (W, pb) bir kismi b—metrik uzay ve T kendi ilizerine tanimli bir

dontistim olsun. Her g,neW ve he [0,1) icin asagidaki esitsizlik saglansin:

Py (T, Tr7) <h(E; (177)).

Bu durumda T dondstimii tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat: Sonug (3.2.10)°da ¢(t)=ht, D € A fonksiyonu D(t)=t ve a(x,n)=1 olarak
tanimlanirsa ispat elde edilir.

Tamm 3.2.12. (W, pb) bir kismi b—metrik uzay ve T kendi iizerine tanimli bir

doniistim olsun. Her g,n7eW igin
o, (T Tn) #0=> oo(p, (T Tn)) <| w( B(E: (1)) Er (u.n))}k

olacak sekilde ke(01), fe®, ve we® var olsun. Bu durumda T:W —W

doniistimiine bir @, — Geraghty doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 3.2.13. (W, p,) tam kismi b—metrik uzay ve T:W -»W . —Geraghty
dontistimii olsun. Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Sonug (3.2.9) da D:(0,00) > (0,0), D(t)=(n(w) ve o(t)=((nk)t almirsa
ispat elde edilir.

Ayrica A. Fulga ve A. M. Proca [65] tarafindan 2017 yilinda yapilan ¢alismaya katki

olarak yeni bir kavram asagidaki gibi verilmistir.
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Tamm 3.2.14. (W, p,) bir kismi b—metrik uzay olsun. Her z,7 W icin

K+ F (0 (T Tn)) < F(B(E; (1)) Er (4.7))

olacak sekilde x>0, fe®, ve FeXN var olsun. Bu durumda T:W —>W

doniistimiine bir F. —Geraghty doniisimii ad1 verilir.

Teorem 3.2.15. (W, p,) tam kismi b—metrik uzay ve T:W —»W déniisimii F —
Geraghty doniigiimii olsun. Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Sonug (3.2.9)’da, D(t)=€" ve ¢(t)=e"t almak yeterlidir.

Asagida ise kismi b—metrik uzayda homotopi teorisi Uzerine Sonu¢ 3.2.9’un bir

uygulamasi verilmistir.

Teorem 3.2.16. (W, p,) s=>1 sabitiyle tam kismi b—metrik uzay, U ve C sirasiyla

W uzaymin agik ve kapali alt kiimeleri olsun. H :Cx[O,l] —W operatorii asagidaki

sartlari saglasin.
i) Her £eC-U ve ke[0,1) icin g+ H (k) dir.
ii)  Her u,neC ve k,he[0,1) igin
Eys (24,77)= Py (4077) +| Py (12, H (11.K)) = py (12, H (7,K))
iken

D(py (H (1K), H (nK))) = o( D(B(E (441)) Ex (1.1)

saglanir.

i) Her zeC ve k,k" €[0,1) icin

spb(H (1K), H (2, k*)) s\w(k)—w(k*)

esitsizligini saglayan v/ : [0,1] — R fonksiyonu vardir.

Bu durumda H (-, O) operatdriiniin bir sabit noktaya sahip olmasi igin gerek

ve yeter sart H (-,1) operatOriiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir.
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Ispat: % kimesi,
Kz{k €[0,1]: u=H(u,k),bazi eVl i(;in}
olarak tanimlansin.
H (-,0) bir sabit noktaya sahip olsun. 0 € % oldugundan % kiimesi bos kiime degildir.

Ayrica & kimesinin [0,1] tizerinde hem acik hem kapali oldugu gosterilsin. [O,l]

kiimesi baglantili oldugundan % = [O,l] elde edilir ki istenilen sonuca ulagilmis olur.

Birinci durum olarak, A kiimesinin [0,1] tizerinde kapali oldugu gosterilsin. Bunun igin
n— oo iken k, —k €[0,1] olacak sekilde {k,} " = Z dizisi tanimlansin. k € & oldugu
gosterilecektir. Her n=1,2,3,... i¢in k, € X oldugundan 2, =H (x,.k,) olan x, €U

noktasi vardir. Ayrica n,m=12,3,... i¢in

pb(lun’lum): pb(H (ﬂn'kn)’H (,um,km))

<5p, (H (K3 ) H (2, K ) 450, (H (220, K5 ) H (k) (3.32)

bulunur. Ayrica (ii)’den h e (0,1) ile ¢ fonksiyonun 6zelliginden

D( Py (H (44 Kn) H (11:k0)) < 0D (B(Ens (1t 20) Ent (1, 11,))

tys ) ) Evy (4t 18,

)+
‘pb(ﬂn’H (:un’km))_ pb(lum’H (,le,km))‘]}
)

o
o

—~
R
BN
3

+
o
o

—
I
—~
R
=~
=}

~
I
—~
R
=~
3

~
N
| I—

N—

saglanir. (Dl) ozelliginden

P, (H (4t ki) H (s )) <D Py (s 1)+ Py (H (410K, ) H (210,K )|

elde edilir. Bu nedenle tiggen esitsizligi ve (iii), (3.32) ile birlikte diistiniiliirse

o ) <l =0 O o )+l ) )|
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1+s
<| — K )—w(k
pb(lunhum) [S(l—h)J|W( n) l//( m)|
olur. n,M — o i¢in {kn}neN dizinin yakinsaklig1 g6zoniine alinirsa,

lim p, (44, 44,) =0

n,m—o0

elde edilir. Bu da, {,un} . dizisinin W uzayinda Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

ne

(W, pb) tam kismi b —metrik uzay oldugundan
Po (ﬂ*lﬂ*) = !}!}g Py (ﬂ*’ﬂn) = n!rinr_T)]w Po (/un’/um) =0
olacak sekilde 1 €C vardir. Ustelik

Py (s H (1K) = Py (H (21K, ) H (407K ))
<5, (H sk ). H (44,,K)) + 5, (H (4, k). H (1K)

oldugundan

<hD

=hD| = : )+
S|Pk H s,k)) =y (1 H 1))

elde edilir. D fonksiyonunun 6zelliginden

5P, (H (16, K).H (1K) ) < h[pb(ﬂn,/f)+

Py (4 H (440,K)) = Py (ﬂ*’ H (4, k))u

sonucuna ulagilir. (3.32) ifadesinden

B (e H (1K) < () =w ()10, (1)

olur. Yukaridaki esitsizlikte N — oo i¢in limit alinirsa
lim p, (4, H (4, K)) =0

bulunur. Dolayisiyla,
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Py (4 H (4 ) =tim py (4, H (11, )) =0

saglanir. Bunun anlami ise, = H ( o0, k) olmasidir. (i) saglandigindan " €U olur.

Buradan K € & dir ve sonug olarak A kimesi [0,1] tizerinde kapalidir.
Ikinci durum olarak, % kimesinin [0,1] tizerinde agik oldugu gosterilsin. Kk, € &

olsun. Bu durumda 4, = H (1,k, ) olacak sekilde £, €U vardir. U agik oldugundan

W uzaynda B, (4,6)cU olan §>0 vardir. he[0,1) ve s>1 olmak Uzere

s(1-h
£= —(S . ) >0 olsun. v, K, noktasinda  siirekli  oldugundan,
+

ke(ko—g(g),k0+l9(g)) icin, |w(k)—w(k)[<e olan 9(s)>0 vardir.
ke(ky—9(¢).ky+9()) olmak iizere,

peB, (ko) ={keW :p,(k.ky)< p,(ky.k,)+5}
icin

oy (H (1K), ko) = py (H (1.K). H (11:,))
<5y (H (42.k), H (k) +5py (H (1K ). H (11, k))

saglanir ve bundan dolay1

D(Pb(H(ﬂ’ko)'H(ﬂo’kO)))Sq’(D(ﬂ(EH ('”’”0))EH ('u"UO)))

E{pb(ﬂn%)—’_ }
S ‘pb(,u,H (ﬂ,ko))_ pb(/'lO’ H (/‘O’ko))‘

elde edilir ki bu ise

Spb(H (,U’ko)a H (/uo'ko))< h[pb(:unuo)"' pb(H (/U1k)’ H (ﬂ’kO))]

olmasidir. Sonug olarak, yukaridaki esitsizlik dikkate alinirsa,
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pb(H(ﬂ,k),ﬂo)S\W(k)—W(ko)\+h{pb(ﬂ,ﬂo)%\W(k)—W(ko)@

£(1+2j‘1//(k)—;//(k0)‘+h(pb(yo,,uo)+5)

§(1+2jg+h(pb(yo,yo)+5)

< pb(ﬂo:ﬂo)+5

elde edilirve H (k) eB, (1,5) olur. Bylece, her sabit k & (k, — (&), k, +9(¢))

icin H (-,k): B,, (,uo,ﬁ)—> pr(,uo,é') saglanir.  Sonu¢  (3.2.9)’un  hipotezi
saglandigindan H (- k) operatorii C kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir. Fakat (i)

sartindan  dolayr  sabit nokta U kiimesinde olmalidir. Bu  yiizden

(k0 -9(¢).k +19(8)) < % ’dir. Sonug olarak & kiimesi [0,1] iizerinde agiktir.
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4. ASIMETRIK KISMi b — METRIK UZAYLAR VE SABIiT NOKTA
TEORISI

Bu béliimiin birinci kisminda asimetrik kismi b—uzay yapisi tamtildi. Ikinci
boliminde ise (a, ﬂ)— D, daralma sarti tanimlanarak, bu daralma sartim saglayan

sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Bunlara bagl olarak bazi sonuglar sunulmustur.

4.1. Asimetrik Kismi b —Metrik Uzaylar ve Bazi Topolojik Ozellikleri

A. Gupta ve ark. [128], E. Karapinar [129] tarafindan tanimlanan asimetrik kismi
metrik uzay ile b—metrik uzay 6zelliklerini birlikte disiiniip asimetrik kismi b—
metrik kavramini tanimlayip, asimetrik kismi b—metrik uzaym topolojik yapisini
olusturmuslardir. Bu uzay tizerinde sabit nokta teoremleri elde etmislerdir. Daha sonra

birgok arastirmaci bu uzayda gesitli ¢alismalar ortaya koymuslardir [130-138].

Tamm 4.1.1. [128] W # & bir kime olsun. Vu,n,0 €W ve baz1 S>1 reel sayilari
icin

(,1) 0< =0, (un) =0, (n.n)=u=n,

(qpr) Ay, (410) <0, (171),

(qpb3) Ay, (112) <0y, (m.1),

(9,,4) a,, (wn)<s[a, (w0)+a, (a7)]-d, (5:0)

sartlarimi saglarsa, g, ‘W xW — R" fonksiyonuna W iizerinde asimetrik kismi b—

metrik, (W,qpb) ikilisine de asimetrik kismi b —metrik uzay denir.



Uyar 4.1.2. [128] (W,qpb) asimetrik kismi b—metrik uzay olmak lzere

dy, (£m) =0, (1) +d, (7.2) =0y, (2£.12) =0, (1.77) (4.2)
olarak tanimlanan dqpb ‘W xW — R* fonksiyonu W uzayinda bir b—metriktir.

(b1)=) d, (w7)=0 olsun. (q,2) ve (q,3) ozelliklerinden dolay,
q, (en)—0, (1)=0 ve q, (17.12)—0, (17.77) >0 saglamr. Dolayistyla,
0=d, (un)=d, (n)+a, (n.u)-d, (1u)-d, (7.7)
=0, (4m) =0, (1) +d, ()= 0, (7.7)
elde edilir. g, , asimetrik kismi b—metrik oldugundan ve pozitif tanimli iki saymn
toplammin  sifir olmast ancak her birinin sifir olmasma bagli oldugundan
q, (wn)-a, (wu)=0 ve  q,(7u)-0q,(77)=0  olmahdir.  Yani,
dp, (
A,
a,, (17)=a,, (7.77) elde edilir. Dolayisiyla, q, (44 4)=4, (17)=4, (1.77) olurki,

q,, asimetrik kismi b —metrik oldugundan, g =7 saglanir.

)=y, (1 42) Ve Qy, (m.4) =0y, () dir. Ayrica, g, (m.17) <0, (4677) ve

o 41) <, (7, 14) oldugundan q, (7.7)<0, (1) ve q, () <q, (7.77) olup

<) p=n olsun.

dqpb (,U”?) = Qpb (ﬂ:’])+ qpb (n’ﬂ)_qpb (,U,,U)_qpb (77’77)
= qpb (u)u)—i_qpb (ﬂ)u)_qpb (ﬂ)ﬂ)_qpb (IIJ,‘U)

saglanir.
(b2)

dqpb (ﬂﬂ?) = qpb (,U:U)"‘qpb (U;ﬂ)—qpb (,Ll,,U)—qpb (77;77)

= qpb (77)/”)+ qpb (,U,U)—qpb (77:77)—qpb (IU,/J)
:dqpb (77’/“)

saglanir.
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(b3) d, asimetrik kismi b —metrik oldugundan tiggen esitsizligi uygulanirsa

dy, (1) =0, (1m) -+, (17.12) =0, ()=, (m.7)
<q,(uo)+a, (an)-0, (o.0)+q, (1.0)+0a, (o, u)
-4, (a0)-q, (1u)-q, (7.7)
=d,, (1£.0)+0, (a:1) =0y, (1 11) =0, (0:0) + ), (0:77)
+0, (7.0)-q, (50)-q, (7.7)
<s[d, (40)+0, (o:4) =, (1) =0, (0:0)]
+s[a, (an)+a, (m.0)-d, (6:0)-d, (7.1)]

- S[dqpb (no)+d, (o 77)}
olur. b—metrigin sartlar1 saglandigindan dqpb fonksiyonu W uzayinda b—metriktir.

Uyan 4.1.3. [128] Her asimetrik kismi metrik uzay, bir asimetrik kismi b —metrik
uzaydir. Fakat tersi genelde dogru degildir. S=1 i¢in asimetrik kismi b—metrik,

asimetrik kismi metriktir. Ancak S >1 i¢in bu dogru degildir.

Ornek 4.1.4. [128] W =[0,1] olsun.

Oy, (£67) ==+ pt
olarak tanimlanan ¢, :W xW — R" doniisimii W uzayinda asimetrik kismi b—

metriktir. (W, Oy, ) asimetrik kismi b—metrik uzaydir.

(qpbl) qpb (/u’/u):qpb (,U,?]):qpb (77’77) olsun. Yani’

p=lu—n+p=n=p=n

saglanir.

(9.2)

Ay, (6 p) = u<|u—n|+u=q, (nn)

saglanir.
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(an.3)

A, (t6p)=p=p—n+n<|u—nl+n=n-p+n=0q, (1.1

saglanir.

(9.4)

Oy, (467) =|pt—11|+ 14
=|u-n|+u+o-o
=|u-c+o-n|+u+o-o
<|u-ol+lo-n|+pu+o-o
=S|:|,u—0'|+/1+|6—77|+6:|—6
=3[y, (w0)+a, (an)]-a, (c:0)

saglanir. Bu nedenle, s>1 igin (W,qpb) ikilisi asimetrik kismi b —metrik uzaydir.
Ornek 4.1.5. [128] W =[1,0) olsun.
A, (4677) = (0 ()

olarak tanimlanan ¢, W xW — R" doniistimii $>1 icin asimetrik kismi b—metrik,

(W, qpb) ise asimetrik kismi b —metrik uzaydir.
(qpbl) qu (‘u”u) = qpb (/J,ﬂ) = qpb (77’77) olsun. Yani’
()= m(un)=m(n*)= 1’ =n"=u=n
saglanir.
(qpb 2) Genelligi bozmadan y <7 olarak alinirsa

UEn=>Mu<inp=Mu+hu<inp+nu= 2£ny£ﬁn(,u77):£ny2 Sﬁn(w])

saglanir. Boylece,

qpb(’u"u)sqpb(‘u’n)

elde edilir.
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(qpb 3) Genelligi bozmadan g <7 olarak alinirsa

U< = N < inp = N+ nu < (np+ = 2Inp<In(un) = Ing® < In(nu)
bulunur. Boylece,

q,, (1u)<a, (17.1)

elde edilir.

(9.4)

Ay, (177)=(n( )
— () +m(n)
<stn(p)+sin(n)
<stn(u)+sin(n)+2(s-1)m(o)
=stn(u)+sin(n)+(s-1)[ n(c)+n(o)]
=sin(u)+sin(n)+s[ m(c)+n(c)]-[ n(c)+n(c)]
=s[n(u)+n(c)+n(c)+m(n)]-[ n(c)+n(o)]

=s[ (n(uc)+n(on)] —[ﬁn(a )J

=s[q, (n0)+ay (o) ] -0, (c:0)

elde edilir. Dort sart da saglandigindan (W,qph) ikilisi asimetrik kismi b—metrik

uzaydir.
Ornek 4.1.6. [128] W =[0,%} olsun.
q,, (177)=sinu+siny

olarak tanimlanan dp, ‘W xW — R" doniisiimii $>1 ile asimetrik kismi b—metrik,

(W, Oy, ) ikilisi ise asimetrik kismi b—metrik uzaydur.

(qpbl) qu ('u"u):qpb (’U’n):qpb (77’77) olsun. Yani’

2sinu=sinu+sinp=2sinp=sinu=sinn = u=n

bulunur.
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(qpb 2) Genelligi bozmadan u <7 olarak alinirsa, u,ne {O, %} oldugundan,
L1 <n=sinu <sing saglanir. Buradan
sin p+sin g <sing+sinu =, (1u)<q, (1)
olur.
(qpb 3) Genelligi bozmadan u <7 olarak alirsak, 7€ {O, %} oldugundan,
L1 <n=sinu <sinng saglanir. Buradan
sin p+sin g <sing+sin g =0, (4u)<q, (17.4)
elde edilir.
(9.4)

q,, (m7)=sinu+siny
<ssinp+ssing
<ssin u+ssing+2(s—1)sino
=Ssin u+ssiny +2ssino —2sino
= ssin/,z+ssin77+ssina+ssina—[sina+sin a]

=s[sin u+sino +sino +sinp]|-[sinc +sinc]

- S|:qpb (ﬂ,0)+qpb (O-’n):| _qpb (O-’O-)
olur. Dort sart da saglandigindan (W,qpb) ikilisi asimetrik kismi b—metrik uzaydur.
Ornek 4.1.7. [130] keN* olmak Uzere W=[O,4—7ﬂ olsun. g, :WxW —R"
doniistimii,
Ay, (4677) =sink|p—n|+u
olarak tanimlansin. $ >k sabitiyle (W,qpb) asimetrik kismi b—metrik uzaydir.
(9,,1) a, (£4)=0, (1)=0, (7.7) olsun. Yani,
p=sink|u—n|+u=n=|u-n=0=>u=n
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saglanir.

(.2)

Oy, (4612) = p<sink|u—n|+pu=q, (1n)

saglanir.

(9.3

Oy, (1612) = pt= p—n+n<|u—n|+n|=n—ul+n| <sink|p—g|+n =0, (n.4)

saglanir.

(0.4)

Ay, (617) =sink|p—n|+p
=sink|u—oc+o-n|+u+o-o
<sin k(|,u—0'|+|0'—77|)+,u+6—0
<sin k(|,u—0'|+|0'—77|)+k,u+ ko—o
<k(sink|u—o])+k(sink|o—n|)+ku+ko—-c
= k[sin K|p—o]|+ p+sin k|U—77|+G]—U
=k[ g, (z0)+a, (a:7)]-0, (c:0)

olur. Dort sart da saglandigindan (W , qph) ikilisi asimetrik kismi b—metrik uzaydur.
Ornek 4.1.8. [131] W =RR" olsun.

Ay, (£.17) =t =11|+[ | +[ 1= 1]*
olarak tanimlanan ¢, W xW —R" doniisimii W (izerinde s>2 katsayisi ile
asimetrik kismi b—metriktir. (W,qpb) asimetrik kismi b—metrik uzaydir.
(9,,1) a, (£4)=0, (£7)=0, (n.7) olsun.

|l =|pe=nl | +|u—n| *=ln| = |u-n|=0= p=n

saglanir.
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(9.2)

O, (12.42) =1 || +]pd| +| e =n]" =, (1e77)

saglanir.

(qpbB)
|t =l <l = || < | o= | <|we=na] + | =]
) <|p=n|+| =] +]n]
oldugundan
O, (12.42) =1 <|mp = |+ +[m = =1, (m.10)

elde edilir.

(qpb4)
p, (117) =|pe= 1|+ +| =]

=|u—c+o—n|+|y+|u—c+o-n
<|u= o +jo—n|+[u|+2(|u-of +|o-uf)
S2|,u—0|+2|a—77|+2|,u|+2|a|+2|,u—0|2+2|G—77|2—|G|
=2(|u=ol+|u+|u-of | +2(jo =1 +|o] +|o—n[ )-|o
:ZI:qpb (,U,O')'i‘qpb (O-’n):l_qpb ((7’0-)

saglanir. Dort sart da saglandigindan S =2 igin, (W,qph) ikilisi asimetrik kismi b—

metrik uzaydir.

Ornek 4.1.9. W ={1,2,3,4} olsun. g, :W xW —R" déniisiimii

u=nf e mEn ise
q,, (1) { " = ise

olarak tanimlansin. (W : qpb) ikilisi s> 2 i¢in asimetrik kismi b —metrik uzaydir.
(9,1) a, (£4)=0, (1)=0, (7.7) olsun. Yani,
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=lu-nf +pu=n=pu=n

dir.
(qpb 2)

A, (p)=p<|pu—nl +u=q, (un)

saglanir.

(9.3)

Oy, (1t) == p—n+n<|p—nl+n<lu—nf +n=n-u +n=0, (n.1)

elde edilir.

(9:.4)
1) u#n+o igin
Ay, (677) == + 1
=|lu—c+o-n +ut+to-o
sz(|ﬂ-o|2+|a-n|2)+ﬂ+a-a
<2(ju-of +|o—n[ |+2u+20-0
2

|- 0| +p+|o— 77| +0') c

(
(|,u 0| +p+|o— 77| +0') (|G—G|2+G)
[qpb +qpb an)]—qpb(a,a)

olup s=2 igin (W,qpb) asimetrik kismi b —metrik uzaydir.
i) u#n=o igin

A, (wn)=|u-nf +u
=|lu-of +u+o-oc
:qpb (Itl,O-)'i‘qpb (O-’n)_qpb (O-’O-)

saglanir.
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i) g=o#n igin

Ay, (1617)=|u=n +p
=lo-nf +o
=lo-nf+o+u-oc
=,u+|0'—77|2+6—0

=0, (40)+0;, (0:17) =0y, (0:0)
olur.
iV) u=o0=n icgin
Op, (161)=p=p+pu—p =0, (1.o)+4, (a.7)-0a, (c.0)
saglanir. Her durumda tiggen esitsizliginin saglanmasi igin S =2 alinmalidir.
Ay, (1, 1) =1#0 oldugundan bu fonksiyon asimetrik metrik degildir.

A, (2, 3) =3#4=q, (3, 2) simetri 6zelligi saglanmadigindan kismi metrik degildir.

Yu,n,0 €W icin s =1 oldugunda tiggen esitsizligi saglanmadigindan asimetrik kismi

metrik degildir. Ciinkd,
Ay, (41)=13>0q, (4.2)+q, (21)-q, (2,2)=8+3-2=9
dir.

Ornek 4.1.10. W =[0,1] kumesi iizerinde, g, ‘W xW —R" fonksiyonu

H—T]
2 +1, u>ne(01] ise
qpb (,uaﬂ): 11 ,UZUE[O,].] ise ,
n? — 1 1 u<ne(01] ise
2 )

Ay, (7.0)=d, (0.7)=n+1, 7(01)

olarak tanimlansin. ¢, , >4 i¢in W (izerinde asimetrik kismi b —metriktir. (W’qpb)

asimetrik kismi b—metrik uzaydir.
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(q%ﬂ q, (e1)=0, (wn)=4, (7.7) olsun.
i) ¢ >n icin

1= 1= 1:”2’7 0= u=p

saglanir.
I) 4 <m igin

2_
1= 2 17 S =0=u=n

saglanir.
(qpr)
i) 4 >n icgin
qpb(,u,ﬂ) 13”2774_1 qpb (IUJ )

dir.

i) 4 <n igin

dir.
iii) £=0,7€(0,1) icin
Ay, (1e1)=1<n+1=q, (0.7)

(9.3

)77 > u igin

IA
N

1 “ +1:qpb(77,ﬂ)

qpb(/.l,/,l)

dir.
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i) < uicin

0y, (1) =152 41=0, (.41
dir.
HDyzOﬁe(QQi@n

Oy, (644)=1<n+1=q, (7,0)

dir.
(qpb4)
i) u>n>o igin
qp,,(ﬂ,n)=ﬂ;7+1
<H 941
2
<H—O n’-o’
< +1+ +1-1
2 2
:qpb (/J,G)‘f‘qpb (G,U)_qpb (G’G)
SSl:qpb (/J,G)+qpb (G’n)]_qpb (G’O-)
saglanir.
i) u>o>n igin
qpb(u,n)—ﬂgﬂﬂ

e/ |

YA P/ |
2 2

=0y, (10)+0;, (a:7) -0y, (0,0)
<s|q, (wo)+a, () ]-a, (e:0)
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ii)o > u>n icgin
p— 0—
qpb (ﬂ,n):ﬂTn'i‘lS Tn+1

2 2 _
<% H 19T
2 2

=0, («.0)+q, (an)-a, (a0)
< s[qpb (,u,O')+qpb (O;n)]_qpb (O-’G)

saglanir.
V) u<n<o igin
22
qpb(u,ﬂ)=nT#+l
L ;’uz +1
2 2
<g ;u +1+G;7+1—1
:qpb (ﬂ,0)+qpb (an)_qpb (O-’O-)
_SI:qpb ('u’o-)+qpb (O-’n)]_qpb (@G)
saglanir.

V) u<o<n igin

2 2
a,, () =T 2” +1
2 2, 2 2
M ;0 Ho141-1

2,2 2_ 2
<9 H 14179 11
2 2

=0, (quo-)_" A, (an)_qpb (O-’G)
< S[qpb (ﬂ’0)+qpb (O_’n):l_qpb (G’G)

saglanir.
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vi)o < u<n icin

q,, (1£7)

2

2 2
i

N

2

779 114479411

2 2

_ 2 2
K79 4179 1

2

2

=0, (ﬂ’a)+qpb (O;n)_qpb (O-’O-)
<s|q, (wo)+a, () -0, (o:0)

saglanir.

Vi) u=0 ane(0,1)ve n<o igin

q, (n) =0, (0,7)
=n+1

<o+1

<o+1+

|

=0, (0,0‘)+qu (G’n)_qpb (U’G)
5[, (0.0)+, (01)]- (0)

saglanir.

viii)u=0 o,ne(0,1)ve o <7 igin

Ay, (£677) =0, (0,77)
=n+1

<4

g +1j+4(a+1)—1

+1j—1

ap, (/”’O-)_"qpb (O;n):'_qpb (G’O-)

2 2
—O
a+1+77
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saglanir.

iX)7=0 o,ue(0,1)ve u<o igin

Oy, (£677) =10, (14,0)
=u+l

<o+l

22
SG Zﬂ +1+0+1-1

2

2
<s| 2 ;’u +1j+s(a+1)—l

2

2_
=3 i 2” +l+a+1]—1

=s[q, (w0)+a, (o) ] -0, (:0)

saglanir.

X) =0 o,ue(0,1)ve o < u igin

Ay, (467) =0y, (£,0)
=u+l
2

2
<4 L =O

+g+a

2 2

= ;U +1j+4(0+1)—1

2 2

=4 £ ;G +1+0'+1]—1

=4[q, (10)+4, (o1)]-0, (5:0)
saglanir.

xi)o=017,ue(0,1)ve u<n icin

e
2
<u+l+n+1-1

q,, (467)
<s(u+1l+n+1)-1
= S[qpb ('LI’O-)+qu (O-’n):l_qpb (G’O-)

saglanir.
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xii)o =0 olmak tizere 7, € (0,1) ve 17 < u igin
H—1
A, (7)==
<upu+n+1+1-1
<s(u+l+n+1)-1

=s[d, (ko) +d, (a:7) |-, (c:0)

saglanir. Dolayisiyla, (W, qpb) ikilisi asimetrik kismi b—metrik uzaydir.

Ornek 4.1.11. W =N* ={L 2,3,...} olsun. 1< &< 2 olmak tizere m,n>2 icin

q, (Lm)=1+(m-1)s

1)=m

o]

o

(
P(
p, (

(

qpb

1m

m,

m,n) =1+|m—n|e,(m==n)

11)=q, (mm)=1

olarak tammlanan ¢, :WxW —R" doniisiimii W (izerinde s>2 katsayisi ile

asimetrik kismi b —metriktir.

(qpbl) g, (mm)=q, (mn)=q, (n,n) olsun.

i) m<n igin

1=1+(n-m)e=1=(n-m)e=0=m=n
dir.
i) m>n igin

1=1+(m-n)e=1=(m-n)e=0=>m=n
dir.

iii) g, (L m) durumu icin
1=1+(m-1)e=1=(m-1)e=0=>m=n=1

dir.
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iv) g, (m,1) durumu igin

dir.

(.2)

1) m<n igin

dir.

i) m>n igin

dir.

i)

saglanir.

iv)

saglanir.

(9.3

i) m<n igin

dir.

i) m>n igin

dir.

l1=m=1—=m=n=1

g, (mm)=q, (L1)=1<1+(n-m)e=q, (m,n)

g, (mm)=q, (1L1)=1<1+(m-n)e=q, (m,n)

qpb (m’ m) = qpb (1’1) =lsm= qpb (m'l)

q, (mm)=q, (1L1)=1<1+(m-1)e=q, (Lm)

q, (Mm)=gq, (L1)=1<1+(m-n)e=q, (n,m)

g, (mm)=q, (1L1)=1<1+(n-m)e=q, (n,m)
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i)
q, (mm)=q, (L1)=1<n=q, (n,1)
saglanir.
iv)
q, (mm)=q, (11)=1<1+(n-1)e=q, (Ln)

saglanir.
(qpb4) m,n,k >2 olsun.
i)m<k<n icin

g, (Mmn)=1+(n-m)e
=1+(n—m)e+ke—ke+1-1
=1+ke—-me+ne—ke+1-1
=1+(k-m)e+1+(n—-k)e-1
< s[1+(k—m)g+1+(n—k)g]—1
= S[qpb (m’k)+qpb (k’ n):'_qpb (k’k)

saglanir.
iiym<n<k icgin
g, (mn)=1+(n-m

(
1+(
(
(

&

x
3
™

x
3
™

~1+(n-m)
<1+(k-m)
<1+(k-m)

<l+(k-m)e+1+(k—n)e+1-1
<s[1+(k-m)e+1+(k—n)e -1
:s[qpb(m,k)+qpb(k,n)]—qpb(k,k)

saglanir.
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iii) k<m<n igin

qpb(m,n):1+(n—m)g

<1 (n k)e+1+(m—-k)e+1-1
m— k)g+1+ n k g] -1

ST
=s[ a5, (mk)+a, (kin) |-g,, (k.K)
saglanir.

iv) 1<m<n igin

q, (mn)=1+(n-m)e
=1+ng—me
<l+ng-¢
<l+ne—e+m-1
<s[m+1+(n-1)¢]-1

=s[a, (m1)+a, (1n)]-a, (1)

q, (Lm)=1+(m-1)e

<1+(n-1)¢
1+(n-1)e+(n-m)e+1-1
<s[1+(n-1)e+1+(n-m)e]-1

[ (Ln)+q, ( nm)]—qpb(n,n)

I/\

g, (Ln)=1+(n-1)¢
=l+ne-¢
=l+ne—eg+me—me+1-1
=l+me—e+l+ne—me-1

<s[1+(m-1)e+1+(n-m)e |-1
s[4, (Lm)+q, ()] g, (mm)
g, (M)=m<n+(n-m)e+1-1

=1+(n—-m)e+n-1

<s[1+(n-m)e+n]-1

=sq, (m.n)+q, (n.1)|-g, (n.n)
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qpb(n’l):
<ng
<ng—me+meg
<ng—me+2m
<(n-m)e+2m+2-1
<2(n-m)e+2m+2-1
<2[1+(n-m)e+m]-1
=2[q, (n.m)+q, (m1)]-q, (mm)

qpb(m,m)=1Sm+1+(m—1)g_1
<s[m+1+(m-1)¢ |-1
:S[qpb(m’1)+qpb(11m):|_qpb(1,1)
qpb(m’m):131+(n—m)8—(n—m)g+1—1
SS[1+|m—n|g+1+|n—m|g]_1
=s[a, (mn)+q, (nm)]-q, (n.n)
saglanir.
v) m>Kk>n igin
qpb(m’n):1+(
=1+(m-n)e+ke—ke+1-1
(

m-k)e+1+(k—n)e-1
m-k)e+1+(k—n) g]_l

m,k)+q, (k.n)]-a, (k.k)

IA
wn
[
(BN
+
—_

dir.

vi) m>n>Kk igin

g, (Mn)=1+(m-n)e
<1+(m-k)e<l+(m-k)e+(n-k)e+1-1
=1+(m-k)e+1+(n—-k)e-1
<s|1+(m-k)e+1+(n—-k) g:l_]_

[1+(
sy, (k) +a, (k.n)] g, (k.k)

saglanir.
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vii) K>m>n icin

<1+(k-n)
<l+(k-n)e+(k-m)e+1-1

= k—n)g+1+(k—m)g—l
<s[1+(k—-m)e+1+(k-n)e]-1

- S[qpb (m'k)+qpb (k’ n)J_qpb (k’k)

=
+

dir.
viii) m>n>1igin
qpb(m,n):1+(m—n)g
<l+meg-1
<1+ m5—1+(n—l)g
<2m+2+2(n-1)e-1
=2[m+1+(n-1)¢]-1
= Z[qpb (m’1)+qpb (1’n)]_qpb (1’1)

g, (Lm)=1+(m-1)e
=l+me—e+ng—ne+1-1
=1l+me—ng+l+ne—e-1
=1+(m-n)e+1+(n-1)e-1
<s[1+(n-1)e+1+(m-n)e]-1

=s[a, (Ln)+a, (nm)]-g, (n.n)

q, (Mm1)=m
<mg+ne—ng
<me-ne+2n
<(m-n)e+2n+2-1
<2(m-n)e+2n+2-1
<2[1+(m-n)e+n]-1

~2[q, (mn)+q, (1], (n.n)
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ve

qpb (n’l) =N
<m+(m-n)e+1-1

<s[1+(m-n)e+m]-1
- S[qpb (n’m)+qpb (m’l)]_qpb (m’m)

saglanir. Dolayisiyla S>2 igin, (W,qpb) ikilisi asimetrik kismi b —metrik uzaydir.

Tamm 4.1.12. [132] (W,qpb) herhangi asimetrik kismi b —metrik uzay olmak tizere

By, (we)={neW:d, (sn)<d, (uu)+e]
ile tanimlanan kiimeye u merkezli, € >0 yarigaph agik yuvar denir.

Benzer sekilde,
B,, [10e]={neW :q, (un)<a, (uu)+e
ueW merkezli, £ >0 yarigaph kapali yuvar denir.

(W, qpb) asimetrik kismi b—metrik uzayinda {qub ( M, 8) cueW,e> 0} bazi ile W

uzerinde Uretilen topoloji z,, dir.

Ornek 4.1.13. W ={O, %} olmak uzere, q, (,u,n) =sin u+sinny olarak tanimlanan
d,, ‘W xW —R" fonksiyonu s>1 iken W iizerinde asimetrik kismi b—metriktir.

(W, Oy, ) asimetrik kismi b—metrik uzayinda

B, (u.e)= {77 eW:q, (n)<q, (,u,,u)+g} oldugundan
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sinu+sinp<sinu+sinu+e¢
sinp<sinu+e
n<arc(sinu+¢)

olup
B, (€)= [0,arc(sinu+¢))
elde edilir.

Ornek 4.1.14. W :[1, oo) olmak uzere, q (,u,n):m(,m]) olarak tanimlanan
d,, ‘W xW —R" fonksiyonu s>1 iken W iizerinde asimetrik kismi b—metriktir.

(W, a,, ) asimetrik kismi b—metrik uzayinda

B, (ue)= {77 eW:q, (wn)<q, (uu)+ 8} oldugundan,

M+ <ihp+np+e
np<(nu+e&
77 <e{ny+a :e(nyes :ﬂee
olup
BQpb (ﬂ,g)=[1,ﬂeg)
bulunur.

Ornek 4.1.15. W =R" ve g, :WxW —R" olsun. Vz,n,0 €W igin

max{n’ = 4*,0}+ 1%, y<p ise
qp(,uﬂ?): ,uz’ H=n ISG
2u° —n°, u>n ise

fonksiyonu verilsin. (W,qp) ikilisi asimetrik kismi metrik uzaydir. Her asimetrik

kismi metrik uzay, asimetrik kismi b—metrik uzay oldugundan, (W,qp) asimetrik

kismi b —metriktir. Buradan

(—\/,u2+g,\/,u2+g), L<n ise
qub(y,g): R, u=n ise

(/ferg’oo)' u>n ise
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bulunur.

Uyan 4.1.16. b—metrik uzayda her ag¢ik yuvar agik kiime olmak zorunda
olmadigindan asimetrik kismi b—metrik uzayda da her agik yuvar ag¢ik kiime olmaz.
Ornegin,

W =N"={1,2,3,..} olsun. 1<& <2 olmak lizere m,n =2 igin

g, (Lm)=1+(m-1).¢

1)=m

o]

o

P
qu

m
m,n
qu 1’1) ( ):l

,n)=1+|m—-nl.e,(m=n)

(
(
(
(

olarak tammlanan @, ‘W xW —R" fonksiyonu W (zerinde s>2 Kkatsayisi ile

asimetrik kismi b—metrik uzay oldugundan

B, (2,1—%) ={77 eW:q, (27)<q, (2,2)+1—§,1< e< 2}

dir. Buradan

&
BClpb (2’1_5j = {2}
elde edilir.

B, (2r)={neW:q, (27)<q,(22)+r,r>0/={1234,.}

olarak bulunur. qub (2,1—%) acik yuvari i¢in 2 merkezli bu yuvarin kapsayacagi

herhangi bir agik yuvar bulunmadigindan acik kiime degildir. 2 noktasini igeren en

kiicik actk yuvar 1l<r<eg igin qub(z,r)z{l,z} kiimesidir.  Fakat
B, (2r)zB, [21-2]d
qpb( ,I‘)¢ Uy | <* _E 1r.
Teorem 4.1.17. Herhangi bir asimetrik kismi b —metrigin topolojisi T, — topolojisidir.
Ispat: (qpbl) ve (qpb2) ozelliklerinden u # 1 noktalari igin
Oy, (464) <0y, (2617)
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q,, (1)-a, (1 4)

ozitif
> p

dir. e qub (y,g) ve ¢ qub (,u,g) elemanlar1 i¢in ¢ =
say1si vardir ve asimetrik kismi b—metrigin topolojisi T, *dur.

neB, (1) olsun. Bu durumda,

q, (n)<aq, (wu)+e

 Oa (411)— 0 (1)
2

q,, (em)<a, (4 4)

q,, () <a, (wu)

olur. Bu ise q, (u)<d, (n) olmasiyla gelisir. Yani, neB, (&) kabuli

yanligtir. Boylece asimetrik kismi b —metrik uzayin topolojisi T, olarak bulunur.
Uyan 4.1.18 Herhangi bir asimetrik kismi b—metrik uzaym topolojisi T, degildir.
W =R" ve g, :WxW —R" olsun. Vu,n,0 €W icin

max{n2 —/JZ,O} 15 <y ise

qp(ﬂ}ﬂ) = ,uza H=n ise
2u° —n?, u>n ise

fonksiyonu verilsin. (W, qph) ikilisinin asimetrik kismi b —metrik uzay oldugu ve agik

yuvarimin

(—\/ﬂ2+g,\/ﬂ2+5)’ u<n ise
B, (u,€)= R, u=n ise

(errg’oo), u>n ise

oldugu biliniyor. Burada x<mn degerleri i¢in, acik yuvar (—\/ 1+ 8,\/ 1+ 8)

oldugundan bu yuvardan secilen herhangi iki nokta icin, birbirini igermeyen

komsulugu bulunmadigindan T, —topolojisi degildir.

Uyan 4.1.19. Herhangi bir asimetrik kismi b—metrik uzayin topolojisi, T,—

olmadigindan T, —de degildir.
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Onerme 4.1.20. [128] (W,qpb) asimetrik kismi b—metrik uzay olsun. Asagidakiler
saglanir.
1) Eger q, (177)=0ise u=1n,
2) Eger u#n ise qpb(,u,n)>0 ve qpb(n,,u)>0.
Ispat :
1) q, (17)=0 olsun.
0<q, (1u)<a, (1n)=0a, (1u)=0

ve
0<a, (7n)<q, (&n)= 0, (1.7)=0
olup buradan q,, (7)=4, (4 4)=4a, (7.77) oldugundan =7 bulunur.

2) pm=n ise, 0<q, (wu)<d, (wn) ve 0<q, (wu)<d, (7.1) oldugundan

Ay, (16m)>0 ve g, (7,4)>0 saglanir.

Tanm 4.1.21. [128] (W,qph) asimetrik kismi b —metrik uzay olsun. Bu durumda

i) Bir {4} W dizisi z2eW noktasma yakmsaktir & @, (1 4)= Limqpb (4 1)

= Iimqpt| (,uuun)

n—o0

saglanir.
ii) Bir {x,} . =W dizisi, Cauchy dizisidir < n!nigoqpb (s 14,) Ve n!rirgwqpn (s 1)
limitleri mevcut ve sonludur.

iii) Eger W uzayinda her {,un} €W Cauchy dizisi 7

ne Ap

X topolojisine gore W

noktasina yakinsak ise, yani

Ay, (46.4) = lim q, (5, p4) = lim (4 14,)
ise, (W /Oy, ) asimetrik kismi b—metrik uzayina tam uzay denir.
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iv) Eger her £ >0 igin
T(qub (ﬂ0'5))c By, (T(4).5)

olacak sekilde 6 >0 bulunuyorsa, T:W —W fonksiyonuna z, €W noktasinda

streklidir denir.
Asimetrik metrikteki yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik tanimlar1 asimetrik kismi

b —metrik uzayda asagidaki gibi tanimlanmigtir.
Tamm 4.1.22. W =& birkime ve g, :W xW — R" fonksiyonu asimetrik kismi b—

metrik, (W,qpb) asimetrik kismi b —metrik uzay olsun. {z,} . cW dizisiile zeW

ne

noktasi verilsin.

Vu,neW igin, q;b (u,n) = max{qu (,u,n), dp, (77,#)} olarak tanimlansin.

i) qpb(y,u):InLrpcqpb(y,yn) oluyorsa {1} . dizisi u noktasma sol q, —

yakinsaktir denir.

ii) qpb(y,u):lnimqpb(yn,y) oluyorsa {g,} . dizisi u noktasma sag q, —

yakinsaktir denir.

iii) qpb(,u,,u):!]imqpb(u,/,tn):!]imqpb (#4,,42) oluyorsa {g,}  dizisi u noktasina

yakinsar denir.

iv) qpb(y,y):InLrpcqpb(y,un) oluyorsa {,} . dizisine sol g, —Cauchy dizisi denir.
V) a, ()= limq, (#4,,12) oluyorsa {s,}  dizisine sag g, —Cauchy dizisi denir.
vi)m=>n olmak (zere,

qpb(ﬂﬂﬂ):!]iqupb (44 14,) oluyorsa {g,}  dizisine sag K,,, —Cauchy dizisi denir.

vii) m>n olmak Uzere,

qpb(/,z,u)z!]iﬁrnqpb (44, 44,) oluyorsa {z,}  dizisine sol K,, —Cauchy dizisi denir.
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viii) lim q, (¢, 14,) ve lim q, (z,,4,) mevcut ve sonlu ise {z}  dizisine
Cauchy dizisi denir.
ix) Eger bu uzaydaki her sol ¢, —Cauchy dizisi sol ¢, —yakinsak ise W uzayma sol

q,, —dizisel tam uzay denir.

x) Eger bu uzaydaki her sag g, —Cauchy dizisi sag q, —yakinsak ise W uzayima sag
d,, —dizisel tam uzay denir.
xi) Eger bu uzaydaki her sol qub —Cauchy dizisi sol q, —yakinsak ise W uzayina

sol qu —dizisel tam uzay denir.
b

xii) Eger bu uzaydaki her sag qub —Cauchy dizisi sag q, -yakinsak ise W uzayma
sag qub dizisel tam uzay denir.

xiii) Eger bu uzaydaki her g —Cauchy dizisi sol g o, — yakinsak ise W uzayima q;b
dizisel tam uzay denir.

xiv) Eger bu uzaydaki her sag qub —Cauchy dizisi q;b —yakinsak ise W uzayina sag

Symth g, dizisel tam uzay denir.

xv) Eger bu uzaydaki her sol qub —Cauchy dizisi, q;b —yakinsak ise W uzayina e sol
Symth g, dizisel tam uzay denir.

xvi) Eger bu uzaydaki her q, —Cauchy dizisi, ¢, —yakinsak ise W uzayma q, bi
tam uzay denir.

Uyan 4.1.23. Herhangi bir asimetrik kismi b —metrik uzayda limit tek olmak zorunda
degildir. Ornegin,

dp, - RxR— R* doniisiimii A, (,u,i]) = max{n - U, 0} + 1 olarak tanimlanmis olup,

(W, d, ) asimetrik kismi b —metrik uzaydir. Bu uzayda {il} dizisi verilsin.
’ n+
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qpb(0,0):Iimqpb(niﬂ,oj:Iimqpb(o,n%rl}olup bu durumda, n-—oo igin

n—o N—o0

L — 0 saglanir.
n+1

dp, (1,1) = Iimqpb (n%tllj = Iimqpb (1%4) olup bu durumda, n — oo igin il -1

nN—o0 nN—o0 n +

saglanir.

Dolayisiyla, asimetrik kismi b—metrik uzayda {il} dizisinin birden fazla limiti
n+

oldugundan limitin tekliginden s6z edilemez.

Uyan 4.1.24. b—metrik fonksiyonu genelde stirekli olmadigindan asimetrik kismi

b —metrik fonksiyonu da genelde siirekli degildir. Ornegin,

W =[0,1] olsun.
H—n
7 't u>ne(01] ise
qpb(ﬂ,ﬂ)= 1, u=ne[0,1] ise
n* — i’ 1 u<ne(01] ise
2 1
ve

Ay, (7.0)=d, (0.7)=17+1, n€(0,1)

olarak tanimlanan dp, ‘W xW —R" doniisimii, $>4 icin W (zerinde asimetrik

kismi b—metriktir.
1 2
- : 1 : _(n+2j 3
lim 1) =1lim — 1l=lim——"%4 41="2
n—>00qpb('un ) newqpb(n+2 j N—o 2 2

ve

a, (01)=1+1=2

bulunur. LEnqpb(yn,l):qpb(O,l) olmaliydi. Ancak !]imqpb (,un,l):g;atZ:qpb (0,1)

saglandigindan asimetrik kismi b—metrik fonksiyonu da her zaman siirekli degildir.
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Onerme 4.1.25. [132] (W,q, ) herhangi bir asimetrik kismi b—metrik uzay ve
Po

{1} W tzerinde bir dizi olsun.

lim g, =, lim gy, =5 ve q, (1)=0, (7.7)=0 ise bu durumda x =7 saglanr.
Ispat : Asimetrik kismi b—metrik uzayin licgen esitsizliginden

A, (1) <[ Ay, () + 0y, (0:7) | =0l (0018,
Ay, (4617) <80, (24 44,)+ 59, (#4017)

saglanir. Burada N — oo i¢in limit alinirsa
0<lima, (n)<slima, (uu,)+slimay, (u,.7)
0<q,, (1) <0y, (#640)+59, (1.17)=0
Ay, (1£7) =0y, (1p) =0, (m.7)=0=p=n
elde edilir.
Onerme 4.1.26. [128] (W,qpb) herhangi bir asimetrik kismi b—metrik uzay ve

(W'dqpb) b —metrik uzay olsun. Eger (W'qpb) tam ise (W'dqpb) tamdir. Ayrica,

Ilm dqpb (:Lln’lum) = 0 < qpb (/uﬂlu) = !]i_r)poqpb (lu’lun) = n,IrLr—];]ooqpb (lumhun)

ve
Ay, (4 2) =Nima, (4, 42) = lim q, (21, 41
saglanir.

Ispat : (W,qpb) tam oldugundan, 7, ~ topolojisine gére her {m,} . €W Cauchy

Ne.

dizisi £ €W noktasina yakinsaktir ve

Ay, (1612) = im d, (44, p40) = M dl, (41, 1)
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saglamir. {z,} (W,dqpb) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. {s,} . dizisinin

(W, qph) uzayinda Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. { ,un}neN , (W,dqpb ) uzayinda

Cauchy dizisi oldugundan lim d, (445, 4, ) var ve sonludur.

Ao, (4 ) = A (s )+ U, (s 1) = Gy, (s ) = g, (s 1)
saglanir. n!irgmqpb(yn,ym) ve n,lrmoqpb(”m’ﬂ") mevcut ve sonludur. Bu nedenle,

{,un}neN (W’qpb) uzayinda bir Cauchy dizisidir. (W,qpb) tam oldugundan, 7,
topolojisine gore €W noktasina yakinsar ve tanim saglanir. {'u”}neN dizisinin

(W,dqpb ) uzayinda yakinsak olmasi igin dqph ( 1, ,u) = !\m dqpb ( U, ,un) oldugu

gosterilmelidir. dqpb fonksiyonunun tanimindan dqpb (£4,12)=0"dur.

Lmdqpb (‘U,ﬂn) = rI_ILn;!qpb (lu’ /un)+ LLn(;]qub (ﬂn’ﬂ)_!]mqpb (ﬂn’ﬂn)_!]mqpb (lLl’ILl) = O

saglanir. Bu durumda, d, (”’ﬂ):!]iigd%b (4 44,) olur. {u,} . Cauchy dizisi uzayda

bir noktaya yakinsadigindan (W,dqpb ) uzayi tamdir.

=) limd, (4, 14,) =0 olsun. Bu durumda,

0= lim do (s, )= lim q (s, 21 )+ M 0y (22, 1)
= lim q,, (4, 4)= lim (24, 447)

n,m—oo

oldugundan

lim q, (s, 28, ) =limd, (s, 1) =lima, (124)
ve

Nim d, (4, 1) =lima, (u,44,) =limay, (14 1)
bulunur.
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Nim ay, (4, ) =limay, (41, 0) = lim, (14 42)
ve

Ilm qph (lum’lun) = rl]i_r)poqpb (/ullun) = rl1i_l;n30qpb (lullu)

n,m—ow

olsun.
dqpb (:un’:um) =4, ('un"um)—'_qpb (lum"un)_qpb ('un"un)_qpb (:um"um)
oldugundan esitligin her iki tarafinda limit alinirsa

lim d, (4, 4,)=0

n,m—oo

elde edilir.

4.2. Asimetrik Kismi b —Metrik Uzayda Sabit Nokta Teorisi

Bu bélimde (a, p ) — D, daralma sarti tanimlanarak, bu daralma sartin1 saglayan sabit

nokta teoremi ispatlanmistir. Bunlara bagli olarak bazi sonuglar elde edilmis ve yeni

bazi1 daralma sartlar1 verilmistir.
Tanim 4.2.1. s>1 Kkatsayist ile (W’qpb) asimetrik kismi b—metrik uzay ve
a, B:W —[0,0) iki fonksiyon olsun. Her s, eW ve g, (T, T7)>0 igin

P(u.n)=max{q, (£7).a, (Tau)., (Tr.7),

qu (T,Ll,/,l)qpb (T77,77) qpb (T‘u”u)qpb (T?],T])
1+q, (TwTn)  1+q, (un)

olmak Uzere

a(u)B(n)=1=>D(s%q, (T, Tn))<o(D(P(un))) (4.2)

ifadesini saglayan D € A ve ¢ siirekli kiyaslama fonksiyonlari var olsun. Bu durumda

T:W —>W déniisiimiine (a, p )— D, daralma déniisiimii denir.
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Teorem 4.2.2. (W,qpb) bir sag Symth tam asimetrik kismi b—metrik uzay ve
a, W —>[O,oo) iki fonksiyon olsun. Asagidaki sartlart saglayan T :W —W
doniistimii verilsin.

1 T, (05,,6’)— qu daralma dontistimudiir;

2) T doniisimi dongiisel (a, ﬂ)—gegisli doniisiimdiir;

3) a(uy)=1ve B(p)=1o0lan 1, eW vardir;

4) Her neN igin a(u,)21 ve u,—>o(n—>w) olacak sekilde {s,} W

dizisi varsa a(x) =1 bulunur.

5)
i. T sureklidir veya

ii. her neN i¢in g —>o(n—w) ve a(y)21 olan {u} W
dizisinin her k e N igin a(,unk ) >1 olacak sekilde {,unk} alt dizisi vardir.
6) F (T), T doniisimiiniin  sabit noktalarmin kiimesi olmak tizere, her
wneF(T)icin a(u)=1ve f(n)=1 dr.
Bu durumda T doniisiimii tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Her n>0eN icin {x,}  cW iterasyon dizisi

o =T o o =T phyeos iy =Tty =Tt
olarak tammlansm. Teoremin 3. hipotezinden «(z4,)>1 olan z, €W vardir. T
dongusel (a,ﬁ)—gegisli doniligim ve 0((/10)21 oldugundan ﬂ(,ul):,B(T,uo)Zl ve
bundan dolayr &(,)=0a(T 1) >1 saglanir. Her ne N icin devam edilirse, o, )>1
ve B(u,,)=1 elde edilir. T dongusel (a,f)-gesisli déniisim ve AB(u)=1
oldugundan benzer yontemle her neN igin S(u,)>1 ve a(y,,)=1 bulunur.
Dolayisiyla her ne N igin a(yn)21 ve ﬂ(yn)21 bulunur. Ayrica, her neN igin

() B(#y) 21 saglanir. g, (ﬂn0+1’ﬂn0):0 olan n, e N var olsun. (qpb2) ve (qpbB)

ozelliklerinden
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00, (st ) S Uy, (s b, )= Uy (40,4, ) =0

ve

0< 0y (11 oy 1) < G, (Lgsas oy ) => Uy, (1020 ) =0

olur. Bu nedenle

Cl, (o s10 1) = O, (10, ) =, (121, )

elde edilir. Asimetrik kismi b—metrigin birinci aksiyomundan g, = g, , olur. Yani,

Ho, = o g =T g, oldugundan g, , T doniisiimiiniin sabit noktasidur.

Simdi her ne N igin 4, # 4., olsun. Bu nedenle g, (T z,,T #,;)>0dr. Her neN

icin o ( yA ) p ( ,un_l) >1 oldugundan (4.2) daralma sartindan

P(:un’:un—l) = maX{qpb (:un’:un—l)’qpb (T:un’:un)’qpb (Tzun—l'/un—l)’

qpb (Tﬂn,ﬂn)qpb (Tlun—lhun—l) qpb (T:un!;un)qpb (Tﬂn_laﬂn_l)
1+qpb (Tlun’Tlun—l) , 1+qpb (:un’:un—l)

= maX{qpb (/l'lnhl'ln—l)’qpb (:‘un+1hun)’qpb (:un’:un—l)'

qpb (:um-l’/un)qpb (:unnun_l) qph (:un+1'/'ln)qpb (:un’:un—l)
:L-i_qpb (:un+1’:un) , :L-i_(qpb (:un'lun—l)

= maX{qpb (,Un,,un,l)’qpb (:un+l’:un )}

iken
D(qupb (:un+l’:un )) - D(qupb (T'un’T'unfl))
Sgo(D(P(,un,,unfl))) (4.3)
<D(P (s tt1))
olur.

max{qpb (#ys t01), 0, (,unﬂ,,un)}qub (5.1, 4,) olsun. Bu durumda

D(0, (£hraas£4r)) < D(Clp, (Losas 1))
olur bu D fonksiyonunun &zelligiyle ¢elisir. Dolayisiyla,
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maX{qpb (lunnun—l)’qpb (:un+1’1un )} = qpb (lun’lun—l)

olmalidir. Bu durumda

D<52qph</un+1hun))< D(qpb ('u”"unfl))

saglanir. D fonksiyonu azalmayan ve siirekli bir fonksiyon oldugundan, asagidaki

esitsizlik elde edilir:
qupb (lun+1’lun) < qpb (ﬂnaﬂn_l)
Bu ylzden,

Oy, (Moo 1) < S0y, (Lngs ) < O, (£s 24

bulunur. Her ne N igin {qpb ( Moy 1, )} dizisi negatif olmayan reel sayilarin azalan

neN

bir dizisidir. Boylece
ima, (s ) =lima, (s, 4,,)=L

olacak sekilde L >0 sayist mevcuttur. L >0 olsun. (4.3) ifadesinde her iki tarafin

N — oo igin limiti alinirsa, D ve ¢ fonksiyonlar siirekli oldugundan

lim D<32qpb (:un+l’:un)) < ngp(D(P(ﬂn’ﬂnfl))) < !,m D(P('u”"unfl))

n—o0

D5 iml (o s4)) <0 DI P (s 1. < Ol P st 1)

D(s’L)<¢(D(L))<D(L)

elde edilir ki bu ¢eliskidir. Bu durumda L =0 olmalidir. Yani,
rl1i—r>Poqpb (:un+ll/'ln):!]i_(2qpb (:unhun—l)zo (44)

bulunur. Diger taraftan, her ne N igin a(un_l)ﬁ(,un) >1 oldugundan (4.2) daralma

sartindan

P (o1 14y) = Max{Qy (10 240), G, (T 1o 1y 1), g, (T bl 11

Qpb (Tlun—ll:‘l’lnfl)qpb (T/un’lun) Qpb (T/unflnunfl)qpb (T:un’:un)
1+qpb (T,Lln_l,T‘Lln) ’ :l'—i_Qpb (:un—luun)
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iken
D(Gy, (£t n1)) = D(8°0y, (Tt 1,7 ) < @(D(P(tty1014,))) < D(P (11 14,))
saglanir.

{qpb (:unﬂ,,un)} . azalmayan dizisi ve asagidaki verilen iki esitsizlik géz 6nilne
ne.

alinirsa:

Oy, (L tt1) < 8] Ay (£t 1)+ Gy, (12 ) | U, (28, 1)
<80, (s oy )+ S0y, (g 11 Hrr)

ve

Qpb (lun—li :un) < S':c]ph (/un—lllunJrl) + Qph (lun+1’1un ):' _qpb (lun+1’lun+1)
< qub (:un—l’:un+l)+ SQpb (lun+l’:un)

olur. Bu durumda
P(tty 12 44y) = MaX{0ly (21030280 ): G, (Lo 11y 1)}

olacag goriiliir. Buradan asagidaki durumlar elde edilir.
1.Durum: 1<i<k olacak sekilde yalmiz sonlu sayida 1| sayisi igin

O, (41280 )> O, (4028, 1) Oluyorsa n>nigin o, (4 424,) <0y (Lot 1)

saglanir ve (4.4) esitsizliginden
lima, (44 44,)=0
bulunur.
2.Durum: Sonsuz tane n, igin qpb('“ni—l’:“ni)>qpb(:“niw“ni—1) oluyorsa her n, igin

P ( My 1y My ) =0, ( My 1) My, ) saglanir. Bu durumda (4.2) daralma sartindan

D (5%, (t4y: t0)) < D(P(tty 104,)) =D (0 (11 104, )) (45)

olur. D azalmayan ve surekli fonksiyon oldugundan

squb (:uni nuni+l) < qpb (/uni—luuni )
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elde edilir. Yani;
O, (4 10 ) < S0y, (28 0 ) < U (10 )

olur. Bu durumda her ne N icin {qpb (”ni—l’ﬂni )} dizisi azalan olup,

lima, (4004, )=T

i—o0

olacak sekilde r>0 sayis1 vardir. r>0 olsun. (4.5) ifadesinde i — oo igin limit

alinirsa
D(szr)S¢>(D(r))< D(r)

elde edilir ki D ve ¢ fonksiyonlarmin siirekli olmasindan bu bir ¢eliskidir. r =0

olmalidir. Bu ylizden

lima, (44.24,)=0 (4.6)

i—o0

saglamr. {z, }  dizisinin {'”ni} alt dizisinde olmayan elemanlar 1<ieN igin {”mi}

olarak tamimlanirsa bu m; degerleri i¢in

Cl, ( Loy 11y ) <, (L, 1) 4.7)
oldugu gorilir. Eger s, degerleri sonlu sayidaysa (4.6) ifadesindeki limit { ,un}neN
i¢in de sifira esittir. Sonsuz sayida ise (4.7) esitsizliginde | — oo igin limit alinirsa

M, (10t ) <TG (£t 201
olacagindan her { ,un}neN icin !Epoqpb ( . ,un_l) =0 oldugundan 4, icin de gecerli

olup,
lim,, (441 4 ) =0 (4.8)

elde edilir. {,un}neN dizisi {,uni} ve {,umi} dizilerinin birlesiminden olugmaktadir.

(4.6) ve (4.8) ifadeleri birlikte degerlendirildiginde
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lima, (44 44,)=0
bulunur.
Simdi, {,un}neN dizisinin (W,qph) uzayinda sag qub—Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. Bunun yerine Onerme (4.1.26) geregi {u,}

neN

dizisinin (W, d, |

uzayinda sag K —Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. (4.1) ifadesinden

Ao, (A o) = A, (st 2) + O, (Hoss 1)

(4.9)
o qpb ('un"un)_qpb (:un—lhun—l)
oldugu goriiliir. Bu esitlikte N — oo igin limit alinirsa
limd,, (th, #41)=0 (4.10)

bulunur. {,un} , dizisinin sag K —Cauchy dizisi olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda,

ne

¢ >0 sayisi vardir 8yle ki k >0 icin n, en kiciik indis iken n(k)>m(k)>k olacak

sekilde {/,zmk} ve {,unk}, {u,},, dizisinin alt dizileri olmak tizere

dy (s bt )2 6 (411)

Pp

saglanir. Bunun anlami VK €N igin
dg, (unkfl,,umk)<g (4.12)
olur. Eger ti¢gen esitsizligi uygulanirsa
e< dqpﬂ (,unk s ) < qupb (,unk ,ynk_l) + qupﬂ (,unk_l, M, ) (4.13)
bulunur. k — oo igin (4.13) ifadesinde limit alinirsa
e< liipoinf dqpb (,unk s Mo, ) < Lmesup dqpb (ﬂnk 7 ) <s¢ (4.14)
elde edilir. Benzer sekilde kK — oo icin (4.12)’de limit alinirsa
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% <liminf d, (s, 1,y )< limsupd, (s, 100, ) <& (4.15)

elde edilir. Uggen esitsizligi uygulanirsa

o, (M08t 1) €| A (100, )+ g, (bt b0 | (4.16)

Ay

bulunur. (4.16)’da k — o i¢in limit alinirsa

limsup dqpb (/Jnkfl,ymkfl) <sg (4.17)

K—0

esitsizligine ulasilir. Teoremin 5. hipotezinin ii) sartindan

a(/unk—l)ﬂ(/umk—l) 21 ve dqpb (T/unk—l'T:umk—l) >0

oldugundan (4.1) daralma sart1 uygulanirsa

P(:Unk—luumk—l) = max{dqpb (ﬂﬂk—l'ﬂmk—l)’dqpb (T:unk—lhunk—l)’ dqpb (T:umk—l’ :Umk—l)’

dq"b (T'unk_l"u”k‘l)dqpb (T’umk—l"umk—l) dqpb (T'unk—l’/'lnk—l)dqpb (T/umk—l':umk—l)
1+ dqpb (T‘Llnk_l,T’lek_l) | 1+ dqpb ('unk—l’ﬂmk—l)

= max{dqpb (lunk—l’:umk—l)’dqub (,unk Hunk—1>,dqpb (/Jmk ’/'lmk—l);

o (0, st ) B s, s 1)
Lidg (thottn) 14y (i)
iken
D(Squpb (/unK HumK )) = D(Squpb (T/unk—l’T:umk—l))
<(D(P(ty 11 t4n,4))) (4.18)
< D<P<ﬂnk—1’ﬂmk—1))
bulunur.

P( JINY ,umk_l) ifadesinde k — oo igin limit alinirsa
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II(i%rralsup P(/unk—l’lumk—l) <sg (4.19)

bulunur. (4.19) esitsizligi kullanilarak (4.18) ile verilen ifadede k — oo icin limit

alimirsa D fonksiyonu surekli oldugundan

limin D(s°d,, (s, 24y )) < limsupD(s°d,, (41, 4ty )) < limsup D(P (s, 1.t 1))

pre .
D(S il(mlnf dqpb (zunk ' lumk )) < D(Ill_l;gsup P(/unk—li /umk—l))
D(Szg) <D(s¢)
bulunur bu ise geliskidir. Bu Cauchy dizisi olmasin kabuliiyle ¢elisir. Bu nedenle,

{,un}neN dizisi (W,qpb) uzaymda sag qub —Cauchy dizisidir. (W,qph) uzayl sag

Symth tam asimetrik kismi b—metrik uzay oldugundan,
!]Lrpoqpb (‘un"u)zo ve imqpb ('u"un):O

olacak sekilde xeW noktasi vardir. Simdi g noktasinin T doniigimiinin sabit

noktast oldugu gosterilsin. Tersine =T olsun. Bu durumda, ¢, (T,u, ,u) >0 olur.

Ayrica, teoremin 4.sartindan dolay1 a(,u) ,B(yn)zl oldugundan, (4.2) daralma

sartindan

P (4, ) =max{a, (), 0y, (T2,12), 0y, (T 11 145,

qpb(T’u"u)qpb(T'un"un) qpb(T'u”u)qpn(T:un’:un)
Loy, (TeeTam)  1dy, ()

= maX{qpb (/uilun)’qpb (T,U,,U),qpb (/unJrlUun)’

Ay, (T, 1)y, (ttr 142) Ay (T 2,220 (Hpas 1)
1+qpb (T’u”uml) ’ :l'-i_qpb (luuun)

iken

D(squb (T,u,T,un))
< ¢(D(P( 4, yn))) (4.20)
<D(P(u.,))

D(s%0l, (Tt 4.1
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bulunur. P(u, un) ifadesinde N — oo igin limit alinirsa,

i P (s, 44,) =0, (T, 1)
esitligi elde edilir. 4.20 ifadesinde N — oo i¢in limit alinirsa D siirekli oldugundan

lim D50, (T 44, 4,,)) < IMD(P (11,4,

N—o0

D(52 limg,, (Tﬂ,uml)) < D(Lijg P(, ﬂn)) =D(q,, (T 1))

olup D fonksiyonu azalmayan ve siirekli oldugundan

s21imay, (T4t t.s) <G, (T2 10) (4.21)

bulunur. (qpb 4) ticgen esitsizligi kullanilirsa
Uy, (T2, 22) < 8] Ay (Tt 110.1) + g, (£y.1022) | = Uy, (Blpiss )
< qub (Tﬂ,ﬂn+l)+sqpb (ﬂn+l’ﬂ)

bulunup burada n — oo igin limit alinirsa,

Ay, (Tt pr) <slimay (T, 44,,,) (4.22)
elde edilip, (4.21) ve (4.22) esitsizlikleri birlikte diisiintiliirse, ¢eliski elde edildiginden
dp, (T 7 ,u) >0 kabulii yanlistir. Bu nedenle, ¢, (T 7 ,u) =0 olmalidir. Asimetrik
kismi b—metrik uzayin (qpb 2) ve (qpb 3) ozelliklerinden q, (4,22)<q, (T, ) ve

A, (T ,u,T,u) <q, (T,u, ,u) oldugu biliniyor. Dolayisiyla, q,, (,u, y) =0, (T,u,T,u) =0

oldugu goriiliir. Bu nedenle, q,, ( M, u) =0, (T y7 ,u) =0, (T u,T ,u) esitligine ulasilip,
asimetrik kismi b—metrik uzayin (qpb 1) ozelliginden g =Tu oldugu anlasilir.

Boylece, x noktast T doniisiimiiniin sabit noktasidir.
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Simdi, T doniisiimiiniin sabit noktasimnin tekligini gostermek i¢in, Trp =7 # u olacak
sekilde 7 €W baska bir sabit nokta olsun. Teoremin 6.sartindan a(u)ﬂ(n) >1 olup

(4.2) daralma sart1 uygulanirsa:

P(un)=max{q, (17).a, (Tau).q, (Tr.7),

qpb (T‘u”u)qpb (T?],?]) qpb (T‘u"u)qpb (T?],T])
1+q, (TuTn) * 1+q, (un)

=max{q, (,7),9, (#.12),9, (1.7),

A, (w0 )a, (7.7 qpb(ﬂ,ﬂ)qpb(n,n)}
L+a, (un) ° 1+a, (u)

:qpb(:u’n)

iken

D(s%q,, (17))=D(sq,, (TTn))<@(D(P(1.1)))<D(P(w.1))
olur. Buradan
D(s%d,, (#,7)) < D(a,, (7))
bulunur. Fakat bu bir geligkidir. Dolayisiyla, ¢, (T T7)=0 saglanir. Asimetrik
kismi  b—metrigin (qpr) ve (qpbB) ozelliklerinden q, (u,4)<q, (wu.n) ve
q, (m.m)<a, (#n) olup q, (#u)=0, (77)=0 bulunur. Bu nedenle,

A, (11)=0, (1.m)=0, (m.m7) saglamr. Asimetrik kismi b—metrigin (qpbl)
ozelliginden p=n elde edilir. Yani, T doniisimiiniin x noktasindan farkli bir sabit

noktasinin varligi kabulii yanlistir. Dolayisiyla, ¢ noktast T doniisiimiiniin tek sabit

noktasidir.
Ornek 4.2.3. W=[0,1] kimesi ve q, (,u,77)2|,u—77|+,u olarak tanimlanan
q,, ‘W xW —R" fonksiyonu verilsin. s>1 katsayisi ile (W,qph) sag Symth tam

asimetrik kismi b—metrik uzaydir. , f:W — [0, oo) fonksiyonu

SCRCR P
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olarak tanimlansin. $>0 igin D(3)=9 olarak tanimlanan D:(O,oo)—>(0,oo)

fonksiyonu icin D € A saglanir.

€(0,) icin o(r)=

N =

olarak tanimlanan go:(O,w)—)(O,oo) fonksiyonu siirekli kiyaslama fonksiyondur.

T:W —W fonksiyonu

T@):ﬁ s>1

olarak tanimlanmis olsun. €W igin a(u) >1olur. ue [0,1] oldugundan T e [0,1]
saglanir. Buradan ,B(T,u) >1’dir. Benzer sekilde ,B(y) >1 olup, a(Ty) >1 oldugu
goruliir. Buradan, T dongtisel (e, ) — gegisli doniisiimdiir. Eger =7 ve u,n<[0]
ise a( y) p (77) >1 oldugu aciktir. Simdi, T dondsiminin (4.2)’deki esitsizligi
sagladig gosterilsin:

P(un)=max{d, (7)., (T 1).0, (T7.7),
A, (Ta,1)0, (Trm) qpb(Tﬂ’ﬂ)qpb(Tw)}

1+q, (TwTn) 1+, (un)
_ _ S D L I/ B S/

P(ﬂ,?])—maX{LLl 77|+’Ll"4 2 ‘Ll+482’ 482 77‘+4SZ,

e n (e | oula |, »
( ‘4 ( 45M4s ﬂ4sj(4s ”45)
] s ’ 1| p=n|+u
452 4s? 4s
un un

ax{|u=n)+ g .7, —— ST
Lt la=nl+u)

=|u—n|+u

iken
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(s d, TyTn D[s Ay, 4s el j

-of o2t )
:D[ 4—Sz|ﬂ ’7|+ﬂ))
— =+ u)

elde edilir. Dolayisiyla,

o(D(P(1m)))=0(D(|=nl+ 1)) = p(|t=11|+ 1) = =l u Z'“‘

bulunur. Bu durumda,

D( () -4 LI ()

oldugundan teoremin sartlar1 saglanir ve T = % =4 olup £=0, T dontisiimiiniin

sabit noktasidir.

Sonug 4.2.4. (W,qpb) sag Symth tam asimetrik kismi b—metrik uzay ve
a, W —>[O,oo) iki fonksiyon olsun. T:W —W doniisimii asagidaki sartlari
saglasin:

1) T, doéngusel (a, ,B)— gecisli doniistimdiir;

2) ()21 ve B(u)=1olan u,eW vardir;

3) Her neN icin a(u,)>1 ve 4, »>o(n—>®) olacak sekilde W uzayinda bir

{1}, dizisi varsa a () >1°dur,
4)

i) T sureklidir veya

i) her neN igin a(u,)>1ve u, — o (n—> ) olacak sekilde W uzaymnda

bir {/“n}neN varsa, her keN icin a( )>l olacak sekilde {ﬂn}neN

dizisinin {,unk} alt dizisi vardir.
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c,) D(t)zt, t>0 olacak sekilde DeA fonksiyonu ve ¢ siirekli kiyaslama

fonksiyonu bulunsun. g, (T, T#)>0 olmak iizere,

a(u)B(n)21=q, (TuTn)<e(P(un))
saglanir.

¢,) DeA fonksiyonuve ¢ is strekli kiyaslama fonksiyonu verilsin. ¢, (T,u,Tn) >0

olmak Uzere

a(u)p(n)=1=D(s%q, (T, Tn))< (o(D(qpb (u,n)))

saglanir.
c;) 0<O fonksiyonu ve 7 €(0,1) sayisi igin

T

6(s°a,, (T, Tn)) < [G(Qpb (/«”7))}

saglanir.

c,) 60O fonksiyonuve 7€(0,1) icin

P(u.n)=max{d, (.n),0, (Teu).q, (Tn.n),

qpb (T'u’/u)qpb (T?],?]) qpb (T'u”u)qpb (TT],?])
1+q, (TwTn) — 1+q, (un)

iken

0(s’a,, (T, Tn)) <[ O(P(wn))]

saglanir.
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5. ASIMETRIK KISMi GENISLETILMIiS b-METRIK UZAYLAR VE
SABIT NOKTA TEORISi

Bu boliimiin birinci kisminda asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay yapisi
tamtilds. Ikinci boliimde ise (a, p ) — @, daralma sart1 tanimlanarak, bu daralma sartini

saglayan sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Bunlara bagli olarak bazi sonuglar elde

edilmistir.

5.1. Asimetrik Kismi Genisletilmis b—Metrik Uzaylar ve Baz1 Topolojik
Ozellikleri

Tamm 51.1. W =@ bir kime ve 6:WxW —[Lo) olsun. g, :WxW —R*

fonksiyonu V,n,0 €W igin
A, 1) a, (0)=0, (1.m) =0, (7.77)= =1,

A,,2) 0, (11) <0, (10),

e

(
(
(9,,3) a,, () <0y (m.10),
(

45.4) 0, (1) <0()[ 0, (1.0)+ 0y, (0.1) |3, (0. 0)

sartlarin1 saglhyorsa ¢, fonksiyonuna asimetrik kismi genisletilmis b —metrik,

(W, qpe) ikilisine de asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay denir.

Uyan 5.1.2. Her asimetrik kismi b—metrik uzay, asimetrik kismi genisletilmis b—
metrik uzaydir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.

= Asimetrik metrik = asimetrik kismi metrik = asimetrik kismi b —metrik

—> asimetrik kismi genisletilmis b—metrik’tir.

Yani, q=0q, =0, =0, 'd.

= kismi metrik = asimetrik kismi metrik = asimetrik kismi b —metrik



—>asimetrik kismi genisletilmis b —metrik’tir.

Yani, p=q,=q, =¢, ‘dr

Uyar1 5.1.3. (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay olmak uzere,

do, (1.7)=0, (s.m)+ 0, (17,) =0, (1,2) =0, (7.77) (5.1)

olarak tanimlanan dqp ‘W xW — R"* fonksiyonu W uzayinda bir genisletilmis b—

metriktir.
(e1)
=) d,_(#n)=0 olsun.

0=d, (s7)=0, (sm)+0y, (7, 4) =0y, (12, 2) =0, (12,77)
=, (2677) =, (14 2)+ Ay, (17, 2) =7, (17.77)

olup, q,, asimetrik kismi genisletilmis b—metrik oldugundan, ( M, ,u) <q, ( ,u,77)

ve  q,(mn)<q, (m ) dr.  Dolayisiyla  q, (#47)-0, (#,1)>0  ve
a,, (77, ,u) —q, (77, 77) >0 saglanir. Pozitif taniml iki saymin toplammin sifir olmasi

ancak her birinin sifir olmasina baglidir. Buradan,
Ay, (£67) =y, (16.2)=0=q, (.17) =0y, (14, 12)
ve
Oy, (17, £4) =, (1) =0=0,, (17, 4) =0, (1,77)
bulunur. g,  asimetrik  kismi  genisletilmis b—metrik  oldugundan

Ay, ()<, (mu)=0q,, (mn) ve q, (7.n7)<aq, (#n)=0, (4 ) dr. Bu iki
esitsizlikten,  q, (4 4)<0q, (m.7)<q, (1) elde edilir ki, buradan

Ay, (4 2) =4, (1.17) oldugu agiktir. Yani, q,, (4, ) =0, (z.17)=0, (7.77) olur q,

asimetrik kismi genisletilmis b —metrik oldugundan, g =7 saglanr.
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<) p=n olsun,

saglanir.
(€2)
dqp (,u n):qp (,u 77)+qp —0p ,u,,u)—qp (77 )
:qpe +qp _qp 77’77)_qp (lu H
:dqpe )
saglantr.

(63) q, asimetrik kismi genigletilmis b—metrik oldugundan {iggen esitsizligi

uygulanirsa,
dqpe (ﬂ’n):qpe(u’n)+qpe (n’ﬂ)_qp (,u,,u)—qpe(ﬂ,ﬂ)
Sqpe(:“’o-)_"qpe(6’77)_qpe U)"'
Ay, (17, 44) + A, (0, 12) =0, (
=, (0. 11) =y, (17.7)
:qpe(ﬂ’o-)+qpe(o-’ﬂ)_qpe(J’O-)_qp (u )
+qpe(o-’77)+qpe(77’0)_qp (O-’J)_qp (77’77)

bulunur. Buradan, dqp doniisiimii W uzayinda bir genisletilmis b —metriktir.

Ornek 5.1.4. S=(01] olsun. 6:SxS—>[Lewo), O(un)=l+u+n ve

g, :SxS—R" fonksiyonu

—nl+u, p#En ise
qpe(ﬂ,ﬂ)={|ﬂ mlu
po o u=n ise

225



olarak tanimlansin. Bu durumda, (S,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik
uzaydir.

Yu,n,0 €S igin
(qpel) Ay, (4,1)=q, (#,1)=0, (7,77) olsun. Buradan

p=lu-nl+p=n=p=n

elde edilir.

(9.2)

Ay, (1) = u<|p—n|+p=q, (1.17)

saglanir.

(9.3)

Ay, (#610)=p=p+n-n<|u-nl+n=0q, (1,4)

saglanir.

(9.4)

Ay, (4.) =t =11|+
=|u—o+o-n|+u
S|,u—0|+|0—77|+,u
=|u-ol+lo-n|+u+o-o
=|u—ol+u+lo-n+o-o
S(1+y+77)[|,u—0|+,u+|0'—77|+0']—0'
=0(1) 9, (1.0)+ 0y (0.17) |-, (0.0)

saglanir. (S : qpe) asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzaydir.

Ornek 5.1.5. W:[l,oo) olsun. HZWXW—)[l,oo), 49(,u,77):1+e‘”"7‘ ve

g, ‘W xW — R" fonksiyonu

A, (#6,1)=(n(un)+e
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olarak tanmimlansin. Bu durumda (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik
uzaydir.

Yu,n,0eW igin
(qpel) Ay, (4,1)=q, (#,1)=q, (7,77) olsun. Buradan,

() +e = n(un)+e* =n(n*)+e’
= (n(u’)+e* = in(pn)+e”

= 2(n(u)=(n(u)+n(n)

= (n(u)=(n(n)

= H=T1]

elde edilir.

(qpe 2) Genelligi bozmadan, y <7 alinirsa

=>uUsn

= (u<(ng

= (Mu+u<inu+(nn
= 2(nu < (n(un)

= (nu’ < ﬂn(,w])

= (nu’ +e* Sﬁn(,un)+e“

=0, (. u)<q, (1.1)

bulunur.
(qpe 3) Genelligi bozmadan, x <7 alinirsa

= U7

= (hp<(ny

= (Mu+ MMy <N+ nn
:>2£n,uﬁﬁn(,u77)

= (nu? < n(nu)

= (N’ +e* < (n(nu)+e”

=0, (u,1)<q, (17.4)

olur.
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(n(o)-2(n(c)+e
+e“+(n(o)+(n(c)-(no
)

"
N N N S
+
o~
5
—_
S
+
D
T
+
N

n(u)+n(o)+e” +m(c)+m(n)+e” - (fno —e)
<(1+e")[in(u)+ (o) +e" + (o) + n(n)+e” |-(mo?—e7)

~0(un)[a,, (10)+0, (o:1)]-3, (0.0)

olur. Dort sart da saglandigindan (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik

uzaydir.

Ornek 5.16. W={1,23..} olsun. 6:WxW —>[Lo) ve q,, W xW - R

fonksiyonlar1

3 .
O( )= l4=nls mzn se
(wr) { 1, u=n ise

ve

4 .
qpe(#’n):{(u—n) t pEn e
H, p=n ise

olarak tanimlansin. Bu durumda, (W'qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik

uzaydir.

Yu,n,0eW igin
(qpel) q,, (#1)=4, (.1)=0, (17.7) olsun. Buradan,

4
pu=(pu=n) +u=n=pu=n

saglanir.
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(9.2)

Ay, (1 1t)=p<(u—n) +u=q, (1n)

saglanir.

(9.3

Ay, (o p)=p=pu-n+n<(u-n) +n=(n-u) +n=q, (n.4)

saglanir.
(,.4)
i) u#n+o0 igin
Ay, (1) =(u—n)" +p
=(u—c+o-n) +u
_ (,u—a+a—77)4 Y Y
(ﬂ_6)4+(6_n)4[<u o) +(o-n)' |+u
(ﬂ—0+0—77)4 4 4
) \|u—o+o—n| [(‘u_o_) +(o-n) }+,u
=|,u—c7+c7—77|3[(,u—6)4+(0—77)4:+y+a—0'
=|ﬂ-n|3[(y_a)“+(a-n)“}+ﬂ+a-a
S|,u—77|3[(,u—0')4+,u+(0'—77)4+O':—0'
='9(:u’77)[qpe(ﬂ’0)+qpe(o-’77)}_qpe(o-’a)
saglanir.
i) u=n=o igin
Ay, (4m)=pt
= p+pu—p
= u+pl-p
01 (127) 0, ()]0, (0.0)
saglanir.
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i) g=n#o igin
qpe(,u,?]):yﬁ(y—o)4+y+(0'—77)4+0—0'
1[(y—0)4+y+(0'—77)4+0}—0'

=6(u.n)[ 4, (1.0)+0, (0.1) |-, (0.0)

saglanir.

IV) u#n=o igin

y—af+y+a—6
S|,u—77|3[(,u—0)4 +,u+0}—0'
00, (4:0)+ 45 (027)]- (0:0)

saglanir.

V) g=0o#n igin

U—uf+u+a—6
S|,u—77|3[,u+(0—77)4 +0'}—0
6(4.m) Gy, (1.0)+0,, (0.1) ] -0, (0.0)

saglanir. Her durumda dort sart saglandigindan (W O, ) asimetrik kismi genisletilmis
b —metrik uzaydir. Ancak, 1<'s <6 katsayisi igin asimetrik kismi b—metrik degildir.

u=9,n=2,0=06igin

qpb (ﬂ,ﬂ) S S[qpb (’u’ O-)+qpb (U’n):l_qpb (O-’O-)
74+9£s[?+9+4ﬁ+6]—6:>82636_

olmal1 ki asimetrik kismi b —metrik olsun.
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Ornek 5.1.7. W =(0,0) olmak tizere, g, :W xW —R"

q,, ()= {772 —,uz,O}+,u2 ve 6:WxW —[Loo), 6(u,n)=1+|u—n| olarak
tanimlanan g, doniisiimii asimetrik kismi genisletilmis b—metriktir. Vu,7,0 €W

icin
(qpel) qp, (#yﬂ) =0, (ﬂ,ﬂ) =q, (77,77) olsun.

,uzzmax{ﬂz—,uz,()}+,u2=772:,u=77

(9.2)

A, (2 42) = " <max{n® = 1?0} + 1* =1, (11.17)

saglanir.

(9.3

Oy, (1) = 1* = p1* = +1> <max{p’ —°, 0} +77° =1, (17, 14)

saglanir.

(9.4)

Ay, (£6:77) = max{n” - 1*,0} + p1°
=max{772—02+02—y2 O+O}+,u2+02—0'2
<max{o” - 1,0} + 4 + max{n’ —o°,0} +o* — o
<(1+]p-n| [max{a — 1,0} + 41 +max{n —02,0}+02]—02
=6(.n)[ o, (1.0)+ay (0.1) -1, (0,0)

saglanir. (W , qpe) asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzaydir.
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Ornek 5.1.8. W =N"={1,2,3,...} olsun. 1< & <2 olmak tizere m,n>2 icin

ve 6:W xW —)[l,oo), H(m,n):1+|m—n| olarak tanimlanan dp, ‘WxW >R, W

lizerinde asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzaydir.

(qpel) g, (mm)=q, (mn)=q, (n,n) olsun.

iym<n igin

1=1+(n-m)e=1=(n-m)e=0=m=n
saglanr.
ii)ym>n igin

1=1+(m-n)e=1=(m-n)e=0=>m=n
saglanr.

iii) g, (L, m) durumu icin
1=1+(m-1)e=1=(m-1)e=0=>m=n=1

saglanir.

iv) g, (m,1) durumu igin

l1=m=1—=m=n=1

saglanr.
(9,2
i) m<n icin
g, (mm)=q, (L1)=1<1+(n-m)s=q, (m,n)

saglanir.
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i) m>n igin

saglanir.

i)

saglanir.

V)

saglanir.

(9.3

) m<n igin

dir.

i) m>n igin

dir.

i)

saglanir.

iv)

saglanir.

g, (mm)=q, (L1)=1<1+(m-n)s=q, (m,n)

9, (Mm)=q, (L1)=1<m=g, (m1)

g, (mm)=q, (L1)=1<1+(m-1)s=q, (Lm)

g, (mm)=q, (L1)=1<1+(m-n)s=q, (n,m)

g, (mm)=q, (L1)=1<1+(n-m)e=q, (n,m)

a, (mm)=dq, (L1)=1<n=q, (n1)

q, (mm)=q, (1L1)=1<1+(n-1)s=q, (Ln)
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(qpe4) m,n,k >2 olsun.

im<k<n icin

q, (Mmn)=1+(n-m)e
=1+(n—m)8+k8—k8+1—1
=1+(k—m)e+1+(n—-k)e-1
<(1+|m-n[)[1+(k-m)e+1+(n—k)e]-1
=0(m,n)[q, (mk)+q, (k.n)]-q, (kk)

saglanir.

ii)m<n<Kk icgin

1+(n—m)
1+(k—-m)e
1+(k-m)e+1+(k—-n)e+1-1
(L+[m—n|)[1+(k-m)e+1+(k-n)e |1
- e(m’n)[qpe (m’k)+qpe (k’n)]_qpe (k'k)

&

a,, (m.n)

IN A

IN

saglanir.
i) k<m<n igin
qpe(m,n)=1+(n—m)g
<1+(n-k)e
<1+(n-k)e+1+(m-k)e+1-1
< (1+|m—n|)[1+(m—k)g+1+(n—k)g]—1

~o(mn)[a, (k)+q, (n)]-a, (k)

saglanir.
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iv) 1<m<n igin

d, (mn)=1+(n-m)e

a,, (L

=1l+ne—me

<l+ne—¢

<l+ne—e+m-1
<(L+[m=nf)[m+1+(n-1)e ]-1

~o(mn)[a, (n1)+q, (Ln)]-q, (1)

m)=1+(m-1)e

+(n-1)
1+(n-1)e+(n-m)e+1-1
(L+f-m))[1+(n-1)e+1+(n-m)e]-1
0

(Lm)|a,, (Ln)+3, (n,m) |-y, (n.n)

<1
<
<

g, (Ln)=1+(n-1)e

=l+ne—¢
=l+ne—c+mg—-me+1-1
=l+mg—¢+1l+ne—meg-1

<(L+t-n))[1+(m-1)e+1+(n-m)e -1

=0(Ln)|a, (Lm)+q, (mn) |- qpe(m m)

qpe(m,l)z m

<n+(n-m)e+1-1
<(L+m-1)[1+(n-m)e+n]-1

~6(m.)[a, (mn)+q, (01)]-a, (nn)

q, (n2)=r

<ne

<nhe—mg+meg

<he—Me+2m

<(n-m)e+2m+2-1
<2(n-m)e+2m+2-1

< 2[1+(n—m)g+m]—1
s(l+|n—]4)[l+(n—m)g+m]—1

~o(n ), (nm)+g, (m1)]-a, (mm)
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g, (mm)=1
<m+1+(m-1)e-1
<(L+|m-m)[m+1+(m-1)e]-1

~o(mm)[a, (m1)+a, (1m)]-g, (1)

ve

1

1+(n-m)e—(n-m)e+1-1

gy, (M, m)

IN

IA

(L+|m—m|)[1+|m=n|e+1+|n-m|e -1
=6(mm)[ g, (m.n)+q, (nm)]-q, (n.n)
ifadeleri saglanir.

v) m>k>n igin

1+(m-n)e
1+(m—n)e+ke—ke+1-1
=1+(m-k)e+1+(k—n)e-1

<(L+[m-n[)[1+(m=k)e+1+(k-n)e ]-1
- e(m’n)[qpe (m’k)+qpe (k’n)]_qpe (k'k)

dp, (M.1)

saglanir.

vi) m>n>K igin

=1+(m-k)e+1+(n-k)e-1
< (1+|m—n|)[1+(m—k)g+1+(n—k)g]—l

= e(m’n)[qpe (m’k)+qpe (k’n)]_qpe (k'k)

saglanir.
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vii) K>m>n icin

1+(m-n)e
1+(k n)e

1+(k—n)e+(k—m)e+1-1
=1+(k—n)g+1+(k—m)g—1
<(L+[m-n|)[1+(k-m)e+1+(k-n)e ]-1

- g(m’n)[qpe (m’k)+qpe (k’n)]_qpe (k’k)

dp, (M.1)

saglanir.
viii) m>n>1igin
qpe(m,n)=1+(m—n)g
<l+me-1
<1+ mg—l+(n—l)g
<2m+2+2(n-1)e-1
=2[m+1+(n-1)¢]-1

<(1+|m- n|)[qp (m1)+q, 1n] s, (L

~o(mn)[a, (m1)+, (L >]qpan

q, (Lm)=1+(m-1)s
=l+me—ec+ne—ne+1-1
=l+me—ne+l+ng—¢e-1
=1+(m-n)e+1+(n-1)e-1
<(L+L-m)[1+(n-1)e+1+(m-n)e]-1

~o(m)[a, (Ln)+q, (nm)]-a, (n.0)

g, (m1)=m
<Mmg+nge—-ng
<meg—neg+2n
<(m-n)e+2n+2-1
<2(m-n)e+2n+2-1
<2[1+(m-n)e+n]-1

£(1+|m—]4)[q m,n)-+q, ( nl} g, (n.n)
<0(m1)[ g, (mn)+q, (n.1)]-q, (n.n)

=

237



e+(m-n)e+1-1
=1+(m-1)e+1+(m-n)e-1
<(L+fL-n))[1+(m-1)e+1+(m-n)e]-1

~0(n)[a, (Lm)+q, (mn)]-g, (mm)

ve

A, (n2)=n

IA

m+(m-n)e+1-1
1+[n-1)[1+(m-n)e+m]-1

o(n1)[ a,, (n.m)+a, (m1) |-g, (mm)

IN

ifadeleri saglanir. Dort sart da saglandigindan, (W,qpe) asimetrik kismi genigletilmis

b —metrik uzaydir.
Teorem 5.1.9. (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay olsun.
1) Eger q, (1n)=0ise u=n du.
2) Eger u#n ise q, (u,7)>0 ve q, (17,4)>0 dur.
ispat :
1) Eger q, (4,77)=0 ise
0<q, (uu)<q, (1,7)=0=q, (1£,)=0
dir.
0<q, (m.n7)<4, (1n)=0=0q, (7.7)=0
dir.
Buradan, q, ()=, (.7)=0, (7.7) oldugundan 4 =17 saglanir.

2) H#mn ise

238



0<q, (u)<a, (1n)
: : =0, (#1)>0
0<q, (nn)<q, ()~ =47

ve
0<dq, (ru)<a,, (m.4)
) ) =0, (7,4)>0
0<q, (nn)<a, ()|~ %14
elde edilir.

Tanim 5.1.10. (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay olmak iizere,

B, (y,g):{n eW:q, (ﬂ,n)<qpe(y,,u)+g,g>0}

ile tanimlanan kiimeye x4 merkezli ¢ >0 yarigapli a¢ik yuvar denir.

que [,u,g]:{n eW:q, (,u,n)ﬁqpe (,u,,u)+€,8>0}

ile tanimlanan kiimeye u merkezli ¢ >0 yarigapli kapali yuvar denir.

Qe

(W, qpe) asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzayinda {B ( M, 8) cueW,e> 0}
bazi ile W Uzerinde Uretilen topoloji 7, ile gosterilir.

Ornek 5.1.11. W ={1,2,3,...} olmak lizere, 6:W xW —[L0) ve gy, W xW — R

fonksiyonlar1

3 .
O(um)=l#=1ls uzn ise
(w) { 1, u=n ise

ve

4 .
qpe(ﬂ’n)z{(#—ﬂ) T pEn s
H, p=n ise

olarak tanimlansin. Bu durumda, (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik

uzaydir. u merkezli, £ >0 yarigapli yuvari ise

239



{neW q, (m)<aq, (,u,,u)+.9,8>0}

neW — +,u<,u+g,g>0}

ne

kimesidir.

-
rew
{neW |ﬂ n| << gg>0}
{
{
=(u-

- <g,5>0}

neW :—%e<u— 77<JE€>O}
neW:u-— x/g<r7<y+\/gg>0}

e, u+4s)

Ornek 5.1.12. W =[L o) olmak izere, 0:WxW —[Lo), O(un)=1+e“" ve

d,, \WxW —R" fonksiyonu @, (y,n) :€n(y77)+e” olarak tanimlansin. Bu

durumda, (W,qpe) asimetrik kismi genigletilmis b—metrik uzaydir. g merkezli,

& >0 yarigaph yuvari ise

yg ={7]€W
neWw:

neW:
neW:/

{
{
{
{77 eW:
{
{
[

neW:
neWw

kimesidir.

1, ,ue‘g)

o (m)<a, (up)+e, g>0}
n(un)+e < n(u )+e"+g,g>0}
n(un)+e <n(u )+e”+g,g>0}
n(u)+n(n)<2m(u)+e,e>0}
m(n)<n(u)+e,e>0}
n < e ,g>0}
:77<ye5,g>0}

Uyan 5.1.13. Asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzayda her agik yuvar, agik

kiime olmak zorunda degildir. Ornegin,

W =N" ={1,2,3,...} olmak izere 1< & <2 iken m,n>2 igin
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ve
0:W xW —[Lx), §(m,n)=1+m—n|

olarak tanimlanan ¢, :WxW —R" fonksiyonu W {izerinde asimetrik kismi

genigletilmis b—metrik uzaydir. Burada 2 merkezli herhangi bir agik yuvar

incelenirse:

3(2,1_2) = {?7 eW:q, (27)<q, (2,2)+1—§,1< e< 2}: {2}
ve

B(2.r)={neW:q, (27)<q, (22)+r,r>0}={1234,.}

dir. B (2,1—%) acik yuvari i¢in 2 merkezli, bu yuvarin kapsayacagi herhangi bir agik

yuvar bulunmadigindan, a¢ik kiime degildir. 2 noktasini igeren en kiiciik acik yuvar,

l1<r<e igin B(2,r)={L2} kumesidir. ~ B(2,r)z B(Z,l—%j oldugundan,
B(Z,l—%j acik yuvarinin acik kiime olmadig: goriiliir.

Teorem 5.1.14. Herhangi bir asimetrik kismi genisletilmis b —metrigin topolojisi T, —
topolojisdir.

Ispat : (qpel) ve (quZ) ozelliklerinden 427 noktalari igin q, (4, 42)<q, (£.77)

saglanir.

q,, (1.1m)—q, (1 u)
2

HeB, (we) ve ne B, (u,€) icin &= pozitif sayis1 vardir
ve asimetrik kismi genigletilmis b—metrigin topolojisi T, —topolojisidir.

neB, (u,€) olsun. Bu durumda,
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bulunur ki bu qpe(,u,,u)<qpe (y,n) olmasiyla gelisir. Yani, 7 e que (u,€) kabuli
yanlistir. Boylece asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzayin topolojisi T, —
topolojisidir.

Uyan 5.1.15. Herhangi bir asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzayin topolojisi

her zaman T, degildir. Ornegin,

W =RR" ve q,:WxW —R" olsun. Vu,7eW igin

max{n’ - u*,0}+ 4%, L<p ise
qp(,u,ﬂ): ,uzy u=n ise
2u° -1, u>n ise

fonksiyonu asimetrik kismi metriktir. Her asimetrik kismi metrik asimetrik kismi b—

metrik ve dolayisiyla asimetrik kismi genisletilmis b—metriktir. Agik yuvari ise

(_\/'UZJF‘?’\/“ZJ“?), u<n ise
que(y,g): R* , u=n ise

(errg’oo) , u>mn ise

olarak tanimhidir. x<mn degerleri igin yuvar (—\/ 1+ g,\/ 1+ 8) oldugundan

buradan secilen herhangi iki nokta igin birbirini igermeyen komsulugu

bulunmadigindan, T, —uzay1 degildir.

Uyan 5.1.16. Asimetrik kismi genigletilmis b—metrik uzaymn topolojisi T, —uzay1
olmadigindan T, —uzay1 da degildir.

Asagida asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzayda, 6nce temel yakinsaklik,
Cauchy dizisi ve tamlik tamimlari verilip daha sonra ise asimetrik metrikteki

yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamhk tamimlari kullanilarak yeni tanimlar

olusturulmustur.
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Tamm 5.1.17. (W,q,, ) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay olsun.

) Bir {,un}neN cW dizisi, €W noktasina yakinsaktir ancak ve ancak
O, (464) =lima, (s, 1) =lima, (12, 4,) saglanr.
ii) {m,} , =W dizisi Cauchy dizisidir ancak ve ancak lim q, (x,,4,) ve
S nm—oo e

lim q, (4, 4,) var ve sonludur.

n,m—oo

iii)  Eger W uzayinda her {,un} o ©W Cauchy dizisi, 7

ne Up,

topolojisine gore

1 €W noktasina yakinsar ise yani;

y, (402) = 1M 0, (4 1t ) = M dl, (41, 1)

ise (W Oy, ) asimetrik kismi genislemis b —metrik uzayma tamdir denir.
Iv) Eger her V& >0 igin
T (que (ﬂo’5)) <B,, (T(t0).€)

olacak sekilde o >0 bulunuyorsa, T :W —W fonksiyonuna gz, €W noktasinda

streklidir denir.
Asimetrik metrikteki yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik tanimlar1 asimetrik kismi
genisletilmis b —metrik uzayda asagidaki gibi tanimlanmugtir.
Tamm 5.1.18. W = bir kime ve g, :W xW — R™ bir fonksiyonu asimetrik kismi
genisletilmis b —metrik, (W Ay, ) asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzay olsun.

{,un}neN cW dizisi ve €W noktasi verilsin.

Yu,neW igin q;e (u,?]) = max{qu (y,n),qpe (n,y)} olarak tanimlansin.

i) qpe(y,u):!]imqpe(u,un) oluyorsa {4} . dizisi u noktasma sol q, —

yakinsaktir denir.
i) qpe(ﬂ’”):!,i_,rgqpe (4, 1¢) oluyorsa {/“n}neN dizisi x4 noktasma sag g, —
yakinsaktir denir.
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iii) qpe(,u,,u)z!]imqpe(,u,,un)zLimqpe (,un,,u) oluyorsa {,un}neN dizisi u noktasina

yakinsar denir.

iv) qpe(y,y)zlmqpe(y,yn) oluyorsa, {4, } . dizisinesol g, —Cauchy dizisi denir.

V) d,, (1 1) :L'LQ Ay, (44, 42) oluyorsa {s,} . dizisine sag g, — Cauchy dizisi denir.
vi)m>n olmak Uzere,

a, (u,y)szqpe(ym,yn) oluyorsa {1} dizisine sag K,, —Cauchy dizisi denir.
vii) m>n olmak Uzere,

a, (u,y):!]Lrpcqpe(un,ym) oluyorsa {z,} . dizisine sol K,, —Cauchy dizisi denir.

viii) n!rirgmqpe (4 1t) Ve n!rLTOque (4 1,) meveut ve sonlu ise {,} dizisine
Cauchy dizisi denir.
ix) Eger bu uzaydaki her sol ¢, — Cauchy dizisi sol g, -yakinsak ise W uzayina sol

d,, —dizisel tam uzay denir.

x) Eger bu uzaydaki her sag g, — Cauchy dizisi sag q,, —yakinsak ise W uzayima sag

q,, —dizisel tam uzay denir.
xi) Eger bu uzaydaki her sol que — Cauchy dizisi, sol dp, —yakinsak ise W uzayina

sol qu dizisel tam uzay denir.

xii) Eger bu uzaydaki her sag qu —Cauchy dizisi, sag , —yakinsak ise W uzayina
sag K, dizisel tam uzay denir.

xiii) Eger bu uzaydaki her g — Cauchy dizisi, sol g, —yakisak ise W uzayma ¢,
dizisel tam uzay denir.

xiv) Eger bu uzaydaki her sag K, —Cauchy dizisi, q;e —yakinsak ise W uzayina sag

Symth q,, dizisel tam uzay denir.
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xv) Eger bu uzaydaki her sol K, — Cauchy dizisi, g, —yakinsak ise W uzayina sol

Symth g, dizisel tam uzay denir.

xvi) Eger bu uzaydaki her @, —Cauchy dizisi, ¢, —yakinsak ise W uzayma q, bi

tam uzay denir.

Uyari 5.1.19. Herhangi bir asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzayda limit tek

olmak zorunda degildir. Ornegin,
W =(0,:0) olmak tzere, q, :WxW —>R", q,(u7) :{772 —,u2,0}+,u2 ve

0:W xW — [1, oo), 49(,u,77) :1+|,u—77| olarak tanimlanan ¢, asimetrik kismi

genisletilmis b—metrik fonksiyonu verilsin. Bu uzayda {Ll} dizisi ele alinirsa
n+ neN

asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzayda limit tanimindan,

nN—o0 n—o0 n —+

. n : n , . : n
q, (L1)= Mlqpe (1, n_+1j =limq, (n—ﬂlj =1’dir.  Yani |Im{—1} =1leW

bulunur. Ayrica,

qpe(2,2)=Ilmqpe(z,n—ﬂjz||mqpe(n—ﬂ,2j=4 dir.  Yani I|m{—1}=2ew

N—0 N—0 N—o0 n +

saglanir. Dolayisiyla {Ll} dizisi hem 1 noktasina hem de 2 noktasina
n+ neN

yakinsamaktadir. Yani, asimetrik kismi genigletilmis b—metrik uzayda limit tek
degildir.

Uyan 5.1.20. Herhangi bir asimetrik kismi genisletilmis b—metrik fonksiyonu
genelde siirekli degildir. Ornegin,

W=[Lo) olmak lzere  @:WxW —[Lw),  O(un)=1+e""  ve

dp, (,u,n)zl’n(,un)+e” olarak tammlanan ¢, :WxW —R" fonksiyonu asimetrik

1
kismi genisletilmis b—metrik fonksiyonudur. (,un)ze" dizisi alinirsa bu dizi 1

noktasina yakinsar.

N—o0 N—o0

1 1
q,, (L) =limq, (l,e“J:Iimqpe [e",ljze oldugundan lim g, =1e€[1,00) dur.
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limu, = u olmak Gzere, limq, (4,,2)=q, (©2) ise, q, fonksiyonu streklidir

n—o0

denir.
1 1
limq, (14,,2)= LQ[Kn(eQJ%“} =(n2+1
ve
q, (L2)=(n(2)+e" =(n2+e
“dir.

Dolayisiyla, limq, (#4,,2)=n2+1= (n2+e=q, (1,2) elde edilir ki bu da asimetrik
kismi genigletilmis b —metrikte siirekliligin saglanmadigini gosterir.

Teorem5.1.21. (W , qpe) asimetrik kismi genisletilmis b —metrik uzay ve {,un}::o W
uzayinda bir dizi olsun. Eger Lilgyn =, Lil?oyn =n ve q, (,u,,u) =0, (77,77) =0 ise
bu durumda p =7 saglanir.

Ispat :

lim g, = g ise lima, (u,00,) =lima, (s, 0) =, (12, 1) dr.

lim g, = ise lima, (17,4,) =lima, (u,,17) =0, (m.77) dur.
Asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzayda tiggen esitsizliginden

A, (1,7) < O(21)| Ay, (222 42) + Clp, (210077) | =0l (0012,
<O(p.1) 0y, (40 12,)+0(11,m) 0, (14,7)

olur. N — o igin limit alinirsa

O(um)lima, (s, py)+0(m)lima, (4,.7)
= 0(,m) 0y, (14, 14)+0(1.17) 0, (11.77)
0
0

bulunur. Yani,

0<d, (wn)<0=q, (1.7)=0
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elde edilir. Buradan,

q,, (1) =0, (s.m)=0, (m1)=>w=n

saglanir.
Teorem 5.1.22. (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay ve (W,dqp )

genisletilmis b —metrik uzaydir. (W,qpe) tam ise (W,dqp ) tamdr.

Tim d (4 4) =0 = Ay, (2 2) =N, (1, 2,) = lim q, (s, 14,)
Ay, (4 1) =limq, (4, )= lim q, (1,1,

n—o n,m—>o0

saglanir.

ispat : (W,qpe) tam oldugundan, 7, topolojisine gore her {u,} €W Cauchy

qu

dizisi £ €W noktasina yakinsaktir ve

y, (4 46)= 1M dp (5, 1) = M, (41, 1)

saglantr. {4}, dizisi (W,d,_) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. {x} _ dizisi

ne

(W,qpe) uzayinda Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. {,un} y dizisi (W’dqpe)

ne.

uzayinda Cauchy dizisi oldugundan, lim dqpe ( U, ym) var ve sonludur.
n,m—w

Ao, (Ao ) = A, (Ko )+ g, (B 1) = U, (s 140) =y, (s )
saglanir. lim o (44, 14,) ve lim g (4, 4,) limitleri var ve sonludur. Bu nedenle,
nm—oao Pe nm—o Pe

{1}, dizisi (W,q, ) uzaymda bir Cauchy dizisidir. (W,q, ) tam oldugundan, o,

topolojisine gore €W noktasina yakinsar ve tanim saglanir. {‘u”}neN dizisinin

(W'dqpe) uzayinda yakinsak olmasi igin, dqpe (,u, ﬂ):!il[lod (,u, i) esitligini

Ope

sagladig1 gosterilmelidir. dqpe fonksiyonunun tanimindan dqpe (,u,y) =0 saglanir.

Iirndqpe (lullun) = !]Lrgqpe (ﬂ'ﬂn)+!ilgqpe (yn'ﬂ)_LLrEqpe (ﬂn’lun)_LLrEqpe (/U,/,l) :O

N—o0
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olur. Bu durumda, d, (. 4) =limd, (4, 44,) dur. {g,}  Cauchy dizisi uzayda bir

noktaya yakinsadigindan (W,dqp ) tamdir.

=) lim d, (4, 14, ) =0 olsun. Bu durumda,

n,m—o

0= lim dy (4, )= lim dp (tty, )+ lim @, (i, 11,)
— lim qp (zun’lun)_ lim qpe(;um'/um)

nmow e n,m—oo

oldugundan

lim q, (44, ) =limay, (s, 1) =lima, (u 1)
ve

Nim q, (4, 1) =limay, (s 4,) =lima, (u4)
bulunur.
<)

lim q, (4, p4) =Nima, (4, 2) =lima, (1, 1)
ve

lim q, (4, 1) =Nima, (42,4) =lima, (1, 12)
olsun.

dqpe (,un,,um) =4y, ('un"um)"'_qpe (:um’:un)_qpe (lun'lun)_qpe (,um,,um)
oldugundan esitligin her iki tarafindan limit alinirsa,

lim d; (44, 4,)=0

n,m—w

elde edilir.
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5.2. Asimetrik Kismi Genisletilmis b —Metrik Uzayda Sabit Nokta Teorisi

Bu bélimde (a, p ) — @, daralma sart1 tanimlanarak bu daralma sartin1 saglayan sabit
nokta teoremi ispatlanmaistir.

Tamm 5.2.1. §:W? —>[0, oo) fonksiyonu ile (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis
b —metrik uzay, «,:W —>[0, oo) iki fonksiyon ve T :W —W doniistimi verilsin.

wneW ve g, (T, Tn)>0 icin

() B(n)21=q, (TuTn)<e.(q, (7)) (5.2)

esitsizligini saglayan ¢, surekli genisletilmis kiyaslama fonksiyon varsa T

doniigiimiine (a, p ) — @, daralma doniisiimii ad1 verilir.

Teorem 5.2.2. 9:W? —>[O, oo) fonksiyonu ile (W,qpe) asimetrik kismi genisletilmis

b —metrik uzayi sag Symth dizisel tam uzay ve «, f:W — [0, oo) iki fonksiyon olsun.

T:W ->W doniistimii asagidaki sartlar saglasin:
1) T, (a B)-¢, daralma doniisiimiidiir.
2) T doniisiml dongisel («, B)— gegisli doniisimdiir.
3) a(,uo) >1 ve ,b’(,uo) >1 olan x4, eW vardir.
4) Her neN igin a(u,)>1 ve g, —o(n—>wo) olacak sekilde {#,} W
dizisi varsa a( ) =1 bulunur.
5 F (T) , T dontisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi olmak tizere, u,7n7€F (T)
icin a(u)>1ve B(n)=1dr.
O halde T doniisiimiiniin tek sabit noktasi vardir.

Ispat : Her n>0€N igin {g,} . cW iterasyon dizisi

ne

p=T oy pty =T ptyyeees iy =T o =T g1,
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olarak tanimlansin. Teoremin 3. hipotezinden a(,uo)21 olan x4, eW vardir. T
dongsel (, B)—gegisli déniisiim ve a(z4,)>1 oldugundan S( )= (T 1) =1 ve
bundan dolayt &(u,)=0a(T)=1dir. Her neN icin devam edilirse o(z,)>1 ve
B(u,,)=1 elde edilir. T dongusel (o,f)—gesisli doniisim ve f(uy)>1
oldugundan, benzer yontemle her neN icin S(u,)>1 ve a(u,,)=1 bulunur.
Dolayisiyla, her neN icin a(,un)21 ve ﬂ(,un)21’d1r. Ayrica her neN igin,

a () B(1,4) 21 saglanir. g, (yn0+1,yno):0 olan n, € N bulunsun. (quZ) ve (qpe?;)

6zelliklerinden
00y, (g1, ) Sy, (£t 00 28, ) = G, (8,188, ) =0
ve
0<d,, (fhyar o) <y, (M0 21, ) = Ay, (M 1000 ) = O
olur. Bu nedenle,
O, (gt st ) = O, (o102, ) = Uy, (£ 28 )

saglanir. Asimetrik kismi genisletilmis b—metrigin birinci aksiyomundan Loy = Mo
saglanir. Yani g, =p, . =Tu, oldufundan g, noktast T doniisiimiinin sabit
noktasidir. Simdi her neN igin s, # u,,, olsun. Buradan q, (T 4, T s,,)>0 dur.

Her icin a(,) S (#4,1) =1 oldugundan (5.2) daralma sart: uygulanirsa

Oy, (A ) = Ay, (T 2 T )
AN 7N)
<y, (£ 1)
=y, (Tt 0 Tt 5)
<@ty (20 1:110.2))

;we”(qpe ),

elde edilir; yani,
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Op, (s ) < we"(qpe (/«a,ﬂo)) (5.3)

A, (H0s ) < Oty )| Ay, (L i)+ G, (et ) | = G, (Lt )
<Ot ) A, (Hs i) + Oty 11 ) G, (B )
< O( 1y, ) O 11y )| Uy, (s Hvi2) + g, (L £t ) |
~ Gy, (Hmezs o)+ Oty 1) O, (Hlryias £ )
<Oy 11 ) Ot 1) | By, (s Hsz )+ Uy, (Bl ) |

—i_a(:unhum)qpe (lum+1’lum)
<

< e(lunhum)H(ﬂnifumﬂ)'"e(ﬂn’:un—l)qpe (;unhun—l)

—i_g(/unhum)e(nunhumﬂ)qpe (:um+2’:um+l)
—i_e(zun’:um)qpE (ﬂm+1’ﬂm)

< e(zunhum)g(:un’/umﬂ)' . 'g(zun!/un—l)wg_l(qpe (lu‘l’luO))
+

0ty 1) 0ty s )2 (0, (1115
+ 0ty 11 ) 5 (0, (202 )

leco (a1, (421 )H9 Iy 1)
?Zl:co NS )H9 (tr14)

S0 (a1, (240 0) )Hé’ o)

=1

=S5,,-5

3

—.

m-1

saglanir. Simdi { ’un}neN dizisinin W uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.
vn>m igin (g, 4) zelligi ve (5.3) esitsizliginden

i

= nicoej (atp, (2 20)) T 10100 1)

j=1 i=m
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bulunur. ¢, ey oldugundan,

lim [S,,-S,,]=0

n,m—o0
olur ki bu da {g,} . dizisinin W uzaymnda sag K,, —Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. (W , qpe) sag Symth dizisel tam oldugundan, bu uzayda
lima,, (4, 4)=0 ve limg, (441,)=0

olan ueW wvardir. Simdi g noktasinin T dontigiimiiniin sabit noktasi oldugu

gosterilsin. T = polsun. Dolayisiyla, qpe(Ty,,u)>0’d1r. Ayrica teoremin

4. hipotezinden « ( ,u) p ( ya ) >1’dir. (5.2) daralma sart1 uygulanirsa;

Ay, (Tt 1) = (T T ) < . (0, (11.14,)) (5.4)
olur. ¢ fonksiyonu siirekli oldugundan (5.4) esitsizliginde N — oo i¢in limit alinirsa

0<lima, (T ph.) <lime, (a, (444,)) = . (mqpe (2 ﬂn)) =¢,(0)=0

elde edilir ki buradan

lima, (T, 4,,)=0 (5.5)

oldugu anlasilir. Ayrica (qpe4) ticgen esitsizligi uygulanip

qpe (Tﬂ,ﬂ) < H(T,u,,u)[qpe (T,Ll,ﬂn+l)+qpe (lLln+1’ILl)J_qpe (zun+l'/un+1)
< H(Tﬂ,ﬂ)qpe (Tﬂ;ﬂn+1)+0(Tﬂ’ﬂ)qpe (lun+l’/u)

burada da N — oo i¢in limit alinirsa ve (5.5) ile verilen esitlik kullanilirsa

0< 0y, (Tt 1) <NMO(T g2, 1), (T s p10.0) + M O(T g1, 12) 0y (ty10012) =0

elde edilir ki bu q, (Tu,,u)>0 kabultyle ¢elisir. Dolayisiyla q, (Tﬂ,ﬂ)ZO’dlr.

Asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzaymn (quZ) ve (quB) ozelliklerinden
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q, (ap)<q, (Tau)  ve q, (T Tu)<q, (Tu,u) oldugu  kullanilrsa,

d, (,u, ,u) =0, (Ty,T,u) =0 elde edilir. Dolayisiyla,

q,, (a61)=0, (Ta,p) =0, (TwTu)

elde edilmis olur ki (qpe 1) ozelliginden T u =y oldugu goriiliir. Yani, g noktast T

‘nin sabit noktasidir. Simdi sabit noktanin tek oldugu gosterilsin. T doniisimiinin

Tn=n+ u olacak sekilde p noktasindan farkli bir 7 €W sabit noktasi olsun. O
halde q, (T,u,Tn) >0’dir. Teoremin 5.hipotezinden a(,u)ﬂ(n)Zl olup (5.2)

daralma sart1 uygulanirsa

A, (,u, n) =4, (T,u,Tn) A (qpe (,u,n)) <0, (,u,n)

bulunur ki bu celiski oldugundan farkli iki sabit noktanin varligi kabulii yanlistir. Yani,

T doniisiimiiniin tek sabit noktas1 vardir.
Ornek 523. W=[01] olsun. g, :WxW—>R", q, (wn)=(u-n) ve
6 :W xW —)[ZLOO), 9(#,77):2,u+377+5 olarak tanimlanan (W,qpe) sag Symth

dizisel tam asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzaydir. «,f:W —)[0,00)

fonksiyonu
B B 1 ,ue[O,l] ise
a(#)=hw)= 0, pe[01] ise
olarak tanimlansin. re(O,oo) icin (pe(r):é olarak tanimlanan (pe:(O,oo)—>(O,oo)

fonksiyonu siirekli genisletilmis kiyaslama fonksiyondur. T:W —W doniigiimii

Tyz% olarak tanimlanmis olsun. gz €W igin a(y)zl olur. ye[O,l] oldugundan

T €[0,1] bulunur. Buradan B(T ) >1"dir. Benzer sekilde B(x)>1olup, a(Tu)>1
oldugu gorilir. Buradan T, dongusel (05,,8)— gecisli dontisimdiir. Eger u#n ve

,u,ne[O,l] ise a( ,u) p (77)21 oldugu agiktir. Simdi T dOniisiimiiniin (5.2) daralma

sartin1 sagladig1 gosterilirse;
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ve

2.0, (1)) = 0. ((u=n)’) = (u=n)

elde edilir. Bu durumda,

a, (TuTy) = 1_677)2 <lu _277)2 =o.(, (1n))

(5.2)’deki daralma sartindan T dontisiimii tek sabit noktaya sahiptir.

Tu= % = olup u=0, T doniisimiiniin sabit noktasidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde kismi metrik ve b—metrik fonksiyonlarinin genellemeleri olan kismi b—
metrik, asimetrik kismi b—metrik, asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay

olmak tizere ii¢ farkli uzay iizerinde ¢alisilmistir.

Kismi b—metrik uzayda o —(Dq]( ﬂE)) daralma doniisiimii tanimlanmigstir. Farkli
daralma doniistimlerinin genellemesiyle olusturulmus bu daralma doniisiimiinde ortak
sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Bu teoremin farkli sonuglar1 verilmistir.

Asimetrik kismi b—metrik uzaylarda (a, p ) —D, daralma d6niigiimii tanimlanmustir.
Rasyonel ifadeler igeren doniisiimlerin sabit noktasinin varligi ve tekligi gosterilmistir.
Buradan bazi sonuglar elde edilmistir.

Asimetrik kismi genisletilmis b—metrik uzay ve topolojik yapisi insaa edilmistir.
Yeni tanimlanan bu uzayda (a, p )—qoe daralma dontisiimii tanimlanip, sabit nokta
teoremi ispatlanmistir.

Bu ¢alismada tanimlanan doniisiimlerin ve insa edilen uzayin sabit nokta teorisinde

calismalar yapan arastirmacilar i¢in yeni bir bakis acis1 kazandirilmasi hedeflenerek

arastirmacilarin onerilerine sunulmustur.
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