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2-YUTAN IDEALLER iICIN AMALGAMATED CEBRI
OZET

A birimli ve degismeli bir halka ve 1 # 0 olmak {izere, I, A halkasinin sifirdan farl
bir ideali olsun. Oyle ki; her x,y,z € A i¢in xyz € I iken xy € I veya yz € I veya
xz € I oluyorsa I idealine 2-yutan ideal denir. 2-yutan idealler ilk olarak Badawi
(2007) tarafindan tanitilmis ve calismistir. Daha sonra Badawi farkli yazarlarla
birlikte bu ¢aligsmalar1 gelistirmisler ve bazi 6zel tanimlamalar da yapmistirlardir (D.
F. Anderson & Badawi, 2011; Badawi vd., 2014; Badawi & Darani, 2013). A ve B
iki halka, J, B halkasinin bir ideali ve f: A —» B bir halka homomorfizmasi1 olmak
izere A )/ | = {(x,f(x) + j):x € A,j € J} kiimesine A halkas1 ve B
halkasinin / ideali boyunca f fonksiyonu altinda amalgamationu denir.
Amalgamation yapist D’Anna ve ark. (2009) tarafindan tanitilmis ve galisilmistir
(D’Anna vd., 2009). D’Anna ve ark. (2009) bize amalgamation yapilarinin
cebirsellik 6zelliklerini vermislerdir. Bu yapinin farkli ideal siniflart i¢in incelenmesi
yapilmistir. Bu ¢aligmanin teorik ve uygulama kisimlari mevcut olup ilk olarak konu
ile ilgili daha onceleri yapilmis olan tim caligmalar incelenecektir. Daha sonra bu
calismada A ve B halkasinin J ideali boyunca f fonksiyonu altindaki
amalgamationunda 2-yutan idealleri tanimlanacaktir. Bu idealleri tanimlayabilmemiz
icin 6nce baz1 kiimeler olusturduk. I, A halkasinin bir ideali ve K, f(A) + J’nin bir
ideali olmak iizere I </ J := { (i, f() +j):i€Lje€JLK :={(x,f(x)+j):x €
Aj€eJ fx)+j€EK}, IXK = {(f)+)):x€l,j€] f(x)+] €K}
kiimelerini olusturduk ve bu kiimelerimiz A =/ ] halkasinda birer ideal olma
ozelliklerini saglamaktadirlar. Bizim amacimiz ise ilk olarak bu I wf J, K, T<XKS
ideallerinin A ! J halkasinda birer 2-yutan idealler oldugunu gostermektir. Bu
incelemeleri yaparken D’anna ve ark. (2009)’nin proposition 5.1.(2)’de olusturmus
olduklari izomorfizmalardan yararlandik (D’Anna vd., 2009). Daha sonra
olusturdugumuz bu ideal yapilarinin A =/ ] halkasinda 2-yutan ideal olabilmeleri
icin gerekli olan teoremleri ve Onermeleri verip, bu teoremlerin ve 6nermelerin
ispatlarin1 yaptik. Son olarak bazi 6zel I ideallerinin drnegin VI # I olmak tizere 1,
A halkasinin bir asal ideali veya P; ve P,, I ideali lizerinde farkli birer minimal asal
ideal veya I, A halkasinda bir P-asalimsi ideal oldugu durumlarda hangi sartlar
altinda 2-yutan ideal oldugunu agikladik. Ayrica 6zel halka yapilar i¢in; 6rnegin bir
A halkasinin, tamlik bolgesi, priifer domain, valuation domain olmasi durumlarinda
ideallerin hangi kosullar altinda 2-yutan idealler olduklarini bulduk.
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2-ABSORBING IDEALS OF AMALGAMATIONS
SUMMARY

Throughout this paper all rings are commutative with identity 1 # 0 and all modules
are assumed to be unitial. Let A be a commutative ring. An ideal I is called a proper
ideal of A if 1 #A. I is called the radical of I and is defined by I =
{r € A: ™ €1 for some positive integer n > 1}. If I is a primary ideal, then the
radical of I is a prime ideal v/I = P, and moreover I is called P — primary, where
P is a prime ideal. Nil(A) is the set of all nilpotent elements of A and is called the nil
radical of A.

Suppose that A is a ring. Then a prime idael I of aring A is said to be a divided prime
ideal if I c (s) forevery s € A/I; thus a divided prime ideal is comparable to every

ideal of A (Badawi, 2007). An integral domain A is said to be a divided domain if
every prime ideal of A is a divided prime ideal. If m|k (in A) or k|m (in A) for every
nonzero m, k € A then an integral domain is said to be a valuation domain (Badawi,
2007). It is known that a valuation domain is a divided domain. Suppose that T (A)
denotes the total quotient ring of A. If I is a nonzero ideal of a ring A, then 71 =
{x € T(A):xI c A}. An integral domain A is called a Priifer domain if 11" = A for
every nonzero finitely generated ideal I of A (Badawi, 2007). An integral domain A
is said to be a Dedekind domain if 111 = A for every nonzero ideal I of A (Badawi,
2007). An integral domain A is called an almost Dedekind domain if 4, is a
Dedekind domain for each maximal ideal M of A.

In the theory of commutative rings, the prime ideals have an important role. Because
of this, there are several ways to generalize the concept of prime ideals. For instance,
a nonzero proper ideal I is called 2-absorbing ideal if whenever x,y,z € A such that
xyz € I, then either xy €I or xz €1 or yz € I. 2-absorbing ideals were first
introduced by Badawi (2007) (Badawi, 2007). Later, Anderson and Badawi (2011)
expanded the 2-absorbing ideals and gave the definition of n-absorbing ideals (D. F.
Anderson & Badawi, 2011). A proper ideal I of A is called n-absorbing ideal if
whenever x; ...x,4+1 € I for x4, ...,x,41 € A, then there are n of the x;’s whose
product is in I. In Badawi and others (2014), defined the 2-absorbing primary ideal
such that a proper ideal I is called 2-absorbing primary ideal if whenever x,y,z € A

such that xyz € I, then either xy € I or xz € \/I or yz € v/I (Badawi vd., 2014).

By the definition, we known that every prime ideal is 2-absorbing ideal. But, the
converse is not true always. Bennis and Fahid (2017) introduced and studied a ring
satisfying the following condition: every 2-absorbing ideal of A is prime. They
showed that a ring A is a 2-AB ring if and only if (1) every prime ideals of A are
comparable; in particular, A is quasi-local with maximal ideal M and (2) if P is
minimal prime over a 2-absorbing ideal I, then IM = P. They also characterize under
valuation domain that a ring A is a 2-AB ring if and only if P = P2 for every prime
ideal P of A (Bennis & Fahid, 2017).



Issoual and Mahdou (2020) studied on 2-AB rings and obtained some results (Issoual
& Mahdou, 2020).

Payrovi and Babaei (2012) studied over 2-absorbing ideals and present some results
such as the localization of and the ring of polynomials of 2-absorbing ideals (Payrovi
& Babaei, 2012).

Badawi and Darani (2013) have studied on weakly 2-absorbing ideals (Badawi &
Darani, 2013). They gave the sufficient and necessary condition for proper ideal of a
commutative ring when it is a weakly 2-absorbing ideals under the condition of
quasi-local ring and field.

Let A4, B be two rings, J be an ideal of B and let f : A — B be a ring homomorphism.
In this setting, we consider the following subring of A x B

Al Ji={(,fO)+)):xEAJE]J}

is called the amalgamation of A and B along J with respect to f. This construction is
a generalization of the amalgamated duplication of a ring along an ideal introduced
and studied by D’Anna and others (2009)(D’Anna vd., 2009). Moreover, other
classical constructions (such as the A + XB[X], A+ XB[[X]], and the D+ M
constructions) can be studied as particular cases of the amalgamation by D’ Anna and
others (2009) (D’Anna vd., 2009). Other classical construction, such as Nagatas
idealization by Nagata (1962) and the CPI extensions in the sence of Boisen and
Sheldon (1977) are strictly related to it (Boisen & Sheldon, 1977; Nagata, 1962). A
particular case of this construction is the amalgamated duplication of a ring along an
ideal I. The set of A > [:={(a,a+i):a€A,ié€l}is called the amalgamated
duplication of A along the ideal I where A be a ring, and let I be an ideal of A.

On the other hand, the amalgamation A =/ J is related to a construction propesed by
Anderson (2006) and motivated by a classical construction due to Dorroh (1932),
concerning the embedding of a ring without identity in a ring with identity (D. D.
Anderson, 2006; Dorroh, 1932).

Khalfi and others (2023) and Giindiiz (2023), they studied over 1 — absorbing prime
and 1 — absorbing primary ideals of amalgamations (Giindiiz, 2023; Khalfi vd.,
2023). In Khalfi and others (2023), they obtained some results by the definition of
1 — absorbing prime and 1 — absorbing primary ideals under some special
conditions. Despite that, Giindiiz (2023) obtained many results by  using
isomorphism in D’Anna and others (2009), Proposition 5.1.(2)) and these results
don’t depend any conditions.

Amalgameted algebras are a subring of A X B, where A and B are commutative rings
with unity. It is constructed through a suitable ring homomorphism from A to B. This
construction has been examined for different ideal classes. These structures are
closely related to many important theories.

For this purpose, we will first give the basic algebraic properties of rings and ideal
construction by making use of the sources of Callialp (2018) and Giindiiz (2021). In
the second part, we will define prime ideal and 2-absorbing ideal and describe their
properties.

Xviii



In the third part we define amalgamation algebra and we show 2-absorbing ideals in
the amalgamation ring. Hence we define several sets. Let A and B be two rings, J be
an ideal of B and f:A— B be a ring homomorphism. A xf] denotes the
amalgamation of A with B along ] with respect to f. Let I be an ideal of A and K
be an ideal of f(A) + J. The sets we define are I >/ J := { (i, f(i) +j):i€I,j €
b K = f)+):x€Aje]f(x)+jEK}, TXK ={(xf(x)+])):
x€Lj€e] f(x)+j€K]} Itis clear that I xf J, K/, TX K/ are ideals of A =/ J.
Later, we will show (theorem 3.2.1.) that I »f J, K/ and T x K/ are 2- absorbing
ideals of A =/ J. We follow the method of the Giindiiz (2023). We give an example (
example 3.2.1) of a I </ J that is not a 2-absorbing ideal of A = J. Then, we will
give the condition of being a 2-absorbing ideal for special cases of the I ideal for
example VT # I and VT is a prime ideal of A or I # /1 = P, N P, where P; and P,
are distinct prime ideals of A that are minimal over I or I is a P — primary ideal of A
and P? < I. Becides we find 2-absorbing ideal of amalgamations and give some
results such as when A is a valuation domain, a Priifer domain, a integral domain,
Nil(A) and P are divided prime of ideal of A, respectively.
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1. GIRIS

1.1. Literatiir Taramasi ve Tezin Amaci

Bu sayfadaki biitiin halkalar degismeli ve birim elemani sifirdan farkli ve biitiin
modiiller birimli olsun. A degismeli bir halka ve I, A halkasinin A’den farkli uygun

bir ideali olsun.

VI ={r€A: " €1, n > 1venpozitif tamsay: } olmak iizere, VI’ya I idealinin
radikali denir. Eger I asalimsi ideal ise o zaman [ idealinin radikali asal idealdir ve
VI=P olur. Dahas1 I ideali P — asalimst olarak adlandirilir. Burada P bir asal
idealdir. A halkasinin biitiin nilpotent elemanlarinin kiimesi Nil(A) olmak tizere bu

kiimeye A’nin nil radikali denir.

Degismeli halkalar teorisinde asal idealler 6nemli bir rol oynar. Bu yilizden asal ideal
kavramini genellestirmenin birkag¢ yolu vardir. Mesela I, A halkasinin sifirdan farkli
bir ideali olsun eger x,y,z € A elemanlar1 i¢cin xyz € I oldugunda xy € I veya
yz € I veya xz € I oluyorsa o zaman I idealine A halkasinin bir 2-yutan ideali denir.
2-yutan ideallerden ilk olarak Badawi (2007)’nin calismasinda bahsedilmistir
(Badawi, 2007). Daha sonra Anderson ve Badawi (2011) 2-yutan idealler kavramini
aciklanmiglar ve n-yutan ideallerin tamimimi yapmuslardir (D. F. Anderson &
Badawi, 2011). I, A halkasinin uygun bir ideali olsun. xi,...,X,41 € R igin
X1 - Xn41 € I oldugunda x; elemanlarindan herhangi n tanesinin ¢arpimi / idealinde
yer aliyorsa o zaman [ idealine n-yutan ideal denir. Badawi ve ark. (2014)
caligmalarinda 2-yutan asalimsi ideallerin tanimini yapilmiglardir (Badawi vd.,
2014). I, A halkasmin uygun bir ideali olsun. x,y,z € A i¢in xyz € I oldugunda
xy € I veya xz € VI veya yz € /I oluyorsa o zaman I idealine A halkasinin bir 2-

yutan asalimsi ideali denir.

Bu tanimlar altinda biliyoruz ki her asal ideal bir 2-yutan idealdir ancak tersi her
zaman dogru degildir. Bennis ve Fahid (2007) calismalarinda 2-yutan ideallerinin

asal olmasi kosulunu saglayan bir A halkasi tanitip incelediler (Bennis & Fahid,



2017). Bu tanittiklar1 yapilara 2-AB yapilar dediler ve bu yapilarla ilgili daha sonra
Issoual ve Mahdou (2020) da ¢alismistir (Issoual & Mahdou, 2020).

Payrovi ve Babaei (2012) 2-yutan idealler iizerine c¢alistilar ve bunlarin

lokalizasyonlarint ve polinom halkalarinin bazi sonuglarmi verdiler (Payrovi &

Babaei, 2012).

Badawi ve Darani (2013) zayif 2-yutan idealleri ¢alistilar (Badawi & Darani, 2013).
Cisimler ve yar1 lokal halkalarda uygun ideallerin, zayif 2-yutan idealleri olmasinin

gerekliligini ve sartin1 verdiler.

A, B iki halka ve J, B’nin bir ideali olsun f: A — B halka homomorfizmasi olmak
lizere A X B’nin bir alt halkasmi tanimlayalm. A =/ ] = {(x,f(x) + j):x €
A,j € J} kimesine A’nin ve B’nin J ideali boyunca f altindaki amalgamationu
denir. Halkadaki ideallerin amalgamation c¢arpiminin genellestirilmesi D’Anna ve
ark. (2009) tarafindan tanmitilmis ve c¢alisilmistir (D’Anna vd., 2009). Dahas1 diger
klasik yapilarda (A + XB[X], A+ XB[[X]] ve D+ M yapilarn gibi) calisilmigtir.
Diger klasik bir yapi Nagatas idealizasyonu Nagata (1962) tarafindan (Nagata,
1962), CPI genislemesi Boisen ve Sheldon (1977) tarafindan tanitilmistir (Boisen &
Sheldon, 1977). Bu yapilarin 6zel durumu [ idealinin bir amalgamation c¢arpimi
olmasidir. A bir halka ve I’da A’nin bir ideali olsun o zaman A ™ [ == {(x,x +

i):x € A,i € I} kiimesine A’nin I ideali boyunca amalgamation ¢ogalmasi denir.

Diger bir yandan bu A =/ ] amalgamation yapis1 Anderson (2006) tarafindan
Onerilen ve Dorroh (1962)un belirttigi klasik yapilarla alakalidir ve bu
amalgamation yapist birimli olmayan bir yapmn birimli olan bir yapiya

goémiilmesini ifade eder (D. D. Anderson, 2006; Dorroh, 1932).

Giindiiz (2023) ve Khalfi ve ark. (2023) da amalgamation cebrinde 1-yutan asal ideal
ve l-yutan asalimsi idealleri ¢alistilar (Giindiiz, 2023; Khalfi vd., 2023). Bazi
tanimlamalar1 ve sonuglari1 agikladilar. Bu idealler altindaki 6zel yapilar1 verdiler.
Gilindiiz (2023) calismasinda D’Anna ve ark. (2009)’nin, proposition 5.1.(2)’de
acikladiklar1 izomorfizma yapisin1 kullanarak 1-yutan asal idealler ve 1-yutan

asalimsi idellerin amalgamated cebri igin bir ¢ok sonug agikladi (Giindiiz, 2023).

Bu tez ¢alismasinda ise amacimiz amalgamation yapilarinda 2-yutan ideal olma

kosulunu bulmak ve bunlarla ilgili teorem, 6rnek ve bazi sonuglar vermektir.



1.2. Tezin Icerigi

Bu tez c¢alismasinda da Giindiiz (2023)’tin kullandigi metodla 2-yutan ideallerin
amalgamationlarmi ve bazi sonucglarimi verecegiz (Giindiiz, 2023). Bunun igin
oncelikle Callialp (2018) ve Giindiiz (2021)’iin kaynaklarindan yararlanarak halka ve
ideal yapilarinin temel cebirsel ozelliklerini verecegiz (Callialp, 2018; Giindiiz,
2021). ikinci béliimde ise asal ideal ve 2-yutan ideal tanimini yapip bunlarin
Ozelliklerini tanimlayacagiz. Son boliimde ise amalgamated cebrini tanimlayip, 2-
yutan idealler i¢in amalgamated cebriyle ilgili tanim, teorem, 6rnek ve A nin bazi
6zel durumlar1 (Ornegin A valuation domain, Priifer domain oldugunda veya I, A
nin bir P-asalimsi ideali olmasini Nil(A)’y1 ve A nin bir bolinmiis asali olan P) i¢in

sonuclarini aciklayacagiz.

1.3. Cebirsel Tanimlar, Onermeler ve Teoremler

Bu boliimdeki tanim, teorem ve 6rnekler i¢in Callialp (2018) ve Giindiiz (2021)’{in

calismalarindan faydalanacagiz.

Tanmm 1.3.1. AxA dan A’ya tamimlanan fonksiyona A’da bir ikili islem denir.
x,y €A ve * A’da bir ikili islem olsun. (x,y)’nin * islemi altindaki goriintiisii
x * y olmak tizere; Vx,y € A igin A da bir x * y eleman1 var ve bu eleman tek tiirlii
belirlidir ve bu fonksiyon olma o6zellikleriyle saglanir. x * y nin varligt islemin

kapaliligini, tek tiirlii belirlenmesi ise iyi tanimliligini gosterir.

Tamim 1.3.2. Bos olmayan bir kiimenin {izerinde en az bir ikili islem tanimli ise bu
kiimeye cebirsel yap1 denir. (A4,*) yapisi, A kiimesi ilizerinde bir * ikili islemin

gosterimidir.

Tanmm 1.3.3. G bostan farkli bir kiime ve *, G kiimesi lizerinde bir ikili islem olmak

tizere; (G,*) cebirsel yapisi asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa G’ye bir grup denir.

1) *, G’de bir ikili islemdir.

2) Va,b,c € G i¢in, a * (b * c) = (a * b) = ¢ dir. Yani birlesme 6zelligi vardir.

3) VaeG igin axe =exa=a olacak sekilde Je € G vardir ve bu elemana
birim eleman denir.

4) a€G igin, axa ! =a"!xa=-e olacak sekilde 3a~! € G bulunabilir ve bu

elemana a elemaninin tersi denir.



Tamm 1.3.4. (G,*) bir grup ve Va,b € G i¢in a*b = b xa 0&zelligini saglhiyorsa
degisme Ozelligi vardir denir. Degisme 6zelligi olan gruba degismeli grup veya Abel
grup denir.

Tanim 1.3.5. Bostan farkli bir R kiimesi ve R iizerinde iki tane ikili igslem olarak “+”

Y3

ve tanimlansin. Eger (R, +,.) cebirsel yapist agsagidaki aksiyomlar: sagliyorsa

R’ye bir halka denir.

1) (R,+) cebirsel yapisi degismeli bir gruptur.
2) lkinci isleme gore birlesmelidir. Yani Va, b, ¢ € R i¢in (a.b).c = a.(b.c) dir.
3) Ikinci islemin birinci islem iizerinde dagilma 6zelligi vardir. Yani Va,b,c € R

icina.(b+c)=a.b+a.cve(a+b).c=a.c+b.cdir.

Halka yapisinin birinci igleme gore etkisiz elemanina o halkanin sifir1 denir ve Oy ile
gosterilir. Ancak ikinci igleme gore etkisiz elemani olmayabilir ancak var ise bu
elemana halkanim birimi denir ve 1y ile gosterilir. ikinci islem, degisme 6zelligini
sagliyorsa o zaman bu halkaya degismeli halka denir. Ayrica tezin kalan kisminda

kolaylik olmasi agisindan a. b yerine ab kullanacagiz.

Ornek 1.3.1. (Z,+,), (R,+,), (Q+,), (C,+,) cebirsel yapilart birimli ve
degismeli halkadir.

Tamm 1.3.6. R halkasinda, sifir elemanindan farkli bir a € R elemani i¢in; ab = Op
veya ba = 0p olacak sekilde Oyle bir sifirdan farkli b € R bulunabilirse a vya,

halkanin bir sifir boleni, boyle bir b yoksa sifir boleni degildir denir.
Tanimdan dolay1 0 elemani; sifir bélen de degildir, sifir bolen olmayan da degildir.

Tamim 1.3.7. Eger bir halka sifir bolensiz ve degismeli isen bu halkaya tamlik

bolgesi denir.

Ornek 1.3.2. Z[\/g] = {m + nV5:m,n € Z} kiimesi ‘+> ve *’ islemlerine gore bir

tamlik bolgesidir.

Tamim 1.3.8. R bir tamlik bolgesi olmak iizere R’nin sifirindan farkli her x € R igin

xy = 1y olacak sekilde 6yle bir y € R varsa R halkasina cisim denir.

Tamm 1.3.9. Bir R halkasinda her a € R igin na = 0y olacak sekilde dyle bir n

pozitif tam sayis1 varsa bu tam sayilarin en kii¢ligiine halkanin karakteristigi denir.



Eger bu 6zelligi saglayan higbir pozitif tam say1r yoksa R halkasinin karakteristigi

stfirdir.
Ornek 1.3.3. Z, halkasmin karakteristigi 4’tiir.

Tamim1.3.10. Bir R halkasinda a € R igin a™ = 0y olacak sekilde oyle bir n > 1

tam sayis1 varsa o zaman a Yya bir nilpotent eleman denir.
Ornek 1.3.4. Zg halkasinda 2 ve 4 birer nilpotent elemandir.

Tanmm 1.3.11. R bir halka ve bu halkanin bostan farkli bir H alt kiimesini alalim.
Eger H alt kiimesi, halkada ki islemlere gore kendi basina bir halka olusturuyorsa o

zaman H, R’nin bir alt halkasidir denir.

Teorem 1.3.1. R bir halka ve H # @ olacak sekilde bir alt kiime alalim. H’nin bir alt

halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a, b € H i¢in
i. a—b€eH
ii. ab € H olmasidir (Gilindiiz, 2021).

Tanmm 1.3.12. R bir halka ve I, R’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

Va,b € I ve Vr € R igin

i. a—belve

ii. ra€l(veyaar€l)
oluyorsa I’ya R’nin bir sol (veya sag) ideali denir.

I alt kiimesi hem sol, hem de sag ideal oluyorsa o zaman I’ya iki tarafli ideal veya
kisaca ideal denir. Ayrica tanimdan dolay1 ideal yapisi bir alt halkadir. Eger halka

degismeli ise her sol ideal veya sag ideal bir ideal olur.

Tamim 1.3.13. R bir halka; ve alt kiimelerinden {0z} ve R, R halkasinin her zaman

birer idealleridir. Bu ideallere halkanin agikar(trivial) idealleri denir.

Tamim 1.3.14. R bir halka ve @ = S € R olsun. R’nin S’yi kapsayan tiim ideallerinin
arakesitine S’nin {rettigi ideal denir ve (S) =Ng¢y, I;, ile gdsterilir. Birimli ve
degismeli bir halka R halkasi i¢in

(S) = {Zilerisi L g € R,Si € S} (11)

olur.



Tamm 1.3.15. Eger S = {s4, ..., S} bir sonlu kiime ise S’nin iirettigi ideale sonlu
tiretilmis ideal denir ve (S) = ({sy, ..., Sp}) ile gosterilir. Eger 6zel olarak (S) =
({s}) yani tek eleman tarafindan iiretilirse (S) ye s ile tiretilmis temel ideal denir ve

(s) ile gosterilir.
Sonug¢ 1.3.1. R bir halka ve a € R olsun. O halde (a) = {ra : r € R} = Ra olur.

Ornek 1.3.5. Z[x] polinom halkasinda x ile 3’iin iirettigi ideal (3,x) = {3f(x) +
xg(x): f,g € Z[x]} dir ve bu kiimenin ideal olabilmesi i¢in sabit teriminin 3’{in kat1

olmas1 gerekir. Dolayisiyla (3,x) = {3ag + a;x* + -+ + axx* € Z[x]: k = 0} olur.
Tamim 1.3.16. Bir R halkasini ve R’nin bir [ idealini alalim. Her a, b € R igin,

a=b(modl) a—-bel (1.2)
ile tanimlayalim.

Onerme 1.3.1. R halkasmin, bir I idealine gore tanimlanan = bagmtisi, R’de bir

denklik bagintisidir. r € R’nin denklik sinifi

r=r+l={r+a:a€l} (1.3)
dir. Biitiin denklik siiflar1 kiimesi R /1 ile gosterilir (Callialp, 2018).
Ispat: Callialp (2018), 6nerme 4.2.9°da yapilmistir.

Not 1.3.1. R halkasinin, bir I idealine gére tanimlanan denklik siniflarmin, R’nin

toplamsal grubunu, I alt grubuna gore tanimlanan denklik sinifidir.
Onerme 1.3.2. A halkasinin bir I idealine gore tanimlanan denklik simiflari arasinda;
x+DD@Y+D=x+y)+I (1.4)
x+DOW+D=(y)+1 (1.5)

ile tanimlanan @ ve © islemlerine gore A/I bir halkadir. Bu halkaya A nin [ idealine
gore boliim halkasi denir (Calhalp, 2018).

Ispat: Callialp (2018), énerme 4.2.10°da yapilmustir.

Tamm 1.3.17. (4, +,.) ve (B,o,*) iki halka ve f: A — B bir fonksiyon olmak {izere,
Vx,y € A igin,

fx+y)=fx)f(y) (1.6)

esitlikleri saglaniyorsa f’ye A’dan B’ye bir halka homomorfizmasi denir.



Eger 6zel olarak f birebir ise f’ye monomorfizma, orten ise f’ye epimorfizma, hem
birebir hem de 6rten ise f’ye izomorfizma denir. Iki halka arasinda bir izomorfizma
kurulabilirse bunlara izomorf halkalar denir. Izomorf halkalarin biitiin 6zellikleri
aynidir ve A = B ile gosterilir. Ayrica f monomorfizma ise bu fonksiyona bir

gomme(embedding) denir.

Tammm 1.3.18. f:A — B bir halka homomorfizmas: olsun. Bu taktirde bu

homomorfizmanin ¢ekirdegi; Cek(f) = {x € A : f(x) = 0z} olarak tanimlanur.

Teorem 1.3.2. f: A — B bir halka homomorfizmasi olmak iizere f in birebir olmasi

icin gerek ve yeter kosul Cek(f) = {04} olmasidir (Glindiiz, 2021).

Teorem 1.3.3. f : A = B bir halka homomorfizma olmak tizere Cek(f), A nin bir
idealidir (Giindiiz, 2021).
Teorem 1.3.4. [Homomorfizma Teoremi] f : R = S bir halka homomorfizmasi

olmak tizere R/Cek(f) = f(R) dir (Giindiiz, 2021).

Sonu¢ 1.32. f:A—>B bir oOrten halka homomorfizmasi olmak {izere

A/Cek(f) = B dir.






2. ASAL IDEALLER

2.1. Asal idealler

Tanim 2.1. A degismeli bir halka ve P’de A’nin kendisinden farkli bir ideali olsun.
x,y €A i¢in xy € P oldugunda x € P veya y € P oluyorsa o zaman bu P idealine

A halkasmin bir asal ideali denir.

Tamim 2.2. A degismeli bir halka ve M, A’nin bir ideali ve M # A olsun. Eger A
halkasinin M idealini kapsayan M’den baska hicbir ideali yoksa bu M idealine A

halkasinin bir maksimal ideali denir.

Tamim 2.3. A bir halka ve S, A’nin bir alt kiimesi olsun. S birim elemanina sahip ve
her s;,s, €S elemanlar1 i¢in s;s, €S oluyorsa bu S kiimesine A halkasinin

carpimsal kapali bir alt kiimesi denir.

Ornek 2.1. Z tam sayilar halkas1 i¢in § = {7™:n > 0} kiimesi bir ¢arpimsal kapali
alt kiimedir. Dahas1 A’nin bir P asal ideali igin A/P kiimesi bir ¢arpimsal kapal1 alt

kiimedir.
Tanim 2.4. A bir halka ve I, A’nin bir asal ideali olsun.

VI={x€A:x" €l,An € Z*} (2.1)
kiimesine I’nin radikali denir.

Tanim 2.5. I, A halkasinin kendisisinden farkli bir ideali olsun. Birim elemanindan
farkli her a,b € A igin ab €I iken a € I veya 3n € Z* iken b™ € I oluyorsa 0

zaman [ idealine bir asalimsi ideal denir.

Teorem 2.1. I, A halkasimin bir asalimsi ideali ise o halde P = /I ideali de bir asal

idealdir ve I idealine bir P-asalimsi ideal denir (Giindiiz, 2021).
Ornek 2.2. Z[x] polinomlar halkasinda (x3,125) ideali (x,5)-asalimsi idealdir.

Ciinkii (x,5) € /(x3,125) kapsamu agiktir ve Z[x]/(x 5) = Zs Ve Zs cisim oldugu

icin (x,5), Zs halkasinda maksimaldir. O halde (x,5) = +/(x3,125) olur ve bu

(x3,125) nin, Z[x] halkasinda (x, 5)-asalims1 oldugunu gésterir.



2.2. 2-Yutan idealler

Tamm 2.2.1. A birimli ve degismeli bir halka ve 1 # 0 olmak iizere, I, A’nin
sifirdan farkli uygun bir ideali olsun. Oyle ki; x,y,z € A icin xyz € I iken xy € I

veya yz € I veya xz € I oluyorsa I idealine 2-yutan ideal denir.

Tamm 2.2.2. I, A halkasinin uygun bir ideali olsun. x,y,z € A i¢in xyz € [

oldugunda xy €I veya xz € VI veya yz € VI oluyorsa o zaman I idealine A

halkasinin bir 2- yutan asalimsi ideali denir.

Tamm 2.2.3. [, A halkasiin uygun bir ideali olsun. Her x € A/I i¢in I C (x)
oluyorsa I idealine boliinmiis asal ideal denir. Boliinmiis asal idealler A halkasinda ki

biitiin idealler i¢in gegerlidir.

Tanim 2.2.4. A bir tamlik bolgesi ve sifirdan farkli her m, k € A i¢in m|k veya k|m

oluyorsa o zaman A’ya bir valuation domain denir (Badawi, 2007).

Tanim 2.2.5. T(A), A halkasinin biitiin boliim halkalariin kiimesi ve I, A’nin sifir

olmayan bir ideali olsun. O zaman I~ = {x € T(A):xI c A} dir (Badawi, 2007).

Tanim 2.2.6. A bir tamlik bolgesi ve I, A’nin sifirdan farkli sonlu tiretilmis ideali
olsun. Eger II"! = A oluyorsa o zaman A halkasina bir Priifer domain denir
(Badawi, 2007).

Tamm 2.2.7. A bir tamhk bolgesi I, A nmin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger

1171 = A oluyorsa 0 zaman A halkasina bir Dedekind domain denir (Badawi, 2007).
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3. AMALGAMATION

3.1. Amalgamation Cebri

Bu boliimdeki temel tanim ve teoremler i¢in D’Anna ve ark. (2009)’nin

calismasindan faydalanacagiz.

Tammm 3.1.1. A ve B iki halka, J, B’nin bir ideali ve f:A — B bir halka

homomorfizmasi olmak tizere;

Awl [ ={Cfx) +))x €AjE]) 3.1)

kiimesine A halkasi ve B halkasimin ] ideali boyunca f fonksiyonu altinda

amalgamationu denir.
X1,Xy € A Ve ji,j, € ] olmak lizere
(x1,J1)- (X2, J2) = (X1X2, Xq1jp + X2j1 + j1j2) (3.2)

olarak tamimlaniyor ve bu islem altinda A </ ] amalgamation yapis1 bir halka

belirtir.

Onerme 3.1.1. I, A halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda;
Il = {(GfD+):i€lje]} (3.3)

f
kiimesi A >/ J halkasinin bir idealdir ve 7: A >/ ]—>A X ]/I waf ] surjektif

Amf]
Ixf g

bir homomorfizmadir. Ustelik = ? olur (D’Anna vd., 2009).

Bu son izomorfizma bizim c¢alismamizin c¢ekirdegini olusturacaktir. Yani ana
teoremimizin ispati i¢in buraya odaklanacagiz.
Tanim 3.1.2. A bir halka ve I da 4 nin bir ideali olsun. O zaman;

Ax] ={(x,x+i):x€Ai€l} (3.4)

Kiimesine A’nin I ideali boyunca amalgamation ¢ogalmasi denir.



3.2. 2-Yutan idealler i¢cin Amalgamated Cebri

A ve B iki halka olsun ve f : A = B halka homomorfizmasi ve J, B halkasimin bir
ideali olmak iizere tiim sayfa boyunca A =/ J, f altinda A ile B*nin J ideali boyunca

bir amalgamationin1 belirtir.
I, A halkasinin bir ideali ve K, f(A) + J’nin bir ideali olsun.

Asagidaki kiimeleri tanimlayalim.

I J:={({f(D)+)):i€lje]} (3.5)
KN i={(f)+)):x€Aj€] f(x)+)€EK)} (3.6)
IXK :={(x,f(x)+)):x€Lj€], f(x)+j €K} (3.7)

Aciktir ki I =fJ, Kf, TxKS, AwfJ’de birer idealdir. ilk olarak A »f ]

amalgamationinda I =/ J, K/, T x K/ nin birer 2-yutan ideal oldugu gosterilecektir.

Teorem 3.2.1. Yukaridaki tanimlar1 verilen notasyonlar altinda asagidaki adimlar

gecerlidir.

1-) I »af J’nin A »af J halkasinm bir 2-yutan ideali olmasi icin gerek ve yeter kosul

I’nin, A halkasimnin bir 2-yutan ideali olmasidir.

2-) I'nin, A halkasinda bir 2-yutan ideal ve K’nin de, f(A) + J’de bir 2-yutan ideal
olmas1 igin gerek ve yeter kosul T x K/ nin, A =/ ] halkasinda bir 2-yutan ideal

olmasidir.

3-) K/’nin, A xf ] halkasinda bir 2-yutan ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul
K’nin, f(A) + J de bir 2-yutan ideal olmasidir.

Bu teoremin ispatini verebilmek i¢in bir kisim lemmaya ihtiyacimiz var. Simdi

bunlar1 verelim.

Lemma 3.2.1. B degismeli bir halka ve f : A = B bir halka homomorfizmas1 olsun
(Payrovi & Babaei, 2012).

1) Eger J ideali B halkasinda bir 2-yutan ideal ise o zaman f~1(J) de A halkasinda
bir 2-yutan idealdir.
2) Dahasi f bir epimorfizma ve [ ideali de Cek(f)’1 igersin. I ideali A halkasinda

bir 2-yutan ideal ise 0 zaman f (/) da B halkasinin bir 2-yutan idealdir.
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Ispat Lemma 3.2.1. 1) Farz edelim ki J, B halkasimin bir 2-yutan ideali ve
x,y,Z€ A igin xyz € f~1(J) olsun. O zaman f homomorfizma oldugundan
f(xyz) = f(x)f(y)f(2) €] olur. Ayrica ] 2-yutan ideal oldugu igin f(x)f(y) € J
veya f(x)f(z) €] veya f(y)f(z) €] olur. Dolayisiyla xy € f~1()) veya xz €
f~Y(J) veya yz € f~1(J) olur bu da f~1(J)’nin A halkasinda 2-yutan ideal

oldugunu gosterir.

2) Lemmanin bu kismi1 Payrovi ve Babaei (2012)’nin ¢alismasinda Theorem 1.1°de

verildi.

Lemma 3.2.2. A ve B iki halka ve I, A halkasinin uygun bir ideali, / de B halkasinin
uygun bir ideali ve I € J olsun. O zaman /’nin A halkasinin bir 2—yutan ideal olmasi
igin gerek ve yeter kosul J/I’nin A/I halkasiin bir 2—yutan ideal olmasidir (Issoual
& Mahdou, 2020).

Ozel olarak I idealinin, A halkasinda bir 2-yutan ideal olmasi igin gerek ve yeter
kosul {0} idealinin de A/I halkasinda bir 2-yutan ideal olmasidir.

Ispat: Ispatin ilk kismu ilgili referansta vardir. Tkinci kisim igin 6zel olarak I = J
almak yeterlidir.

Awf]~é
If] 71

Ispat Teorem 3.2.1. D’Anna ve ark. (2009), Proposition 5.1.(2)’den

oldugunu hatirlayalim.

1) Lemma 3.2.2.(2) den I idealinin, A halkasinin bir 2-yutan ideali olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul {0} idealinin A/I halkasinin bir 2-yutan ideali olmasidir. Yukaridaki

izomorfizmadan {0} idealinin A/I halkasinda bir 2-yutan ideal olmas i¢in gerek ve

yeter kosul {0} idealinin AI%}I] halkasinin bir 2-yutan ideali olmasidir. Ote yandan

A
f

Inal]

tekrar Lemma 3.2.2 den {0} idealinin nin bir ideali olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul I =f ] idealinin A xf ] halkasmin bir 2-yutan ideal olmasi demektir.

Gerektirme zinciriden ispat biter.

2) i =1,2,3,... olmak tizere x;, A halkasinin elemanlar, j; €] ve f(x;)+j €K

olsun.
(1, fxa)+ ja) (2, fox2)+ ji2).(x3, f(x3)+ jiz) € TxK” ve iddia ediyoruz ki;
(1.2, f(x1)- jo+ fx1). fOe2)+ j1 fx2)* ja- ji2)-(xs, f(x3)+ jiz) € IxKS (3.8)
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veya
(1.3, f(x1). ja+ f(x1). f(xa)+ jia f(2)+ ji. ja)-(x2, f(x2)+ jio) € IxK”T (3.9)
veya
(x2. %3, f(x2). ja+ f(x2). f(x3)+ j f(x3)+ jia jiz).(xq, f(x1)+ j1) € IxKS  (3.10)
olur. Diger taraftan I, A halkasimin 2-yutan idealidir ve dolayisiyla x;.x,.x5 € [
oldugunda x;.x, € I veya x,.x3 €1 veya x;.x53 € [ olur. Buradan; x;.x, €1,
Jo-X1 + j1-X3 + X1.X5 € A, ji.J, € J olduguna gore o zaman
(x1. %3, f (g g + j1. X5 + X1.%5) + j1.jo) € IXKT (3.11)
Veya X1-X3 S I,j3.x1+j1. X3+X1.X3 € A’jl'j3 E]’dlr. Buradan,
(x1. %3, f(j3- X1 +j1. X3+%x1. X3)+ 1. j3) € TxKS (3.12)
0|UI’ Veya Xp. X3 € I,j3.x2+j2. x3+x2.x3 € A,jz.j3 E] dOlaylSlyla
(x2- %3, f(jz- XaHj2. X3+Xo. X3)+ jp. j3) € TxKS (3.13)
olur.

3) K, f(A) + J’de 2-yutan ideal olsun. Bir tane t fonksiyonu tanimlayalim.

T: A ] S f(A+], (6 f(xX)+j)— f(x)+j. Agktir ki T ortendir ve
Cek(t) = Ax {0} € K/ ve 1(K') = K olur ve Lemma 3.2.1.(2)’den sonuca ulasmis

oluruz.

Ornek 3.2.1. A = Z + 7xZ[X] ve B = Z[X] halkalarm ve A halkasinin [ = 7xZ[X]
idealini alalim. f: A — B halka homomorfizmasi olmak iizere biz goriiyoruz ki I?
ideali A halkasinda bir 2-yutan ideal degildir. Ciinkii (7)(7)(x?) € I?> olmasima
ragmen 49 ¢ I?> ve 7x? ¢ I? dir. Dolayisiyla teorem 3.2.1.(1) den I xf J, A xaf |
halkasinin bir 2-yutan ideali degildir.

Sonuc¢ 3.2.1. Asagidaki ifadeler gecerlidir.

1) I, A halkasmin bir ideali ve VI # I olmak tizere vI’da A’nim bir asal ideali olsun.
Eger her x € VI \ I igin B, = {y € A: yx € I} ideali A da bir asal ideal ise 0
zaman I xf J ideali de A =/ J de bir 2-yutan idealdir.

2) I, A’nin bir ideali ve P; ve P,, I ideali lizerinde farkli birer minimal asal ideal

olsun. I #+1 =P, NP, olmak iizere eger P,P, 1 ve her x € VI\ I igin

14



3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

B, = {y € A: yx € I}, A halkasinin bir asal ideal ise 0 zaman I =/ J ideali de
A f | halkasinda bir 2-yutan idealdir.

I, A halkasimin bir ideali ve P, ve P,, I ideali tizerinde farkli birer minimal asal
idealler olsun. I #+/I =P, NP, olmak iizere eger P,P, &I ve ayrica her
x € PLUP,\ Iigin B, = {y € A: yx € I}, A halkasinin bir asal ideal ise 0 zaman
I »f ] ideali de A xf J halkasinda bir 2-yutan idealdir.

Varsayalim ki I, A halkasinda bir P-asalims: ideal ve P? < I olsun. O zaman
I »f J ideali A = | halkasinda bir 2-yutan ideal olur.

I, A halkasmin ideali, P de A halkasimin sifir olmayan boliinmiis asal ideali
olsun. Eger I, A da bir P- asalims: ideal ve P2 S I ise o zaman I x/ J ideali
A »f | halkasinda bir 2-yutan idealdir.

Varsayalim ki Nil(A) ve P, A halkasinin boliinmiis iki asal ideali olsun. Eger
P # Nil(A) ise 0 zaman P? =/ J ideali A =/ | halkasinda bir 2-yutan idealdir.
A bir tamlik bolgesi ve P, A tamlik bolgesinin sifirdan farkli boliinmiis asal ideali
olsun o0 zaman P? f J ideali de A »f J halkasinin bir 2-yutan idealidir.

A halkas1 bir valuation domain olmak tizere; I , A halkasinin sifir olmayan bir
ideali ve P =+/I de A halkasimin bir asal ideali olsun. Eger I = P veya I = P2
oluyorsa, I »f J ideali de A »f J halkasinda bir 2-yutan ideal olur.

A halkasi bir Priifer domain, I, A halkasinin sifir olmayan bir ideali ve P; ve P,,
A'nmn sifir olmayan birer asal idealleri olsun. Eger I ideali A’nin bir asal ideali
veya I = P, N P, veya I = P?, A halkasinda bir P-asalims1 ideal ise o zaman

I »f J ideali A xf J halkasinda bir 2-yutan idealdir.

10) I, A halkasinin bir ideali ve S, A halkasinda ¢arpimsal kapali bir alt kiime ayrica

S~'A kesir halkasi ve f: S™*A — S~'B bir halka homomorfizmasi olsun. Eger I,
A halkasmin bir 2-yutan ideali ve SNI =@ ise S™1I paf J°de, S7'A Nf]

halkasinin bir 2-yutan idealdir.

Ispat 1-10 Her bir sonu¢ Teorem 3.2.1.(1) den ve sirastyla ((Badawi, 2007) theorem
2.8), ((Badawi, 2007) theorem 2.9), ((Badawi, 2007) theorem 3.1), ((Badawi, 2007)
theorem 3.6), ((Badawi, 2007) theorem 3.7), ((Badawi, 2007) theorem 3.8),
((Badawi, 2007) proposition 3.10), ((Badawi, 2007) theorem 3.14), ((Payrovi &
Babaei, 2012) Theorem 1.3) ifadelerinden agiktir.
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5. SONUC

Tezimiz ii¢ ana bdliimden olusmaktadir. ilk boliimde birimli ve degismeli halka ve

ideal kavramlari i¢in genel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde asal ideallerden bahsedilerek 2-yutan ideal yapilarinmn tanimi ilgili
referanslar gergevesinde verilmistir. Ayrica bu boliimde bazi 6zel halka yapilarina da

yer verilmistir.

Ugiincii boliimde ise amalgamation yapisindan bahsedilmis ve ikinci béliimde
bahsedilen 2-yutan idealler bu amalgamation yapilari igerisinde incelenmistir. Daha
once Giindiiz (2023) tarafindan 1-yutan asal idealler ve 1-yutan asalimsi idealler igin
amalgamated cebri calisilmis ve yazar bu g¢alismasinda D’Anna ve ark. (2009)
tarafindan Proposition 5.1.(2)’de tanimlanan izomorfizmadan yararlanmistir. Bu tez
caligmasinda da ayni izomorfizma yapilart kullanilarak 2-yutan idealler igin
amalgamated cebri c¢alisilmis ve bu cebir yapisiyla alakali tanimlar, teoremler,

ornekler ve bazi sonuglar agiklanmustir.
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