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2-YUTAN ĠDEALLER ĠÇĠN AMALGAMATED CEBRĠ 

ÖZET 

  birimli ve değişmeli bir halka ve     olmak üzere,  ,   halkasının sıfırdan farlı 

bir ideali olsun. Öyle ki; her         için       iken      veya      veya 

     oluyorsa   idealine 2-yutan ideal denir. 2-yutan idealler ilk olarak Badawi 

(2007) tarafından tanıtılmış ve çalışmıştır. Daha sonra Badawi farklı yazarlarla 

birlikte bu çalışmaları geliştirmişler ve bazı özel tanımlamalar da yapmıştırlardır (D. 

F. Anderson & Badawi, 2011; Badawi vd., 2014; Badawi & Darani, 2013).   ve   

iki halka,  ,   halkasının bir ideali ve        bir halka homomorfizması olmak 

üzere                                     kümesine   halkası ve   

halkasının   ideali boyunca   fonksiyonu altında amalgamationu denir. 

Amalgamation yapısı D‟Anna ve ark. (2009) tarafından tanıtılmış ve çalışılmıştır 

(D‟Anna vd., 2009). D‟Anna ve ark. (2009) bize amalgamation yapılarının 

cebirsellik özelliklerini vermişlerdir. Bu yapının farklı ideal sınıfları için incelenmesi 

yapılmıştır. Bu çalışmanın teorik ve uygulama kısımları mevcut olup ilk olarak konu 

ile ilgili daha önceleri yapılmış olan tüm çalışmalar incelenecektir. Daha sonra bu 

çalışmada    ve   halkasının   ideali boyunca   fonksiyonu altındaki 

amalgamationunda 2-yutan idealleri tanımlanacaktır. Bu idealleri tanımlayabilmemiz 

için önce bazı kümeler oluşturduk.  ,   halkasının bir ideali ve  ,        ‟nin bir 

ideali olmak üzere                            ,  ̅                  
               ,    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                   
kümelerini oluşturduk ve bu kümelerimiz        halkasında birer ideal olma 

özelliklerini sağlamaktadırlar. Bizim amacımız ise ilk olarak bu     ,  ̅ ,    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

ideallerinin      halkasında birer 2-yutan idealler olduğunu göstermektir. Bu 

incelemeleri yaparken D‟anna ve ark. (2009)‟nın proposition 5.1.(2)‟de oluşturmuş 

oldukları izomorfizmalardan yararlandık (D‟Anna vd., 2009). Daha sonra 

oluşturduğumuz bu ideal yapılarının        halkasında 2-yutan ideal olabilmeleri 

için gerekli olan teoremleri ve önermeleri verip, bu teoremlerin ve önermelerin 

ispatlarını yaptık. Son olarak bazı özel   ideallerinin örneğin √    olmak üzere √ , 

  halkasının bir asal ideali veya    ve   ,   ideali üzerinde farklı birer minimal asal 

ideal veya  ,   halkasında bir P-asalımsı ideal olduğu durumlarda hangi şartlar 

altında 2-yutan ideal olduğunu açıkladık. Ayrıca özel halka yapıları için; örneğin bir 

  halkasının, tamlık bölgesi, prüfer domain, valuation domain olması durumlarında 

ideallerin hangi koşullar altında 2-yutan idealler olduklarını bulduk.
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2-ABSORBING IDEALS OF AMALGAMATIONS 

SUMMARY 

Throughout this paper all rings are commutative with identity     and all modules 

are assumed to be unitial. Let   be a commutative ring. An ideal   is called a proper 

ideal of   if    . √   is called  the radical of   and is defined by √  
                                            . If   is a primary ideal, then the 

radical of   is a prime ideal √   , and moreover   is called             where 

  is a prime ideal.        is the set of all nilpotent elements of   and is called the nil 

radical of    

Suppose that   is a ring. Then a prime idael   of a ring   is said to be a divided prime 

ideal if       for every      ⁄ ; thus a divided prime ideal is comparable to every 

ideal of   (Badawi, 2007). An integral domain   is said to be a divided domain if 

every prime ideal of   is a divided prime ideal. If     (in  ) or     (in  ) for every 

nonzero        then an integral domain is said to be a valuation domain (Badawi, 

2007). It is known that a valuation domain is a divided domain. Suppose that      

denotes the total quotient ring of  . If   is a nonzero ideal of a ring  , then     
             . An integral domain   is called a Prüfer domain if        for 

every nonzero finitely generated ideal   of   (Badawi, 2007). An integral domain   

is said to be a Dedekind domain if        for every nonzero ideal   of   (Badawi, 

2007). An integral domain   is called an almost Dedekind domain if    is a 

Dedekind domain for each maximal ideal   of  . 

In the theory of commutative rings, the prime ideals have an important role. Because 

of this, there are several ways to generalize the concept of prime ideals. For instance, 

a nonzero proper ideal   is called 2-absorbing ideal if whenever         such that 

     , then either      or      or     . 2-absorbing ideals were first 

introduced by Badawi (2007) (Badawi, 2007). Later, Anderson and Badawi (2011) 

expanded the 2-absorbing ideals and gave the definition of  -absorbing ideals (D. F. 

Anderson & Badawi, 2011). A proper ideal   of   is called  -absorbing ideal if 

whenever           for            , then there are   of the   ‟s whose 

product is in  .  In Badawi and others (2014), defined the 2-absorbing primary ideal 

such that a proper ideal   is called 2-absorbing primary ideal if  whenever         

such that      , then either      or    √  or    √  (Badawi vd., 2014). 

By the definition, we known that every prime ideal is 2-absorbing ideal. But, the 

converse is not true always. Bennis and Fahid (2017) introduced and studied a ring 

satisfying the following condition: every 2-absorbing ideal of   is prime. They 

showed that a ring   is a 2-AB ring if and only if (1) every prime ideals of    are 

comparable; in particular,   is quasi-local with maximal ideal   and (2) if   is 

minimal prime over a 2-absorbing ideal  , then     . They also characterize under 

valuation domain that a ring   is a 2-AB ring if and only if      for every prime 

ideal   of   (Bennis & Fahid, 2017). 
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Issoual and Mahdou (2020) studied on 2-AB rings and obtained some results (Issoual 

& Mahdou, 2020). 

Payrovi and Babaei (2012) studied over 2-absorbing ideals and present some results 

such as the localization of and the ring of polynomials of 2-absorbing ideals (Payrovi 

& Babaei, 2012). 

Badawi and Darani (2013) have studied on weakly 2-absorbing ideals (Badawi & 

Darani, 2013). They gave the sufficient and necessary condition for proper ideal of a 

commutative ring when it is a  weakly 2-absorbing ideals under the condition of 

quasi-local ring and field. 

Let     be two rings,    be an ideal of   and let       be a ring homomorphism. 

In this setting, we consider the following subring of   x   

                                                   

is called the amalgamation of   and   along   with respect to  . This construction is 

a generalization of the amalgamated duplication of a ring along an ideal introduced 

and studied by D‟Anna and others (2009)(D‟Anna vd., 2009). Moreover, other 

classical constructions (such as the        ,          , and the     

constructions) can be studied as particular cases of the amalgamation by D‟Anna and 

others (2009) (D‟Anna vd., 2009). Other classical construction, such as Nagatas 

idealization by Nagata (1962) and the CPI extensions in the sence of Boisen and 

Sheldon (1977) are strictly related to it (Boisen & Sheldon, 1977; Nagata, 1962). A 

particular case of this construction is the amalgamated duplication of a ring along an 

ideal  . The set of                           is called the amalgamated 

duplication of   along the ideal   where   be a ring, and let   be an ideal of  . 

On the other hand, the amalgamation      is related to a construction propesed by  

Anderson (2006) and motivated by a classical construction due to Dorroh (1932), 

concerning the embedding of a ring without identity in a ring with identity (D. D. 

Anderson, 2006; Dorroh, 1932). 

Khalfi and others (2023) and Gündüz (2023), they studied over     absorbing prime 

and    absorbing primary ideals of amalgamations (Gündüz, 2023; Khalfi vd., 

2023). In Khalfi and others (2023), they obtained some results by the definition of  

   absorbing prime and    absorbing primary ideals  under some special 

conditions. Despite that, Gündüz (2023) obtained many results by  using 

isomorphism in D‟Anna and others (2009), Proposition 5.1.(2)) and  these results 

don‟t depend any conditions. 

Amalgameted algebras are a subring of    , where   and   are commutative rings 

with unity. It is constructed through a suitable ring homomorphism from   to  . This 

construction has been examined for different ideal classes. These structures are 

closely related to many important theories. 

For this purpose, we will first give the basic algebraic properties of rings and ideal 

construction by making use of the sources of Çallıalp (2018) and Gündüz (2021). In 

the second part, we will define prime ideal and 2-absorbing ideal and describe their 

properties.  
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In the third part we define amalgamation algebra and we show 2-absorbing ideals in 

the amalgamation ring. Hence we define several sets. Let   and   be two rings,   be 

an ideal of   and       be a ring homomorphism.      denotes the 

amalgamation of    with    along    with respect to  . Let   be an ideal of   and   

be an ideal of        . The sets we define are                          
  ,  ̅                                 ,    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                
                 . It is clear that     ,  ̅ ,    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  are ideals of     . 

Later, we will show (theorem 3.2.1.) that     ,  ̅  and     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  are 2- absorbing 

ideals of     . We follow the method of the Gündüz (2023). We give an example ( 

example 3.2.1) of a      that is not a 2-absorbing ideal of     . Then, we will 

give the condition of being a 2-absorbing ideal for special cases of the   ideal for 

example √    and √  is a prime ideal of   or   √        where    and    

are distinct prime ideals of   that are minimal over   or   is a    primary ideal of   

and     . Becides we find 2-absorbing ideal of amalgamations and give some 

results such as when   is a valuation domain, a Prüfer domain, a integral domain, 

       and    are divided prime of ideal of  , respectively.
 



xx 



1. GĠRĠġ 

 Literatür Taraması ve Tezin Amacı 1.1.

Bu sayfadaki bütün halkalar değişmeli ve birim elemanı sıfırdan farklı ve bütün 

modüller birimli olsun.   değişmeli bir halka ve  ,    halkasının   ‟den farklı uygun 

bir ideali olsun. 

√                                          olmak üzere, √ ‟ya   idealinin 

radikali denir. Eğer   asalımsı ideal ise o zaman   idealinin radikali asal idealdir ve 

√ =P olur. Dahası   ideali            olarak adlandırılır. Burada   bir asal 

idealdir.   halkasının bütün nilpotent elemanlarının kümesi        olmak üzere bu 

kümeye  ‟nin nil radikali denir. 

Değişmeli halkalar teorisinde asal idealler önemli bir rol oynar. Bu yüzden asal ideal 

kavramını genelleştirmenin birkaç yolu vardır. Mesela  ,   halkasının sıfırdan farklı 

bir ideali olsun eğer         elemanları için       olduğunda      veya 

     veya      oluyorsa o zaman   idealine   halkasının bir 2-yutan ideali denir. 

2-yutan ideallerden ilk olarak Badawi (2007)‟nin çalışmasında bahsedilmiştir 

(Badawi, 2007). Daha sonra Anderson ve Badawi (2011) 2-yutan idealler kavramını 

açıklanmışlar  ve n-yutan ideallerin tanımını yapmışlardır (D. F. Anderson & 

Badawi, 2011).  ,   halkasının uygun bir ideali olsun.             için 

          olduğunda    elemanlarından herhangi n tanesinin çarpımı   idealinde 

yer alıyorsa o zaman   idealine n-yutan ideal denir. Badawi ve ark. (2014) 

çalışmalarında 2-yutan asalımsı ideallerin tanımını yapılmışlardır (Badawi vd., 

2014).  ,   halkasının uygun bir ideali olsun.         için       olduğunda 

     veya    √  veya    √  oluyorsa o zaman   idealine   halkasının bir 2- 

yutan asalımsı ideali denir. 

Bu tanımlar altında biliyoruz ki her asal ideal bir 2-yutan idealdir ancak tersi her 

zaman doğru değildir. Bennis ve Fahid (2007) çalışmalarında 2-yutan ideallerinin 

asal olması koşulunu sağlayan bir   halkası tanıtıp incelediler (Bennis & Fahid, 
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2017). Bu tanıttıkları yapılara 2-AB yapılar dediler ve bu yapılarla ilgili daha sonra 

Issoual ve Mahdou (2020) da çalışmıştır (Issoual & Mahdou, 2020). 

Payrovi ve Babaei (2012) 2-yutan idealler üzerine çalıştılar ve bunların 

lokalizasyonlarını ve polinom halkalarının bazı sonuçlarını verdiler (Payrovi & 

Babaei, 2012). 

Badawi ve Darani (2013) zayıf 2-yutan idealleri çalıştılar (Badawi & Darani, 2013). 

Cisimler ve yarı lokal halkalarda uygun ideallerin, zayıf  2-yutan idealleri olmasının 

gerekliliğini ve şartını verdiler. 

 ,   iki halka ve  ,  ‟nin bir ideali olsun       halka homomorfizması olmak 

üzere    ‟nin bir alt halkasını tanımlayalım.                           

           kümesine  ‟nın ve  ‟nin   ideali boyunca   altındaki amalgamationu 

denir. Halkadaki ideallerin amalgamation çarpımının genelleştirilmesi D‟Anna ve 

ark. (2009) tarafından tanıtılmış ve çalışılmıştır (D‟Anna vd., 2009). Dahası diğer 

klasik yapılarda (       ,           ve      yapıları gibi) çalışılmıştır. 

Diğer klasik bir yapı Nagatas idealizasyonu Nagata (1962) tarafından (Nagata, 

1962), CPI genişlemesi  Boisen ve Sheldon (1977) tarafından tanıtılmıştır (Boisen & 

Sheldon, 1977). Bu yapıların özel durumu   idealinin bir amalgamation çarpımı 

olmasıdır.   bir halka ve  ‟da  ‟nın bir ideali olsun o zaman           

            kümesine  ‟nın  ideali boyunca amalgamation çoğalması denir. 

Diğer bir yandan bu        amalgamation yapısı Anderson (2006) tarafından 

önerilen ve Dorroh (1962)‟un belirttiği klasik yapılarla alakalıdır ve bu 

amalgamation yapısı birimli olmayan bir yapının birimli olan bir yapıya 

gömülmesini ifade eder (D. D. Anderson, 2006; Dorroh, 1932). 

Gündüz (2023) ve Khalfi ve ark. (2023) da amalgamation cebrinde 1-yutan asal ideal 

ve 1-yutan asalımsı idealleri çalıştılar (Gündüz, 2023; Khalfi vd., 2023). Bazı 

tanımlamaları ve sonuçları açıkladılar. Bu idealler altındaki özel yapıları verdiler. 

Gündüz (2023) çalışmasında D‟Anna ve ark. (2009)‟nın, proposition 5.1.(2)‟de 

açıkladıkları izomorfizma yapısını kullanarak 1-yutan asal idealler ve 1-yutan 

asalımsı idellerin amalgamated cebri için bir çok sonuç açıkladı (Gündüz, 2023). 

Bu tez çalışmasında ise amacımız amalgamation yapılarında 2-yutan ideal olma 

koşulunu bulmak ve bunlarla ilgili teorem, örnek ve bazı sonuçlar vermektir. 
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 Tezin Ġçeriği 1.2.

Bu tez çalışmasında da Gündüz (2023)‟ün kullandığı metodla 2-yutan ideallerin 

amalgamationlarını ve bazı sonuçlarını vereceğiz (Gündüz, 2023). Bunun için 

öncelikle Çallıalp (2018) ve Gündüz (2021)‟ün kaynaklarından yararlanarak halka ve 

ideal yapılarının temel cebirsel özelliklerini vereceğiz (Çallıalp, 2018; Gündüz, 

2021). İkinci bölümde ise asal ideal ve 2-yutan ideal tanımını yapıp bunların 

özelliklerini tanımlayacağız. Son bölümde ise amalgamated cebrini tanımlayıp, 2-

yutan idealler için amalgamated cebriyle ilgili tanım, teorem, örnek ve   nın bazı 

özel durumları (Örneğin   valuation domain, Prüfer domain olduğunda veya   ,   

nın bir  -asalımsı ideali olmasını       ‟yı ve   nın bir bölünmüş asalı olan  ) için 

sonuçlarını açıklayacağız. 

  Cebirsel Tanımlar, Önermeler ve Teoremler 1.3.

Bu bölümdeki tanım, teorem ve örnekler için Çallıalp (2018) ve Gündüz (2021)‟ün 

çalışmalarından faydalanacağız. 

Tanım 1.3.1.       dan  ‟ya tanımlanan fonksiyona  ‟da bir ikili işlem denir. 

       ve *,  ‟da bir ikili işlem olsun.      ‟nin   işlemi altındaki görüntüsü  

    olmak üzere;        için   da bir      elemanı var ve bu eleman tek türlü 

belirlidir ve bu fonksiyon olma özellikleriyle sağlanır.     nin varlığı işlemin 

kapalılığını, tek türlü belirlenmesi ise iyi tanımlılığını gösterir. 

Tanım 1.3.2. Boş olmayan bir kümenin üzerinde en az bir ikili işlem tanımlı ise bu 

kümeye cebirsel yapı denir.       yapısı,   kümesi üzerinde bir   ikili işlemin 

gösterimidir. 

Tanım 1.3.3.   boştan farklı bir küme ve     kümesi üzerinde bir ikili işlem olmak 

üzere;       cebirsel yapısı aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa  ‟ye bir grup denir. 

1)    ‟de bir ikili işlemdir. 

2)          için,                  dir. Yani birleşme özelliği vardır. 

3)      için            olacak şekilde      vardır ve bu elemana 

birim eleman denir. 

4)     için,               olacak şekilde        bulunabilir ve bu 

elemana   elemanının tersi denir. 
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Tanım 1.3.4.       bir grup ve        için          özelliğini sağlıyorsa 

değişme özelliği vardır denir. Değişme özelliği olan gruba değişmeli grup veya Abel 

grup denir. 

Tanım 1.3.5. Boştan farklı bir   kümesi ve   üzerinde iki tane ikili işlem olarak “+” 

ve “.”  tanımlansın. Eğer         cebirsel yapısı aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa 

 ‟ye bir halka denir. 

1)       cebirsel yapısı değişmeli bir gruptur. 

2) İkinci işleme göre birleşmelidir. Yani          için                  dir. 

3) İkinci işlemin birinci işlem üzerinde dağılma özelliği vardır. Yani          

için                 ve                 dir. 

Halka yapısının birinci işleme göre etkisiz elemanına o halkanın sıfırı denir ve    ile 

gösterilir. Ancak ikinci işleme göre etkisiz elemanı olmayabilir ancak var ise bu 

elemana halkanın birimi denir ve     ile gösterilir. İkinci işlem, değişme özelliğini 

sağlıyorsa o zaman bu halkaya değişmeli halka denir. Ayrıca tezin kalan kısmında 

kolaylık olması açısından     yerine    kullanacağız.  

Örnek 1.3.1.        ,        ,        ,         cebirsel yapıları birimli ve 

değişmeli halkadır.  

Tanım 1.3.6.   halkasında, sıfır elemanından farklı bir     elemanı için;       

veya       olacak şekilde öyle bir sıfırdan farklı     bulunabilirse   ya, 

halkanın bir sıfır böleni, böyle bir   yoksa sıfır böleni değildir denir. 

Tanımdan dolayı    elemanı; sıfır bölen de değildir, sıfır bölen olmayan da değildir. 

Tanım 1.3.7. Eğer bir halka sıfır bölensiz  ve değişmeli isen bu halkaya tamlık 

bölgesi denir. 

Örnek 1.3.2.  [√ ]      √         kümesi „+‟ ve „ ‟ işlemlerine göre bir 

tamlık bölgesidir. 

Tanım 1.3.8.    bir tamlık bölgesi olmak üzere R‟nin sıfırından farklı her     için 

       olacak şekilde öyle bir     varsa    halkasına cisim denir.  

Tanım 1.3.9. Bir   halkasında her     için       olacak şekilde öyle bir   

pozitif tam sayısı varsa bu tam sayıların en küçüğüne halkanın karakteristiği denir. 
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Eğer bu özelliği sağlayan hiçbir pozitif tam sayı yoksa   halkasının karakteristiği 

sıfırdır. 

Örnek 1.3.3.    halkasının karakteristiği 4‟tür.   

Tanım1.3.10. Bir   halkasında     için       olacak şekilde öyle bir     

tam sayısı varsa o zaman   ya bir nilpotent eleman denir. 

Örnek 1.3.4.    halkasında  ̅ ve  ̅ birer nilpotent elemandır.  

Tanım 1.3.11.   bir halka ve bu halkanın boştan farklı bir   alt kümesini alalım. 

Eğer   alt kümesi, halkada ki işlemlere göre kendi başına bir halka oluşturuyorsa o 

zaman  ,  ‟nin bir alt halkasıdır denir. 

Teorem 1.3.1.   bir halka ve     olacak şekilde bir alt küme alalım.  ‟nin bir alt 

halka olması için gerek ve yeter şart her       için 

i.       

ii.      olmasıdır (Gündüz, 2021). 

Tanım 1.3.12.   bir halka ve  ,  ‟nin boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun. 

       ve      için 

i.       ve  

ii.                   

oluyorsa  ‟ya  ‟nin bir sol (veya sağ) ideali denir. 

  alt kümesi hem sol, hem de sağ ideal oluyorsa o zaman  ‟ya iki taraflı ideal veya 

kısaca ideal denir. Ayrıca tanımdan dolayı ideal yapısı bir alt halkadır. Eğer halka 

değişmeli ise her sol ideal veya sağ ideal bir ideal olur. 

Tanım 1.3.13.   bir halka; ve alt kümelerinden      ve  ,   halkasının her zaman 

birer idealleridir. Bu ideallere halkanın aşikar(trivial) idealleri denir. 

Tanım 1.3.14.   bir halka ve       olsun.  ‟nin  ‟yi kapsayan tüm ideallerinin 

arakesitine  ‟nin ürettiği ideal denir ve          
  , ile gösterilir. Birimli ve 

değişmeli bir halka    halkası için  

      ∑     
 
                (1.1) 

olur.  
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Tanım 1.3.15. Eğer             bir sonlu küme ise  ‟nin ürettiği ideale sonlu 

üretilmiş ideal denir ve                 ile gösterilir. Eğer özel olarak     

      yani tek eleman tarafından üretilirse     ye   ile üretilmiş temel ideal denir ve 

    ile gösterilir. 

Sonuç 1.3.1.   bir halka ve     olsun. O halde                 olur. 

Örnek 1.3.5.      polinom halkasında   ile 3‟ün ürettiği ideal              

                dir ve bu kümenin ideal olabilmesi için sabit teriminin 3‟ün katı 

olması gerekir. Dolayısıyla                                  olur. 

Tanım 1.3.16.   Bir   halkasını ve   ‟nin bir   idealini alalım. Her       için, 

                  (1.2) 

ile tanımlayalım. 

Önerme 1.3.1.   halkasının, bir   idealine göre tanımlanan   bağıntısı,  ‟de bir 

denklik bağıntısıdır.    ‟nin denklik sınıfı 

  ̅                (1.3) 

dır. Bütün denklik sınıfları kümesi   ⁄  ile gösterilir (Çallıalp, 2018). 

Ġspat: Çallıalp (2018), önerme 4.2.9‟da yapılmıştır. 

Not 1.3.1.   halkasının, bir   idealine göre tanımlanan denklik sınıflarının,  ‟nin 

toplamsal grubunu,   alt grubuna göre tanımlanan denklik sınıfıdır.  

Önerme 1.3.2.   halkasının bir   idealine göre tanımlanan denklik sınıfları arasında; 

                     (1.4) 

                    (1.5) 

ile tanımlanan   ve   işlemlerine göre   ⁄  bir halkadır. Bu halkaya   nın   idealine 

göre bölüm halkası denir (Çallıalp, 2018). 

Ġspat: Çallıalp (2018), önerme 4.2.10‟da yapılmıştır. 

Tanım 1.3.17.         ve         iki halka ve       bir fonksiyon olmak üzere, 

       için, 

                  (1.6) 

eşitlikleri sağlanıyorsa   ‟ye  ‟dan  ‟ye bir halka homomorfizması denir. 
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Eğer özel olarak   birebir ise  ‟ye monomorfizma, örten ise  ‟ye epimorfizma, hem 

birebir hem de örten ise  ‟ye izomorfizma denir. İki halka arasında bir izomorfizma 

kurulabilirse bunlara izomorf halkalar denir. İzomorf halkaların bütün özellikleri 

aynıdır ve     ile gösterilir. Ayrıca   monomorfizma ise bu fonksiyona bir 

gömme(embedding) denir. 

Tanım 1.3.18.       bir halka homomorfizması olsun. Bu taktirde bu 

homomorfizmanın çekirdeği;                      olarak tanımlanır. 

Teorem 1.3.2.        bir halka homomorfizması olmak üzere   in birebir olması 

için gerek ve yeter koşul             olmasıdır (Gündüz, 2021). 

Teorem 1.3.3.       bir halka homomorfizma olmak üzere       ,   nin bir 

idealidir (Gündüz, 2021). 

Teorem 1.3.4. [Homomorfizma Teoremi]       bir halka homomorfizması 

olmak üzere        ⁄       dir (Gündüz, 2021). 

Sonuç 1.3.2.       bir örten halka homomorfizması olmak üzere 

         ⁄  dir.
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2. ASAL ĠDEALLER 

 Asal Ġdealler 2.1.

Tanım 2.1.   değişmeli bir halka ve  ‟de  ‟nın kendisinden farklı bir ideali olsun. 

        için      olduğunda     veya     oluyorsa o zaman bu   idealine 

  halkasının bir asal ideali denir. 

Tanım 2.2.   değişmeli bir halka ve  ,  ‟nın bir ideali ve     olsun. Eğer   

halkasının   idealini kapsayan   ‟den başka hiçbir ideali yoksa bu   idealine   

halkasının bir maksimal ideali denir. 

Tanım 2.3.   bir halka ve  ,  ‟nın bir alt kümesi olsun.   birim elemanına sahip ve 

her         elemanları için        oluyorsa bu   kümesine   halkasının 

çarpımsal kapalı bir alt kümesi denir. 

Örnek 2.1.   tam sayılar  halkası için            kümesi bir çarpımsal kapalı 

alt kümedir. Dahası  ‟nın bir   asal ideali için     kümesi bir çarpımsal kapalı alt 

kümedir. 

Tanım 2.4.    bir halka ve  ,  ‟nın bir asal ideali olsun. 

 √                    (2.1) 

kümesine  ‟nın radikali denir. 

Tanım 2.5.   ,   halkasının kendisisinden farklı bir ideali olsun. Birim elemanından 

farklı her       için      iken     veya                 oluyorsa o 

zaman   idealine bir asalımsı ideal denir. 

Teorem 2.1.  ,   halkasının bir asalımsı ideali ise o halde   √  ideali de bir asal 

idealdir ve   idealine bir  -asalımsı ideal denir (Gündüz, 2021). 

Örnek 2.2.      polinomlar halkasında          ideali      -asalımsı idealdir. 

Çünkü       √         kapsamı açıktır ve 
    

     ⁄     ve    cisim olduğu 

için      ,    halkasında maksimaldir. O halde       √          olur ve bu 

         nin,      halkasında      -asalımsı olduğunu gösterir. 
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 2-Yutan Ġdealler 2.2.

Tanım 2.2.1.   birimli ve değişmeli bir halka ve     olmak üzere,  ,  ‟nın 

sıfırdan farklı uygun bir ideali olsun. Öyle ki;         için       iken      

veya      veya      oluyorsa   idealine 2-yutan ideal denir. 

Tanım 2.2.2.  ,   halkasının uygun bir ideali olsun.         için       

olduğunda      veya    √  veya    √  oluyorsa o zaman   idealine   

halkasının bir 2- yutan asalımsı ideali denir. 

Tanım 2.2.3.   ,   halkasının uygun bir ideali olsun. Her       için       

oluyorsa   idealine bölünmüş asal ideal denir. Bölünmüş asal idealler   halkasında ki 

bütün idealler için geçerlidir. 

Tanım 2.2.4.   bir tamlık bölgesi ve sıfırdan farklı her       için     veya     

oluyorsa o zaman  ‟ya bir valuation domain denir (Badawi, 2007). 

Tanım 2.2.5.      ,   halkasının bütün bölüm halkalarının kümesi ve  ,  ‟nın sıfır 

olmayan bir ideali olsun. O zaman                   dır (Badawi, 2007). 

Tanım 2.2.6.   bir tamlık bölgesi ve  ,  ‟nın sıfırdan farklı sonlu üretilmiş ideali 

olsun. Eğer        oluyorsa o zaman   halkasına bir Prüfer domain denir 

(Badawi, 2007). 

Tanım 2.2.7.   bir tamlık bölgesi  ,   nın sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer 

       oluyorsa o zaman   halkasına bir Dedekind domain denir (Badawi, 2007). 



3. AMALGAMATION 

 Amalgamation Cebri 3.1.

Bu bölümdeki temel tanım ve teoremler için D‟Anna ve ark. (2009)‟nın 

çalışmasından faydalanacağız. 

Tanım 3.1.1.   ve   iki halka,  ,  ‟nin bir ideali ve        bir halka 

homomorfizması olmak üzere; 

                                     (3.1) 

kümesine   halkası ve   halkasının    ideali boyunca   fonksiyonu altında 

amalgamationu denir. 

        ve         olmak üzere 

                                        (3.2) 

olarak tanımlanıyor ve bu işlem altında        amalgamation yapısı bir halka 

belirtir. 

Önerme 3.1.1.  ,   halkasının bir ideali olsun. Bu durumda; 

                             (3.3) 

kümesi        halkasının bir idealdir ve             
       

       
⁄  surjektif 

bir homomorfizmadır. Üstelik  
       

       
  

 

 
  olur (D‟Anna vd., 2009). 

Bu son izomorfizma bizim çalışmamızın çekirdeğini oluşturacaktır. Yani ana 

teoremimizin ispatı için buraya odaklanacağız. 

Tanım 3.1.2.   bir halka ve   da   nın bir ideali olsun. O zaman; 

                       (3.4) 

Kümesine  ‟nın  ideali boyunca amalgamation çoğalması denir. 
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 2-Yutan Ġdealler Ġçin Amalgamated Cebri 3.2.

  ve   iki halka olsun ve       halka homomorfizması ve  ,   halkasının bir 

ideali olmak üzere tüm sayfa boyunca     ,   altında   ile  ‟nin   ideali boyunca 

bir amalgamationını belirtir. 

 ,   halkasının bir ideali ve  ,        ‟nin bir ideali olsun.  

Aşağıdaki kümeleri tanımlayalım.  

                             (3.5) 

  ̅                                  (3.6) 

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                  (3.7) 

Açıktır ki     ,  ̅ ,    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ,     ‟de birer idealdir. İlk olarak      

amalgamationında     ,  ̅ ,    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ‟nin birer 2-yutan ideal olduğu gösterilecektir. 

Teorem 3.2.1. Yukarıdaki tanımları verilen notasyonlar altında aşağıdaki adımlar 

geçerlidir. 

1-)     ‟nin       halkasının bir 2-yutan ideali olması için gerek ve yeter koşul  

 ‟nın,   halkasının bir 2-yutan ideali olmasıdır. 

2-)  ‟nın,   halkasında bir 2-yutan ideal ve  ‟nin de,       ‟de bir 2-yutan ideal 

olması için gerek ve yeter koşul    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ‟nin,      halkasında bir 2-yutan ideal 

olmasıdır. 

3-)  ̅ ‟nın,      halkasında bir 2-yutan ideal olması için gerek ve yeter koşul 

 ‟nin,        de bir 2-yutan ideal olmasıdır. 

Bu teoremin ispatını verebilmek için bir kısım lemmaya ihtiyacımız var. Şimdi 

bunları verelim. 

Lemma 3.2.1.   değişmeli bir halka ve       bir halka homomorfizması olsun 

(Payrovi & Babaei, 2012). 

1) Eğer   ideali   halkasında bir 2-yutan ideal ise o zaman        de   halkasında 

bir 2-yutan idealdir. 

2) Dahası   bir epimorfizma ve   ideali de       ‟i içersin.   ideali   halkasında 

bir 2-yutan ideal ise o zaman      da   halkasının bir 2-yutan idealdir. 
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Ġspat Lemma 3.2.1.   1)  Farz edelim ki  ,   halkasının bir 2-yutan ideali ve 

        için            olsun. O zaman   homomorfizma olduğundan 

                      olur. Ayrıca   2-yutan ideal olduğu için            

veya            veya            olur. Dolayısıyla            veya    

        veya            olur bu da        ‟nin   halkasında 2-yutan ideal 

olduğunu gösterir. 

2)   Lemmanın bu kısmı Payrovi ve Babaei (2012)‟nin çalışmasında Theorem 1.1‟de 

verildi. 

Lemma 3.2.2.   ve   iki halka ve  ,   halkasının uygun bir ideali,   de   halkasının 

uygun bir ideali ve     olsun. O zaman  ‟nin   halkasının bir 2–yutan ideal olması 

için gerek ve yeter koşul    ‟nin     halkasının bir 2–yutan ideal olmasıdır (Issoual 

& Mahdou, 2020). 

Özel olarak   idealinin,    halkasında bir 2-yutan ideal olması için gerek ve yeter 

koşul     idealinin de     halkasında bir 2-yutan ideal olmasıdır. 

Ġspat: İspatın ilk kısmı ilgili referansta vardır. İkinci kısım için özel olarak     

almak yeterlidir. 

Ġspat Teorem 3.2.1.  D‟Anna ve ark. (2009), Proposition 5.1.(2)‟den 
      

    
 

 

 
 

olduğunu hatırlayalım. 

1) Lemma 3.2.2.(2) den   idealinin,   halkasının bir 2-yutan ideali olması için gerek 

ve yeter koşul     idealinin      halkasının bir 2-yutan ideali olmasıdır. Yukarıdaki 

izomorfizmadan     idealinin     halkasında bir 2-yutan ideal olması için gerek ve 

yeter koşul     idealinin 
      

    
 halkasının bir 2-yutan ideali olmasıdır. Öte yandan 

tekrar Lemma 3.2.2 den     idealinin 
      

    
  nın bir ideali olması için gerek ve yeter 

koşul      idealinin      halkasının bir 2-yutan ideal olması demektir. 

Gerektirme zinciriden ispat biter. 

2)           olmak üzere   ,   halkasının elemanları,       ve           

olsun. 

(  ,  (  )+   ).(  ,  (  )+   ).(  ,  (  )+   )      ̅̅ ̅̅ ̅  ve iddia ediyoruz ki; 

 (       (  ).   +  (  ).  (   +     (   +   .   ).(  ,  (  )+   )      ̅̅ ̅̅ ̅  (3.8) 
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 veya 

 (       (  ).   +  (  ).  (   +     (   +   .   ).(  ,  (  )+   )      ̅̅ ̅̅ ̅  (3.9) 

veya 

 (       (  ).   +  (  ).  (   +     (   +   .   ).(  ,  (  )+   )      ̅̅ ̅̅ ̅  (3.10) 

olur. Diğer taraftan  ,   halkasının 2-yutan idealidir ve dolayısıyla            

olduğunda         veya        I veya         olur. Buradan;         , 

                   ,          olduğuna göre o zaman 

                                       ̅̅ ̅̅ ̅  (3.11) 

veya        ,      +  .   +       ,   .     ‟dır. Buradan; 

 (       (     +  .   +     )+   .   )      ̅̅ ̅̅ ̅  (3.12) 

olur veya        ,      +  .   +       ,   .      dolayısıyla  

 (       (     +  .   +     )+   .   )      ̅̅ ̅̅ ̅  (3.13) 

olur.  

3)  ,       ‟de 2-yutan ideal olsun. Bir tane   fonksiyonu tanımlayalım. 

                                 . Açıktır ki   örtendir ve 

              ̅  ve    ̅     olur ve Lemma 3.2.1.(2)‟den sonuca ulaşmış 

oluruz. 

Örnek 3.2.1.            ve        halkalarını ve   halkasının          

idealini alalım.       halka homomorfizması olmak üzere biz görüyoruz ki    

ideali   halkasında bir 2-yutan ideal değildir. Çünkü               olmasına 

rağmen        ve        dir. Dolayısıyla teorem 3.2.1.(1) den     ,      

halkasının bir 2-yutan ideali değildir. 

Sonuç 3.2.1.  Aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

1)  ,   halkasının bir ideali ve √    olmak üzere √ ‟da  ‟nın bir asal ideali olsun. 

Eğer her    √    için                ideali   da bir asal ideal ise o 

zaman      ideali de      de bir 2-yutan idealdir. 

2)  ,  ‟nın bir ideali ve    ve   ,   ideali üzerinde farklı birer minimal asal ideal 

olsun.   √        olmak üzere eğer        ve her    √    için 
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              ,   halkasının bir asal ideal ise o zaman      ideali de 

     halkasında bir 2-yutan idealdir. 

3)  ,   halkasının bir ideali ve    ve   ,   ideali üzerinde farklı birer minimal asal 

idealler olsun.   √        olmak üzere eğer        ve ayrıca her 

          için               ,   halkasının bir asal ideal ise o zaman 

     ideali de      halkasında bir 2-yutan idealdir. 

4) Varsayalım ki  ,   halkasında bir P-asalımsı ideal ve      olsun. O zaman 

     ideali      halkasında bir 2-yutan ideal olur. 

5)  ,   halkasının ideali,   de   halkasının sıfır olmayan bölünmüş asal ideali 

olsun. Eğer  ,   da bir  - asalımsı ideal ve      ise o zaman      ideali 

     halkasında bir 2-yutan idealdir. 

6) Varsayalım ki        ve  ,   halkasının bölünmüş iki asal ideali olsun. Eğer  

         ise o zaman       ideali      halkasında bir 2-yutan idealdir. 

7)   bir tamlık bölgesi ve  ,   tamlık bölgesinin sıfırdan farklı bölünmüş asal ideali 

olsun o zaman       ideali de      halkasının bir 2-yutan idealidir. 

8)   halkası bir valuation domain olmak üzere;    ,   halkasının sıfır olmayan bir 

ideali ve   √  de   halkasının bir asal ideali olsun. Eğer     veya      

oluyorsa,      ideali de      halkasında bir 2-yutan ideal olur. 

9)   halkası bir Prüfer domain,    ,   halkasının sıfır olmayan bir ideali ve    ve   , 

 'nın sıfır olmayan birer asal idealleri olsun. Eğer   ideali  ‟nın bir asal ideali 

veya         veya     ,   halkasında bir  -asalımsı ideal ise o zaman 

     ideali       halkasında bir 2-yutan idealdir. 

10)  ,   halkasının bir ideali ve  ,   halkasında çarpımsal kapalı bir alt küme ayrıca 

     kesir halkası ve  ̃              bir halka homomorfizması olsun. Eğer  , 

  halkasının bir 2-yutan ideali ve       ise        ̃   ‟de,        ̃   

halkasının bir 2-yutan idealdir. 

Ġspat 1-10 Her bir sonuç Teorem 3.2.1.(1)  den ve sırasıyla ((Badawi, 2007) theorem 

2.8), ((Badawi, 2007) theorem 2.9), ((Badawi, 2007) theorem 3.1), ((Badawi, 2007) 

theorem 3.6), ((Badawi, 2007) theorem 3.7), ((Badawi, 2007) theorem 3.8), 

((Badawi, 2007) proposition 3.10), ((Badawi, 2007) theorem 3.14), ((Payrovi & 

Babaei, 2012) Theorem 1.3) ifadelerinden açıktır.
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5. SONUÇ 

Tezimiz üç ana bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde birimli ve değişmeli halka ve 

ideal kavramları için genel bilgiler verilmiştir. 

İkinci bölümde asal ideallerden bahsedilerek 2-yutan ideal yapılarının tanımı ilgili 

referanslar çerçevesinde verilmiştir. Ayrıca bu bölümde bazı özel halka yapılarına da 

yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise amalgamation yapısından bahsedilmiş ve ikinci bölümde 

bahsedilen 2-yutan idealler bu amalgamation yapıları içerisinde incelenmiştir. Daha 

önce Gündüz (2023) tarafından 1-yutan asal idealler ve 1-yutan asalımsı idealler için 

amalgamated cebri çalışılmış ve yazar bu çalışmasında D‟Anna ve ark. (2009) 

tarafından Proposition 5.1.(2)‟de tanımlanan izomorfizmadan yararlanmıştır. Bu tez 

çalışmasında da aynı izomorfizma yapıları kullanılarak 2-yutan idealler için 

amalgamated cebri çalışılmış ve bu cebir yapısıyla alakalı tanımlar, teoremler, 

örnekler ve bazı sonuçlar açıklanmıştır. 
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