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SIMGELER

% (X,cll,clz) uzaymda X ’in ikili agik Ortiisii
% : (X,cl;) uzaymda X ’in agik ortiisii

cliel, (A) (X,cl,,cl,) uzayinda A kiimesinin kapanisi
cl, (A) : (X,cli) uzayinda A kiimesinin kapanisi

G - ikili kapal1 kiimelerin ailesi

Fa : cl; kapali kiimelerin ailesi

intlintz(A) : (X,Cll,clz) uzaymda A kiimesinin i¢i

int, (A) : (X,cl;) uzaymnda A kiimesinin igi

N ( X) : (X ,cl,, 012) uzaymda X noktasinin ikili komsuluklar ailesi
va ( X) : (X,cli) uzayinda X noktasinin komsuluklar ailesi

P ( X ) : Kuvvet kiimesi

X,el) : Izotonik uzay
X,el,, clz) : Bi-izotonik uzay
X,T) : Topolojik uzayi

X,T,,T,) :Bitopolojik uzay

Xi






Bi-iZOTONIK UZAYLARDA iKiLi KOMPAKTLIK
OZET

Bu tez calismasi, bi-izotonik uzaylarin ikili kompaktligini tanitmay1 ve 6zelliklerini
arastirmay1 amaclayan bes boliimden olusmaktadir. Ik béliim, mevcut literatiiriin
Ozetine ayrilmistir. Ayrica, temel kavramlarin agiklandigi ikinci ve tiglincii boliimlerde
bitopololojik uzaylar ile bi-izotonik uzaylara dair bilinen topolojik kavramlar detayli
bir sekilde ele alinmistir. Bu uzaylarda daha 6nce yapilan arastirmalarin sonuglari, yeni
tanimlamalar ve incelemeler icin temel olusturacak sekilde 6zetlenmistir.

[k béliim, tez konusuyla ilgili yapilan calismalarin tarihsel gelisimini detayli olarak
sunmaktadir. Bu boéliimde, bitopolojik uzay ve bi-izotonik uzay kavramlarinin
literatiire kazandirilma stiregleri ile aragtirmacilarin ikili yapilarin oldugu bu uzaylarda
kavramlar1 hangi bakis acilar1 ile ele aldiklar1 aciklanmistir. Dahasi bitopolojik
uzaylarda kompaktligin alternatif tanimlarinin verilme ve bu tanimlarin karsilastirilma
siireci paylasilmistir. Bu baglamda, tez konusu i¢in 6ncii ¢calismalar ve bu konuda
ortaya konan 6nemli sonuglar ile ilgili bilgi verilmigtir.

Ikinci béliimde (X,7,,T,) bitopolojik uzaylarmin temel tanimlari, bitopolojik uzaylar
arasinda tanimlanan dontisiimlerin siirekliligi ve bitopolojik uzaylarda ayirma
aksiyomlarinin genellemelerine yer verilmistir. Ayrica, bitopolojik uzaylarda
kompaklik kavrami tezimizin orijinal tanim ve bulgulart i¢in ilham kaynagi

oldugundan ayrintili olarak agiklanmustir.

Ugiincii boliimde (X ,cl, 012) bi-izotonik uzaylarin tanimi ve kapanis fonksiyonunun

ozellikleri ile birlikte alt uzay, stireklilik ve ayirma aksiyomlar1 gibi temel kavramlarin
bi-izotonik uzaylarda nasil sekillendigini gosteren ilgili tanim ve teoremler
sunulmustur.

Son olarak dordiincii boliim bu tezin orijinal kismi olup bu tezin ikinci ve {iglincii
boliimiinde verilen bitopolojik uzaylar ve bi-izotonik uzaylara iliskin temel bilgiler
isiginda (X, cl;,cl,). bi-izotonik uzaylarinda cl,cl, &rtii tanimu verilip bu tamimdan

faydalanarak bi-izotonik uzaylarda ilk kez ikili kompaktlik kavrami tanimlanmistir.
Ikili kompakthigin karakterizasyonlarinin yani sira alt uzaylar nasil tanimlandig: bi
stireklilik altinda nasil korundugu gibi temel sorulara yanitlar verilmistir.

Bu tez calismasindan elde edilen tiim sonuglar besinci boliimde 6zetlenmis ve bundan
sonra yapilacak arastirmalara yonelik 6neride bulunulmustur.

Sonug olarak bi-izotonik uzaylarda baglantililik ve ayrima aksiyomlar: gibi bilinen
kavramlara ek olarak kompakthigin da tanimlanmasiyla elde edilecek bulgularin
manifold teorisi gibi alanlar1 etkilemesi beklenmektedir. Ayrica oldukca yeni bir
kavram olan bi-izotonik uzaylar, farkli yogunluklari olan altkiimeleriyle dikkat ¢eken
bir yapiya sahip olup, matematiksel analizin de ilgi alanindadir. Bu calisma, bu 6zel
uzay tiirlinlin daha iyi anlasilmasin1 saglayarak matematiksel analizdeki genel bilgi
birikimine katkida bulunacaktir. Boylece bi-izotonik uzaylarda ikili kompaktlik
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kavrami ilgili diger bilim alanlarina da yeni bir bakis acis1 kazandiracaktir. Elde
edilecek sonuglar, bi-izotonik uzaylarin kompaktlik 6zelliklerinin daha derinlemesine
incelenmesi, teorik ve uygulamali matematik alanlarinda yeni kesiflere ve gelismelere
yol agacak dnemli bir adim olacaktir. Daha ¢ok bir ifade ile bulgularimiz matematiksel
teorilerin temellerini gili¢lendirirken bu uzaylarin uygulama alanlari olan diger
disiplinlere de 151k tutacaktir. Ayrica, bu calismanin elde edecegi sonugclar, ileri
arastirmalara yon verecek ve bu alandaki gelecekteki caligsmalar i¢in 6nemli bir temel
olusturacaktir.
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COMPACTNESS IN BI-ISOTONIC SPACES
SUMMARY

This thesis study consists of five sections aiming to introduce the pairwise
compactness of bi-isotonic spaces and investigate their properties. The sections
explaining key concepts provide essential information on bi-isotonic spaces,
bitopological spaces, and pairwise compactness in bitopological spaces and
summarize the results of previous research on related subjects.

The first section presents a detailed literature review related to the thesis topic. The
objective of this section is to extensively discuss previous studies and significant
findings regarding bi-isotonic spaces and the theory of compactness. The literature
review aims to provide the readers with a broad perspective by presenting the
foundational reference points that constitute the basis of the thesis. In this context, the
pioneering studies related to the bi-isotonic and bitopological spaces and the
significant results achieved are thoroughly expressed. The presentation of the literature
aims to deepen the existing knowledge, emphasize the context and importance of the
research questions and objectives of the thesis, and highlight the innovative
contribution of the thesis in this field. The first section enables readers to understand
the scope of the thesis, identify gaps in the literature, and recognize the thesis's
endeavor to fill these gaps. Thus, it provides a better context for the analysis and
conclusions to be presented in the subsequent sections.

The second section is a comprehensive chapter that examines the fundamental
definitions and properties of a bitopological space which was defined by Kelly in 1962,

such as a triple (X,TI,TZ) where 7, and 7, are topologies on a non-empty set X .

This section offers information for in-depth insights into bitopological spaces and
contributes to understanding more advanced concepts in bi-isotonic spaces.
Bitopological spaces are a class derived from general topological spaces, possessing
additional structure and properties. In this section, the basic definitions of
bitopological spaces are taken as a starting point. These definitions show that
bitopological spaces give a more effective way to study the relationships and properties
of points in space by considering two different topological structures, thus open sets
or neighborhoods. This section also elaborates on how mappings between
bitopological spaces are defined, their impact on their continuity properties, and the
generalizations of separation axioms in bitopological spaces. To provide a solid
foundation on bi-isotonic spaces, this section thoroughly examines the relationships
between bitopological spaces and topological spaces, as well as the comparative
analysis of different classes of bitopological spaces, which are also included in this
section.

The third section provides a detailed explanation of fundamental concepts and
theorems concerning the bi-isotonic spaces and subspaces, continuity, and separation
axioms in these spaces. Bi-isotonic spaces are particular spaces defined as follows: A
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generalized bi-closure space (X ,cll,clz) is called bi-isotonic space where
cl;:P(X)—>P(X) and cl,:P(X)— P(X) defined on the power set P(X) of a

non-empty set X are the closure operators satisfying only the grounded and isotony
axioms. In topological spaces, a closure operator is well-known as a mathematical
operation satisfying each Kuratowki axiom. However, if an operator satisfies only the

grounded axiom Cl(@) = and isotony axiom AcB= cl(A)g cl(B) for all
ABe P(X) it is called isotony operator. In that way, in the bi-isotonic spaces the

operators cl;: P(X ) - P(X) ,and cl,: P(X ) - P(X) are isotonic. This allows us

to construct two structures on a space generalizing bitopological spaces by these
isotony operators. This relatively new definition of bi-isotonic space in the realm of
topology leads to define more general concepts in the area. As can be seen from this
definition, bi-isotonic spaces exhibit differences in density among their subsets. This
concept allows for the mathematical investigation of the existence of subsets with
different densities in a space. This section also covers fundamental concepts and
theorems related to subspaces, continuity, and separation axioms in bi-isotonic spaces.
Subspaces refer to the condition where subsets of a bi-isotonic space also form bi-
isotonic spaces. Bi-continuity signifies the specific continuity properties of
transformations in a bi-isotonic space. Separation axioms imply the properties of bi-
isotonic spaces that separate points via their neighborhoods. Consequently, the
definition of bi-isotonic spaces, their specific properties, and explanations through
examples constitute a stage for the original contributions and serve the main objective
of the thesis by emphasizing the importance of bi-isotonic spaces in mathematical
analysis. The foundational information presented in this section facilitates the
comprehension of the analysis and conclusions to be presented in the subsequent
sections, contributing to the narrative structure of the thesis.

The fourth section constitutes the most significant and original part of the thesis based
on the foundational information provided in previous sections on bitopological and bi-
isotonic spaces. Three different pairwise compactness definitions are given such as
pairwise S-compactness referring to the study of Swart (1971); pairwise B-
compactness referring to the study of Birsan (1969); and pairwise FHP- compactness
based on the study of Fletcher, Hoyle ve Patty (1969). From these three definitions, it
is seen that if a bi-isotonic space is

pairwise S-compact = pairwise B-compact = pairwise FHP- compact.

In that regard, pairwise S-compact bi-isotonic space is studied, and it is called only
pairwise compact bi-isotonic space in the rest of the thesis. Then new definitions and
theorems are stated on pairwise compact subsets of bi-isotonic space. Also, the
relationship between pairwise compactness and pairwise Hausdorff spaces is
investigated. However, a new situation occurs that the relationship between pairwise
compactness and pairwise Hausdorff spaces in bitopological spaces does not exist in
bi-isotonic spaces. It is proved that the space has to be a biclosure space. Additionally,
the relationship between pairwise compactness and limit points in bi-isotonic spaces
is studied. Related theorems are expressed and proved. Finally, it is found whether the
pairwise compactness is preserved under bi-continuity or not. Thus, it is seen that
pairwise compactness is a topological property in bi-isotonic spaces. These main
results in this section make a valuable contribution to the literature by providing a new
perspective on the compactness theory. A more detailed understanding of the
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compactness properties of bi-isotonic spaces paves the way for further research and
advancements in the field of mathematical analysis.

This thesis study aims to provide a significant contribution to the pairwise compactness
of bi-isotonic spaces, thereby supporting the advancement of research in this area
within mathematical analysis. By improving the understanding of this particular type
of space, this study will contribute to the general knowledge of mathematical analysis.
The obtained results will represent a crucial step towards a more in-depth examination
of the compactness properties of bi-isotonic spaces, leading to discoveries and
advancements in both theoretical and applied mathematics.

Xviii



Xix






1. GIRIS

Giliniimiizde ¢ok degerli bilgi sistemlerinde veri azaltimi veya oyun teorisi gibi

alanlarda kullanilan bitopolojik uzaylar, ilk kez 1963’de Kelly tarafindan bir X
kiimesi tizerinde herhangi 7, ve 7, topolojileri ile donatilmig (X,TI,TZ) tigliisii

olarak tanimlanmistir. Bitopolojik uzaylar i¢in basyapit kabul edilen (Kelly, 1963)’de
ozellikle nokta-kiime iliskileri, agik, kapali kiimeler gibi bir¢cok bilinen kavramin
bitopolojik uzaylardaki dogal genellemeleri verilmistir ve elde edilen sonuglar daha

sonra yapilan calismalar1 6nemli dl¢iide etkilemistir. Aslinda bitopolojik uzay terimi

ilk kez Motchane tarafindan kullanilmis, ancak (X,Z,TZ) bitopolojik uzay1 biri

digerinden daha ince olan veya bagka belirli iligkilerle birbirine bagli olan 7, ve 7,

topolojileri kullanilarak biraz farkli tanimlamistir (Motchane, 1957). Es zamanlh

yapilan bir diger ¢aligma olan (Weston, 1957)’de ise bir X ftizerinde keyfi 7, ve 7,

topolojileri karsilastirilarak tanimlanmis olan (X ,TI,TZ) ticliisii i¢in 6zel bir terim

kullanmamigtir. Bu siiregte bitopolojik uzaylar arasinda tanimlanan fonksiyonlarin
stirekliligini agiklamak {izere cesitli ¢alismalar yapilmistir. Bi-siireklilik kavrami
(Reilly, 1972)’de tanimlanmis olmakla birlikte bi-siirekli olmas1 gerekmeyen farkl
dontisiim smiflariin incelenmesi halen devam etmektedir. Bir¢ok topolojik kavram
bu uzaylara kolayca genellenirken bitopolojik uzaylarda kompaktlik kavraminin tutarl
bir taniminin yapilmasi zaman almistir. Bitopolojik uzaylarda ikili kompaktlik
kavramini ifade etmek i¢in ikili agik Ortli kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Literatiirde
ikili agik kiime tanimi mevcut olmasina ragmen ikili agik ortiiyli tanimlamak birgok
girisim olmus ancak bitopolojik uzaylarda ortii kavraminin diger kavramlardan ¢ok
daha karmagik oldugu goriilmiistiir. Bu siiregte yapilan tanimlamalar sonucu ortaya
cikan bazi yetersizlikler sebebiyle alternatif kompaktlik tanimlart verilmistir.
Kompaktligin bitopolojik uzaylarda (Kim, 1968), (Fletcher ve ark., 1969), (Birsan
1969), (Swart, 1971), (Saegrove, 1973) ve (Phak ve Choi, 1971) tarafindan verilen alt1

farkli tanimi1 mevcuttur.



Ilk olarak p —kompaktlik tanim1 Kim tarafindan 1968 yilinda verilmis ancak bu

tanimlamay1 yaparken adjoint topoloji ad1 verilen 6nciil bir kavram da tanimlanmastir.

Akabinde 1969 yilinda ikili acik oOrtiinlin ilk tanimi ve bu tanima dayali ikili
kompaktlik tanimi ile ilgili karakterizasyonlar Fletcher, Hoyle ve Patty tarafindan

yapilmustir.

Fletcher ve arkadaslarimin ikili kompaktlik tanimin1 yayimladig tarih ile es zamanl
olmasina ragmen onlardan bagimsiz olarak bir bagka ikili kompaktlik tanimi Birsan
tarafindan verilmistir. Zaman icinde literatiirde ¢ikabilecek karisikliklar1 onlemek
adina Birsan anlaminda ikili kompaktlik yerine ikili B-kompakt terimi kullanilmistir.
Birsan’in taniminda ikili kompaktlik ince kavrami ile verilen kompaktligin dogal bir
genislemesi olarak agiklanmistir ¢linkii gegmiste kompaktligin alt 6rtii kavrami yerine
ince kavrami kullanilarak tanimlandigi bilinmektedir ve bu kavramlar zaman zaman

birbirinin yerine kullanilmistir.

Hem Fletcher ve arkadaslarinin hem de Birsan’in tanimlari ( X, T) ve ( X, Q) her ikisi

de kompakt ve (X,T,Q) bitopolojik uzay1 ikili Hausdorff iken 7 =Q olmasini

gerektirmistir. Ancak Swart 1971 yilinda bu durumun aksi bir 6rnek vererek tanimin
yetersizligini gostermistir. Boylece mevcut tanimlart kapsayan Swart anlaminda ikili

kompaktlik tanim1 ortaya ¢ikmis ve bunun i¢in ikili S-kompakt terimi kullanilmistir.

Ikili agik ortii yerine ikili kapal: aile yardimiyla karakterize edilen ikili kompaktlik
kavrami1 da Phak ve Choi tarafindan 1971 yilinda sunulmustur.

E. Cech, Z. Frolik ve M. Katétov’'un Topological Spaces isimli bas yapitinda
cl:P ( X ) - P(X) olarak tanimlanan fonksiyona kapanis fonksiyonu ve (X ,cl)

ikilisine de genellestirilmis kapanis uzay1 ad1 verilmistir (Cech ve ark., 1966). Boylece
kapanis fonksiyonunun sagladigi baz1 belli 6zelliklere gore hangi uzaylarin izotonik,
komsuluk, kapanis ya da topolojik uzay oldugu agiklanmistir (Stadler ve Stadler,
2002). Zaman igin topolojik uzaylarin bitopolojik uzaylara genellestirilmis olmasinin

verdigi ilham ile izotonik uzaylar da bir X kiimesi iizerinde sadece belli kapanis
aksiyomlarini saglayan cl, ve cl, fonksiyonlari tanimlamak suretiyle (X,cll,clz) bi-
izotonik uzaylar olarak genisletilmistir (Uysal, 2018, Ersoy ve Erol, 2020). Boylece

cl, ve cl, izotoni fonksiyonlari ile birlikte tanimlanan (X ,cl, 012) bi-izotonik uzaylari



incelenmis, bu uzaylarda agik ve kapali kiimelerin tanimi ile kiime ozellikleri
belirtilmistir. Bi-izotonik uzaylar arasinda stirekli ve bi-siirekli doniisiimler
tanimlanmis, yine bi-izotonik uzaylarda ayirma aksiyomlar1 tanimlanmistir (Ersoy ve
Erol, 2020). Bu ¢alismalara ek olarak bi-izotonik uzaylarda ikili olarak ayrilmis
kiimeler ve bazi ozellikleri incelemis, bu bilgilere dayanarak ikili baglantililik
(baglantisizlik) ve ayrica bi-izotonik uzaylarda toplam baglantisizlik kavramlari
incelenmistir (Ersoy ve Acet, 2022). Ayrica, bikapanis veya bitopolojik uzaylarla
farkliliklar1 ifade etmek i¢in bazi 6rnekler ve karsit 6rnekler sunulmustur (Ersoy ve

Acet, 2020).

Bu tez ¢alismasinda da bitopolojik uzaylarda ikili kompaktlik ile ilgili bilinenler ve bi-
izotonik uzaylarin temel tanim ve teoremleri 151ginda bi-izotonik uzaylarda ikili

kompaktlik tanimlanacak ve temel 6zellikleri incelenecektir.






2. BITOPOLOJIK UZAYLAR

2.1. Temel Kavramlar

Bitopolojik uzay kavrami topolojik uzaylar1 genellestirmek tizere 1963 yilinda Kelly
tarafindan ayrintili olarak tanitilmistir. Giiniimiizde ¢cok degerli bilgi sistemlerinde veri
azalttmi1 veya oyun teorisi gibi alanlarda kullanilan bitopolojik uzaylarin temel
kavramlar1 birgok bilim insani tarafindan farkli sekillerde tanimlanmustir. Ozellikle
kompakthigin tutarli bir taniminin yapilmasi zamana almistir. Bu boliimde bitopolojik

uzaylarin temel kavramlarina yer verilmistir.

Tamm 2.1.1. 7, ve 7, bostan farkli bir X kiimesi iizerinde iki farkli topoloji olsun.

( X, 71,7, ) strali igliisiine bitopolojik uzay denir (Kelly, 1963).

Tamim 2.1.2. (X,7,,7,) bitopolojik uzay ve Ac X olsun. A=A UA, olacak

seklinde A €7, ve A, €7, varsa A alt kiimesine 7,7, —agik kiime denir (Kelly,
1963).

A kiimesi 7,7, — agik kiime olmak {izere K = X — A tiimleyenine 7,7, —kapali kiime
denir. Bir baska ifadeyle K =K, nK, olacak sekilde K,, 7, —kapali ve K,, 7, -
kapali kiimeleri varsa K alt kiimesine 7,7, —kapali kiime denir (Kelly, 1963, Lane,
1967).

Uyan 2.1.1. ( X, 7, Tz) bitopolojik uzayinda 7,7, — agik kiimelerin ailesi bir topoloji
belirtmek zorunda degildir ¢linkii 7,7, —agik kiimelerin keyfi birlesimi 7,7, —agik
kiime olmasma ragmen sonlu kesisimi genel olarak 7,7, —agik degildir. Dahasi
7,7, —kapali kiimelerin keyfi kesisimi 7,7, —kapali kiime olmasina ragmen sonlu

birlesimi genel olarak 7,7, —kapal degildir (Dvalishvili, 2005).



Tamm 2.1.3. (X 1, Tz) bitopolojik uzayinda herhangi A < X alt kiimesini kapsayan
tim 7,7, —kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin 7,7, —kapanigi denir ve

TT,cl(A)=({F:AcF,F TT,-kapali} seklinde gosterilir.

Benzer sekilde A kiimesinin kapsadigi tim 7,7, —agik kiimelerin birlesimine A
kiimesinin 7,7, —i¢i denir ve 7,7,int(A) :U{U :Uc AU 77, -agik} seklinde

gosterilir (Ravi ve Thivagar, 2006).

Teorem 2.1.1. (X,7;,7,) bir bitopolojik uzay ve U,V < X olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar saglanir (Ravi ve Thivagar, 2006);

i) Zint(U)c 7, Tint(U) ve T,int(U)c T, T,int(U),

i) 77cl(U)cTel(U) ve TT,cl(U)c Tyel(U),

i) 7 7cl(UnV)cTTel(U)nTTel(V),

iv) 7, Z7int(U)U7T,int(V)c T, T,int(U LV).

Tamm 2.1.5. (X,7,7,) bitopolojik uzayr olsun. i€{l,2} olmak iizere
ZY = {AﬁY :Ae T,} aileleri Y < X uzayimnn indirgenmis alt uzay topolojileridir.
(Y,’TlY ,TIY) bitopolojik uzayina da (X,']I,Tz) bitopolojik uzayinin alt uzay1 denir

(Dvalishvili, 2005).

2.2. Bitopolojik Uzaylarda Siirekli Doniisiimler

Bu boliimde bitopolojik uzaylar arasinda tanimli dontistimler tanitilmis ve bi-siireklilik
kavrami ifade edilmistir.

Tanim 2.2.1. (X,T1,72) ve (Y,'Tl',72') bitopolojik uzay olsun. Bir ie{1,2} icin
f:(X,']})—>(Y,7;') doniistimii stirekli (agik, kapali ya da homeomorfizm) ise
f:(X,7,,7,) > (Y,7,,T)) doniisiimii i-siirekli (i-agik, i-—kapali ya da i-

homeomorfizm) denir (Reilly, 1986).



Tanmm 22.2. (X,7,,7,) ve (Y,7.7)) bitopolojik uzay olsun. Eger
f :(X,Z,?})—)(Y,T{,Tz') doniisiimii hem 1-siirekli hem de 2 —siirekli ise f

doniisiimiine bi-siireklidir denir.

f doniisimii birebir ve drten olmak tizere f bi-siirekli ve f™' bi-siirekli ise f

doniisiimiine bihomeomorfizm denir (Cobzas, 2013).

Bihomeomorfizmler altinda invaryant kalan 6zellikler bitopolojik 6zellikler olarak
adlandirilir. Boylece herhangi bir g bitopolojik 6zelliginin (X,Tl,ﬂ) bitopolojik
uzayinda var olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X , 7’1,72) uzayina bihomeomorfik olan

her bir bitopolojik uzayinda da ¢ 6zelliginin var olmasidir (Dvalishvili, 2005).

2.3. Bitopolojik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlari

Tanim 2.3.1. (X,Tl,'];) bitopolojik uzay olsun. Eger her farkli x,y € X i¢in X€ A
ve y ¢ A olacak sekilde bir A, 7, —agik kiimesi veya y € B ve X & B olacak sekilde
bir B, 7,-a¢ik kiimesi varsa X bitopolojik uzay: ikili T,—uzayidir denir

(Murdeshwar and Naimpally, 1966).

Tamim 2.3.2. (X,7;,7,) bitopolojik uzay olsun. Eger her farkli x,y e X noktalari
icin Xe A ve y ¢ A olacak sekilde bir A, 7, —acik kiimesi ve y € B ve X ¢ B olacak
sekilde bir B, 7, —acik kiimesi varsa X bitopolojik uzay: ikili S—T, —uzayidir

(Swart anlaminda ikili T, —uzayidir) denir (Swart, 1971).

Eger X uzay1 7, topolojisine gore T, —uzay1 ve 7, topolojisine gore T, —uzayi ise
X bitopolojik uzayi ikili R —T, —uzayidir (Reilly anlaminda ikili T, —uzayidir) denir
(Reilly, 1972).

Tanimm 2.3.3. (X ,7],7'2) bitopolojik uzay olsun. Eger her farkli x,y e X noktalar

icin AN B = olacak sekilde X noktasticeren bir A, 7, —agik kiimesi ve y noktasini
igeren bir B, 7, —agik kiimesi varsa X bitopolojik uzay: ikili Hausdorff uzayidir

denir (Reilly, 1972).



Tamm 2.3.4. (X,TI,TZ) bitopolojik uzay:1 olsun. Her X € X noktas1 7, —kapali
kiimelerinden olusan bir 7, — komsuluk tabanina sahipse 7, topolojisi 7, topolojisine

gore regiilerdir denir (Kelly, 1963).

Eger X, hem 7, topolojisi 7, topolojisine gore regiiler hem de 7, topolojisi 7,

topolojisine gore regiiler ise ikili regiilerdir (Reilly, 1972).

(X ,7},7'2) bitopolojik uzay1 ikili regiiler ve ikili R —T, —uzay1 ise ikili T,—uzayidir

denir (Dvalishvili, 2005).

Tanmm 2.3.5. (X,Z,T'z) bitopolojik uzay1 olsun. Eger F " K = olacak sekilde
herhangi F, 7, —kapali ve K, 7,—kapal kiimeleri verildiginde F c A, K< B ve

AN B = olacak sekilde A, 7, —acik ve B, 7, —acik kiimeleri varsa X bitopolojik

uzaya ikili normaldir denir (Cobzas, 2013).

(X,7,,T,) bitopolojik uzay1 ikili normal ve R—T, —uzay1 ise ikili T, —uzay1 denir

(Dvalishvili, 2005).

2.4. Bitopolojik Uzaylarda ikili Kompakthk

Bitopolojik uzaylarda ikili a¢ik kiime tanimlandiktan sonraki yillarda ikili kompaktlik
taniminda kullanilmak tizere ikili agik ortii kavramini ifade etmek tizere birgok girisim
olmustur ancak bu kavramimin diger kavramlardan ¢ok daha karmasik oldugu
goriilmiistiir. Bu siirecte ortaya c¢ikan bazi1 yetersizlikler sebebiyle alternatif
kompaktlik tanimlart Kim (1968), Fletcher, Hoyle ve Patty (1969), Birsan (1969),
Swart (1971) Saegrove (1973), ve Phak ve Choi (1971) tarafindan verilmistir.

[k olarak Y. W. Kim tarafindan tanimlanan p —kompaktlik, adjoint topoloji adi
verilen agsagidaki onciil kavramin tanimlanmasini gerekli kilmistir.

Tanim 2.4.1. (X, 7,,7,) bitopolojik uzay ve V € 7, bostan farkli bir alt kiime olsun.
7, (V) = {@, X, {U uV,U e ’Tl}} ailesi X ftzerinde bir topolojidir ve bu topoloji 7,

topolojisinin V' kiimesine gore adjoint topolojisi olarak adlandirilir (Kim, 1968).



Tanim 2.4.2. (X,7;,7,) bitopolojik uzay olsun. X ’in bostan farkli her V €7, alt

kiimesi igin 7, (V) kompakt ise X bitopolojik uzay1 (1,2)—kompakttir denir (Kim,
1968).

X bitopolojik uzay1 hem (1,2) — kompakt hem de (2,1) — kompakt ise p —kompakt

olarak adlandirilir (Kim, 1968).

Bir (1,2)— kompakt uzayda, 7, c 7, ise (X ,7,) topolojik uzay1 kompakttir (Kim,
1968).

X ’in (1, 2) —kompakt ve p —kompakt alt kiimeleri de benzer sekilde tanimlanir.

Ornek 2.4.1. R reel sayilarin kiimesi {izerinde % ve % topolojileri sirasiyla
{X|X<a} ve {x|x<a} kiimeleri tarafindan iiretilen topolojiler olsun. R, p-—
kompakt olmasina ragmen % veya % kompakt degildir (Kim, 1968).

Literatiirde bi-siireklilik olarak bilinen kavram asagida goriildiigii tizere p — stireklilik

olarak da adlandirilmistir.

Tamm 2.4.3. Bir f fonksiyonu f:(X,7,)—>(Y,Q) ve f:(X,7,)—>(Y.Q,)

sirekliise f :(X,7,,7,)—>(Y,9Q,Q,) fonksiyonu p—siireklidir denir (Kim, 1968).

Lemma 2.4.1. (X,7,,7,) bitopolojik uzaymnda (1,2)— kompaktlik ve p —kompaktlik

p —stirekli dontisiimler altinda degismez kalir (Kim, 1968).

Lemma 2.4.2. (X T, Tz) bitopolojik uzay1 (1, 2)—kompakt olsun. X ’in 7, —kapali
alt kiimesi (1,2)—kompakttir ve 7, —kapal 6zalt kiimesi 7, — kompakt ve (1,2)-

kompakttir (Kim, 1968).
Ispat. C, X ’in 7, —kapal alt kiimesi ve C U{Ui uV |Ui €7,V e T2} olsun. Bu

iel

durumda X =(X-C)U[J(U;wV) olur. X-Ce7; ve X, (1,2)-kompakt

iel



oldugundan X = U U, uV saglanlr Boylece C CU ) saglanir,

i=1

yani C, (l, 2) — kompakttir. Teoremin ikinci 6nermesi de benzer sekilde ispatlanir.
Teorem 2.4.1. (X,7,,7,) bitopolojik uzay1 p—kompakt ise i, je{l,2} ve i#
olmak iizere 7, —kapali 6zalt kiimesi p —kompakt ve 7; — kompakttir (Kim, 1968).
Lemma 2.4.3. (X,7,,7,) bitopolojik uzay1 p—Hausdorff uzay1 olsun. i€ {1,2}

olmak iizere 7;—Hausdorffluk X ’in (1,2)—kompakt alt kiimesinin 7; —kapali

olmasimi gerektirir (Kim, 1968).
Lemma 2.4.4. (X,T,,?;) bitopolojik uzay1r p —Hausdorffolsun. i, j € {l, 2} ve l# |

olmak {izere X ’in 7; — kompakt alt kiimeleri 7; —kapalidir (Kim, 1968).

Tamim 2.4.4. (X,7,7,) bitopolojik uzay ve C, X ’in bir alt kiimesi olsun. xe C ve
ye X-C i¢in xeU,,yeV, ve U NV, = olacak sekilde U, €7, ve V, €T,
varsa ise (1, 2) — ayrilmistir denir.

Bir p —Hausdorff bitopolojik uzayinda her alt kiime p —ayrilmistir (Kim, 1968).
Lemma 2.4.5. Bir (X,T,,?;) bitopolojik uzayinda i # J olmak iizere 7; —kompakt
alt kiime ( I ) —ayrilmigsa 7; —kapalidir (Kim, 1968).

Teorem 2.4.2. ( X,7,,7, ) bitopolojik uzay1 (1, 2) —kompakt ve her 7, —kapali kiime

(1, 2) —ayrilmigsa ( X, 7,7, ) , (2, 1) — diizenlidir (Kim, 1968).

Ispat. C, X ’in 7, —kapali bir altkiimesi olsun. Lemma 2.4.2 g6z dniine alinirsa C ,
7, —kompakt oldugu goriiliir. Eger p ¢ C ise hipoteze gore her Y, € C igin y, eU >

peV, veU, NV, = olacak sekilde V, €7, ve U, €7, vardir. {U , ‘ y, € C} ailesi

C ’nin 7, —agik ortiisti olup C, 7, —kompakt oldugundan C Uin olacak sekilde

i=1

neN vardir. Eger V, = ﬂVyi ile gosterilirse V, "U, =< olup buradan (X ,Z,?;)
i=l

bitopolojik uzay1 (2,1) - regiiler olur.
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Ikili agik &rtiiniin ilk tanimi, dolayistyla bu tanima dayali ikili kompaktlik ve ilgili
karakterizasyonlar 1969 yilinda Fletcher, Hoyle ve Patty tarafindan asagidaki sekilde
yapilmistir.

Tamim 2.4.5. (X,7,,7,) bitopolojik uzay olsun. & N7, ve & N7, aileleri &

kiimeden farkli bir kiime igermek tizere & <7, U7, ise % Ortiisiine bitopolojik

uzayin ikili agik ortiisii denir (Fletcher ve ark., 1969).

Tamm 2.4.6. Bitopolojik uzayin her ikili agik oOrtiisii sonlu bir alt ortiiye sahipse

bitopolojik uzaya ikili kompakt denir (Fletcher ve ark., 1969).
Ornek 242 X = [0,00) kiimesi {izerinde U  alisilmis topolojisi  ve
Q={J} u{U u(x,oo)|U el ve xe X } topolojisi verilsin. (X ,M,Q) bitopolojik

uzayr U #Q oldugu i¢in ikili Hausdorff oldugu agik¢a goriiliir. &% , X ’in bir ikili
acik ortiisii ve V. Q@ —acik olacak sekilde & ailesinin bostan farkli V elemanini ve

(V,OO)CV olacak sekilde Ve X noktasimi alinsm. Q@ c U oldugu ig¢in & aym
zamanda X ’in U — aqik Ortiisti olur. Buradan % , [O,V] kiimesinin de U — agik Ortiisii

olur. % ’ninsonlu bir % alt 6rtiisti vardir. Bu nedenle .o U {V} , X kiimesinin ikili
acik sonlu alt ortiisii olur. (X U ,Q) ikili kompakttir (Fletcher ve ark., 1969).
Teorem 2.4.3. (X,7,Q) ikili kompakt ve C, X ’in 7 —kapali alt kiimesi olsun. Bu
durumda C, Q —kompakttir (Fletcher ve ark., 1969).

Ispat. % , C 'nin bir Q —acik ortiisii olsun. O zaman @U{X —C} , X ’in bir ikili
agik ortiisiidiir. Dolayisiyla .2 U{X —C} sonlu bir ikili agik alt ortiisii vardr.
Buradan da &% ailesi C ’nin sonlu bir Q —agik ortiisii olur.

Teorem 2.4.4. (X , ’T) ve (X ,Q) Hausdorff uzaylar1 ve (X T, Q) ikili kompakt ise
T =Q olur (Fletcher ve ark., 1969).

Ispat. A, X ’in herhangi 7 —kapali alt kiimesi olsun. Teorem 2.4.3’¢ gore A, Q —
kompakttir. Bu nedenle (X,Q) Hausdorff oldugu i¢in A, Q—kapalidir. Benzer

sekilde X ’in her Q —kapali alt kiimesi 7 — kapalidir.
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Teorem 2.4.5. (X,7,Q) ikili Hausdorff ve ikili kompakt ise o zaman ( X,7,Q) ikili
diizenlidir (Fletcher ve ark., 1969).

Ispat. X ’in herhangi C, 7 —kapal alt kiimesini ve herhangi p e X —C noktasi
alalim. (X,7,Q) ikili Hausdorff uzay1 oldugundan her XeC igin 7 —acgik U, ve
Q—agik V, vardir oyle ki peU,, XeV, ve kabul geregi U, NV, = olur. Ayrica

7 = {VX |x € C} ailesi C ’nin bir Q —ag¢ik ortiisii olur. Boylece Teorem 2.4.3’e gore
bu Ortiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir. U = mUXi veV = UVXi olacak sekilde U , 7 —
i=1 i=l

acik ve V, Q—acik kiimelerini alirsak peU, CcV ve UV =Jsaglanir. Bu
nedenle 7 , Q ’ye gore diizenlidir. Benzer sekilde @, 7 ’ya gore diizenli oldugu da

gosterilir.
Teorem 2.4.6. (X,7,Q) ikili kompakt ve 7 , Q ’ya gore diizenli yada Q, 7 ’ya

gore diizenli ise (X,7,Q) ikili normaldir (Fletcher ve ark., 1969).

Ispat. ilk olarak 7 , Q ’ye gére diizenli olsun. Ayrica H " K =@ olacak sekilde H
T —kapali kiimesi ve K, Q —kapali kiimesini alalim. Her X€ K i¢in xeU, olacak
sekilde bir U, , 7 —acik kiimesi ve H <V, olacak sekilde bir V,, Q —agik kiimesi
vardir 6yle ki U, NV, =@ saglamir. 2 ={U,|xeK} ailesi K’ nmn bir 7 -agik

ortiistidiir. Teorem 2.4.3’e gore K, Q—kapali kiime oldugundan 7 —kompakttir ve

n
K ’y1 6rten Z ’nun sonlu bir {UXI,UXZ,UX3,....,UXm} alt ailesi vardir. U :r]UXi ve

i=1
V :LnJVXi ile gosterilirse 0 zaman H <V, K cU ve U NV = olacak sekilde U ,
i=1
T —acik ve V , Q —acik kiimeleri bulunmus olur ve ispat tamamlanir.
Fletcher ve arkadaslarinin ikili kompaktlik tanimini yayimladig: tarih ile es zamanh
olmasina ragmen onlardan bagimsiz olarak farkli bir ikili kompaktlik tanimi Birsan

tarafindan verilmistir. Zaman iginde literatiirde cikabilecek karigikliklar1 onlemek

adina Birsan anlaminda ikili kompaktlik yerine ikili B-kompakt terimi kullanilmistir.
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Tanim 2.4.7. & ve &% aileleri X kiimesinin iki Ortiisii olmak tizere eger her B € &

icin B < A olacak sekilde en az bir Ae % varsa & Ortiisiine % ’nin incesi denir

(Birsan, 1969).

Gegmiste kompakthigin alt ortii kavrami yerine ince kavrami kullanilarak tanimlandigi
bilinmektedir. Bu kavramlarin zaman zaman birbirinin yerine kullanilmig olmasi
gercegiyle Birsan ince kavramui ile bilinen kompaktligin dogal bir genislemesi olarak
asagidaki ikili kompaktlik tanimini vermistir.

Tanim 2.4.8. (X,7,Q) bitopolojik uzayinda X *in her 7 - agik rtiisiiniin sonlu bir
Q —agik incesi varsa X bitopolojik uzayina Q ’ya gore 7 —kompakt denir.

Eger X hem Q ’ya gore 7 —kompakt hem de 7 ’ya gore O —kompakt ise ikili
kompakt bitopolojik uzay olarak adlandirilir (Birsan, 1969).

Teorem 2.4.7. (X,7,Q) bir bitopolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

i) X uzay1 Q ’ya gére 7 —kompakttir.

ii) 7 —kapali kiimelerden {Fi |i el } ailesinin bos kesisime sahipse bos kesisime
sahip Q —kapali kiimelerin sonlu bir {H j‘ je J} ailesi vardir ve dyle ki her

jed igin H H; o F olacak sekilde bir 1 € | vardir. (Birsan, 1969).

Ispat. (i=ii) MF =@ olacak sekilde 7 —kapali kiimelerden olusan {F|ie 1}

iel
ailesi verilsin. O zaman her bir i€l igin G, =X —F timleyeni 7 —agiktir ve

{Gi|i € I} ailesi X 'in bir 7 —agik oOrtiisidiir. X uzay1 Q ’ya gore 7 —kompakt
oldugundan {Gi|i € I} oOrtiisiiniin sonlu bir {Z j‘ je J} Q —agik incesi vardir. Buradan

her  bir jeld icin H =X-F tiimleyeni Q —kapali olup

J J

ﬂHj:X—U(X—Zj):X—X:@ olur. Ayrica her jelJ i¢in G >Z,,

jed jed

dolayisiyla H; > F olacak sekilde 1€ | vardur.

(ii = i) onermesi de benzer yolla kanitlanir.

Teorem 2.4.8. (X,7,Q) bitopolojik uzay1 ikili Hausdorff ve (X,7 ) kompakt ise
7 < Q olur (Birsan, 1969).
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Ispat. X 'in her 7 —kapali alt kiimesinin Q —kapal1 oldugunu gdstermek yeterlidir.

Z c X alt kiimesi 7 —kapali ve y ¢ Z olsun. O zaman her ze Z i¢cin U, "V, =
olacak sekilde z noktasini igeren bir U,, 7 —agik kiimesi ve y noktasini i¢eren bir
V,, Q—agik kiimesi vardir. {U,|zeZ} ailesi Z 'nin 7 —agik rtiisiidiir. Z kiimesi

7T —kompakt uzayin 7 —kapali alt kiimesi oldugundan 7 —kompakttir. O halde,

n
Z ’nin bir {U, .U, ,...U, } seklinde 7 —agik sonlu alt ortiisii vardir. V =V,
k=1

kiimesi y noktasiin Q—agik komsulugudur ve VNZ =V, nJU, =3 olur.
kel kel

Boylece Vc X -2 olup X —-Z kiimesi Q —agiktir. Dolayisiyla Z kiimesi Q —
kapalidir. Her 7 —kapali alt kiimesinin Q —kapali ise 7 < Q olur

Sonug 2.4.1. (X T, Q) ikili bir Hausdorff bitopolojik uzay1 olsun.

Eger 7 ve Q topolojilerinin her ikisi de kompakt ise, 7 =Q olur.

Eger X uzay1 Q ’ya gore 7 —kompakt ise, 0 zaman 7 < Q olur.
Eger (X,7,Q)ikili kompakt ise, 7 =Q olur (Birsan, 1969).

Teorem 2.4.9. (X,7,Q) bir bitopolojik uzay ve Y < X olsun. Bu durumda asagidaki

oOnermeler vardir.

Eger Y *nin her 7 —agik Ortiisiiniin sonlu bir Q —agik incesi varsa Y alt uzayi Q

’ya gore 7 —kompakttir.

Eger Y kiimesi Q —agik ise tersi de dogrudur (Birsan, 1969).

Fletcher, Hoyle ve Patty’nin tanimi ve Birsan’in tanimi1 ( X,T) ve ( X, Q) her ikisi de

kompakt ve (X,7,Q) bitopolojik uzay: ikili Hausdorff iken 7 =Q olmasini

gerektirmistir. Ancak Swart 1971 yilinda bu durumun aksi bir 6rnek vererek tanimin
yetersizligini gostermistir. BOylece mevcut tanimlar1 kapsayan asagidaki tanimi
vermistir. Swart anlaminda ikili kompaktlik yerine ikili S-kompakt terimi

kullanilmistir.
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Tanim 2.4.9. (X,T,Q) bir bitopolojik uzay olsun. X ’in & <7 UQ Ortiisiine

(7,Q)—acik ortii denir (Swart, 1971).

Tanmim 2.4.10. (X,7,Q) bitopolojik uzay olmak iizere X ’in her (7,9)-acik
Ortiistinlin sonlu bir alt ortiisii varsa ikili S-kompakt olarak adlandirilir (Swart, 1971).

Literatiirde var olan bitopolojik uzaylarda kompaktlik benzeri tanimlarda asagida

sekilde verilmistir.

Tanmm 2.4.11. (X,T ,Q) bitopolojik uzayinda 7 ve Q istten sinirli topolojilerine
gore agik olan bir Ac X alt kiimesi yari-agik olarak adlandirilir.
Tanim 2.4.12. (X T, Q) bitopolojik uzay olmak iizere X ’in her yari-agik ortiisiiniin

sonlu bir alt varsa (X , T, Q) yari-kompakt olarak adlandirilir (Datta, 1972)

Tamm 2.4.13. Her bi-siireklilik fonksiyonunun f :(X,7° ,Q)—)(]R,?/,%) siirl

olmasi durumda (X , T, Q) s0zde kompakttir denir (Saegrove 1973);

Tanim 2.4.14. (X,7,Q) bitopolojik uzayr hem sézde kompakt hem de ikili reel

kompakt ise bikompakt olarak adlandirilir (Saegrove 1973).

Ikili agik ortii yerine ikili kapali aile yardimiyla karakterize edilen ikili kompaktlik
kavrami da Phak ve Choi tarafindan 1971 yilinda asagidaki sekilde sunulmustur.

Tanim 2.4.15. (X,7,Q) bitopolojik uzay olsun. F, < X, T —kapali 6zalt kiime ve

F, € X, Q-—kapali 6zalt kiime olmak iizere bostan farkli F, ve F, kiimelerinden

olusan F ailesine ikili kapali aile denir (Phak ve Choi, 1971).
Teorem 2.4.10. Bitopolojik uzaylarda asagidakiler denktir.
i) (X,7,Q) ikili kompakttir.

ii) X bitopolojik uzayinin sonlu arakesit 6zelligine sahip alt kiimelerinin her ikili

kapal1 ailesi bostan farkli arakesite sahiptir (Phak ve Choi, 1971).

ispat. (i=1ii) (X,7,Q) ikili kompakt olsun. O halde her ikili agik ortiisii sonlu bir

alt ortiiye sahiptir. Her F € F i¢in ﬂ F = ise ﬂ F. # < oldugunu gosterelim. Bu

i=1 iel
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amagla varsayalim J ikili kapali kiimeler ailesi olmak tizere ﬂ F = olsun. O halde

iel
X —ﬂ F = U(X - F)i = X olur. Bu durumda her ie | olmak iizere bostan farkli
il il

F € F ozalt kimeleri icin X\F, €7 ya da X\F €Q oldugundan {X \ Fi|i € I}

ailesi X bitopolojik uzaymn ikili agik ortiisidiir. (X,7,Q) ikili kompakt

oldugundan LnJ( X —F)=X olacak sekilde {(X -F )‘I ef{l,2,..., n}} sonlu alt ortiisii

i=l

vardir. Tiimleme islemi ile ﬂ F = bulunur.
i=1

(ii = i) JF ikili kapali kiimeler ailesi | indis kiimesi olmak iizere F, € F iken

n

ﬂF, = ise ﬂ F = olsun. X ’inikili kompakt oldugunu gosterelim. U ikili agik

iel i=1
orti olmak tizere X =|JU; olsun. @=)(X-U;) olup X-UeF,
iel il

n

ﬂ(X -U,) =9 olacagindan LJUi = X elde edilir. Buradan ( X,7,Q) ikili kompakt

iel i=1

oldugu goriiliir.
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3. Bi-iZOTONIK UZAYLAR
3.1. Temel Kavramlar

Bi-izotonik uzaylar ile ilgili temel tanim ve teoremler bu bdliimde 6zet olarak
verilmigtir.
Tammm 3.1.1. X herhangi bir kiime olsun ve P(X) kuvvet kiimesini gostersin.

Herhangi Ae P(X) ve Xe X igin

e cl:P ( X ) - P(X ) olarak verilen herhangi fonksiyona kapanis fonksiyonu ve
cl(A) kiimesine A kiimesinin kapanisi,

e intA=X—cl(X-A) seklinde tanimlanan int:P(X)— P(X) fonksiyonuna
i¢c (veya kapanis fonksiyonunun dual) fonksiyonu ve int(A) kiimesine A
kiimesinin i¢i,

. /(X):{N eP(X):xeint N} seklinde tamimlanan 4/~ :X — P(P(X))
fonksiyonuna komsuluk fonksiyonu ve A~ (X) ailesine x noktasinin

komsuluklar ailesi

ad1 verilir (Stadler ve Stadler, 2002).
(X , cl) ikilisine de genellestirilmis kapanis uzay1 denir (Cech ve ark., 1966).
Tammm 3.1.2. X bostan farkli herhangi bir kiime, cl;: P(X ) - P(X) ve

cl,:P(X)—>P(X) kapams fonksiyonlari olmak iizere (X,cl,cl,) fiigliisiine

genellestirilmis bi-kapanig uzay1 adi verilir (Boonpok, 2010).

Tamim 3.1.3. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak tizere her A B e P(X) ve

e {1, 2} icin kapanis aksiyomlari asagidaki gibi verilir.



KO0) cl,(D)=9.
K1) Ac B=cl;(A)ccl;(B).
K2) Accl (A).
K3) cl,(AUB)ccl; (A)ucl (B).
K4) cl;(cl, (A))=cl; (A).
Eger cl, ve cl, kapams fonksiyonlari (KO) ve (K1) aksiyomlarini sagliyorsa

genellestirilmis bi-kapanis uzay1 bi-izotonik uzay olarak adlandirilir (Ersoy ve Erol,
2020).
Ek olarak (K2) aksiyomunu saglayan bi-izotonik uzay bi-komsuluk uzayi, (K4)
aksiyomunu saglayan bi-komsuluk uzayi bi-kapanis uzay1 (Boonpok, 2010), (K3)
aksiyomunu saglayan bi-kapanis uzayi bitopolojik uzay olarak adlandirilir.
Yukarida verilen aksiyomlarin kapanis fonksiyonlarinin duali olan i¢ fonksiyonlari
tiiriinden denkleri asagidaki gibidir (Stadler ve Stadler, 2002).

K0) int, (X)=X.

K1) Ac B=int;(A)cint;(B).

K2) int; (A)c A.

K3) int; (A)nint; (B) cint; (AN B).

K4) int, (int; (A)) =int, (A).
Ayrica kapanis aksiyomlarinin komsuluk fonksiyonlari tiirlinden denkleri de asagidaki
gibidir (Stadler ve Stadler, 2002).

K0) X e #7(x).

K1) Ne #7(x) ve N N'= N e._#7(x).

K2) Ne #7(x) = xeN.

K3) N,N"e #7(x) = NnN"e . #7(x).

K4) N e #7(x) < int;(N) e #7(x).

Tanmm 3.1.4. (X, cl,,cl,) bi-izotonik uzay olsun. Eger cl,cl, (A) = A ise A kiimesine

kapal1 kiime denir. Kapali kiimenin tiimleyenine acik kiime denir (Ersoy ve Erol,

2020).
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Bu tanim g6z Oniine alinirsa asagidaki 6nerme agikca goriiliir.

Onerme 3.1.1. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayinda bir A kiimesinin kapali olmasi i¢in

gerek ve yeter sart (X ,cll) ve (X ,clz) izotonik uzaylarinda kapali olmasidir.
Denk olarak clcl, (A)=A < ¢l (A)=A ve cl,(A)= A seklinde ifade edilebilir.

Sonug olarak (X ,cl,, Clz) bi-izotonik uzayinda bir A kiimesinin a¢ik olmasi igin gerek
ve yeter sart her i€ {1,2} i¢in int; (A) =X —(cli (X - A)) = A olmasidir (Ersoy ve

Erol, 2020).

Onerme 3.1.2. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay olsun. Ac X icin asagidakiler vardr.
i) A agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart A= X —clcl, ( X - A) olmasidir.

ii) Eger A agikkimeve Ac G ise Ac X —clcl, ( X - G) saglanir (Ersoy ve Erol,
2020).

Onerme 3.1.3. (X ,Cll,clz) bi-izotonik uzay1 ve Y < X alt kiimesi verildiginde her .
FcVY kimesi ve Ie {1,2} igin cl/ (F) =cl, (F ) NY  olarak taniml

cl :P (Y) —P (Y ) fonksiyonlar1 da izotoniktir (Ersoy ve Erol, 2020).

Ispat. K <L olacak sekilde herhangi K,LcY alt kiimeleri géz 6niine alinirsa
e {1, 2} igin cl; fonksiyonlar1 izotonik oldugundan cl, (K ) ccl, (L) saglanir.Agikga
cl; (F)NY ccl;(K)NY oldugu gériiliir ve bu da clf (F)c clf (K) oldugu anlamina

gelir.

Boylece asagidaki tanim verilir.

Tanmm 3.1.5. (X,cll,clz) bi-izotonik uzayi olsun. Y < X alt kiimesi igin cllY ve clz
iki izotonik fonksiyonlar1 ile birlikte (Y,cllY ,clz) uzayina (X,cll,clz) bi-izotonik

uzayinin alt uzayi denir (Ersoy ve Erol, 2020).
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Tanim 3.1.6. (X, cl,,cl,) bi-izotonik uzayinin alt uzay (Y Jclf el ) bi-izotonik uzay1
olsun. Indirgenmis i¢ operatdrii int ile gdsterilmek iizere Y, <Y igin

int/ (Y,)=Y —clf (Y =Y,) =Y nint, (Y, u(X =Y)) dir (Ersoy ve Erol, 2020).

Tamim 3.1.7. (X, cl,,cl,) bi-izotonik uzayinin alt uzay (Y Jclf el ) bi-izotonik uzay1

olsun. Indirgenmis komsuluk fonksiyonu .#;' olmak iizere xe X igin

A7 (X)={N Y :N es7(x)} dir (Ersoy ve Erol, 2020).

Onerme 3.1.4. (X,Cll,clz) bi-izotonik uzayinda herhangi Y < X kapali alt kiimesi

verilsin. F kiimesinin (Y,cl? .l ) bi-izotonik alt uzayinda kapali olmasi i¢in gerek

ve yeter sart F kiimesinin (X ,cll,CIZ) bi-izotonik uzayinda kapali olmasidir (Ersoy

ve Erol, 2020).

3.2. Bi-izotonik Uzaylarda Siirekli Doniisiimler
Tanmm 3.2.1. (X ,cl,, Clz) ve (Y , Cli,cl'z) genellestirilmis bi-kapanis uzaylar1 ve
f: (X ,cl,, clz) - (Y,cli,cl;) doniigimii ~ olsun.  Eger = {1, 2} icin

f :(X ,cl; ) —(Y ,cl{) stirekli (agik, kapali ya da homeomorfizm) ise f doniisiimiine

I —stirekli (1 —agik, i—kapali ya da i —homeomorfizm) denir (Ersoy ve Erol, 2020).

Ayrica f doniisiimii her i€ {1,2} igin i — siirekli ise bi-siireklidir denir.

Tanmm 3.2.1°de verilen f :(X,clJ—)(Y,cl{) doniisiimiiniin siirekliligi tanimindan

asagidaki 6nerme verilir.

Onerme 3.2.1. (X ,cl;, clz) ve (Y ,cl;,cl'z) genellestirismis bi-kapanig uzaylar olsun.
f:(X,cl,cl,)—>(Y,cl,cly) déniisiimii bi-siireklidir ancak ve ancak her Ae P(X)

ve her i €{1,2} i¢in f(cl;(A))<cli(f(A)) dir (Ersoy ve Erol, 2020).
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Onerme 3.2.2. (X ,cll,clz) ve (Y,cli,cl'z) bi-izotonik  uzaylar1  ve
f :(X ,cll,clz) - (Y,cl{,cl'z) doniisiimii olsun. f doniisiimii bi-siireklidir ancak ve
ancak her Be P(Y) ve i€{1,2} icin c, ( f! (B)) cf! (cl{ (B)) dir (Ersoy ve Erol,

2020).

Onerme 3.2.3. (X,cll,clz), (Y,cl{,cl'z) ve (Z,cli’,cl{') bi-izotonik uzaylar1 olmak
tizere f:X —>Y ve ¢g:Y —>Z bi-siirekli doniisiimler olsun. Bu durumda

go f : X — Z bi-stireklidir (Ersoy ve Erol, 2020).

Onerme 3.24. (X,cl,cl,) ve (X,cl,cl,) bi-izotonik uzaylari olsun.
f :(X,cll,clz)—>(Y,C1;,Cl'2) doniisiimii icin asagidakiler denktir (Ersoy ve Erol,

2020).

i) f donlisimi bi-stireklidir.
ii) Her BeP(Y) ve i€ {1,2} i¢in ' (int; (B)) C int, ( f (B)) dir
iii) Her Be P(Y) ve i €{1,2} icin B eJﬁ( f (X)) ise f~'(B)eA7(x) dir.

Tamim 3.2.2. f:(X,cl,cl,)—(Y,cl},cl;) doniisiimii birebir ve érten olsun. Eger f

bi-siirekli ve ' bi-siirekli ise bi-homeomorfizm denir (Ersoy ve Erol, 2020).

3.3. Bi-izotonik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlari

Tamm 3.3.1. (X ,cll,clz) genellestirilmis bi-kapanis uzay1 olsun. Eger her x,y e X
noktalar1 i¢in y & N, olan N, € #7(X) veya x ¢ N, olacak sekilde N, e A5(Y)

varsa (X ,cl,, 012) ikili T, — uzayidir, denir (Ersoy ve Erol, 2020).

Tamm 3.3.2. (X ,cl, Clz) genellestirilmis bi-kapanis uzay1 olsun.
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i) X#Y olmak tlizere Vx,ye X i¢in y¢& N, olacak sekilde N, ee/I/l’(X) ve

x¢ N, olacak sekilde N, e A5(y) varsa (X ,cll,clz) ikili ST, —uzayidir

denir.

ii) Eger (X,cl,) ve (X,cl,) uzaylan T, —uzayiise (X,cl,,cl,) uzayr ikili R—T, -

uzayidir (Ersoy ve Erol, 2020).

Tamm 3.3.3. (X,Cll,clz) genellestirilmis bi-kapanis uzay1 olsun. X#Y olacak
sekilde her x,ye X noktalar1 icin U NV =C olacak sekilde U e /7 (X) ve

Vv e%(y) kiimeleri varsa (X,Cll,clz) ikili Hausdorff uzayidir (Ersoy ve Erol,

2020).

Tanim 3.3.4. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayi olsun. X# Yy olmak iizere her x,y e X
icin cl, (U )m cl, (V ) = olacak sekilde U e e/f/l’(x) ve Ves] ( y) varsa

(X ,cl,, 012) ikili T | —uzayidir (Ersoy ve Erol, 2020).
2=
2

Tanim 3.3.5. (X ,Cll,clz) genellestirilmis bi-kapanis uzayinda her X € X noktasi ve
her F < X alt kiimesi igin XeEcll(F) olmak tlizere U NV = olacak sekilde
Ues] (X) ve Ve s, (F) varsa (X,Cll) uzay1 (X,clz) uzayma gore regiilerdir

denir.

Eger (X,cl,) uzay1 (X,cl,) uzaymna gore regiiler ve (X,cl,) uzay1 (X,cl,) uzayma

gore regiiler ise (X, cl;,cl,) ikili regiilerdir (Ersoy ve Erol, 2020).

Tanim 3.3.6. (X, cl,,cl, ) bi-izotonik uzay eger ikili regiiler ve ikili R—T, —uzay1 ise

ikili T, —uzayidir denir (Ersoy ve Erol, 2020).

Tanim 3.3.7. (X,Cll,clz) bi-izotonik uzayi ikili quasi-normal ve ikili R —T, —uzay1

ise ikili T, —uzayidir denir. (Ersoy ve Erol, 2020).
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4. BI-iZOTONIK UZAYLARDA iKiLi KOMPAKTLIK

4.1. ikili Kompakthik Kavrami ve Sonlu Arakesit Ozelligi

Tanim 4.1.1 (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzay olsun. ¢l (K)=K ve cl,(L)=L olacak

sekilde K, L < X verilsin.

i) K alt kiimelerinden olusan aileye cl, —kapali aile denir.

ii) L alt kiimelerinden olusan aileye cl, —kapali aile denir.

iii) K veya L alt kiimelerinden olusan aileye ikili kapali aile denir.

cl, — kapali kiimelerin ailesi .#, , cl, —kapali kiimelerin ailesi .#, ve ikili kapali aile
S ile gosterilsin.

Tanimm 4.1.2. (X ,Cll,clz) bi-izotonik uzay olsun. .% N.¥ ve % N.F bostan

farkli kiime icermek iizere sonlu arakesit 6zelligine sahip herhangi ikili kapali &
ailesinin tiim elemanlarinin arakesiti bostan farkli ise X bi-izotonik uzayina ikili

FHP-kompakt denir.

Tanim 4.1.3. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzaymda bir %, ailesinin her sonlu %, alt
ailesinin arakesiti bos degilse bu aileye cl, ’ye gore cl, —kapali sonlu arakesit dzelligi
vardir denir.

Tanim 4.1.4. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzaymin cl,’ye gore cl, —kapali sonlu arakesit

Ozelligi var olan herhangi ailenin arakesiti bog degilse cl, ye gore cl, — kompakt denir.
Tanim 4.1.5. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzay1 hem cl, ’e gore cl, — kompakt hem de cl,
"ye gore cl, — kompakt ise ikili B-kompakttir.

Tamm 4.1.6. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayinda sonlu arakesit ozelligine sahip

herhangi ikili kapali .5 ailesi bostan farkli arakesite sahip ise X uzaymna ikili S-

kompakt denir.



Tiim tanimlardan agik¢a gortlir ki (X ,cl,, clz) bi-izotonik uzay1

ikili S-kompakt = ikili B-kompakt=>ikili FHP-kompakt

saglanir. Dolayisiyla, tezin geri kalaninda X bi-izotonik uzayr ikili kompakt

denildiginde ikili S-kompakt oldugu anlagilacaktir.
Bu tanima gore (X,cl) kompakt veya (X,cl,) kompakt ise (X,cl,cl,) ikili
kompakttir.

Ornek 4.1.1. R reel sayilar kiimesi iizerinde

g, C=¢J
ve ¢l (C)=4(-»,4], supC=2
R, supC =o0

C, Csonlu

R, C sonsuz

cll(C)={

olacak sekilde cl;:P(R)—P(R) ve cl,:P(R)—P(R) kapams fonksiyonlarini
alahm. (R,cl;) kompakt iken (R,cl,) kompakt degildir ancak (R,cl,cl,) ikili
kompakttir.

Tamm 4.1.7. Her i€ {1,2} icin (X,cli) bir izotonik uzay ve
@ ={A = X|int, (A )= A, e} ailesi de (X.cl,) uzaynda X “in bir acik drtiisi
olsun. Eger & c YU % ise & Ortiisiine (X,cll,clz) bi-izotonik uzayinda X ’in
ikili agik Ortiisii denir.

Teorem 4.1.1. (X ,cl, Clz) bi-izotonik uzay1 verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler
esdegerdir:

i) X bi-izotonik uzayi ikili kompakt uzaydir.

ii) X kiimesinin arakesiti bos olan her ikili kapali . = {Fj |J € J} ailesinin arakesiti

bos olan sonlu bir {F. F. F } alt ailesi vardir.

I PR M

iii) X kiimesinin her ikili agik & ={A|j € J} értiisiiniin sonlu bir {A A Ajn}

1 PR

alt ortiisti vardir.
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Ispat. (i) < (ii) Tanim 4.6 geregi X bi-izotonik uzaymin ikili kompakt uzay olmasi

icin gerek yeter sart X kiimesinin ikili kapali alt kiimelerinden olusan herhangi

[ PR A 1

n
.7 ={F;|ieJ} ikili kapal ailesinin her sonlu {F, ,F, ,....F; } alt ailesi Qij # 7
ozelligine sahip ise [ ) F, # O ozelligini saglanmasidir. Bu énermenin karsit pozitifi
jel
ﬂFj = olacak sekilde X kiimesinin ikili kapali alt kiimelerinden olusan her
jel
n

7 ={F|jed} ailesi verildiginde Qij =@ olacak sekilde sonlu bir

{Fj1 Feen By } alt ailesi var olmasidir.

(ii)=(iii) X kiimesinin ikili kapali alt kiimelerinden olusan ve arakesiti bos olan her

F = {Fj |J € J} ailesinin arakesiti bos olan sonlu bir {F. F. F } alt ailesi var

2Rk e
olsun. X ’in herhangi % ikili agik oOrtiisiinii alalim dyle ki & = {Aj ljie J} ikili acik
ortlisii int, (Aj ) = A; veya int, (Aj ) = A, olacak sekilde tammlidir. Eger her jeJ

igin F; = X — A, dersek i=1 veya i =2 olmak iizere
F, =X —A=X —int, (A;)=cl, (X - A}) =cl, (F})

saglanir. Bir baska deyisle F, €5 olur yani cl, veya cl, —kapalidir. Simdi de

X =|JA, ifadesinin tiimleyeni almirsa & =" ( X —A ) =("F, eldeedilir. Kabulden
jel jel jel
n

MNF, =@ iken (F;, =& olacak sekilde sonlu bir ikili kapah {F,,F, ...F, } alt

RN
jel k=1

A. =X olacak

n
ailesi var. Son esitligin tekrar tiimleyeni alinirsa U(X —ij)= )

n
k=1 k=1

.

sekilde sonlu ikili agik {Ah ,A } alt ortiistinlin var oldugu goriiliir.

(iii)=(ii) X kiimesinin her ikili acik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii var olsun. X

kiimesinin F; = X alt kiimeleri cl, veya cl, —kapali olacak sekilde arakesiti bos olan

yani () F, =9 ozelligini saglayan herhangi ikili kapali {Fj |J € J} ailesi verilsin. Eger
jel

her jeJ igin A; = X —F, dersek i=1 veya i =2 olmak iizere
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A =X —F=X —cl (Fj)=cl,(X - F;) =int, (A))

saglanir. Dolayistyla intl(Aj):Aj veya intz(Aj)=Aj oldugu goriiliir. Ayrica

[ F; =9 ifadesinin timleyeninden [ J X —F; =(J A, = X bulunur. Bylece

jel jed jed

@:{Aj cX‘intl(Aj):Aj Veyaintz(Aj):Aj, J eJ}

n
ailesi de X ’in bir ikili agik 6rtiisii olup kabulden Ajk = X olacak sekilde sonlu ikili
k=1

acgik {Aj] , AjZ s Ajn } alt ortiisti vardir. Tekrar timleme islemi uygulanarak

bulunur. Sonug olarak (|F, =@ saglayan her {Fj|jeJ} ikili kapali ailesi
jel
oo Fioee

n
verildiginde ﬂij = saglayan sonlu {F F ,an} alt ailesi vardir ve ispat
k=1

tamamlanir.

4.2. Tkili Kompakthik ve Alt Uzay

Tanim 4.2.1. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzayi olsun. Y < X alt kiimesi igin cl] ve cl}
indirgenmis izotonik fonksiyonlar ile birlikte (Y,clf ,clz) bi-izotonik alt uzayi
verilsin. Her i € {1,2} icin @' = {Aj ‘Aj =int] (AJ. ), Jje J} ailesi (Y,cliy) izotonik alt
uzayinda Y ’in birer a1k ortiisii olmak {izere &' c &' UZ" ise &' ortiisiine Y

bi-izotonik alt uzayinda Y ’nin ikili agik ortiisii denir.

Tanim 4.2.2. (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzayi ve Y < X olmak iizere (Y,cl,Y ,clz) bi-

izotonik alt uzaymnin her 2" ikili acik ortiisiiniin sonlu bir alt drtiisii varsa Y alt uzay1

ikili kompakttir denir.

Teorem 4.2.1. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay1 ve Y < X olmak iizere (Y,cllY ,cl;) bi-

izotonik alt uzayinin kompakt olmast igin gerek ve yeter sart cl] —kapali veya cl} —
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kapali alt kiimelerinden olusan ve arakesiti bos olan her {Fj‘ je J} ailesinin arakesiti

bos olan sonlu bir {F. FooF } alt ailesi vardir.

W R

Ispat. = Varsayalim Y < X alt kiimesi ikili kompakt olsun. O halde, Tanim 4.2.2

geregi Y bi-izotonik alt uzayinda Y ’nin her ikili agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisti

vardir. F; ¢ X alt kiimeleri cli —kapali veya cl} —kapali olacak sekilde arakesiti bos
olan yani (| F; = saglayan herhangi
jel

{Fj‘Fj =clT(Fj) veya F, =c1;(Fj)’jEJ}

ailesini alalim. Eger her jeJ igin A =Y —F, dersek Tanim 3.1.5°den i=1 veya

I =2 olmak iizere

int/ (A))=Y —cl (Y =A))=Y —clf (F;)=Y -F = A

J J ]

saglanir. (|F; = ifadesinin tiimleyeninden | (Y ~F, ) =JA =Y bulunur.

jel jed jed

Boylece &' = {Aj ‘Aj =int] (Aj) veya A =int} (Aj), Jje J} ailesi Y ’in alt uzayda

n
bir ikili a1k ortiisii olup hipotezden |J Ajk =Y olacak sekilde {Ajl , A

o
k=1 :

9A'

1 } sonlu

F. = bulunur. Sonug

n
alt ortiisii vardir. Tekrar timleyeni alinirsa ﬂ(Y —-A, ) =[1F;,

n
k=1 k=1

olarak (F, =@ saglayan her {Fj\ je J} ikili kapali alt kiimeler ailesi verildiginde

jel

N ij =(J saglayan sonlu {F F F. } alt ailesi vardir ve ispat tamamlanir.
k=1

I PR A 1

< X kiimesinin cl —kapali veya cl —kapali alt kiimelerinden olusan ve arakesiti
bos olan her {Fj ‘ jel } ailesinin arakesiti bos olan sonlu bir alt ailesi var olsun. Y ’nin
herhangi 2" ikili indirgenmis agik ortiisiinii alalim. O halde Z" = {Aj |je J} ikili
acik Ortisii int] (Aj): A, veya int} (Aj): A, olacak sekilde tamimlidir. Eger her

jeld icin F; =Y — A, ile gosterirsek i=1 veya i =2 olmak iizere
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olf (F))=clf (Y- A))=Y —int] (A])=Y - A =F,

olup Y ={JA, ifadesinin timleyeni alimrsa = ﬂ(Y — A ) =(F,; elde edilir.

jel jel jel

Kabulden [ ) F, =9 saglamir. Tekrar tiimleyeni alimnirsa U(Y - ij)= A, =Y
k=1

n
k=1 k=1

olacak sekilde {Aj] , Aj2 s Ajn } sonlu alt ortiisiiniin var oldugu gortiliir.

Sonug 4.2.1. (X,cl,cl,) bi-izotonik uzay1 ve Y < X olmak iizere (Y,cllY ,clz) bi-

izotonik alt uzayinin ikili kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y kiimesinin sonlu
arakesit ozelligine sahip ikili indirgenmis kapali alt kiimelerinin bir .% ' ailesi

verildiginde ﬂ F #© saglanmasidir.

Fes’

4.3. Ikili Kompakthik ve Komsuluk

Tanim 3.1.7 goz Oniine alinarak asagidaki bi-izotonik uzaylarda bir noktanin ikili

komsuluklar ailesi tanim1 asagidaki sekilde verilir.
Tanimm 4.3.1. (X,Cll,clz) bi-izotonik uzay1 ve X € X olsun. Her bir i€ {1,2} icin
N (X) ailesi (X ,cli) izotonik uzayinda X noktasinin komsuluklar ailesi olmak iizere
N (X) = A7 (X) 0 A3 (X) ise A7 X > P(P(X)) fonksiyonuna (X,cl;,cl,) bi-
1zotonik uzaymda komsuluk fonksiyonu adi verilir.

N (X) ailesi de X noktasinin (X,Cll,CIZ) bi-izotonik uzayinda ikili komsuluklar

ailesi olarak adlandirilir.

Teorem 4.3.1. (X ,cll,clz) bi-izotonik uzayi olsun ve N, € A4~ (X) kiimesi herhangi

X € X noktasiin bir komsulugunu gostersin. Eger X = U N, olacak sekilde sonlu
k=1

tane X;,X,,...,X, € X noktasi varsa X bi-izotonik uzay1 ikili kompakttir.

Ispat. Her x € X noktasmin bir N, € 4~ (X) komsulugunu verildiginde X = U N,

k=1

olacak sekilde sonlu tane X, X,,...,X, € X noktasi var olsun. X kiimesinin herhangi
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ikili gtk @ ={A < X [int, (A)= A veyaint, (A )= A, je 3} ortisiini alalm.

Yani | JA, =X olsun. Elbette her xe X igin X eint, (Aj) olacak sekilde en az bir

jed

] = J(X) yani AJ.(X) € /’(X) vardir. Kabulden 1<k <n olmak iizere Aj(xk)

n
kiimelerinin sonlu ailesi | Aj(xk )= X olacak gekilde X kiimesini orter. Buda X bi-
k=1

izotonik uzay1 ikili kompakt oldugunu gosterir.

Uyan 4.3.1. Bitopolojik uzaylar i¢in bilinen bir¢ok kavram gibi ikili kompaktlik
tanimi dogal bir sekilde bi-izotonik uzaylara genisletilmistir ancak bazi genisletmeler
icin bi-izotonik uzaylarda calismak yeterli olmamistir. Ornegin yukaridaki teoremin
tersinin ispati i¢in (KO) ve (K1) aksiyomlarina ek olarak (K2) ve (K4) aksiyomlarinin
varligina ihtiya¢ duyuldugundan asagidaki bu teoremin tersi bi-izotonik uzayrin 6zel
hali olan bi-kapanis uzaylarinda verilmistir.

Teorem 4.3.2. (X,cll,clz) bi-kapanis uzay1 olsun ve N, € #7(X) kiimesi herhangi

X € X noktasinin bir komsulugunu gostersin. X bi-kapanis uzay1 ikili kompakt ise

n
X = U N, olacak sekilde sonlu tane X;,X,,..., X, € X noktasi vardir.
k
k=1

Ispat. X bi-kapanis uzay ikili kompakt olsun. O halde, Teorem 4.1.1 (iii) geregi X

kiimesinin her % ikili agik Grtiisiiniin sonlu bir alt Srtiisii vardir. X € X noktasinin bir
N, € #7(X) komsulugu verildiginde .#~(X) = A7(X)U A5 (X) olup N, € #7(X)
veya N,es;(x) saglamr.  A7(X)={N,eP(X):xeint;(N,)}  olarak
tammlandigma gore X eint, (N, ) veya X eint,(N,) olur. x noktalart X kiimesini

tararken i=1 veya i=2 olmak iizere Uinti(Nx): X saglanir. Ayrica (K4)

xeX
aksiyomu geregi var olan int; (inti (NX))Zinti (N,) esitligi int;(N,) alt kiimelerin

ailesi ikili agik bir aile olup X kiimesinin bir ikili agik Ortlistinii olusturur. X bi-

kapanig uzay1 ikili kompakt olmasi kabulu geregi X :Uinti (ka) olacak sekilde
k=1

sonlu {in‘ci(le),inti(NXz),...,in‘[i(NXn )} alt Ortlistiniin vardir. Ayrica (K2)
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aksiyomundan X, € int, (NXk ) < N, birbaska deyisle x, € N, saglandigi gergegi goz

n
Onitine alinirsa X =U N, olacak sekilde sonlu tane X;,X,,...,X, € X noktasi var
k=1

oldugu goriiliir.

4.4. ikili Kompakthk ve Yigilma Noktasi

Asagidaki tanim bi-izotonik uzaylar i¢in anlamli degildir. Genellestirilmis bi-kapanis
uzayinin en azindan bi-komsuluk uzay1 yada daha 6zel halleri olan bi-komsuluk ve

bitopolojik uzay olmasi gerekir, aksi takdirde (K2) aksiyomunun eksikliginde

Ne s (X) olmas1 X € N olmasini gerektirmez.

Tanim 4.4.1. (X ,Cll,clz) bi-komsuluk uzayi ve X € X olsun. Eger X noktasimnin her
Nes” (X) komsulugu (N —{X})m A= kosulunu sagliyorsa X noktasina A

kiimesinin (X ,cl,, c12) bi-komsuluk uzayinda yi1gilma noktasi ad1 verilir.

Uyan 4.4.1. Asagidaki teoremin ispat1 i¢in Teorem 4.3.2 kullanildigindan asagidaki
teorem bi-komsuluk uzaylarin 6zel hali olan bi-kapanis uzaylarinda verilmistir.
Teorem 4.4.1. (X ,cl,, c12) ikili kompakt bi-kapanis uzayinin her sonsuz alt kiimesinin

en az bir yi1gilma noktasi vardir.

Ispat. ikili kompakt bir ( X,cl,cl, ) bi-kapanis uzayinda herhangi sonsuz elemanl alt

kiime A olsun. Varsayalim ki A kiimesinin hi¢bir yigilma noktasi olmasin. Bu
durumda (NX — {X}) N A= olacak sekilde her X noktasmnin en az bir N, € A4~ (X)

komsulugu vardir. Teorem 4.3.2 gere§i X bi-kapanis uzayr ikili kompakt ise

X =[JN, olacak sekilde sonlu tane X,X,,...,X, € X noktast vardir. Ac X

n
k=1

oldugundan

elde edilir. Diger taraftan X,X,,...,X, € X noktalar1 A kiimesinin yigilma noktasi

olmadigindan her bir N, € #7(x, ), 1<k <n komsulugu igin
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AN(N, —{x})=2

saglanir. Dolayisiyla, A kiimesi & veya sonlu bir kiimedir. Bu ise, A kiimesinin
sonsuz olmasiyla celigir. O halde (X,Cll,clz) ikili kompakt bi-kapanis uzayinin her

sonsuz alt kiimesinin en az bir y1gilma noktas1 vardir.

4.5. ikili Hausdorffluk ve Kompakthk
(X,Cll,clz) ikili Haudorff uzaylarinda kompaktlig1i incelemeye baslamadan &nce
(X,cl) Haudorff uzaylarinda kompaktligin anlamini1 agiklayan asagidaki yardimci

lemmay1 verelim.

Lemma 4.5.1. (X,cl) Hausdorff kapanig uzay1 olsun. Eger bir C < X alt kiimesi

kompakt ise kapalidir.

Ispat. (X , Cl) Haudorff kapanis uzayinin kompakt bir C alt kiimesi verilsin. (X , cl)
izotonik uzay1 Hausdorff uzay1 oldugundan X noktasindan farkli her y € X noktasi

i¢in yecl(U) olacak sekilde U e .#7(x) vardir (Habil ve Elzenati, 2008). Eger
cl(U ) =F dersek (K4) aksiyomu geregi cl( F) =F olup F kapali bir kiimedir.
Ayrica (K2) aksiyomu geregi U ccl(U): F olur. Dahasi (K1) aksiyomundan

Ues” (X) ve U cF olmasm gerektirir. Boylece yine (K2) aksiyomundan

F eaV’(X) ise Xe F olur.

X noktasinin kapali komsuluklar ailesini % (X) ile gdsterelim. O halde X

noktasindan farkli her y noktasini icermeyen bir F € F (X) kapali kiimesi var

olduguna gore

saglanir. Simdi herhangi Xe CI(C) c X noktasini alalim. (Stadler ve Stadler,
2002)’dan izotonik uzaylarda cl(C) = {a € X|‘v’N € ,/I/‘(a) :CnN = @} oldugu

bilinmektedir. Bu g6z 6niine alinarak kapanis uzayinda VF € . (x) i¢in CNF #J
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olup .F° (X) = {C N F| Fe% :xe F} ailesi indirgenmis kapali komsuluklar ailesi
sonlu arakesit 6zelligine sahip olup C kompakt oldugundan

= [ (CnF)=Cn (] F=Cn{x}

CAFes(x) Fes ()

saglanir. Sonug olarak C m{x} # olmast XeC yani bu da cl(C) c C olmasini

gerektirir. (K2) aksiyomu geregi C = cI(C) kapsamasi vardir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.1. (X,cll,clz) ikili Haudorff bi-kapanig uzaymim cl, —kompakt alt

kiimeleri cl, —kapalidur.

Ispat. (X,cll,clz) ikili Haudorff bi-kapanig uzaymim cl, —kompakt bir C alt
kiimesini alalim. X ikili Hausdorff uzay1 olmas i¢in gerek ve yeter sart her farkl
X,y e X i¢in Y &cl, ( NX) olacak sekilde N, € %(X) ve X ¢cl, ( Ny) olacak sekilde
N, e A (y) var olmasidir (Ersoy ve Erol, 2020). (K4) aksiyomu geregi
cl, (cll(NX)) = cll(Nx) olup cl, — kapali oldugu goriiliir. .7 (x) ailesi x noktasin

iceren cl, —kapali kiimeler ailesini gostersin. Bu durumda x’den farkli y noktalari

igin y¢cl, (N,) olacagindan () ¢l (N,)={x} saglanir.

o (NG, ()
Simdi herhangi xecl,(C) alahm. cl,(C)={xe X|VN, e #7(x):CnN, =@}
olduguna gore (K2) aksiyomu geregi xe N, cecl, (N,) olup her N, € #5(x) icin
Crel (N,)#@ saglanir.

Ayrica C kiimesi cl, — kompakt oldugundan cl, —kapah olan cl, (N, )e.%, (x) alt

n
kiimelerinin ailesi verildiginde C — U ka olacak sekilde sonlu tane X, X,,...,X, € X
k=1

noktasi vardir. Dolayisiyla

ﬁ(Cmcll(ka ))=2

k=1
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saglamr.  Boylece — .#°(x)= {C el (N,)

cl, (N,)e. 7 (x) } indirgenmis

cl, —kapali kiimeler ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahip olur ve

N (Cncl(N,))=D

Crely(Ny)eF (%)
oldugu goriiliir. Bu durumda

d#Cn (] o (N,)=Cni{x}

ol (Ny )&.7G, (x)
elde edilir. Sonug olarak xeC olur. Buradan cl,(C)cC oldugu goriilir. Ayrica
(K2) aksiyomu geregi C ccl, (C) olup ispat tamamlanir.
Asagidaki sonug bu teoremin ispatina benzer yolla kolaylikla kanitlanabilir.

Sonu¢ 4.5.1. (X,cll,clz) ikili Haudorff bi-kapanig uzaymimn cl, —kompakt alt

kiimeleri cl, —kapalidir.

4.6. Ikili Kompakt Uzaylarin Kapah Alt Kiimeleri

Teorem 4.6.1. (X,Cll,clz) bi-izotonik uzay1 ikili kompakt olsun. X ’in cl, — kapali

alt kiimeleri cl, — kompakttir.

Ispat. C, X ’in bostan farkli herhangi cl, —kapali alt kiimesi olsun. C ’nin

ﬂ(CﬂFj)=@ olacak sekilde herhangi cl} —kapali alt kiimelerinin bir

jel
T ={CAF]e,(F)=F,jed}  ailesini  alahm.  Bu  durumda
7, ={F,|cl,(F,)=F;, i€} ailesi cl, — kapal alt kiimelerden olusur ve % U{C}

ailesi X kiimesinin ikili kapali alt kiimelerinden olusan ve arakesiti bos olan bir ailesi

olur. Boylece (X,cl,cl,) bi-izotonik uzayi ikili kompakt uzay oldugundan

CN[F, =9 olacak sekilde ikili kapali alt kiimelerinden olusan {F F F., C}
kel

[T PR A
sonlu alt ailesi vardir. Sonug olarak C, X ’in bostan farkl alt kiimesi olduguna gore

N (C Nk, ) = olacak sekilde cl} —kapali alt kiimelerinin

n
k=1
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{C NF,CnF_,...CnF; } sonlu alt ailesinin varligt C ’nin cl, — kompakt
oldugunu gosterir ve ispat tamamlanir.

Asagidaki sonug bu teoremin ispatina benzer yolla kolaylikla kanitlanabilir.

Sonug 4.6.1. (X ,Cll,clz) bi-izotonik uzayi ikili kompakt olsun. X ’in cl, —kapali alt

kiimeleri cl, — kompakttir.

Teorem 4.5.1, Sonug 4.5.1, Teorem 4.6.1 ve Sonug 4.6.1 gdz Oniine alinarak asagidaki

sonug verilebilir.

Sonug¢ 4.6.2. (X,cll,clz) bi-kapanis uzayi ikili kompakt ve ikili Hausdorff olsun.
I # jolacak sekilde I, j € {1,2} icin C — X altkiimesi cl, — kompakttir ancak ve ancak

cl, —kapalidur.

Uyar 4.6.1. Lemma 4.5.1’e gore Haudorff kapanis uzayinin kompakt alt kiimeleri

kapali ve Sonu¢ 4.6.2°ye gore ikili kompakt bi-kapanig uzaymin cl, —kapali alt

kiimelerinin cl; —kompakt oldugu goz oniine alinarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.6.2. (X,cll) ve (X,Clz) kapanig uzaylar1 Haudorff ve (X,cll,clz) bi-

kapanis uzayi da ikili kompakt olsun. O zaman cl, =cl, olur.

Ispat. X ’in her cl —kapali alt kiimesinin cl, —kapali ve her cl, —kapali alt
kiimesinin cl, —kapali oldugu gésterilmelidir. Bu amagla X ’in herhangi cl, —kapali
C alt kiimesini alalim. Sonug 4.6.2°e gore C alt kiimesi cl, — kompakttir. (X,cll)
hem de (X ,Clz) kapanis uzaylar1 da Hausdorff uzay1 oldugunundan Lemma 4.5.1°e
gore (X,clz) Haudorff kapanis uzaymin cl, —kompakt alt kiimeleri cl, —kapali

oldugundan C alt kiimesi cl, —kapalidir. Benzer sekilde benzer sekilde X ’in her

cl, —kapali alt kiimesi cl, —kapali oldugu gosterilir. Bu ispati tamamlar.

Asagidaki teoremin ispatinda (K2) aksiyomuna ihitiya¢ duyuldugundan uzay en
azindan bi-komsuluk uzay1 olmasi gerekir.

Teorem 4.6.3. ( X, cl;,cl,) bi-komsuluk uzay1 verilsin. X kiimesinin sonlu sayida ikili
kompakt alt kiimelerinin birlesimi ikili kompakttir.
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Ispat. X kiimesinin herhangi iki Y, ve Y, ikili kompakt alt kiimesi verilsin.

Y =Y, UY, kiimesinin ikili kompakt oldugunu gosterelim.

F,c X alt kimeleri cll —kapali veya cl} —kapali yani F = clf (Fj) veya

F o=cl} (Fj) olacak sekilde (| F; =@ saglayan herhangi {Fj |j € J} ailesini alalim.

J :
jel

s=1ve s=2 i¢in

Y. cY
Y, el (F) Y el (F;)
ol (F;) < olf (F;) =F,

saglanir. Ayrica (K2) aksiyomundan F; cl” (Fj) oldugundan F; kiimeleri cl* —

kapali veya cli —kapalidir. Boylece ﬂFj = Ozelligini saglayan {Fj |j € J}

jel
ailesinin Y, ikili kompakt oldugundan cl' —kapali veya cly —kapali kiimelerin
m
ﬂij = olacak sekilde {ij |1Sk£m} sonlu alt ailesi ve Y, ikili kompakt
k=

1

oldugundan cl> —kapali veya cl} —kapali kiimelerin [ ) ij = olacak sekilde

k=m+1

{ij |m +1<k < n} sonlu alt ailesi vardir. Sonug olarak ﬂl F, =9 ozelligini saglayan
je

n
{Fj lje J} ailesinin Ql F, =9 olacak sckilde clf —kapali veya cl; —kapal
kiimelerinin

{F I<k<m}U{F, Im+1<k<n}={F [I<k<n}

sonlu alt ailesinin varlig1 Y =Y, UY, kiimesinin ikili kompakt oldugunu gosterir ve

ispat tamamlanir.

Teorem 4.6.4. (X, cl,,cl,) bi-kapanis uzay: ikili Hausdorff olsun. i # j i¢in i € {1,2}
olmak iizere X kiimesinin herhangi sayida cl, —kompakt alt kiimelerinin kesigimi

cl; —kapahdir.
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Ispat. sel olmak iizere C, kiimeleri X ’in herhangi cl, —kompakt alt kiimeleri

olsun. C =()C, alt kiimesinin cl, —kompakt oldugunu kamtlanmalidir.

sel

(X ,cll,clz) bi-kapanis uzay1 ikili Hausdorff oldugundan Sonug 4.5.1°’den, se | igin
C

, alt kiimeleri i,je{l,Z} olmak {izere i# ] igin cl. —kompakt alt kiimeleri

cl; —kapalidir. C =[)C, < C, olup izotoni 6zelliginden

sel

ol (C)=cl, (ﬂcs)(ngnﬂclj (C.)=NcC,=C

sel sel sel

elde edilir. Ayrica (K2)’den C ccl; (C) kapsamasi da vardir. Boylece cl, (C) =C

oldugundan C alt kiimesi cl; —kapahdir.

Teorem 4.6.1 ve Sonug 4.6.1°den ikili kompakt bi-kapanig uzaymin cl; —kapali alt
kiimesi cl, —kompakt oldugundan C < C, olup C alt kiimesi cl, —kompakttir ve
asagidaki sonug verilir.

Sonug 4.6.3. (X,cl;,cl,) bi-kapanig uzay: ikili kompakt ve ikili Hausdorff olsun.
ie{1,2} olmak tizere X kiimesinin herhangi sayida cl; —kompakt alt kiimelerinin

kesigimi cl, —kompakttir.

4.7. ikili Kompakthk ve Ikili Siireklilik
Teorem 4.7.1. (X,cl,cl,) ve (Y,clj,cly) iki bi-kapanmis uzayr ve
f:(X,cl,cl,)—>(Y,clj,cly) bi-siirekli bir fonksiyon olsun. Eger (X,cl,,cl,) bi-

izotonik uzayi ikili kompakt ise f (X) kiimesi (Y,cl{,cl'z) uzayinda ikili kompakttir.

Ispat. f(X)’inher jeJ igin F; alt kiimeleri clj —kapali veya cl; —kapali olacak

sekilde arakesiti bos olan yani (|F, =@ saglayan herhangi {Fj |F < f(X )} kil
jel Ie

kapali alt kiimeler ailesini alalim. f doniisiimii bi-siirekli oldugundan Onerme

3.2.2°denher jeJ ve ie{l,2} igin cli(f_l(Fj))g f! (cli'(Fj)) dir. Her jeJ icin
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F, alt kiimeleri cl; — kapali veya cl;, — kapali oldugundan i =1 veya i =2 olmak iizere

cl! ( F ) =F; olup cl, ( f! (Fj )) cf (Fj) saglanir. Ayrica (|F; =@ ifadesinin 6n

jel

goriintlisiinden

Nf'(F)= f-ILijjz f(2)=0

jel jel
elde edilir. Boylece ()l ( f! (Fj )):@ saglanir. (X,cll,clz) bi-kapanis uzayinda
jel

cli(f’l(Fj)) alt kiimeleri cl, — kapali yada cl, —kapalidir ve X ikili kompakt

oldugundan {cli ( f! ( F ))‘ f! (Fj ) c X } ikili kapal1 alt kiimeler ailesi verildiginde

[rjcli(f‘l(l:jk))=®

esitligini saglayan sonlu {cli(f’l(Fjl )),cli(f’l(sz)),...,cli(f’l(an ))} alt ailesi
vardir. f doniisiimii bi-siirekli oldugundan Onerme 3.2.1°den her k e{l, 2,...,n}

olmak lizere f! (ij ) X alt kiimeleri igin

f (cli ( f! (ij ))) cecl ( f ( f (ij ))) =cl; (ij ) =F, saglanir. Boylece

saglanir ve ispat tamamlanir.

f fonksiyonu orten bir fonksiyon ise f(X)=Y oldugundan asagidaki sonu¢ Teorem

4.7.1°den dogrudan elde edilir.

Sonug¢ 4.7.1 f :(X,cll,clz) - (Y,cl{,cl'z) bi-stirekli birebir ve orten bir fonksiyon
olsun. Eger (X,cl,,cl,) bi-kapanis uzayt ikili kompakt uzay ise (Y,cl;,cl, ) bi-kapanig

uzay1 da ikili kompakt uzaydir.
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Sonu¢ 4.7.2. f:(X,cl,cl,)—>(Y,clj,cl}) bi-homeomorfizm olsun. Eger
(X,cl,,clz) bi-kapanis uzay: ikili kompakt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(Y,cl},cl}) bi-kapanis uzaymn ikili kompakt olmasidur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinin orijinal kismi1 Boliim 4’te verilmis olup bi-izotonik uzaylarda ikili
kompaktlik sonlu arakesit 6zelligi ve ikili agik ortii ile ifade edilmistir. Bi-izotonik alt
uzaylarda ikili kompaktlik hem indirgenmis kapanis fonksiyonlart hem de bu
fonksiyonlarin dualleri olan i¢ fonksiyonlari ile tanimlanmistir. Komsuluk kavramu ile
ikili kompakthik karakterize edilmis, bu siirecte bi-izotonik uzaylarda calismanin
yeterli olmadig1r goriilmiistiir. Dolaysiyla kompaktliga iliskin bircok kavram bi-
izotonik uzaylara kolaylikla genisletilmesine ragmen zaman zaman bi-kapanis yada
bi-komsuluk uzaylarinda ¢aligilmistir. Ayirma aksiyomlarindan ikili Hausdorffluk ve
kompaktlik iliskisi arastirilarak ilging sonuclar elde edilmistir. Ayrica benzer ¢apraz
iligkilerin ikili kompakt uzaylarin kapali alt kiimeleri i¢in de var oldugu goriilmiistiir.
Son olarak bi-kapanis uzaylarinin ikili kompaktliginin bi-siireklilik altinda korundugu

goriilmiistir.

Verilen yeni tanimlamalar ve elde edilen orijinal sonuglar yardimiyla ileri bir

¢aligmalarda (X,cl,,cl,) bi-izotonik uzaylarinda sayilabilir ikili kompaktlik, dizisel

ikili kompaktlik ve yerel ikili kompakthik ve ikili parakompaktlik kavramlari

arastirilabilir.
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