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DIiSORIENTED DUGUM TEORIiSIiNIN TEMEL KAVRAMLARI
OZET

Bu tezin amaci, disoriented diigiim ve halkalarin diyagramatik ve polinom
invaryantlarint  ortaya ¢ikararak disoriented digiim teorisinin temellerini
olusturmaktir. Bu amag¢ dogrultusunda disoriented diiglim ve halka kavrami yeniden
tamimlandi. ik kez [1] de verilen disoriented diigiim tanimim genellestiren bu yeni
tanim sayesinde disoriented diiglimlerin baglantili toplam1 kolayca acgiklandi ve bir
diiglimiin tiim disoriented diyagramlarinin sayisi belirlendi. Disoriented diigiim ve
halka diyagramlar icin biitiin Reidemeister hareketlerini {ireten minimum iiretegler
kiimesi belirlendi. Bu minimum iirete¢ler kiimesi disoriented diiglimlerin ve
halkalarin invaryantlarini ispatlamak i¢in bir temel yontem olarak kullanildi. Bu
baglamda ilk olarak disoriented diigiim ve halka diyagramlar1 i¢cin Gauss kodlar1
tanimlandi ve Gauss kodlar1 yardimiyla disoriented cemberler iizerinde Gauss
diyagramlar1 ¢izildi. Disoriented Reidemester hareketlerinin minimum iiretegler
kiimesinin her bir hareketine karsilik gelen Gauss kodu belirlendi ve Gauss
diyagramlar ¢izildi.

Disoriented diiglim ve halkalarin diyagramatik invaryantlar1 ortaya c¢ikarildiktan
sonra disoriented diiglimlerin ve halkalarin siniflandirmasinda ¢ok ©nemli olan
polinom invaryantlar1 konusu ele alindi. Bu baglamda, disoriented diigiim ve halka
diyagramlari i¢in parantez polinomunun bir genellemesi olan iki degiskenli ve M
ad1 verilen bir polinom tanimland1 ve bu polinomun iyi tanimh bir regiiler izotopi
invaryantt oldugu ispatlandi. Bu polinomun, klasik diigiim ve halka diyagramlar i¢in
regiiler izotopinin 6nemli invaryanti olan Kauffman L polinomunu, disoriented
diigiim teorisine genislettigi goriildi. M  polinomu tam burulma ile
normallestirilerek disoriented halka diyagramlari i¢in kusatan izotopinin invaryanti
olan ve N adi verilen bir polinom elde edildi. Bu normallestirilmis polinomun, hem
disoriented halkalar i¢in Jones polinomunun bir genellemesi oldugu hem de klasik
diiglim teorisindeki Kauffman F polinomunu disoriented halka diyagramlaria
genislettigi goriildii. Ayn1 zamanda M ve N polinomlarinin bazi temel 6zellikleri
de ispatlandi ve birka¢ disoriented diiglim ve halka diyagraminin M ve N
polinomlar1 hesaplandi.

Bu tezden iiretilen ve ISI veri tabaninda taranan dergilerde yayimlanan iki makale ve
[1] caligmasi ile birlikte disoriented diigiim teorisinin temelleri biiyiik dl¢iide atilmis
oldu. Bu agidan bu tez ve tiretilen makaleler diigiim teorisinin geligimi i¢in kaynak
teskil edecek niteliktedir.
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BASIC CONCEPTS OF DISORIENTED KNOT THEORY

SUMMARY

The aim of this thesis is to establish the basis of disoriented knot theory by finding
out diagrammatic and polynomial invariants of disoriented knots and links. For this
purpose, the following studies are carried out.

1.

A disoriented circle with a 2n arcs is defined and a disoriented knot is
redefined as an embedding of a disoriented circle to 3-dimensional space or 3
dimensional sphere. All possible disoriented diagrams of the right hand trefoil
knot are drawn (Figure 3.2). This new definition of the disoriented knot is a
generalization of the disoriented knot definition given in [1].

Connected sum of disoriented knots is defined such that the disorientation is
preserved and some properties of it are given. As an explanatory example, the
connected sum of a disoriented trefoil knot and a disoriented figiire eight knot
is drawn (Figure 3.4).

The set of the Reidemeister moves which can be used as a fundamental
method to find out invariants of disoriented knots and links is created (Figure
3.5, Figure 3.6 and Figure 3.7) .The equivalence relation generated by Q2
and Q3 moves drawn in Figure 3.6 and Figure 3.7 (and planar moves) is
named as regular isotopy and the equivalence relation generated by QI
moves drawn in Figure 3.5 and Q2 and Q3 moves is named as ambient
isotopy. In order to check whether a property is an invariant of disoriented
knots and links, it is needed to examine behaviour of it under all Reidemeister
moves. This process consumes too much time. Instead of this, it is necessary
to determine minimum generating set of all the disoriented Reidemeister
moves. In this regard, the set
S = {Qla, Qlb, Qle, QL f,Q2a, Q2e, Q2 f, O21, Q3a, :i e {0,...,7}} is

determined which generates all disoriented Reidemeister moves and has
minimum generators. Thus, it is enough to investigate under the moves of the
set S to check if a situation brought about is right.

The Gauss code of a disoriented knot diagram is defined via a similar method
in classical knot theory as follows: Let K be a disoriented knot with n
crossings and choose a starting point on K. Move on the diagram K
according to its direction until arriving at first crossing. With arriving at first
crossing, check whether the crossing is disoriented or not. Suppose that the
crossing is disoriented. If it is overpass arc of the crossing and the orientation
of the overpass arc is opposite to the orientation of the movement and the

sign of the crossing is positive, indicate this situation with the symbol Ol+.
If the sign of the crossing is negative, indicate this situation with Ol—. If it is

underpass arc of the crossing, indicate this situation with Ul+ or Ul-
depending on the sign of the crossing. If the crossing is not disoriented,
indicate this situation with Ol+,01—-,Ul1+ and Ul- depending on the sign

X1X



of the crossing and the situation of the pass. When indicating all crossings
and arriving again at the first crossing, each crossing is passed twice. If the
first pass is over the overpass arc, the second pass is over the underpass arc
(or vice versa). A sequence with 2n symbols is created when composing all
the consecutive symbols. This sequence is called the Gauss code of the
disoriented knot diagram K .

In order to determine the equivalence of Gauss diagrams, it is important to
determine Gauss diagrams corresponding to the disoriented Reidemeister
moves. Therefore, it is enough to draw Gauss diagrams corresponding to the
minimum generating set of the Reidemeister moves

S ={Qla, Q1b, Qle, Q1f,Q2a, Q2e, Q2f, Q21, Q3a,:i €{0,...,7}}.
These diagrams are drawn in Figure 3.9.
Let K be a disoriented link diagram and M, € Z[a,ail,z, Z*IJ be a Laurent

polynomial assigned to the diagram K. The polynomial M, satisfies the
following properties :

1) M . is an invariant of regular isotopy,
i) M, =1,
iiiy M, =aM,, M, =a'M,,

1v) ML,:a’IM[o., M, =aM

1,'°

V) M M =z(Mg + M, ).

O indicates the unknot with zero crossing. The diagrams of /., I , [, 1.,
1'1,',K ,K ,K,and K are drawn in Figure 4.1.

To prove that the polynomial M, is a well-defined Laurent polynomial, the

induction method is applied. The operations of splicing and switching of the
crossings are used. Let K be a disoriented link diagram and i be a crossing
of it.

1) Indicate the disoriented link diagram with 7K if the crossing i is
switched.
i1) Indicate the disoriented link diagram with E K if the crossing i is

spliced according to oriented orientation.
1i1) Indicate the disoriented link diagram with FK if the crossing i is

spliced according to disoriented orientation. (Figure 4.8)

Thus, the following equation can be written for the polynomial M, similar
to the fifth axiom:

M+ My =z(My + M)

The related axiom of the polynomial M, is given such that it is a
consequence of this equation and the polynomial M, is given as a sequence

of the some remarks (definitions and lemmas). Thus, it is proved that the
polynomial M, is well-defined and an invariant of regular isotopy with the

help of these remarks.

XX



Inductive definition: Let K be a disoriented link diagram with (n+1)-

crossings. Label all crossings with 0,1,...,7n in this diagram. The following
equation list can be written:

My +Myy=2(My + M, )

My + My =2(Myppe + My, )

MT,H...TOK +MT,,...T0K = Z(MEnT,H.‘.TOK +MF,,TN,1.‘.T0K)'

Let us indicate the consequence of switching all crossings with K= T ..T)K
and splicing process with AK=ET .. T, K, BK=FT ,..T,)K. If the
operations of addition and substraction are applied

M, :(_1)”+1 M, +z(i(_1)i (MAfK +MB"K)]

i=0

is obtained. The best way to describe inductive definition is to use a standard
unknot diagram related to a disoriented knot diagram with a directed base
point. Standard unknot is constructed as follows:

Let K be a disoriented knot diagram, U be its planar projection and P be an
interior point of an arc of the projection U . While moving through U with
the direction of P, the first underpass crossing is changed to overpass
crossing at every first meeting until to arrive the point P. Thus, the

disoriented diagram K=K (U ,P) is illustrated in Figure 4.9. The standard

unknot K =K (U, P) can be used to generate a special unknotting sequence
for the disoriented diagram K. Move on K starting from the base point P
and label every crossing corresponding in K which differs from K.
Determine the crossings with a decreasing sequence of n,n—1,...,0.
Therefore K is obtained from switching these crossings in K such that
K =T ...I,)K . This switching sequence is determined with selecting a

directed base point on K. Thus, the polynomial M for a standard unknot is
given by the formula
CW(I%(U,P))

M, =aqa

K(U.pP)
Here, cw([% ) is the complete writhe of the diagram K . In this way, the value

of M is related only to the standard unknot K=K (U ,P). Proving that this

value is independent from the choice of base point P means that the
polynomial M is well defined. It is shown that the polynomial M is
independent from the base point in the part from Lemma 4.2.5 to Lemma
4.2.10. Also, in Lemma 4.2.11 it is proved that the polynomial M is an
invariant of regular isotopy.

The polynomial N, which is an ambient isotopy invariant, is defined by
normalizing the polynomial M with complete writhe as follows : Let K be a
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disoriented knot diagram. A bivariate polynomial N, is defined by the
equality N, =a "M .. Here, ew(K) is the complete writhe of the

disoriented knot K .
Some properties of the polynomials M and N are found as follows:

1) Let K be a disoriented knot or link diagram and K be its mirror
image. In this case

MK* (a,z) =M, (a’l,z),
NK* (a,z) =Ny (a_l,z).
1) If K, #K, is connected sum of two disoriented knots, then
M #M, =M M, .
i)  If K, UK, is disjoint union of two disoriented knots, then
Mg o =M M, , &=(a+a’)z"-1.

The polynomial M 1is an expansion of Kauffman polynomial L in classical
knot theory given in [2] to disoriented knot theory. The polynomial N is a
generalization of Jones polynomial for disoriented knots and an expansion of
Kauffman polynomial F' to disoriented knot theory.
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1. GIRIS

Disoriented diigiim teorisi heniiz yeni ¢alisilan bir konudur. Bu sebepten disoriented
diiglim teorisinin temellerini olusturarak kaynak teskil edecek nitelikte ¢alismalar

ortaya koymak olduk¢a 6nemlidir.

Bu tezde ele alinan disoriented diigiim kavramy, ilk olarak 2018 yilinda I. Altintas [1]
tarafindan ortaya atildi. Altintas’in ¢alismasinda, disoriented diigiim ve halka ile
disoriented kavsak gibi yeni kavramlar tanimlandi. Disoriented diigiim teorisinde
ileri siiriilen bir iddianin dogrulugunun ispatinda temel bir yontem olarak kullanilan,
disoriented diyagramlar i¢in genellestirilmis Reidemeister hareketleri tam olarak
verildi. Disoriented halkalar i¢in halkalanma sayis1 tanimlandi ve halkalanma
sayisinin invaryant oldugu ispatlandi ve tam burulma sayis1 adiyla yeni bir sayisal
kavram ortaya konuldu. Ayni zamanda disoriented diigiimler i¢in genellestirilmis
parantez polinomu ve tam burulma yardimiyla normallestirilen genellestirilmis Jones

polinomu gibi polinom invaryantlar ¢aligildi.

Bu tezin merkezinde yer alan temel arastirma konulari, disoriented diiglim teorisinde,
klasik diigiim teorisinde var olan bazi kavramlar1 ve dnemli diyagramatik ve polinom

invaryantlarini genellestiren yeni invaryantlar elde etmek iizerine olacaktir.

1.1. Literatiir Ozeti

1833 yilinda Alman matematik¢i C. F. Gauss ile baslayan diigiim teorisindeki
caligmalarin ¢ogu, diiglim invaryantlarini bulma, bu invaryantlar 151¢inda diigiim ve
halkalarin siniflandirma (tipini belirleme) problemi ile ilgilidir. Simdiye kadar
digtmler ile ilgili 6nemli sayisal, grupsal ve polinom invaryantlar tanimlanmstir.
Bir diigiimiin veya halkanin bilesen sayisi, kavsak noktalarinin minimum sayisi,
koprii sayisi, diigiimlenmeme sayisi, halkalanma sayisi, renklenme sayisi gibi sayisal
invaryantlar1 [3,4] diiglim grubu, homotopi grubu, homoloji grubu gibi grupsal
invaryantlar1 [5,6] Alexander, Alexander—Conway, Jones, BLM/Ho gibi tek
degiskenli ve HOMFLY, Kauffman F—polinomu gibi 6énemli iki degiskenli polinom

invaryantlar1 vardir [2, 7-16].



1928 yilinda J.W. Alexander, diiglim diyagraminin her bir kavsagi i¢in bir denklem
yazmis ve boylece biitiin kavsaklar icin elde edilen denklem sisteminin katsayilar
matrisinin determinantinin bir Laurent polinomu oldugunu gérmiistiir [7]. Alexander
polinomu birkag istisna hari¢ diigiim tipini belirleyen 6nemli bir invaryanttir. 1970
yilinda J.H. Conway bir skein bagmtisin1 saglayan yeni bir polinom tanimlamstir.
Bu polinom, Alexander polinomunun bagka bir versiyonudur ve literatiirde

Alexander-Conway polinomu olarak adlandirilir [8].

1985 yilinda V. F. R. Jones, von Neumann cebirini kullanarak Alexander
polinomundan tamamen farkli olan yeni bir yoOnlendirilmis diigim polinomu
kesfetmistir [9]. Cebirsel yonden, Jones kendi polinomu ile statik mekanigin Potths
modeli arasinda yakin bir iligki oldugunu gostermistir [17]. Jones’un bu bulusu
sayesinde diiglim teorisindeki teorik calismalar degisik bilim dallarina uygulanmis ve
yeni yan c¢aligma alanlart olusturulmustur. Boylece diiglim teorisi; graf teorisi,
istatiksel mekanik, kuantum fizigi, kimya ve biyoloji gibi alanlarla
iliskilendirilmistir. Kisa bir zaman dilimi i¢inde Jones polinomu degisik modellerle
tanimlanmis ve Jones polinomundan genellestirilen yeni polinom invaryantlari
bulunmustur. Bunlarin en ©nemlisi yonlendirilmis diigiim diyagramlarinin bir
invaryantt olan HOMFLY polinomudur [10,11]. Ayn1 yillarda R. D. Brandt ve
arkadaglar1 tarafindan tanimlanan BLM/Ho polinomu [18] ve ozellikle L. H.
Kauffman tarafindan yonlendirilmemis diigiim diyagramlari i¢in parantez polinomu,
normalize edilmis parantez polinomu, Kauffman L —polinomu ve Kauffman F —
polinomu olarak bilinen polinom invaryantlar1 tammlanmistir [2,14,15]. Ayrica 1.
Altintag tarafindan, parantez polinomundan farkli, regiiler izotopi invaryanti olan tek
degiskenli bir G —polinomu ve G —polinomunun normalize edilmis durumu olan bir
N —polinomu tanimlanmis ve onlarin bazi Ozellikleri verilmistir [19,20]. N —
polinomu, Jones polinomunun bir yonlendirilmis durum modelidir. HOMFLY
polinomu; Alexander, Alexander-Conway ve Jones polinomlarinin  bir
genellemesidir. Normalize edilmis parantez polinomu, Jones polinomunu saglar. L —
polinomu, parantez polinomunun ve F —polinomu, Jones polinomu ile BLM/Ho
polinomunun bir genellemesidir. Bu diigiim polinomlarinin hem birbirleriyle hem de

diger alanlarla olan iligkilerinin incelenmesi ile ilgili ¢aligmalar devam etmektedir.



Degisik alanlarla iligkili bazi ¢aligmalar i¢in [21-24] yaymnlarina ve diger yayinlara
bakilabilir.

1999 yilinda Kauffman tarafindan, klasik diigiim teorisinin bir genellemesi olarak
virtual diigiim teorisi kesfedildi [25]. Giliniimiizde klasik diigiim teorisindeki bir¢ok
kavram virtual diigiim teorisine genellestirilmis ve virtual diigiim teorisi ile 6zellikle
kuantum teorisi arasinda iliskiler kurulmustur. Virtual diigiim teorisi ve diger
alanlarla iligkileri lizerine ¢ok sayida calisma yapilmaktadir. Belli bash ¢alismalar

olarak, [26-35] numarali kaynaklar alinabilir.

HOMFLY ve Jones polinomu gibi yonlendirilmis diiglim polinomlarini, bir
yonlendirilmis durum modeliyle hesaplarken klasik diigiim sinifinda bulunmayan
disoriented diyagramlar ortaya c¢ikmaktadir. Hesaplamalarda disoriented
diyagramlarla karsilasmamak i¢in yonlendirilmis diigiimiin yonlendirilmesi ihmal
edilmektedir. [1] de, hem bu durumu ortadan kaldirmak hem de disoriented
diyagramlar1 icine alacak sekilde klasik diigiim smifim1 genisletmek fikriyle
disoriented diiglim kavramu ileri siiriildii. Bu ¢caligmada, bir disoriented diigiim, klasik
ve virtual diigiimlerden farkli bir bakisla, bir disoriented ¢emberin ii¢ boyutlu uzaya
veya li¢c boyutlu kiireye gdmiilmesi olarak tanimlandi. Klasik ve virtual kavsaklardan
farkli olarak yeni tanimlanan disoriented kavsak temelinde c¢aligilarak disoriented
diiglim ve halkalarin birkag 6nemli diyagramatik, sayisal ve polinom invaryantlari
ispatlandi. Boylece disoriented diiglim teorisine bir giris yapilmis oldu. Disoriented
¢cember ve disoriented diyagramlar hakkinda genis bilgi i¢in [32,33,36] kaynaklarina
bakilabilir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci, heniliz yeni bir ¢alisma alani olan disoriented diigiim ve
halkalarin diyagramatik ve polinom invaryantlarini ortaya c¢ikararak disoriented

diigiim teorisinin temellerini olusturmaktir.
Bu amag dogrultusunda, tez ¢calismasi agagidaki sekilde planlandi.

Ikinci boliimde, bu tezin diger béliimlerinde kullanilacak klasik diigiim teorinin ve

disoriented diiglim teorisinin baz1 temel kavramlar1 verildi.



Ucgiincii béliimde bir 2n yayh bir disoriented cember tanimland1 ve bir disoriented
diigiim, 2n yayh bir disoriented ¢gemberin 3—boyutlu uzaya veya 3—boyutlu kiireye
bir gommesi olarak yeniden tanimlandi. Bu baglamda disoriented halka ve
disoriented kavsak tanimlar1 verildi. Disoriented diigiimiin bu tanimi hem [1]’de
verilen disoriented diiglim tanimini genellemekte hem de disoriented diiglimlerin
baglantili toplamimin kolayca tanimlanmasin1 saglamaktadir. Bu boéliimde ayni
zamanda disoriented diiglimlerin baglantili toplami, disorientasyon korunacak
sekilde tanimlandi ve aciklayict bir 6rnek verildi. Disoriented diiglimlerin ve
halkalarin invaryantlarin1 ispatlamak amaciyla bir yontem olarak kullanilacak olan
disoriented diyagramlar icin biitin Reidemeister hareketlerini iireten minimum
iiretecler kiimesi belirlendi. Ayrica disoriented diigiim ve halka diyagramlari igin
Gauss kodlan disoriented kavsaklar dikkate alinarak tanimlandi ve bu Gauss kodlar
yardimiyla disoriented ¢emberler iizerinde Gauss diyagramlari ¢izildi. Disoriented
Reidemester hareketlerinin iiretegler kiimesinin her bir hareketine karsilik gelen
Gauss kodu belirlendi ve Gauss diyagramlari ¢izildi. Boylece disoriented homoloji
ve disoriented kohomoloji kavramlarinin tanimlanmasinda bir temel yontem olarak

kullanilabilecek disoriented Gauss hareketleri tam olarak belirlendi.

Dordiincii boliimde, disoriented diigiimlerin ve halkalarin smiflandirmasinda ¢ok
onemli rol alan polinom invaryantlar1 konusu ele alindi. Bu baglamda, disoriented
diigiim ve halka diyagramlar1 i¢in parantez polinomunun bir genellemesi olan iki
degiskenli ve M ad1 verilen bir polinom tanimlandi ve bu polinomun iyi tanimli bir
regiiler izotopi invaryanti oldugu ispatlandi. Bu polinomun, klasik diiglim ve halka
diyagramlar1 i¢in [2]’de verilen Kauffman L polinomunu disoriented diigiim
teorisine genislettigi goriildii. Ayrica M polinomu tam burulma ile normallestirilerek
disoriented halka diyagramlari i¢in kusatan izotopinin invaryant1 olan N ad1 verilen
bir polinom elde edildi. Bu normallestirilmis polinomun, hem disoriented halkalar
icin Jones polinomunun bir genellemesi oldugu hem de klasik diigiim teorisindeki
Kauffman F polinomunu disoriented halka diyagramlarina genislettigi goriildii. Bu
bolimde M ve N polinomlarinin bazi temel ozellikleri ispatlandi ve birkag

disoriented diiglim ve halka diyagraminin M ve N polinomlar1 hesaplandi.

Disoriented diigiim teorisinde, disoriented Orgii, disoriented dolasik, disoriented

homoloji ve kohomoloji vb. gibi c¢aligabilecek ¢ok teori vardir. Bu tezde ele alinan
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konular bu caligmalarda temel yontemler olacagindan, tez bu disoriented diigiim

teorisi lizerinde yapilan ¢aligsmalara kaynak teskil edecek niteliktedir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan klasik diiglim teorisi ve disoriented

diiglim teorisinin bazi temel kavramlar1 verilmektedir.

2.1. Diigiim ve Halka

Tamm 2.1.1. [37] X ve Y, Hausdorff uzaylar1 olmak iizere f:X — f(X) bir

homeomorfizm ise f: X — Y doniisiimiine bir gdmme denir.

Tamm 2.1.2. [2,13-15] S'= {(x, Y)ix*+y =1L x,ye ]R} birim ¢emberinin R’

(veya S° =R*U {oo } ) uzayima gommesine bir diigiim ve n € N tane diigiimiin ayrik

birlesimine halka denir.

Tamm 2.1.3. [4] 7:5° > S, 7(x,»,z)=(x,»,0) ile tamimlanan fonksiyona
izdiisim fonksiyonu denir. S° iginde bir K diigiimiiniin 7 izdiisiim fonksiyonu
altindaki goriintiisii, 7(K), K nmn xoy— diizlemindeki izdiisimidir. a €z (K)
igin 7' (a)NK, n>1 olmak iizere n tane noktadan ibaret ise, @ noktasmna 7 (K)
goriintii kiimesinin bir #n katli noktas1 denir. Eger n=2 ise a noktasmna kavsak
noktas1 (gecit noktasi) ad1 verilir.

Tamm 2.1.4. [4,37] K bir digiim ve 7z izdiisiim fonksiyonu olsun. Eger asagidaki
sartlar saglanirsa 7 (K) goriintii kiimesine K diigiimiiniin regiiler izdiisiimii denir. Bu
durumda K diigiimiine uzayda regiiler pozisyondadir denir.

1. 7Z'(K ) nin katl noktalar1 sadece sonlu sayida ge¢it noktasidir,

2. Higbir gecit noktas1 K diigiimiine ait bir kdse noktasinin 7z altinda goriintiisii
degildir.
Regiiler pozisyonda bulunan bir K diiglimii ile bir £>0 reel sayis1 verilsin. K

diigiimiiniin her alt ge¢it noktasindan uzaklig1 £ ’dan kii¢lik olan noktalarin kiimesi A



ise, 7T(K —A) kimesine K diiglimiiniin normal diyagramu kisaca diigiim diyagramu

denir [3,36]. Buna gore K diiglimiiniin normal diyagrami ayrik yay pargalarindan olusur.

Tamm 2.1.5. K = S° bir diigiim olsun. K 'min tiinel komsulugu ¥ = Dx K olarak
tamimlanir. Burada D birim daireyi gosterir. ¥ < S’ tiinel komsulugunun bir alt
manifold oldugu asikardir. Asagidaki sekilde yonca yapragi diiglimiiniin tiinel

komsulugu ¢izilmistir.

Sekil 2.1. Yonca Yapragi Diiglimiiniin Tiinel Komsulugu.

Tamm 2.1.6. [4,37] Eger bir diiglimiin iizerine veya bir halkanin her bir birleseninin
tizerine bir ok konularak yon verilmis ise diiglime yonlendirilmis diigiim veya
halkaya yonlendirilmis halka denir. Yonlendirilmis kavsaklarin isaretleri Sekil 2.2°de

gosterildigi gibi pozitif kavsagin isareti +1 ve negatif kavsagin isareti -1 ile gosterilir.

A

Sekil 2.2. Kavsak isaretleri.

Tamm 2.1.7. [37] Bir K diiglim diyagramimin tiim kavsaklarini alt iist ederek veya

isaretini degistirerek elde edilen diyagrama diigiimiin ayna goriintiisii denir ve K ile

gosterilir.



Tamm 2.1.8. [37] K ve L, S’ uzaymda yonlendirilmis iki diigiim olsun. Eger

h(K ) =L olacak sekilde yonlendirilmeyi koruyan bir /#:S5° — S homeomorfizmi

varsa K diigiimii L diiglimiine denktir denir.

iki diigiimiin denkligi tanimi, S° icindeki diigiimler kiimesi iizerinde bir denklik
bagintis1 verir. Bu baginti s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina ayirir. Her

denklik sinifina bir diiglim tipi denir. Denk iki diigiim, ayni diigiim tipindendir.

Yonlendirilmis bir ¢cember ile ayni tipte olan bir diiglime diiglimlenmemis (asikar)

diigiim denir. Halkalanmamis halkaya ise asikar halka denir.

Diigiimlerin denkligi Sekil 2.3’te ¢izilen {i¢ tip Reidemeister hareketleri ve onlarin
tersleri ile Uretilir [14,28]. Yani bir diiglime ait bir diyagram iizerine sonlu sayida
Reidemeister hareketlerinin uygulanmasiyla diiiimiin bir baska diyagrami elde

ediliyorsa bu iki diyagram denktir.

Q=)0 || =X

Sekil 2.3. Reidemeister harecketleri.

L. tip hareket bir burulmus egri ekleyerek veya ¢ikararak, II. tip hareket iki ardisik
alttan veya Ustten kavsagi ekleyerek veya ¢ikararak, III. tip hareket ticgen hareketi

olarak elde edilir.

II. ve III. Reidemeister hareketleri ile iiretilen denklik bagintisina regiiler izotopi,
biitlin Reidemeister hareketleri ile iiretilen denklik bagintisina da kusatan izotopi

denir.



2.2. Diigiimiin Baz1 invaryantlar

Tamm 2.2.1. [4,36] Bir K diiglimiiniin herhangi bir diyagramindaki kavsaklarin

minimum sayisina diiglimiin kavsak sayist denir ve c(K ) ile gosterilir. Kavsak

sayis1 diigiimiin bir invaryantidir.

Tamm 2.2.2. [4,37] Bir halka diyagraminin bir yay: iizerinde bir nokta secildiginde
ve diyagram etrafinda dolasarak ayni noktaya doniildiiglinde gecit noktalarinin
kavsaklanmasi ile olusan her bir tam devire halkanin bir bileseni denir. Bu tanima
gore tek bilesenli bir halkaya bir diiglim denir. Sekil 2.4’te bir {i¢ bilesenli bir halka

cizilmistir.

Sekil 2.4. Ug bilesenli bir halka.

Tanmm 2.2.3. [38] Bilesenleri K, ve K, olan bir halka verilsin. K, MK,, bu iki
bilesenin ortak kavsaklarinin kiimesi olmak iizere K, ile K, bilesenlerinin

halkalanma sayis1

lk(Kl,K2)=% > e(p)

peK MK,

ile tanimlanir. Burada 8( p) , p ile gosterilen kavsagin igaretidir ve toplam, biitiin p

kavsaklari iizerinden alinmistir.

Tamm 2.2.4. [38] Bir K diigiim veya halkasiin biitiin kavsaklarinin isaretlerinin

toplamina burulma sayist denir ve w(K) ile gosterilir.
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Ornek 2.2.5. Sekil 2.5’te cizilen halkanin halkalanma sayis1 1 ve burulma sayist

ey

Sekil 2.5. Iki bilesenli bir halka.
2.3. Gauss Diyagramlari

Bir Gauss diyagrami, diigiimiin klasik Gauss kodunun bir diyagramatik temsilidir.
Gauss kodu, yonlendirilmis diigim diyagraminda ardisik kavsaklarmin 1,2,...
seklinde numaralanmas1 ve kavsak tipinin +1 veya -1 olarak belirtilmesi ile elde
edilir. Bu durumda diigiim diyagrami {izerinde bir baslangic noktasi segilir ve
diiglimiin yonlendirmesi dogrultusunda hareket edilir. Bir kavsaga varildiginda
kavsagin isaretine ve gecilen gegidin {ist veya alt gecit olma durumuna bakilir. Eger
1 numarali kavsagin isareti + ve alt gegidinden geciliyorsa, bu durum UJ+ sembolii
ile gosterilir. Eger list gecitten geciliyorsa O/ + sembolii kullanilir. Bu sekilde diigiim
diyagrami {izerinden hareket edilerek baslangi¢c noktasina varildiginda elde edilen
sembollerin yan yana yazilmasi ile olugsan kelimeye diiglimiin Gauss kodu denir.

Detayli bilgi icin [39]’a bakiniz.
Ornegin Sekil 2.6°da kavsaklar1 numaralanan sekiz sekilli diigiimiin Gauss kodu
O1+U2+03-U4-02+U1+04-U3-

olarak verilebilir.
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Sekil 2.6. Sckiz sekilli diigiim.

Bir Gauss kodundan bir Gauss diyagramini sekillendirmek i¢in, bir yonlendirilmis
¢ember tlizerinde secilen bir taban noktasi ile birlikte ¢emberi alalim. Cember
boyunca kavsaklar i¢in Gauss kodunda verilen numaralandirmalar ile ¢emberi
isaretleyerek hareket edilir ve sonra ¢ember {izerinde aynit numaraya sahip noktalar
arasinda kirisler cizilir. Her kirig iist geg¢it noktasindan alt gec¢it noktasina dogru
yonlendirilir ve her kiris Gauss kodunda karsilik gelen isaret + veya — ile isaretlenir.

Sonug olarak elde edilen ve taban noktali graf diigiim i¢in Gauss diyagrami adin1 alir.

Ornegin, sekiz sekilli diigiimiin Gauss diyagrami Sekil 2.7°deki gibidir.

Sekil 2.7. Sekiz sekilli diigiim ve Gauss diyagrami.

Uyari 2.3.1. [39]

1. Bir diigiim, Gauss diyagrami ve Gauss kodu tarafindan tek sekilde belirtilir.
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2. Gauss diyagramlar1 ¢emberin yonlendirmeyi koruyan doniisiimlerine gore
diistiniiliir.

Bir yonlendirilmis diiglim diyagrami, yonlendirilmis Reidemeister hareketlerinin bir

dizisi ile bir bagka diiglim diyagramina doniisiiyorsa bu iki diyagram aym digtimii

temsil eder.

Sekil 2.3’te verilen Reidemeister hareketlerine karsilik gelen yonlendirilmis Gauss

diyagramlari Sekil 2.8’de ¢izilmistir.

Sekil 2.8. Reidemeister hareketlerine karsilik gelen Gauss diyagramlari.

2.4. Baz1 Polinom invaryantlar

Tanim 2.4.1. [14,15] K bir halka diyagrami olsun. [K]GZ[A,B,S], K halkasimi

temsil eden bir Laurent polinomunu gostersin. Bu polinom asagidaki aksiyomlari

saglar.

1. [K,]=4[K,]+B[K,]

+

[K_]=B[K,]+4[K.]

2. [0]=1, [OK]=3[K]
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Burada K, K, K, K, Sekil 2.9°da ¢izilen diyagramlar ve O, sifir kavsakl asikar

diigiimdiir.

Bu polinom B=A4"'ve §=-A4"— A" ile regiiler izotopinin bir invaryantidir [11,12].
Regiiler izotopinin invaryanti olan polinoma diiglimiin parantez polinomu denir ve
asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.4.2. [14,15] K bir halka diyagrami olsun. <K >€Z|:A, A*IJ, K halkasim

temsil eden bir Laurent polinomunu gostersin. Bu polinom asagidaki aksiyomlari

saglar.
1. K, bir regiiler izotopi invaryantidir,
2. (0)=1, (OK)=38(K),

3. (K,)=4(K,)+4"(K,)

+

(K )=d4"(K,)+A(K,).
Burada §=-4"-47, K, K_, K,, K, Sekil 2.9°da cizilen diyagramlar ve O, sifir
kavsakli agikar diigiimdiir.

Bir K diigiimiiniin herhangi bir D diyagrami i¢in parantez polinomu

(D)=2(Ds)8™"

S

toplami olarak yazilabilir. Burada S, D diyagraminin parantez durumlar {izerinden

ilerlemektedir. <D|S > , kose agirliklarinin normal ¢arpimi ve |S , S durumundaki

cember sayisini gosterir.

X X )0 X

Ko
Sekil 2.9. Kavsaklar ve ayirmalar.
Tanim 2.4.3. [14,15] <K >, K bir halka diyagraminin regiiler izotopinin invaryanti

olan parantez polinomu ve w(K ), K halkasinin burulma sayis1 olsun.
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e <K > polinomuna normallestirilmis parantez polinomu denir.

fx (A) - (_A3)

Normallestirilmis polinom, halkanin bir kusatan izotopi invaryantidir.

Tamm 2.4.4. [9] K bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun. Asagidaki aksiyomlar1
saglayan Ji degiskenli Laurent polinomuna Jones polinomu denir ve V. (t) ile

gosterilir.

1. Ve (t) , bir kusatan izotopi invaryantidir.
2. ¥V (t)=1.
3. W (t)+1V, (1)= (t% —t‘%)VKO (1).

Burada O, asikar digimi ve K, ,K ,K,, Sekil 2.10’da cizilen diyagramlari

ANRANRA

Sekil 2.10. Yonlendirilmis kavsaklar ve ayirma.

gostermektedir.

Teorem 2.4.5. [14,15] K bir halka diyagrami, V), (t) ve fy (A) sirasiyla onun Jones

polinomu ve normallestirilmis parantez polinomu olsun. Bu durumda
S (fl/4) =V, (Z) olur.
Tammm 2.4.6. [2] Bir yonlendirilmemis K halkas1 i¢in asagidaki aksiyomlari
saglayan iki degiskenli L, (a,z) € Z[a, a’,z, 2"1] Laurent polinomuna Kauffman L
polinomu denir.

1. L, (a,z) bir regiiler izotopi invaryantidur,

2. L, =1,
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Burada O asikar dugimii, K,,K ,K, ve K Sekil 2.9°daki diyagramlar1, /,,/ ve

1, Sekil 2.11°de cizilen L. tip Reidemeister hareketlerini gosterir.

< S N

I, 1 1,
Sekil 2.11. L. tip Reidemeister hareketleri.
Tamm 2.4.7. [2] Bir yénlendirilmemis K halkasi i¢in F (a,z)= a "L, (a,2)

esitligi ile verilen Laurent polinomuna Kauffman F polinomu denir. Burada w(K ),

K halkasinin burulma sayisidir. Kauffman F polinomu, kusatan izotopinin bir

invaryantidir.

2.5. Disoriented Diigiim ve Halka

Tanmm 2.5.1. [1] Bir disoriented ¢ember, iizerinde iki nokta se¢ilen ve bu iki nokta
arasindaki her bir yaya bir yonlendirme verilen bir ¢gemberdir. Yaylardan birinin
yonlendirmesi, digerinin yonlendirmesinin tersidir. Sekil 2.12’de bir disoriented

cember gosterilmektedir.

NN TN

Sekil 2.12. Disoriented ¢cember.

Tamm 2.5.2. [1] Bir disoriented diigiim, bir disoriented ¢emberin R’ (veya S°)

uzayina bir gommesidir. k - bilesenli bir disoriented halka k& tane ¢emberin ayrik
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birlesimlerinin R’ uzayma bir gémmesidir ki burada ¢emberlerin en az biri

disorienteddir.

Tammm 2.5.3. [1] Bir K disoriented diigiimiin bir kavsaginin iistge¢it ve altgecit
yaylar1 zit yonlendirmelere sahip ise bu kavsaga disoriented kavsak denir. Bagka bir
deyisle, 41 ve A2, gbmmesi K olan disoriented ¢emberin iki yayr olsun. Eger K
diiglimiiniin bir kavsagin listgecit ve altgecit yaylarindan biri 41 ve digeri 4> ise bu

kavsaga disoriented kavsak denir.
Tanmm 2.54. [1] L, K, ve K, gibi iki bilesenli bir halka olsun. K, ve K,
bilesenlerinin her ikisinden de bir disorientasyon segilsin. Gémmesi K, olan
disoriented g¢emberin iki yaymi 4 ve A4’ ile, gdmmesi K, olan disoriented
cemberin iki yay1 A4} ve 4; ile gosterilsin. L halkasinin herhangi bir kavsagi igin
asagidakilerden biri saglaniyorsa bu kavsaga disoriented kavsak denir.

1. Kavsagm altgegit ve iistgecit yaylarmdan biri 4' ve digeri 4, veya A; dir.

2. Kavsagm altgegit ve iistgegit yaylarindan biri 47 ve digeri 4, veya 4, dir.
Diger durumlarda kavsaga yonlendirilmis kavsak denir.

Tanmmm 2.5.5. [1] L, K, ve K, gibi iki bilesenli bir disoriented halka olsun. L

halkasinin halkalanma sayzisi,

K)=1] T c(o0)- ¥ #(d)

0eK MK, deK NK,

formiilii ile tanimlanir. Burada K, MK,, K, ile K, bilesenlerinin ortak kavsak
kiimesini gdsterir. ilk toplam K, MK, nin ydnlendirilmis kavsaklar1 iizerinden
yapilirken, ikinci toplam K, I K, "nin disoriented kavsaklar tizerinden yapilir. 5(0)
ve g(d ) sirastyla K| MK, ’ye ait olan yonlendirilmis ve disoriented kavsagin
isaretini gosterir.

Tamm 2.5.6. [1] D, K diiglimiiniin (veya halkasinin) disoriented regiiler diyagrami

olsun. D diyagraminin tam burulmasi,



formiilii ile tanimlanir. Burada ilk toplam D diyagraminin yonlendirilmis kavsaklari

tizerinden ve ikinci toplam onun disoriented kavsaklar {izerinden yapilir. 8(0) ve
g(d ) sirastyla D diyagraminin yonlendirilmis ve disoriented kavsaginin isaretini
gosterir.

Teorem 2.5.7. [1] D disoriented diyagraminin cw(D) tam burulmasi, bir regiiler
izotop invaryantidir.

Teorem 2.5.8. [1] Asikar olmayan diigiimiin (veya halkanin) biitiin disoriented

diyagramlarinin tam burulmalar1 aynidir.

2.6. Disoriented Diigiim Polinomlari

Parantez polinom modeli (Tanim 2.4.2), yonlendirilmis bir diigiim veya halka

diyagramina genisletilerek
(K.)=4(K))+ 4 (K.)

(K. )=da"(K,)+A(K,) (2.1)

§=-A'-47, (OUD)=5(D)

seklinde yazilabilir. Burada K, , K , K,ve K Sekil 2.13’te cizilen diyagramlardir.
O dugiimlenmemis diiglimiin yonlendirilmis diyagramini, D yonlendirilmis diigiim

veya halka diyagramini ve LI ayrik birlesimi gosterir.

AN i
v e

K, K & K.

Sekil 2.13. Kavsaklar ve ayirmalar.

Bu model, disoriented diigiim ve halka diyagraminda hem yonlendirilmis hem de
disoriented kavsaklar i¢in de kullanilabilir. Disoriented diigiim ve halka diyagramlari
icin (2.1) modelinden elde edilen polinom, genisletilmis parantez polinomu olarak

adlandirilir.
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Klasik parantez polinomunda oldugu gibi genisletilmis parantez polinoma karsilik

gelen disoriented durum, toplam modelinde

(D)=2(D1s)s™"

N

biciminde yazilir [1]. Burada S, D disoriented diyagraminin hem yonlendirilmis

hem de disoriented parantez durumlar1 iizerinden ilerlemektedir. <D|S >, kose

agirliklarinin normal ¢arpimi ve |S

, S durumundaki ¢cember sayisini gosterir.

Teorem 2.6.1. [1] Genisletilmis parantez polinomu, disoriented diiglim ve halka

diyagramlari i¢in regiiler izotopinin bir invaryantidir.

Tamm 2.6.2. [1] D bir disoriented diigiim veya halka diyagrami ve (D), onun

parantez polinomu olsun. Bu durumda diyagramin burulma sayisi ile normallestirilen

polinomu

fo(4)= (=) " (D)
ile tanimlanir.

Tamm 2.6.3. [1] Bir K diiglimiiniin veya halkasinin bir D disoriented diyagrami

i¢in asagidaki formiille bir 7, € Z [A, A*IJ polinomu tanimlayalim.

r(4) = (-4)"" (D)

Burada cw(D) , D disoriented diyagraminin tam burulmasidir. 7, polinomuna tam

normallestirilmis polinom denir.

Teorem 2.6.4.]1] Tam normallestirilmis polinom, disoriented diigiim ve halka

diyagramlari i¢in bir tam kusatan izotop invaryantidir.

Tamm 2.6.5. [1] K bir disoriented halka diyagrami olsun. Asagidaki aksiyomlar1

saglayan Laurent polinomuna tam Jones polinomu denir ve v, (t) ile gosterilir.

1. v, (t) , bir kusatan izotopi invaryantidir.

2. vy (1)=1.
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3. oy () +1o, ()= (t% " )UKO ().

Burada O, asikar digimi ve K,,K ,K,, Sekil 2.10°da ¢izilen diyagramlari

gostermektedir.
Teorem 2.6.6. [1] 7, tam normallestirilmis polinom, v, tam Jones polinomunu

saglar. Yani 7, (t"m) =, () olur.

Onerme 2.6.7. [1] I, 1,, I' ve I, Sekil 2.14’teverilen diyagramlar olmak {izere,

(I)=(=4°)(1,) ve (I"y=(-4){1,) olur.

—~ 0 )0 D

Sekil 2.14. Baz1 disoriented I. Reidemeister hareketleri.
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3. DISORIENTED DUGUMLERI TANIMLAMA VE DiYAGRAMATIK
METODLAR

Disoriented diigiim, iki yayli bir disoriented ¢emberin {i¢ boyutlu uzaya veya ii¢
boyutlu kiireye gdmmesi olarak Altintag [1] tarafindan 2018 yilinda tanimlanmustir.
Bu béliimde ise bir disoriented diigiim, 27 yayl bir ¢gemberin 3—boyutlu uzaya veya
3-boyutlu kiireye bir gommesi olarak yeniden tanimlanmaktadir. Bu tanim hem
[1]’de wverilen disoriented diigiim tanimimi genellemekte hem de disoriented
diigiimlerin baglantili toplami ve simir1 disoriented diiglim olan yiizeyler gibi
kavramlarin kolayca tanimlanmasii saglamaktadir. Bu boliimde ayni zamanda
disoriented diiglimlerin baglantili toplami disorientasyon korunacak sekilde
tanimlanmaktadir. Disoriented diiglimlerin ve halkalarin invaryantlarini ispatlamak
amaciyla bir yontem olarak kullanilacak olan disoriented Reidemeister hareketlerini
tireten minimum tretegler kiimesi, yonlendirilmis diyagramlar i¢cin Reidemeister
hareketlerinin bir genisletilmesi olarak ele alinmakta, disoriented Gauss kodlari,
disoriented Gauss diyagramlar1 ve Reidemester hareketlerinin iiretecler kiimesine

karsilik gelen disoriented Gauss hareketleri tam olarak verilmektedir.

3.1. Disoriented Diigiim ve Halkalar1 Tanimlama

Tanim 3.1.1. Bir ¢ember iizerinde n € N olmak iizere 2n nokta sec¢ilsin. Cemberin
bu noktalar1 arasindaki ardisik yaylar zit yonlendirmeye sahip olacak sekilde bir
yonlendirme verilsin. Bu durumda bu ¢embere 2n yayh disoriented ¢ember adi

verilir.

C, 2n yaya sahip bir disoriented ¢ember olsun. C ’nin herhangi bir yay1 4, ve bu
yayin ardisik yayr B, ile gosterilsin. Bu durumda C; 7,j=1,2,...,n i¢in 4 yaymnin
yonlendirmesi B, yaymun yonlendirmesinin tersi olmak tizere 4B 4,B,...4,B,
seklindeki bir kelimeyle ifade edilebilir.

Birkag¢ basit disoriented diyagram, onlarmn yer degistirmeleri ve bir disoriented

cember Sekil 3.1°de cizilmistir. Sekil 3.1°deki temel indirgeme hareketi basit bir

ilmek tizerindeki ardisik iki parcanin elenmesine karsilik gelir. Dikkat edilmelidir ki



bir ilmek boyunca disoriented parcalarin carpimi bir yonlendirilebilir egrinin
varligina imkan verir. Disoriented diyagramlar hakkinda detayl1 bilgi i¢in [32,33,36]
kaynaklarina bakilabilir. Boylece disoriented bir egri, yonlendirilmis bir egriyle

degistirilebilir.

O~ 0O-0
(DO

Sekil 3.1. Baz1 disoriented diyagramlar ve yer degistirmeler.

Tamm 3.1.2. Bir 2n yayh disoriented ¢emberin R’ (veya S’ ) uzaymna bir
gommesine bir disoriented diigiim denir.
Tammm 3.1.3. En az biri disoriented olmak {lizere k tane c¢emberin ayrik

birlesimlerinin R’ uzayna bir ggmmesine k — bilesenli bir disoriented halka denir.

Tanimlardan anlasilacagi gibi bir disoriented diigiim tek bilesenli bir disorientend

halkadir. R’ uzayinda bir disoriented diigiimiin bir diyagrammdan baska bir
diyagraminin elde edildigi bir deformasyon (disorientasyonu koruyan bir
homeomorfizm) varsa bu disoriented diiglim diyagramlar1 denktir (ayn1 disoriented

diigtimii temsil eden diyagramlar) denir.

Tamm 3.1.4. 7, R’ uzaymin z—ekseni boyunca xy — diizlemine izdiisiimii olmak

izere R’ uzayinda bir K disoriented diigiimiin (veya halkanmn) 7z(K)c R?

izdiislimiiniin herhangi bir noktasinin ters gorlintlisii K diiglimiiniin bir veya iki

noktasindan ibaret ise bu izdiisiime, regiiler izdiisiim denir.

22



Bir K diigiimiiniin regiiler izdlisiimii {izerinde ona karsilik gelen disoriented
diyagram tanimlanabilir. Bu diyagram, kavsaklarin {istgecit ve altgecit yaylarimi
belirlemek i¢in kavsaklarinin kii¢iik bir komsulugunda iki geg¢idinden birinin kii¢iik

bir pargasi ihmal edilerek elde edilir.

Tamm 3.1.5. Bir K disoriented diiglimiin bir kavsaginin {istgecit ve altgegit yaylari
zit yonlendirmelere sahip ise bu kavsaga disoriented kavsak denir.

Daha agik bir ifade ile 4, ve B, gdbmmesi K olan disoriented ¢emberin iki yay1
olmak tlizere K diiglimiiniin bir kavsagin iistgecit ve altgecit yaylarindan biri 4, ve
digeri B, ise bu kavsaga disoriented kavsak denir. K disoriented diigiimiiniin bir
kavsagi disoriented degilse, o kavsaga yonlendirilmis kavsak denir.

Dolayistyla bir yonlendirilmis diigiim, disoriented kavsak sayisi sifir olan bir

disoriented diigiimdiir. Ornek icin Sekil 3.2’ye bakiniz.

OO OO OO CCQ XD

D, D, D,

Sekil 3.2. Bazi disoriented yonca yapragi diigiimii diyagramlari

Sekil 3.2°de sag el yonca yapragi diiglimiiniin disoriented diyagramlar1 ¢izilmistir.
Dikkat edilmelidir ki bu diyagramlar n <3 olacak sekilde bir n e N i¢in 2n yaya

sahip bir C disoriented ¢emberinin gommesidir. D, diyagraminda disoriented
kavsak bulunmamaktadir. Boylece sadece bir yayr kendisiyle kavsaklanan bir C
disoriented ¢emberinin gdmmesidir. D,, D, ve D,; yonlendirmesi zit iki yayi
birbiriyle kavsaklanan C’nin bir gdmmesidir. D, diyagrami, C’nin dort yaymnin
birbiriyle kavsaklandigi bir gommesidir Oyle ki bu dort yaydan birbiriyle
kavsaklanan ciftler zit yonlendirmeye sahiptir. D, diyagrami C ’nin alt1 yaymnin
birbiriyle kavsaklandigr bir gommesidir Oyle ki C’nin alti yaymdan zit
yonlendirmeye sahip her iki ardisik yay birbiriyle kavsaklanmuistir.

Tammm 3.1.6. L , K, ve K, gibi iki bilesenden olusan bir halka olsun. K, ve K,

diiglimlerinin her ikisinde bir disorientasyon se¢ilsin. K, ’in (zit yonlendirmeye
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sahip) iki yay1 4' ve B! ile K, nin (zit ydnlendirmeye sahip) iki yay1 4’ ve B ile
gosterilsin. Asagidakilerden birinin saglanmasi durumunda L halkasinin ilgili
kavsagi disorienteddir denir.

1. Kavsagm alt gegit ve iist gegit yaylarindan biri 4, ve digeri 4’ veya B/,

2. Kavsagm alt gegit ve {ist gegit yaylarindan biri B' ve digeri 4’ veya B} dir.
Bu durumlar disinda kavsak yonlendirilmistir denir.

Uyan 3.1.7. Ikiden fazla bilesene sahip halkalar icin disoriented kavsak benzer

sekilde tanimlanabilir.
Bir yonlendirilmis kavsagin iist gecit ve alt gecidi, bir disoriented kavsagin iist gecit
ve alt gecidiyle ayn1 olmasina ragmen, isaretleri ayni degildir. Boylece disoriented

kavsak, yonlendirilmis kavsak ile degistirilemez. Yonlendirilmis ve disoriented

kavsaklar Sekil 3.3’te ¢izilmistir.

—_—— | W —

|
|
|
\
|

—_—— G ] ee——— e g ey 000 eee—————

{ {

Sekil 3.3. Yonlendirilmis ve disoriented kavsaklar.

3.2. Disoriented Diigiimlerin Baglantih Toplam

Bu kisimda S°’de verilen n kavsakli bir disoriented diigiim (S3 K ) cifti ile

gosterilmektedir. 4' ve B’ gémmesi K olan bir C disoriented ¢gemberin yaylar1 ve

P, K digimii iizerinde kavsak noktalar1 diginda bir nokta olsun. Bu durumda P ;

i,je{l,2,...,n} i¢in ya 4 veya B’ yayma aittir ya da 4’ ve B’ yaylarinm
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arakesitindedir. Dikkat edilmelidir ki P, A" ve B’ yaylarinin bir arakesit noktas1 ise

PeA NB, PeA nB" veya Pe A' nB" durumlarindan biri gergeklesir.

Tanim 3.2.1. (S3,K1) ve (S3,K2) iki disoriented diigim ve ke{l,2},
i,je{l,2,...,n} i¢in 4, ve B/, K, 'mn gommesi olan C, disoriented ¢emberinin
yaylar1 olsun. K, iizerinde kavsak noktasindan farkli bir B, noktasi almsin. K, ve
K, diglimlerinin baglantili toplam1 (ya da birlesimi), k=12 i¢in
(S3 —intV,K, —int Vkl) manifold ¢iftinin ayrik birlesiminden elde edilen bir
disoriented digiimdiir. Bu manifoldlarin sinirlar; U;, B, merkezli bir 3— yuvar ve

U,, P merkezli bir 1-yuvar olmak iizere bir disorientasyon koruyan
¢:(8U23,8U§)—>(8U13,6U11) homeomorfizmi boyunca yapistirilir. K, ve K,
diigiimlerinin birlesimi K, #K, ile gosterilir.

K #K,, secilen P, noktalarindan bagimsiz olarak belirlenir. Boylece K, #K,
baglantili toplaminin K, ve K, tarafindan tek olarak belirlendigi goriiliir. Baglantili
toplamin tanimindan asagidaki 6nerme agikg¢a goriilmektedir.

Onerme 3.2.2. Iki disoriented diigiimiin baglantili toplami icin asagidakiler

gecerlidir:
1. d(K), K digiminin disoriented kavsak sayisii gostermek iizere
d(K,#K,)=d (K,)+d(K,) olur.
2. Iki disoriented diigiimiin baglantili toplami degismelidir. Bagka bir deyisle
K #K, =K, #K, dir. Daha somut olarak K, #K, ve K, #K,, disorientasyon

ile birlikte denktirler.
3. Ug disoriented diigiimiin baglantili toplami birlesmelidir. Baska bir deyisle

K #(K,#K,)=(K #K,)#K, saglanr.

Yukaridaki 6nermeden disoriented diigiimlerin baglantili toplami, biitiin disoriented
diigiimlerin kiimesi lizerinde tanimlanir. Ancak, bu kiime baglantili toplam islemine
gore bir grup degildir. Bunun sebebi; birim elemanimin agikdr diigiim olmasina
ragmen ters elemaniin bulunmamasidir. Bu kiime baglantili toplam islemine gore

bir yar1 gruptur.
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Baglantili toplamin insas1 asagidaki gibi gosterilebilir: K, #K,, Sekil 3.4’teki gibi
K, disoriented diiglimiiniin herhangi bir diyagraminin K, diiglimiiniin bir diyagram
ile birlestirilmesiyle olusan bir disoriented diigiimdiir. Sekil 3.4’te siyah yaylar A4,

ile ve yesil yaylar B/ ile temsil edilmistir.
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Sekil 3.4. Iki disoriented diigiimiin baglantil1 toplamu.
3.3. Disoriented Reidemeister Hareketlerinin Minimum Uretec¢ Kiimeleri

Disoriented diyagramlar {izerindeki Reidemeister hareketleri, yonlendirilmis
diyagramlar iizerindeki Reidemeister hareketlerini genellemektedir. Ydnlendirilmis
Reidemeister hareketlerinin koleksiyonu i¢in Polyak [40]" a bakiniz. Polyak; Sekil
3.5’teki Qla, Qlb hareketlerinin, Sekil 3.6’daki Q2a hareketinin ve Sekil 3.7’ deki
QO3a  hareketinin tiim yonlendirilmis Reidemeister hareketlerini iirettigini

ispatlamistir. Bu iirete¢ kiimesi, minimum sayida iirete¢ bulundurmaktadir. Ayrica

Sekil 3.7°deki Q3b, Sekil 3.6’daki Q26 ve Q2c¢ ve Sekil 3.5’deki (Qla,le),

(Qla,Qlc), (Q1b,Q1d) veya (Qlc,Qld) iftlerinden biri biitiin Reidemeister

hareketlerini iretmektedir.
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Disoriented Reidemeister hareketlerin  iireteg  kiimesini  olusturmak igin,
yonlendirilmis Reidemeister hareketlerin iirete¢ kiimesi disoriented diyagramlara
genisletilmelidir. Bu hareketler Sekil 3.5, Sekil 3.6 ve Sekil 3.7°de gosterilmektedir.
Sekil 3.5’teki QO0a ve QO0b hareketleri disoriented diyagramlardaki diizlemsel
hareketleri belirtmektedir.

Sekil 3.6’daki Q2e hareketi, Q2a ve Q2c¢ hareketlerinin bir disoriented
genislemesidir. Q2 f hareketi, Q2a ve Q2b hareketlerinin bir disoriented
genislemesidir. Q2g hareketi, Q2b ve Q2d hareketlerinin bir disoriented

genislemesidir. Q24 hareketi ise Q2¢ ve Q2d hareketlerinin bir disoriented

genislemesidir. Ayrica Q2i hareketi Q2a, Q2b ve Q2c¢ hareketlerinin bir

disoriented geniglemesidir.

Disoriented diyagramlardaki Q2 ve Q3 hareketlerinin (ve diizlemsel hareketlerin)
urettigi denklik iligkisine regiiler izotopi, Q1, Q2 ve Q3 hareketlerinin iirettigi

denklik iliskisine ise kusatan izotopi denir.

S ={Qla, QIb, Qle, Q1 f,Q2a, Q2e, Q2f, Q2, Q3a,:i€{0,...,7}}  disoriented

hareketlerin kiimesi minimum sayida iirete¢ bulundurmaktadir. D ve D' aym
disoriented halkaya ait disoriented diyagramlarsa, D diyagramindan D’
diyagramima diizlemsel hareketler ve S iirete¢ kiimesinde bulunan disoriented

hareketlerin bir dizisi ile gegilebilir.

Ayrica Q3b,i€{0,...,7}, Q2b, Q2e, Q2f, Q2g, Q2h, Q2 ve
(Qla, Q1b, Qle), (Qle, Qld, Q1f) ticliilerinden biri veya
(Qla, Qle, Qle, Q1f), (Qlb, Qld, Qle, Q1f)  dortlilerinden  biri  biitiin

Reidemeister hareketlerini Giretmektedir.

/\/\ sy /‘_\ M <> /‘_\
Q0a Q0h

YO
o |0 [

Qld Qle Qlf

Sekil 3.5. Diizlemsel ve bazi . tip disoriented Reidemeister hareketleri.
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Sekil 3.6. Baz1 I1. tip disoriented Reidemeister hareketleri.
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Sekil 3.7. Bazi II1. tip disoriented Reidemeister hareketleri.

3.4. Disoriented Diigiimler icin Gauss Kodlar1 ve Diyagramlar

Bir disoriented diigiim diyagramimin Gauss kodunu tanimlamak i¢in klasik diigiim
teorisindeki metoda benzer bir yol izlenmesine ragmen bazi ilave yoOntemler de

bulunmaktadir.

K, n kavsakli bir disoriented diiglim diyagrami olmak iizere K {izerinde bir
baslangi¢ noktas1 secilsin. K diyagrami ilizerinde diyagramin yonlendirmesine gore
hareket edilsin ve bu harekete ilk kavsaga ulasana kadar devam edilsin. ilk kavsaga

varildiginda kavsagin disoriented olup olmadigina bakilir. Kavsagin disoriented
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oldugu varsayilsin. Eger iist gegitten geciliyorsa, kavsagin yonii hareketin yoniine
zitsa ve kavsagin isareti pozitifse; bu durumu Ol+ ile gosterilsin. Kavsagin isareti
negatifse, bu durum Ol— ile gosterilsin. Eger kavsagin alt ge¢it yaymdan
geciliyorsa, kavsagin isaretine bagli olarak Ul+ ve Ul- ile gosterilsin. Kavsak
disoriented degilse, kavsagin isareti ve gecidin durumuna gore Ol+, Ol—, Ul+ ve
Ul— sembollerinden biri ile gosterilsin. Biitiin kavsaklar1 ayni sekilde numaralayip
ilk kavsaga ulasildiginda her kavsaktan tam iki kez ge¢ilmis olur. Eger bir kavsaktan
ilk gecis iist gecit yay1 lizerinden oluyorsa, ikinci gecis alt gecit yay1 tizerinden (ya da
tam tersi) olacaktir.

Tanim 3.4.1. Yukaridaki islem boyunca elde edilen tiim ardisik sembolleri

birlestirerek 2n sembollii bir dizi olusturulur. Bu diziye K disoriented diigiim

diyagraminin Gauss kodu denir ve G, ile gosterilir.

Disoriented halka diyagramlarinda Gauss kodu, disoriented diigiim diyagramlar1 igin
Gauss kodunun bir asikar genislemesi olarak asagidaki gibi agiklanabilir:

n=>2 olmak tlizere L; K,,K,,---,K, gibi n bilesenden olusan bir disoriented halka
diyagrami olsun. i. bileseni gosteren K, digumil i¢in G, onun Gauss kodu olsun.

Bu durumda L halkasmin bir Gauss kodu olan G,, her bilesen i¢in bir P taban
noktast ile birlikte bilesenlerin Gauss kodlarmin kiimesidir. Bilesenlerin
adlandirilmasi keyfi oldugundan G, uygun sekilde bir kiime olarak tanimlanir. G,
bir tek Gauss kodundan ibaretse bu kiime bir diiglim diyagramini temsil etmektedir.
Ayrica biitiin bilesenlerin Gauss kodu belirlendiginde halka diyagramindaki biitiin
kavsaklar numaralandirilmis olur ve her kavsak Gauss kodunda iki defa belirir. (Bu

durum ayni bilesen altinda ger¢eklesmek zorunda degildir.)

Ornek 3.4.2. Sekil 3.2°de verilen disoriented yonca yapragi diyagramlarmin Gauss

kodlar sirasiyla asagidaki gibidir:
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D,: O1+U2+03+U1+02+U3+
D,: O1-U2+03+U1-02+U3+
D,: O1-U2-03+U1-02-U3+
D,: 01-U2-03-Ul-02-U3-
D,: O1-U2+03-U1-02+U3-
D,: O1-U2-03-U1-02-U3-

()

Tamm 3.4.3. Bir (disoriented) Gauss diyagrami G ; bir § disoriented ¢cember ve bu
cember iizerindeki 2n adet noktayr birbirine baglayan isareti belirlenmis ve
yonlendirilmis » adet kiristen olugmaktadir. Her klasik diigiim diyagramina bir
Gauss diyagramu karsilik geldiginden, her disoriented diigiim diyagramina da karsilik

gelen bir disoriented Gauss diyagrami vardir.

Bir disoriented diiglim diyagramina karsilik gelen Gauss diyagrami, asagidaki

ornekte gosterildigi gibi, Gauss kodunun yardimiyla kolayca ¢izilebilir.

Ornek 3.4.4. Sekil 3.2°de gbsterilen disoriented yonca yapragi diyagramlarma
karsilik gelen Gauss diyagramlari, Ornek 3.4.2°deki Gauss kodlar1 yardimiyla Sekil
3.8’de cizilmistir.

Sekil 3.8. Sag el yonca yapragi diiglimiiniin Gauss diyagramlari.

Disoriented diyagramlarima karsilik gelen Gauss diyagramlarimin denkligini
belirlemek i¢in disoriented Reidemeister hareketlerine karsilik gelen Gauss
diyagramlarint  belirlemek gerekir. Bunun i¢in disoriented Reidemeister

hareketlerinin iirete¢ kiimesi olan
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S ={Qla,Q1b,Qle, Q1 £,02a,02,02 021,034, :i € {0,...,7}}

kiimesine karsilik gelen Gauss diyagramlarimi ¢izmek yeterlidir. Bu diyagramlar

C Do < i
o1y

( Do ( :

Olf

Sekil 3.9°da ¢izilmistir.

+

Bt 2e
’/‘.\‘

e

" Qs " 03

Sekil 3.9. Disoriented Reidemeister hareketlerinin minimum kiimesine karsilik gelen
Gauss diyagramlari.
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4. DISORIENTED HALKALAR iCiN iKi DEGISKENLi POLINOM
INVARYANTI

Bu boliimde, disoriented diiglim ve halkalar, polinom invaryantlar1 yoluyla
siiflandirilacaktir. Bir baska ifade ile birbirine kusatan izotop olan disoriented

diiglim veya halka diyagramlarina atanan polinomlarin ayn1 olduklar1 ispatlanacaktir.

Bu dogrultuda disoriented diigiim ve halka diyagramlari i¢in parantez polinomunun
bir genellemesi olan iki degiskenli bir polinom tanimlanacak ve bir regiiler izotopi
invaryantt oldugu ispatlanacaktir. Bu polinom, klasik diigiim ve halka diyagramlari
icin [2]’de verilen Kauffman L polinomunu da disoriented diigiim teorisine
genisletecektir. Ayrica bu polinom tam burulma ile normallestirilerek disoriented
halka diyagramlar1 i¢in kusatan izotopinin invaryanti olan bir polinom elde
edilecektir. Bu normallestirilmis polinom disoriented halkalar icin Jones
polinomunun bir genellemesi olacaktir. Ayn1 zamanda Kauffman F polinomunu da

disoriented halka diyagramlarina genisletecektir.

4.1. ki Degiskenli M/ ve N Polinomu
Tammm 4.1.1. K bir disoriented halka diyagrammi gostersin  ve
M, e Z[a,ail,z, 2*1], K diyagramina atanmis bir 2—degiskenli Laurent polinomu

olsun. M, polinomu asagidaki 6zellikleri saglar:

1. M, regiiler izotopinin bir invaryantidir,

2. M_ =1,

Buradaki diyagramlar Sekil 4.1°de ¢izilmis diyagramlardir. O, sifir kavsakli

diiglimlenmemis diigiimii gostermektedir.
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Sekil 4.1. Diyagramlar, kavsaklar ve ayirmalar.

Teorem 4.1.2. M, polinomu iyi tanimh bir Laurent polinomudur ve regiiler

izotopinin invaryantidir.

M, polinomu asagida tanimlanan N, polinomuyla ortak ozellikleri saglamaktadir.

Bu 0Ozellikler Teorem 4.1.2°nin ispatinda kullanilacaktir. Bu sebeple Teorem

4.1.2’nin ispat1 kisim 4.2’de verilecektir.

Tamm 4.1.3. K, bir disoriented diigiim diyagrami olsun. iki degiskenli

= Z[a, a’l,z, 2*1] Laurent polinomu

N, = 4K M,
ile tanimlanir. Burada cw(K ) , K disoriented diiglimiiniin tam burulmasini gosterir.
Teorem 4.1.4. N, polinomu kusatan izotopinin bir invaryantidir.

Ispat. cw(K ) disoriented halka diyagramlarinin bir regiiler izotopi invaryanti

oldugundan a *) da regiiler izotopi invaryantidir. Boylece N « » ki regiiler izotopi

invaryantinin ¢arpimi oldugundan kendisi de regiiler izotopinin invaryantidir. Bu

durumda N, polinomunun I. hareket altindaki davranisini incelemek yeterlidir.

ew(L,)=1+cw(1,), ew(L)=—1+cew(1,),
cw([!) = —1+cw(10'), cw(]f) =1+cw(10')

oldugundan
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N, =a""m,

+ + - -

_ a—(HcW(Io))aMIO — a7(71+cw(10))a,1M10
—a Wy, _ a0y,
= I — B
N = a_CW(Lr’)M N — a_CW(L )M
L 1+' 1’ I
s ety
_ a—cw(fo')M _ a_cw(jo')M
1y I
=N, =N
A I

esitliklerine ulasilir. Burada 7, I , I, [!, I've IO' Sekil 4.1° deki diyagramlardir.

Bu diyagramlar Sekil 3.5’teki I. Reidemeister hareketlerine karsilik gelmektedir.

Teorem 4.1.5. K, bir disoriented halka diyagrami olsun. Bu durumda
(K)(A)=M (-4, 4+47")
7 (A) =Ny (-4, 4+47")
g (1) = N (7, 64)
olur.

Ispat. Sadece <K>(A) =M, (—A3, A+ A"l) oldugunu yani M, polinomunda

a=—A" ve z=A+ A" alinarak parantez polinomunun elde edildigini gosterelim.

Ayrica N, polinomunda a=-4" ve z=A+ A" almarak tam normallestirilmis

3/4

polinomunun ve a=—t"* ve z=¢""

1/4

+¢t"" alarak tam Jones polinomunun elde

edilisi benzer sekilde gosterilir.
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oldugundan <K+>+<K_>:(A+A*1)[<KO>+<KOO>] yazilir. Bu z=A4+A4" ile

M, +M; = Z(M x TMy ) aksiyomunun 6zel halidir. Diger aksiyomlarin g = —4°

alinarak saglandigi agiktir.

Onerme 4.1.6. K, K disoriented halka diyagraminin ayna gériintiisii olsun. Bu

durumda

MK* (a,z) =M, (a_l,z)

N . (a,z):NK(a’l,z)

K

iligkileri vardir.

ispat. K*, K diyagrammin kavsaklarmin iist gegitlerinin alt gegit ve alt gegitlerinin

iist gecit yapilmasiyla elde edilen diyagramdir. Béylece Tanim 4.1.1°in 3. ve 4.

aksiyomlarmda @ ile a "’in yer degistirildigi goriilmektedir. Ayrica

cw(K*) =—cw(K) oldugu da agiktir. Bundan dolay1 M,.(a,z)=M, (afl,z) ve

N,.(a,z)= Ny (a"l,z) olur.

Uyarn 4.1.7. Bu O6nermenin bir sonucu olarak; eger N, (a,z) # N (a_l,z) 1se K,
ayna goriintiisiine kusatan izotop degildir.

Ornek 4.1.8. Sekil 4.2°deki disoriented diigiim polinomlarin1 hesaplayalim.

58 8L

Sekil 4.2. Bir kavsakl asikar disoriented diigiim diyagramlari.

Tanim 4.1.1°in 3. aksiyomundan

—cew( K, -
My =aM, =a, Ny =a "M, =a'a=1,
_ oy _ oK) _
MKI*—a M =a, NKI*—a MKI*—I.

elde edilir. M, +M, = Z(M x, TMy ) bagintisindan
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My +M, . =z(M,+M,)
zM = aM Jra’lMO —zM
z0=a+a ' -z, M

5=(a+a"l)z"l—l

=0

OO

bulunur. Bu, iki digiimlenmemis diiglimiin ayrik birlesiminin A/, polinomunu

temsil etmektedir. Benzer sekilde

MK2 :a—lMO :Cl_l, NKZ :ClicW(KZ)MKZ :1,
_ _ _els )y
MK; =aM =a, NK{’ =a MK; =1

olur. My +M, .=z(M,+M,,) esitliginden 5=(a+a"')z"'~1 elde edildigine
dikkat edilmelidir.

Ornek 4.1.9. Sekil 4.3’teki halkalarin M ve N polinomlarmi hesaplayalim.

D @ @

0 Ll LZ
Sekil 4.3. Iki bilesenli disoriented halka diyagramlar1.
Tanim 4.1.1°in 3. aksiyomu olan M, + M, = Z(M x, TMy ) bagintisindan
M, +8=z(My +M,)
M, =(a+a_1)z—(a+a_l)z_1 +1
M, :(a+a_1)(z—z_l)+l
bulunur. Burada K, ve K,, Sekil 4.2°deki diyagramlardir. cw(L0 )=2 oldugundan

N, =a""M, =a’M,, :(c:f1 +a*3)(z—z*1)+a*2 olur. L, igin
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M, +§:Z(MK2*+MKI*)
M, z(a+a_1)z—(a+a_l)z_l+1
M, :(a+a’1)(z—z’l)+l

ve ew(L,) =Y &(0)- D &(d)=1-(~1)=2 oldugundan

N :a*CMUq)M

_ 2y
L L=a M, =N,

dir. Benzer sekilde

ML2+5=Z(MK1 +MK2)
M, :(a+a’1)(z—z’1)+l

ve N, =N, olur. Béylece M, =M, =M, ve N, =N, =N, elde edilir.

Ornek 4.1.10. Sekil 3.2°de gizilen sag el yonca yaprag: diigiimiiniin D, disoriented
diyagraminin bir ayrisimi Sekil 4.4’te ¢izilmistir. Bu diiglim diyagraminin M ve N

polinomlarini arastirahm. M, +M, = Z(M oM Lo) oldugundan L' durumu goz
Oniine alinsin. Bu durumda
My +My=z(6M,. +M,.)
M, +1 :z[((aJra"l)z"l —l)a_l +a"l}
M, =a
olur ve boylece
My + M =z(M,+M,)
M, =z[a_2 +(a+a_1)(z—z_l)+l]—a
M, =a_zz+(a+a_l)z2 —(a+a_l)+z—a

M, =(—2a—a_l)+(l+a_2)z+(a+a_l)22

seklinde bulunur. cw(D,) =) &(0)-D_&(d)=2—-(-1)=3 oldugundan
0 d

38



elde edilir.

Sekil 4.4. Disoriented kavsakli disoriented yonca yapragi diiglimiiniin bir ayrigimi.
Ornek 4.1.11. K} Sekil 4.5°te gizilen bir disoriented kavsakli (2,7)-tor halkasin
gostersin (n>2). Tamm 4.1.1 geregi M, +M, = Z(MKO +M ) oldugundan K|

halkasinin Sekil 4.5’teki disoriented kavsak tlizerindeki ayristmindan

My +M, =z (M o M )

— 1-n
M, =:zM, M, +a™'z

K)‘l

sonucuna ulasilir. Burada K, , yonlendirilebilir (2,n—2) tor halkasmi, K,

yonlendirilebilir (2,n—1) tor halkasmi ve K ;H, n—1 kavsakli agsikar diigiimii

gosterir. N polinomu i¢in

_ -n _ -n o n 1-2n
Ny=a'My=a"zM, —a "M, +a 'z

n

()

yazilir. Burada M o =4 =a"" olduguna dikkat edilmelidir.
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Sekil 4.5. Bir disoriented kavsakli (2,7)— tor diigiimiiniin bir ayrigimi.

Ornek 4.1.12. L, sekiz sekilli diigiimiin Sekil 4.6°daki disoriented diyagrami olsun.
L diyagraminin bir kavsak ayrisiminda L', 6L, ve D, diyagramlarinin elde edildigi

sekilden goziikmektedir. Bu durumda
M, +M, =z(M, +M, )
M, +a” =Z[((a+a_1)z'l -1)((a+a-l)(z—z-l)+1)+(—za—a-l)+(1+a-2)z+(a+a-l)zﬂ
saglanir ve sonug olarak
M, =(-a’-1-a”)+(-a-a")z+(a’ +2+a? )2 +(a+a™) 2’
bulunur. cw(L)=)_&(0)— ;g(d) =2-2=0 oldugundan N, =M, seklinde bir

esitlik elde edilir.
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K.
K.
| =

%DO OO

A D,

Sekil 4.6. iki disoriented kavsakli sekiz sekilli diigiimiin bir ayrigim.

Uyan 4.1.13. Disoriented yonca yapragi, Hopf halkasi ve sekiz sekilli digim
diyagramlarinin ve ayna goriintiilerinin M ve N polinomlan i¢in asagidaki

durumlar gecerlidir:
a) K bir disoriented yonca yapragi diyagramu ise ayna goriintiisii K~ i¢in

M . :(—2a_1 —a)+(1+a2)z+(a_l+a)zz,

K

NK* :(—2612—a4)+(a3 +c15)z+(cz2 +a4)z2

elde edilir. M #M,. ve N # N . olduguna dikkat edilmelidir.

b) L iki bilesenli Hopf halkasinin herhangi bir disoriented diyagrami ise;

M. =(a_l+a)(z—z_1)+1:ML

L
N, :(a+a3)(z—z’1)+a2 #N,

olur.
¢) L, sekiz sekilli diiglimiin herhangi bir disoriented diyagramai ise

41



ML» :(—a’z —l—az)+(—of1 —a)z+(a’2 +2+az)z2 +(cf1 +a)z3 =M,

N.=N,=M.=M,
olur.
Tamm 4.1.14. K bir disoriented diigim diyagrami olsun. Eger M, =M . ve
Ny =N,. ise K digiimine kiiresel diigiim denir.

Ornek 4.1.15. Yonca yapragi diigiimii kiiresel degildir. Sekiz sekilli diigiim

kireseldir.

Sonug¢ 4.1.16. OLIO=00 iki diiglimlenmemis diiglimiin ayrik birlesimini gostersin.
Bu durumda M_ =M__=06M_  ve N

ouo

=0N, oldugundan K herhangi bir
disoriented diigiim diyagrami ise M, , =0M, ve N_ , =0N, yazilabilir. Hatta
K=K UK, ise M, =M =0M M oldugu agiktir.

KUK,

Onerme 4.1.17. K = K, #K, iki disoriented diigiim diyagrammin baglantili toplami

olsun. Bu durumda
K #K, MKIMKZ >
NKI#KZ = NKINKZ

olur.

Ispat. Yalmzca M sk, =M M oldugunu gostermek yeterlidir. K =K #K,
olsun. K, (veya K,) diyagrami sag el yonlendirmesine gore tersine gevrilirse (180°
dondirtiliirse) K| #K, diyagrami elde edilir. Eger K, (veya K,) sol el
yonlendirmesine gore tersine g¢evrilirse K, #K, diyagrami elde edilir. Burada K|,
K, diyagrami ile bir pozitif kavsakl asikar diiglimiin baglantili toplam1 ve K, , K,
diyagrami ile bir negatif kavsakli agikar diiglimiin baglantili toplamidir. Eger K|,
n—Xkavsakl ise K, (veya K, ) disoriented diyagrami (n+l)—kavsak11d1r. Ayrica

dikkat edilmelidir ki K=K #K,, K, UK, den elde edilir (Sekil 4.7). Boylece

My +M, = Z(M x TMy ) bagmtisindan
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MK;#KZ +MK;#1<2 - Z(MKI#KZ +MK1UK2)

—1 _
aMKI#K2 +a MKI#K2 —ZMKI#K2 +zé'MK1MK2

(aJra_1 —Z)MKI#K2 :z[(a+a_l)z"l —l]MKlMK2

MKI#KZ = MKIMKZ
elde edilir.
K, K, K, K
K #K, K LIK,
K, K, K, K,
K #K, K #K,

Sekil 4.7. Iki disoriented diigiimiin baglantili toplami1 ve baz1 diyagramlar.
4.2. M Polinomunun Iyi Tamimhihg ve Regiiler izotopi Invaryanthg

Bu kisimda, disoriented halka diyagramlar1 i¢in Tanim 4.1.1 olarak verilen M
polinomunun iyi tanimli bir polinom ve regiiler izotopinin bir invaryanti oldugu
ispatlanacaktir. Burada M polinomu, Kauffman [2] tarafindan yonlendirilmemis
halka diyagramlar1 i¢in verilen tiimevarimsal tanima benzer sekilde yeniden
diizenlenecektir. Bunun icin disoriented kavsaklar alt {ist etme ve ayirma islemlerine

ihtiya¢ vardir. Bir K disoriented halka diyagraminin herhangi bir i kavsaginin

e alt iist edilerek elde edilen disoriented halka diyagrami 7K,

e yonlendirilebilir yonde ayirma ile elde edilen disoriented halka diyagrami

EK,
e disoriented yonde ayirma ile elde edilen disoriented halka diyagrami F K

ile gosterilsin (Sekil 4.8). Bu durumda Tanim 4.1.1°in 5. aksiyomuna benzer sekilde

i kavsagi i¢in

My + My =z(My+ M)
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esitligi yazilabilir. M, polinomunun ilgili aksiyomu bu esitligin bir sonucu olacak
sekilde tiimevarimsal olarak tanimlanacak ve M, polinomu asagidaki uyarilarin
(tanim ve lemmalarin) bir dizisi olarak verilecektir. M, polinomunun iyi tanimlilig

ve regiiler izotopi invaryanti olmasi (Teorem 4.1.2) bu uyarilardan elde edilecektir.

d NN

K K
Sekil 4.8. i. kavsagin alt {ist edilmesi ve ayirmalar.

Tamm 4.2.1. (Tiimevarimsal tamm) K, (n+1)-kavsakli bir disoriented diigiim

diyagrami olsun. Bu diyagramda her bir kavsak 0,1,...,n ile numaralansin. Bu

durumda asagidaki denklem listesi yazilabilir.

M+ My =z(My,+ M, )

Mo+ My = Z(MEITOK +MFIT0K)

MTH...TOK +MT,,...T0K = Z(ME”T,,,l..ATOK +MF,1T,I,]...TOK )

Biitiin kavsaklar1 alt iist etme islemi sonucu K= T ...T,K ile ve ayirma islemleri
AK=ET ,..T.)K, BK=FT_...T,K ile gosterilsin. Boylece taraf tarafa ¢ikarma-

toplama operasyonlar1 uygulanirsa
(—1) (M, +MB‘_K)j (4.1)

elde edilir.
(4.1) formiilii, K halkasinin az kavsakli disoriented diyagramlar ig¢in M,

polinomunun M , cinsinden hesaplanmasinda kullanilabilir.

K bir disoriented diigiim iken, K diiglimlenmemis diigiim ve K bir disoriented

halka iken, K halkalanmamis disoriented halka olacak sekilde K disoriented

halkasina alt {ist etme islemi uygulansin.
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Disoriented halkalar i¢in hesaplama yapilirken Kisim 4.1°de  verilen

o= (a +a! )z’1 —1 ifadesini ve
]MKIuK2 = 5MK] MK2 (4.2)

esitligini kullanmak gerekmektedir.

Bu tiimevarimsal tanimi1 agiklamanin en iyi yolu yonii belirlenmis bir taban noktasina
sahip bir disoriented diigiim diyagramu ile iliskilendirilmis standart diiglimlenmemis
diigiim diyagrami kullanmaktir. Standart diiglimlenmemis diigiim asagidaki gibi insa

edilir;

K bir disoriented diyagram, U onun diizlemsel izdiistimii ve P, U izdiisiimiiniin
herhangi bir yaymin bir i¢ noktasi olsun. U boyunca P yoniinde ilerlerken her

kavsakta birinci karsilagsmada alt gegidi iist gecit yaparak P noktasina tekrar
ulagsmak suretiyle bir K=K (U ,P) disoriented diyagrami elde edilir. Bu Sekil

4.9’daki gibi diiglimlenmemis disoriented diyagramini {iretir.

N Tans
QE G

K U K=K(U,P)

Sekil 4.9. Standart diiglimlenmemis diigiim elde etme.

K=K (U ,P) standart diigiimlenmemis diiglimii, K disoriented diiglimii i¢in 6zel bir
diigimlenmeme dizisi iretmek amaciyla kullanilabilir. K {izerinde P taban
noktasindan hareket edilsin ve K diyagraminda karsilik gelen kavsaktan farklilagan
her bir kavsak numaralansin. Numaralanan kavsaklar n,n—1,...,0 seklinde azalan
bir dizi ile belirtilsin. Bu durumda K, K diyagraminda bu kavsaklari alt iist etme ile
elde edilir ve K=TT _,...T,K yazilir. Bu alt iist etme dizisi K iizerinde yonii

belirlenmis bir taban noktas1 se¢imi ile belirlenir.
Boylece standart diiglimlenmemis diigim i¢in M polinomu

M. _ acw([&(U,P))

K(U,P)

(4.3)
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formiili ile verilir. Burada cw(l% ), K diyagramimin tam burulmasidir. (4.2)

formiiliiniin avantajindan yararlanmak i¢in, bilesenleri alt iist dizisi ile ayristirmak da
gerekli olacaktir. Bu durumda (4.1) formiilii disoriented diiglimlenmemis diigiimden
ziyade ayrik disoriented halka ile iliskilendirilmis olur. Boylece (4.1), (4.2) ve (4.3)
formillerinin kullanilmasiyla bir tekrarli hesaplama metoduna sahip oluruz ve bu
hesaplamalar sonucunda M degeri sadece K = K(U,P) standart diigiimlenmemis

diigiimiine bagl olur.

Tamm 4.2.2. K, bir disoriented halka diyagrami ve K diyagraminin kavsaklari
a=(a,a,,,...,a,) olarak ifade edilsin. 47 ve B swasiyla 4" =ET,T, ...T,

Ay

B =FT,T, ...T, ileverilen operatdrler olsun. |a| =n olmak lizere

() =31 (M oMy,

o+
vy (a)=(-1) 1 Myt Z;(a)
olarak tamimhidir. Burada v, () = M. olmas: istenmektedir.

Tanmm 4.2.3. K=K UK, U...UK,, n—bilesenli bir disoriented halka olsun. K
halkasindan i. bileseni ¢ikarilarak elde edilen disoriented halkayr K -K, ile

gosterilsin. Boylece K,, K halkasindan K ,K,,....K, K,

[ i £

.,K, bilesenlerinin

silinmesiyle elde edilen diigiim olur. Boylece;

1. K=K (U ,P) standart diiglimlenmemis digiim ise, bu durumda M, :acw(k)
esitligi vardir. Burada cw([% ), K diiglimlenmemis diiglimiin tam burulmasidir.

2. K, disoriented digiim diyagrami, bir disoriented K, halkasinin {izerinde
bulunuyorsa, M . =M M, esitligi vardir. Burada & = (a +a’! ) z ' —1 dir.

3. K=K UK,U...UK, bilesenleri K,K,,...,K, olan bir disoriented halka

olsun.

a) Herhangi bir bilesen diger biitiin bilesenlerin iizerinde bulunuyorsa 2. madde

uygulanir.
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b) Higbir K, bileseni diger biitiin bilesenlerin ilizerinde bulunmasm. B,...,P

n

sirastyla K ,...,K, diyagramlar iizerinde yonii belirlenmis taban noktalar: ve

R,...,P, ise zit yonde verilmis ayni taban noktalari olsun. a(PR), K, ile
K — K, nin bilesenlerinin alt gegitlerinin bir dizisi olsun dyle ki K, diger

biitiin bilesenler ile {ist gecit yaparsa K (a(R)) =K, U (K —Kl.) yazilsin. P,

i

a(P) i belirledigi igin Y (a(P)) sadece yonii belirlenmis P taban

K

noktasinin se¢imine baghidir. Bu durumda M, polinomu
PR (7

My =— D) SM M +z) a(P)+
n ' ' X

i=1

(-1 M My +2Y a(P)

i=1 K

formiilii ile verilir.
4. Bir K disoriented digim diyagrami verilsin. P, K {izerinde yoni
belirlenmis bir taban noktas1 ve P, zit yonde verilmis ayni taban noktas

olsun. a(P) ve a(ﬁ) ise sirasiyla P ve P tarafindan belirlenen alt iist etme

dizileri olsun. Bu durumda M, polinomu

IPNGE (P P
M ZE{(‘I) k lee(aw))H;“(PF(—l) " 1Ml%(vc(ﬂ)jLZ;OK(P)}

formilii ile verilir.

Boylece M, polinomunun tiimevarimsal tanim1 tamamlanmis olur.

Her bir taban noktasma iligkilendirilmis yonlendirmelere bagli toplamlar
eklendiginden, bu tanimlarin taban noktasinin se¢imine baghi olmadigim
tiimevarimsal olarak ispatlamak gerekir. Tiimevarim, disoriented halka
diyagramlarindaki kavsak sayis1 {lizerine kurulur. Boylece her durumda M,
polinomunun n kavsaktan daha az kavsaga sahip diyagramlar i¢in yukarida verilen
ozelliklere sahip oldugu kabul edilecek ve Tanim 4.2.3’iin n kavsakli disoriented

halkalar i¢in verilen 6zellikleri sagladig: ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.4. (Tiimevarimsal hipotez) Tanim 4.2.3’te tamimlanan M,

polinomunun tiimevarimsal hipotezi agagidaki gibidir:
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1. n’den daha az kavsaga sahip disoriented halka diyagramlari i¢in M
polinomu taban noktasinin segiminden bagimsizdir (yani M iyi tanimlidir).
2. M, asagidaki aksiyomlar: saglar:
M, =aM, , M, =a'M,
M, =a'M,,, M, =aM,,

M+ My =2(Myy + M, ).

Burada K halkasimnin ve /,,/ ,1 ',I ' diyagramlarmnm kavsak sayis1 n’den

-9 + 9
azdir.

3. M, disoriented diyagramlar i¢in II. ve III. tip Reidemeister hareketleri (ki

bu hareketler kavsak sayisini artirmaz) altinda invaryanttir. Yani K, n’den
daha az kavsaga sahip bir disoriented diyagram ve K', K diyagramindan II.

ve III. tip disoriented Reidemeister hareketleri ile elde edilmis ise M, =M.

olur.

M . polinomunun iyi tanimli oldugunu ispatlamak i¢in Tanim 4.2.3 (3) ve (4)’teki

taban noktasindan bagimsiz oldugunu gostermek gerekir.

Lemma 4.2.5. a=(a,,a,,,...,a,), bir K disoriented halkasindaki farkl
kavsaklarin bir alt kiimesi i¢in numaralandirmalarin herhangi bir se¢imi ve S bir

baska se¢im olsun. Tanim 4.2.2’de tanimlanan Za toplamini1 géz oniine alalim. Bu
K

durumda Za = z f esitligi mevcuttur. Yani Za, o ’nin devirli permiitasyonu
K K K

altinda invaryanttir.

Ispat. Ispat, K disoriented halka diyagraminin kavsaklarinin sayisi olan 7+1
izerinden tiimevarim ile yapilir. K diyagramindan daha az kavsaga sahip tiim

disoriented halka diyagramlari i¢in bu lemmanin ve Teorem 4.2.4’te verilen
tiimevarimsal hipotezin dogru oldugunu varsayahm. n+1 igin a =(n,n-1,...,1,0)
ve f=(0,n,n—1,...,1) almak yeterlidir. Bu durumda

S(@)=2 (1) (M + M, )

K i=0
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olur. Burada 4"=ET ,..T), ve B'=FT ... T, dir. Benzer sekilde

n

>(B)= Z(—l)i (MAiﬁK +MBfK) yazilir. Burada

K i=0
4l =E
Alﬂ =E,T,
A} = ELT,
Anﬂ—l =ET, .1

Af =ETLT, .1

ve B/, A’ da E, yerine F, yazlarak elde edilir. Boylece

> ()= (B)= (MEOK +MF0K)—(ME1TOK +MF1TOK)+

K K
) ( ET Tk +MF7;1—1---T0K)
E,

(Mg + Moy ) =(M e + M )+

+

+(-1 +M

( E,T,,..T.K F,,T,H...TIK)

( E,T,.. TK+MFUT,,...1T1K):|

+
( E,K +MFK)+(_1)H+1 (MEOTU...T,K +MFOTH...T1K)

( grx Mg Mg +MFK)

(-
L
(1"
(-

+(ME2TT0 +METK +MFTTK +MFTK)+

+( ) ( ET .TK T MEHTH...TIK + MF”TH...TOK + MFUTn,I...TlK )

olur. Gerekli diizenlemeler yapihrsa » (o)=Y (B)=0 veya » (a)=> (B) elde

K K K K

edilir ve ispat tamamlanir.

Uyan 4.2.6. Lemma 4.2.5’ten acik¢a goriilmektedir ki Tanim 4.2.3 (3)’te verilen
M . polinomunun formiilii taban noktasinin se¢iminden bagimsizdir. Boylece geriye
Tanim 4.2.3. (4)’te verilen durumun taban noktasindan bagimsiz oldugunu

gostermek kalir.

Lemma 4.2.7. Standart diiglimlenmemis diiglimii yonii belirlenmis bir taban
noktasina gore ilk kavsakta yonlendirilmis ve disoriented ayirmalari goz Oniine

alinsin. Bu durumda disoriented ayirma yapildiginda bir diiglimlenmemis diigiim ve
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yonlendirilmis ayirma yapildiginda iki diigiimlenmemis diiglimden olusan bir
disoriented halka olusur ki bu diiglimlenmemis diigiimlerden biri digerinin lizerinde

bulunur.

Ispat. Ispat standart diigiimlenmemis diigiimiin tanimindan cikar. Standart diigiim
diyagraminda taban noktasi yoniinde ilk kavsagi ayirdiktan sonra kavsagi alt {ist
ettigimizde P taban noktasini ikinci kavsagin oniine hareket ettirelim. Bu sekilde
devam edildiginde herhangi bir i kavsaginda yonlendirilmis ve disoriented
ayirmalardan biri disoriented halkalanmamis halka ve digeri bu disoriented halkanin
iki diiglimlenmemis bileseninin baglantili toplami1 olur (Sekil 4.10). i kavsaginin alt

ist edilmesinden elde edilen disoriented diigiim diyagrami standart degildir. Sekil
4.10’da gortldiigii gibi i kavsagi K standart diigiimlenmemis diigiim taban
noktasindan ilerlerken karsilasilan ilk kavsaktir. Burada EI.I% ve FIK seklinde iki
ayristirma vardir. Eile iki standart diigiimlenmemis diiglimden olusan bir disoriented
halkalanmamis halkadir ve Fik bir diigiimlenmemis disoriented diyagramdir.
EK =K, UK, denilirse (burada K, ve K, halka diyagramindaki standart
diigiimlenmemis diigiimlerdir) FIK =K, #K, saglanir. K, K, diigiimiiniin ayna
gorlntiisiinii  belirtmek  {izere FIK diyagramina karsilik gelen standart
diigiimlenmemis diigim K, #K, oldugu kolayca goriiliir. FZK diyagramina
genellestirilen standart diigiimlenmemis diigiim diyagramlar ya tamamen /,,/ ,/ '

ve I ' kivrimlarindan olusur ya da II. ve IIL. tip disoriented Reidemeister hareketleri

altinda basitlestirilebilir. Sonug¢ olarak Tanim 4.2.3 (3) ve tam burulmanin regiiler

ew(FK)

izotop invaryantligi kullanilarak M . =a elde edilir.
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K U K=K(U,P)
/N :
\ - N
U
K=K(U,P) K
P

2N

EK
Sekil 4.10. Bir diiglimiin standart diiglimlenmemis diiglim durumlar1 ve ayirmalari.

Lemma 4.2.8. K =K (U ,P) standart diigiimlenmemis disoriented diiglim olsun. i,

K diglimlenmemis diiglimiinde taban noktasindan ilerlerken karsilasilan ilk kavsak
ve O, i kavsagim gectikten sonra P noktasinin yoniindeki yeni bir taban noktasi

olsun. Bu durumda
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Ispat. Lemmanmn ispati Sekil 4.10’da agiklanmaktadir. K=K (U,P) ve
K ’:I%(U ,Q) standart diigiimlenmemis disoriented diiglimleri gbz Oniine alalim.
Burada Q, lemmanin ifadesinde tanimlanan taban noktasidir. K' = 7}[3 oldugu Sekil
4.10’da kolayca goriilmektedir. Eger disoriented ayirma ile elde edilen EI%

diyagraminin tam burulmasi cw(El%):cw ile gosterilirse K diigiimlenmemis
disoriented diigiimiiniin tam burulmasi cw([% ):cw+1 ve cw(K’):cw—l olur.

EK diyagrammin bilesenlerinden birinin tam burulmasi cw, ve digerininki cw,

olsun. iki bilesen arasindaki kavsak isaretlerinin toplam sifir olabileceginden asikar
disoriented halkanin tam burulmasina bir katkis1 olmayabilir. (bir bilesen tamamen

diger bilesen iizerindedir). Boylece, Lemma 4.2.7 nin ispatindaki yorumdan

M]e — aCHH’l, MT[% :aCW*I, MFI% — aCW‘, ME[% — 5aCW'laCW2 :§a('M71+CW2 :é‘aCW

bulunur. S ’nin tanimindan a+a’ =z(1+5) oldugundan

™" +a™ " =z(a” +6a) elde edilir ki buradan M +M,, =z(M, +M, )
bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Lemma 4.2.9. K bir disoriented diigiim diyagrami olsun. Bu durumda Tanim

4.2.3’te tanmimlanan M, polinomunun degeri taban noktasinin segiminden

bagimsizdir. Daha 6zel olarak P, K diigiim diyagraminda yonii belirlenmis bir

taban noktas1 olsun. /I(P) , P noktasindan ilerlerken karsilasilan kavsaklarin alt {ist

etme dizisini gostersin. Bu durumda

Q (P)=(-1)"" M, 23 (P)

K

taban noktasinin sec¢iminden bagimsizdir. Burada K (P)zl% (Z(P)), P ile

iliskilendirilmis standart  diiglimlenmemis disoriented  diigimdir  ve

Z(P) = ZZ(P) Tanim 4.2.2°de tanimlanan toplamdir.
K K

ispat. P noktasindan ilerlerken belirlenen alt iist etme dizisinin A = (n,n -1, -,1,0)

ile numaralandirildigim varsayalim. Boylece Q, (P)= (—1)”+1 My + zY (P) olur.
K
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M, (P)= %(Q « (P)+Q, (P )) oldugundan Q (P) ifadesinin taban noktasinin

seciminden bagimsiz oldugunu gostermek yeterlidir. Ispat, tiimevarimsal tanima ve

tiimevarimsal hipoteze bagli olarak disoriented halka diyagramindaki kavsak sayisi

tizerinden tiimevarimla yapilir.
Kavsaklarin alt-list edilmesi isleminde K da taban noktasindan ilerleyerek ilk
karsilagilan i numaral kavsagin alt gegidi, K (P) de bir st gecittir (Sekil 4.11).

K (P) deki kavsagin gegciti, iist gegit veya alt gegit olabilir.

])

Sekil 4.11. BirK (P) standart diigiimiiniin bir kavsagi.

1. Durum. ; kavsaginin gecidinin K (P) de alt gegit olmas1 durumu:

K(P)

Sekil 4.12. K (P) diigiimiiniin bir alt kavsagimn K (P) standart diigiimiiniin bir

kavsagina doniismesi.

Bu durumda i, K ile ilgili olan K icin alt list etme dizisinin pargasidir. Gergekten, i
kavsaginin, K (P)=T,T_---TT,K alt iist etme dizisi i¢in indeks numarasi, en fazla

n olur (Sekil 4.12).
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Simdi P taban noktasiin kavsagin diger tarafina gecip Q pozisyonuna getirildigini

diisiinelim. Boylece Sekil 4.13 elde edilir.

K(0) K(0)

Sekil 4.13. K (Q) diyagramimin K (Q) diyagramina doniismesi.

i kavsag K (Q) da alt iist edilmis degildir. Boylece K (Q) i¢in alt iist etme dizisi
(n—1,n-2,---,1,0) olur ve K(Q)=T_T, -+ TT,K yazir

n

Q, (0) =4 (P) oldugunu gdstermek istiyoruz. » (P)= (—l)i (MA,-K +MB,.1<) ve
K

i=0

—

n—

Z(Q) = (_1)[ (MA[_K +MB,K) olmak tizere

K i

Il
(=]

n+l

Q, (P)=(-1) Mz&(p)+Z;(P)

Q,(0)= (_1)(%1)+1 Mo * Z;(Q)

esitlikleri vardir. K (Q) nun alt @ist etme dizisi K (P) nin alt @ist etme dizisinin bir

alt dizisidir. Boylece

n

Q (P) =0, (Q)=(~1)"" [ My + My [+2(=1) (M, + M, )

elde edilir. Ayrica

A

AK=ET,  -TT,K=EK(Q)

n” n—1 n



ve Lemma 4.2.8°den

olur. Boylece Q, (P)=Q, (Q) bulunur.

[k durumda Q, (P) degerinin, taban noktasin1 yonii dogrultusunda ilerleterek bu

noktanin ilk kavsagin diger tarafina gegmesiyle degismedigi goriiliir.

2. Durum. ; kavsaginin ge¢idinin K (P) de st gecit olmasi durumu Sekil 4.14’te

gorilmektedir.

P P

K (P) K(P)

Sekil 4.14. K (P) diyagramimnin K (P) diyagramina ddniismesi.

Bu durumda i, K (P) icin alt list etme dizisinin bir pargasi degildir. Taban noktas1 i

kavsaginin diger tarafina kaydirildiginda Sekil 4.15 elde edilir.

x@) | R (0)

Sekil 4.15. K (Q) diyagramimin K (Q) diyagramina doniismesi.

Boylece i, K (Q) icin alt list etme dizisinin bir parcasi olur. i kavsaginin, bu alt iist

etme dizisinde yerini dyle belirleyelim ki
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TT, - TTK

+1

R(O)=TT, T
(yani ~ A(Q)=(n,n—1,---,i+Li,i-1---,1,0)) olsun. Bu durumda da
A(P)=(n,n—1,---,i+1i-1,---,1,0) ve K(P)=TT, ,-T,.T -T,K olur. Boylece

TI%(P)zI%(Q) olduguna ve Lemma 4.2.8, i numarasina gore I%(P), K(Q)

ciftine uygulandigina dikkat edilmelidir ve bu K (Q) da taban noktasindan hemen

onceki ilk kavsaktir. Ayni arglimanlar biitiin kavsaklara uygulanabilir. Ayrica

Lemma 4.2.5 kullanilarak Z(P) ve Z(Q) icin hesaplamalar basitlestirilebilir.
K

K

Lemma 4.2.5’ten bu toplamlar devirli permiitasyon altinda invaryanttir. Boylece

A(P) ve 2(Q)
A (P)=(i—1--,1,0,n,n—1,---,i+1)
2'(0)=(i,i—1,--,1,0,n,n=1,---,i +1)

ile degistirilebilir. Bu noktada arglimanin yapisit 1. durumdakine 6zdestir ve ayni

hesaplama sekli ile Q, (P)=Q, (Q) olur.

Boylece Q, (P) nin disoriented diigim diyagrami boyunca yonii belirlenmis taban

noktasinin se¢giminden bagimsiz oldugu saglanmis olur ve ispat tamamlanir.

Lemma 4.2.10. i, bir K disoriented halka diyagramindaki herhangi bir kavsak

olsun. M, asagidaki aksiyomlar: saglar.

a. M +M,, = Z(MEIK +MEK)
M, =aM,, Mliza’lMlo

| —
Ml;—a M1(;’ MIL—aM,

Iy

b.

Ispat. Diyagramdaki kavsak sayisi iizerinden tiimevarim ile ispat yapilir. Tanim

4.2.4’te tanimlanan M, polinomunun taban noktasinin se¢ciminden bagimsiz olacak
sekilde Lemma 4.2.5 ve Lemma 4.2.9’da ispatlanan gercekler kullanilacaktir.

Lemma 4.2.9°da gosterildi ki tek bilesenli diyagram durumunda Q, (P) ve Q, ( P )

toplamlar1 taban noktasindan bagimsizdir.

56



1.

K tek bilesenli olsun ve i kavsagi verilsin. 7K bu kavsagn alt iist edilmesiyle
elde edilen diigiim ve E.K , bu kavsag: yonlendirilmis ayirma ve FK , kavsagin
disoriented ayirma yapilarak elde edilen iki disoriented diyagram olsun. Taban

noktasinin Sekil 4.16’daki gibi dogru bir secimiyle K i¢in alt {ist etme dizisinde

n. kavsagi i ile numaralandirabiliriz.

XX

Sekil 4.16. Kavsakta taban noktasinin durumu.
Tamm 4.2.3(4) ile karsilastirmayla goriilebilir ki Q, (P) ve Q. (P) nin
agilmlannin farkindan direkt olarak M, +M,, =z (M ex tMp K) esitligi

elde edilir.

K diyagraminin birden fazla bilesene sahip oldugu ve i kavsaginin herhangi
bir bilesene ait olan bir kavsak oldugu kabul edilsin (Yani i, iki bilesenin
ortak kavsagi olmasin). Bu durumda bu kavsak baska hicbir bilesen i¢in alt {ist

etme dizisine dahil olmaz. Béylece Tanim 4.2.3(3) kullanilarak tiimevarimla
M+ My =z(My+M,, ) esitlig elde edilir.

K birden fazla bilesene sahip olsun ve i kavsag iki farkli bilesenlere ait

olsun. Bu kavsakta isaretlerin toplami sifir olacagindan disoriented halkanin

alt uist dizilerine bir etkisi olmaz. Boylece M esitligi her bir birlesen i¢in

disoriented halka i¢in de saglanir.

Bu ispatin (a) kismin1 tamamlar. (b) kismini ispatlamak ic¢in dikkat edilmelidir ki

Tanim 4.2.3’teki kivrimlar sonunda bir disoriented diigiim degerlendirmesinin bir

parcasi olacaktir ve taban noktasinin yerinin se¢imi bu kivrimlara karsilik gelen

standart diigliimlenmemis diigiim durumunda de§ismez. Boylece Tanim 4.2.3 (4)’iin

ikinci kisminin biitiin terimleri bu kivrimlarin birebir kopyalarini igerdiginden (b)

kisminin ispat1 tiimevarimdan ¢ikar.
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Lemma 4.2.11. K herhangi bir disoriented halka diyagrami ve K', K diyagramina

regiiler izotop bir diger disoriented halka diyagrami olsun. Bu durumda M, ve M,.

polinomlar esittir. Bir bagka deyisle M, regiiler izotopinin invaryantidir.

Ispat. K bir disoriented diigiim ise Sekil 4.20 ve 4.21°deki II. ve IIL tip
Reidemeister hareketlerinin invaryantligt uygun bir taban noktas1 segilerek

tiimevarim yontemiyle gosterilebilir.

II. tip Reidemeister hareketi durumunda sadece Sekil 4.17°deki diyagramlarim M
polinomlarimin esit oldugunu gostermek yeterlidir. (II. tip hareketin diger durumlar1

benzer sekilde gosterilebilir.)

e TS

Ty e

Sekil 4.17. Bir disoriented II. tip Reidemeister hareketi.

[k diyagramda taban noktas1 Sekil 4.18”deki gibi secilir:

" ™~

M s

P
Sekil 4.18. Taban noktasi belirlenmis bir disoriented II. tip Reidemeister hareketi.

Boylece harekette icerilen iki kavsak da K diiglimii i¢in alt iist etme dizisi tarafindan
degistirilmez. Tlmevarimsal olarak Tanim 4.2.4 (3)’teki her terim II. tip

basitlestirme hareketleri altinda invaryant oldugundan, M, diger II. tip hareketler

altinda da invaryanttir.

Burada II. tip hareketleri altinda invaryanthigin K ’dan daha az kavsaga sahip biitiin

disoriented diiglim ve halka diyagramlar1 i¢in gegerli oldugu varsayilmaktadir.
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K birden fazla bilesene sahip ise II. tip hareketler, bilesenlerin birbiriyle
halkalandigr durumda diisiiniilmelidir. O zaman taban noktasinin bir se¢imine

karsilik gelen en miimkiin durum Sekil 4.19’daki gibidir.

P

¥

2\

Sekil 4.19. Taban noktasi belirlenmis bir disoriented II. tip Reidemeister hareketi.

Burada taban noktasi yukarida agiklanan durumlara uyum saglamak amaciyla alt
gecit iizerinden almmistir. Lemma 4.2.10 asagidaki Sekil 4.20 ile birlikte ele

alindiginda

My +My = Z(MEIK +MF]K)

My + Mgy =2(My o+ M)
veya
My =My = 2(Myg + My =My =M )
oldugu goruliir. Ayrica M, =M, Mo =M, oldugundan

My =M,

elde edilir. 7,7,K disoriented halkasi ilizerinde benzer sekilde II. tip Reidemeister

hareketi uygulanir ve bu sekilde devam edilirse invaryantlik timevarim yonteminden

kolaylikla goriiliir.
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Sekil 4.20. Bir disoriented II. tip Reidemeister hareketi ve ayrigima.

Simdi IIL. tip Reidemeister hareketler altindaki davranisi inceyelim. III. tip hareketler
durumunda bir disoriented halkanin bir bileseninin yalnizca Sekil 4.21°deki K ve
K' diyagramlarmin M polinomlariin esit oldugunu gostermek yeterlidir. (Diger III.
tip hareket durumlar1 benzer sekilde gosterilebilir.) Ayn1 durum disoriented halkanin
her bileseni i¢in gegerlidir. K (ve K') diyagraminda taban noktasi secilerek hareket
edilirse li¢ kavsaktan ikisi alt iist etme dizisine dahil olmaz. II. tip Reidemeister

hareketleri altinda invaryantlik saglandigindan Sekil 4.21°den M., =M., elde
edilir. Béylece M, =M. (ve M, =M,,.) elde edilir ve III. hareketler altindaki

invaryantlik timevarimdan goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanir.

A X /ZL\.\{

IN TN LY N
NN ML s
Aoop o0 A

Sekil 4.21. Bir disoriented III. tip Reidemeister hareketi ve ayrigimai.

60



5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ilk 6nce bir disoriented diigiim [1]’de verilen tanimin bir genellemesi
olarak yeniden tanimlandi. Disoriented diigiim diyagramlar ¢izildi. Yonlendirilmis
diigiim diyagramlar i¢in literatiirde var olan Reidemeister hareketleri, disoriented
diigiimlere genisletilerek disoriented Reidemeister hareketlerinin tamami ortaya
cikarildi. Bu disoriented hareketlerin tamamini iireten ve daha az sayida hareket
iceren iki minimum {iretegler kiimesi belirlendi. Boylece disoriented diigiim
teorisindeki invaryantlarin ortaya ¢ikarilmasinda temel bir yontem olarak
kullanilacak en dnemli diyagramatik invariyantlar verildi. Diyagramatik c¢aligmalar
kapsaminda, disoriented diigiimlerin baglantili toplami, Gauss kodu, Gauss
diyagramlari ve minimum {iiretecler kiimesine karsilik gelen Gauss hareketleri tam
olarak belirlendi. Gauss hareketleri, disoriented homoloji ve disoriented kohomoloji
caligmak isteyen arastirmacilar i¢in dnemli bir yontem olarak kullanilabilir.

Sonra, disoriented diiglim ve halkalar1 siniflandirmak i¢in iki degiskenli bir polinom
tanimlandi. Bu polinomun iyi tanimli oldugu ve disoriented diiglim ve halkalar i¢in
regiiler izotopinin bir invaryant1 oldugu ispatlandi. Regiiler izotopi invaryanti olan
polinom, halkanin tam burulma sayisi ile normallestirilerek kusatan izotopinin bir
invaryant1 olan bir polinom elde edildi. Boylece disoriented diiglimleri ve halkalar
siniflandiran 6nemli bir polinomial invaryant verildi.

Bu tezden firetilen ve ISI veri tabaninda taranan dergilerde yayimlanan iki makale,
disoriented diigiim teorisine giris olan [1] c¢alismasi ile birlikte disoriented diigiim

teorisinin temelleri biiyiik 6l¢lide atilmis oldu.

Bu teoride incelenebilecek ¢ok sayida konu vardir. Ornegin klasik diigiim
teorisindeki HOMFLY polinomunu disoriented diigiim teorisine genigleten polinom
invaryantlar1 ortaya cikarilabilir. Disoriented orgii, disoriented dolasik, disoriented
homoloji ve kohomoloii teorileri kurulabilir. Disoriented diigiim teorisi ile graf

teorisi arasindaki iligkiler ortaya ¢ikarilabilir.
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