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OZET

Anahtar kelimeler: Stirekli bagimlilik, yapisal kararlilik, ¢oziimlerin nitel davranisi,
giiclii sontimlii terim, hidrodinamik soniimlii terim, disipatif katsayi, dalga denklemi,
gelistirilmis Boussinesq denklemi, Rosenau denklemi

Bu tezin ilk boliimiinde incelenen problemlerin ¢dziimlerinin global, lokal ve zayif
¢Ozlimlerinin varlig1 hakkinda giliniimiize kadar yapilan ¢alismalar tarihi gelisimiyle
ele alinmigtir. Ayrica siirekli bagimlilik konusu ile ilgili bir ¢ok ¢alismaya da yer
verilmistir.

Ikinci béliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, dzdeslik ve esitsizlikler
verilmigtir.

Tezin l¢ilincii boliimiinde baslangi¢ ve sinir kosullarina bagli lineer olmayan soniim
terimi iceren gelistirilmis Boussinesq denkleminin ¢o6ziimlerinin problemin
katsayilarina olan siirekli bagimliligi konusu esas alinmistir.

Dordiincii bolimde hidrodinamik soniim terimli Rosenau denklemi i¢in Cauchy
probleminin ¢oziimlerinin problemin katsayilarina olan stirekli bagimlilig:
calisilmigtir.

Besinci boliimde lineer olmayan disipatif katsay1 igeren baslangi¢c ve Dirichlet sinir
kosullariyla tanimlanmis yari lineer dalga denkleminin ¢oziimlerinin problemin

katsayilarina siirekli bagimlilig arastirilmstir.

Incelenen problemler igin ¢alismada standart enerji yontemi uygulanmustir.



BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF SOME PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS FROM THE DAMPED TYPE

SUMMARY

Keywords: Continuous dependence, structural stability, qualitative behavior of the
solutions, strong damped term, hydrodynamic damped term, dissipative coefficient,
wave equation, improved Boussinesq equation, Rosenau equation.

In the first part of this thesis, studies on the existence of global, local and weak
solutions to the problems examined were discussed with historical development. It is
also included in a very study of continuous dependence.

In the second chapter, the basic definition, identity and inequalities to be used
throughout the thesis are given.

In the third chapter of this thesis, the continuous dependence of the solutions of the
initial and boundary values of the improved Boussinesq equation, which includes
nonlinear damping terms, to the coefficients of the problem are taken as the base of
the study.

In the fourth chapter, the continuous dependence of solutions of the Cauchy problem
on the coefficients of the problem was studied for the Rosenau equation with the term
hydrodynamic damping.

In the fifth chapter, the continuous dependence of the solutions of the semi-linear wave
equation defined by the initial and Dirichlet boundary conditions containing non-linear
dissipative coefficient were investigated.

Standard energy method has been applied in the study for the examined problems.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Matematiksel fizikte ortaya ¢ikan olaylarin ¢cogu ve miihendislik alanlar1 kismi tiirevli
diferansiyel denklemler (PDE) ile tanimlanabilir. Ornegin fizikte 1s1 akis1 ve dalga
yayilimi olayi, ekolojide ¢ogu popiilasyon modeli, kimyasal olarak reaktif bir
malzemenin dagilimi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Ayrica
akiskanlar dinamigi, kuantum mekanigi, elektrik, plazma fizigi, sig su dalgalarinin
yayilmasi ve diger birgok model gegerlilik alani i¢inde kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerle ele alinir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler, bilim ve miihendislik modellerinin bu dogal
olaylarin1 tanimlamak i¢in kullanisli bir ara¢ haline gelmistir. Bu nedenle, kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢6zlimii ve yontemlerin uygulanmasi i¢in geleneksel ve son
zamanlarda gelistirilen tiim yOntemlere asina olmak giderek daha Onemli hale
gelmektedir. Bu yontemlere oOrnek olarak Backlund doniisiimii, Hirota bilineer
yontemi, ters sacilim doniisiimii, Adomian ayrisma yontemi, varyasyonel yontem,
homotopi pertiirbasyon yontemi verilebilir. Ek olarak son zamanlarda lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimiinii bulma konusunda tanh metodu,
yardimc1 denklem metodu, Riccati genisletme metodu gibi cesitli ¢alisma ve

yontemler gerceklestirilmistir (Alotaibi ve Althobaiti, 2021).

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri keyfi fonksiyonlar: icerdigi
i¢in birden fazla ¢6ziim vardir. Bunun aksine baslangic veya sinir degerleri verilmis
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin bir tane 6zel ¢6ziimii vardir. Hemen sdylemek
gerekir ki problemlerin fiziginden ortaya ¢ikan baglangi¢ sart1 veya sinir sarti pek cok

problemde mevcuttur. Kismi tiirevli bir denklemde t bagimsiz degiskeni zamani
gostermek tizere U(X,t)’nin t =1, veya t =0 anindaki problemin fiziksel durumunu

gosteren sartlara baglangic sart1 (Initial Conditions) ve bu tiir kismi tiirevli denkleme



baslangi¢ deger problemi denir. Eger u(X,t) fonksiyonunun u(x,0) ve/veya u, (x,0)

belli ise (t = 0 aninda) bu tiir sartlara Cauchy baslangig sart1, bu tiir probleme Cauchy
problemi denir. Biitiin fiziksel problemlerin belli bir D bélgesinde ¢6ziimii aranir ve
aranan fonksiyonun D boélgesinde belli noktalarda degerleri verilir bu degerlere sinir
sartlar1 ve bu tiir problemlere sinir deger problemleri denir. Bazen sinirlar belli bir
sonlu bolgede olmayabilir. Boyle bir durumda sinir sonsuzdur denir. Tezde ele alinan

sinir sartlarina 6rnek olarak Dirichlet sart1 verilecektir. Belli bir D bolgesinde ¢oziimii
aranan u (X, t) fonksiyonu i¢in bu D bélgesinin her bir yerinde degerlerinin verilmesi

ile tanimlanan probleme Dirichlet Sinir deger problemi denir.

Baslangi¢ ve/veya simir sartlari ile verilen kismi tiirevli diferansiyel denkleme iyi

konulmus problem denir ve asagidaki sartlar1 saglar:

- En az bir ¢6ziim vardir ve bu ¢6ziim tektir.
- Coziim kararlidir. Yani giris verilerindeki kiigiik degisiklikler ¢oztimde kiigiik

degisiklikler olusturur.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin eliptik, parabolik ve hiperbolik olmak iizere
tic farkl tipi vardir. Eliptik tipten denkleme Ornek olarak akiskanlar mekaniginde
sikigtirllamayan ideal akigskanin akim fonksiyonu, dikdortgen levhadaki kararli
sicaklik fonksiyonu gibi fiziksel olaylar tarafindan saglanan Laplace denklemi,
cevrintili ideal sikistirilamayan akiskanin akim fonksiyonu tarafindan saglanan Poison
denklemi verilebilir. Parabolik tipten denkleme homojen bir ¢ubugun sicakligini veren
1s1 (difiizyon) denklemi, hiperbolik tipten denkleme ise titresen bir telin {izerindeki tiim
noktalarin kiigiik yer degistirmeleri, ideal akigkanin yiizey dalgalarindaki hizi, dalga
denklemi 6rnek olarak verilebilir (Keskin, 2010).

Su dalgalariin teorik ve fiziksel modellemesi, lizerinde on altinci yiizyildan bu yana
calisilan bir konudur. Genel olarak riizgar etkisi ile olusan acik deniz ve kiy1 bolgesi
dalgalarinin yani sira su i¢indeki bir cismin (gemi vb.) hareketinden 6tiirii olusan
dalgalarin incelenmesi de Onem tagimaktadir. Gemi hareketlerinden kaynaklanan

dalgalarin modellenmesi 6zellikle son yillarin giincel konularindandir. Lineer olmayan



Ozellikteki bu dalgalar1 sayisal olarak modelleyebilmek icin “Boussinesq
Denklemleri” kullanilmigtir. Bayraktar ve Beji (2013) ele aldiklar1 makalelerinde,
seyir halindeki tekneyi temsil edecek olan basing alan1 belirlemis ve bu basing alani
ilerlediginde olusacak olan dalgalar1 bir bilgisayar programinda sayisal olarak
modellemistir. Boussinesq denklemleri, derinlik integre edilmis denklemler olup,
dispersiyon terimleri kismi olarak dikey yondeki akiskan ivmesinin etkisini temsil
eder. Boussinesq Denklemleri bu 6zellikleri ile uzun dalga denklemlerinden ayrilirlar.
Bu sayede, ¢ok sig olmayan bdlgelerde de degisik hizlardaki teknelerin yarattig

dalgalarin gergekei bir sekilde simiilasyonu yapilmistir.

Boussinesq denklemleri genel olarak yakin kiy1 bolgelerindeki ya da orta derinlikteki
dalgalar1 modellemek i¢in kullanilmaktadir. Bu uygulamalarin disinda, ilerleyen bir
cismin olusturdugu dalgalari modellemek i¢in de Boussinesq denklemleri

kullanilabilir.

Boussinesq denklemi asagidaki gibi iki temel bicimde yazilabilir:

Uy — Uy, +5uxxxx = (uz)xx (11)

utt _uxx _uxxtt = (uz)xx (12)

(1.2) denklemi diger Boussinesq denklemlerinde oldugu gibi s1g suda uzun dalgalarin
yayilimini yaklagik olarak detaylandiran 6nemli bir modeldir. (U, yerine U, ) & >0
oldugunda, (1.1) denklemi elastik bir kirisin kiigiik, dogrusal olmayan, enine
salmimlarmm ydnetir ve dogrusal olarak kararlidir. ‘Iyi’ Boussinesq denklemi olarak
adlandirilir. 6 <0 oldugunda ise dogrusal kararsizlik nedeniyle “kotii” Boussinesq
denklemi olarak adlandirilmistir. (1.1) denklemi ilk olarak Boussinesq tarafindan ele

alinmigtir (Boussinesq, 1871).

(1.2) denklemi gelistirilmis Boussinesq denklemi (IBq denklemi) olarak

adlandirilmistir.  Gelistirilmis Boussinesq denkleminin Boussinesq denkleminden

farki, dordiincli dereceden bir uzay-zaman tiirevi U,, icermesidir. Gelistirilmis



Boussinesq denkleminin uygulama alanlar1 incelendiginde, enine hareket ve dogrusal
olmayan kosullar g6z 6niine alindiginda bu denklem, akustik dalgalar i¢inde dairesel
kesitli elastik cubuklarda meydana gelir. Ayrica kotii gelismis Boussinesq denklemi,
plazmadaki iyon-ses dalgalarinin yayilimini, dogrusal olmayan kafes dalgalarini
arastirmak, kotlii Boussinesq denklemine yaklasmak ve manyetik agiya dik agilarda
yayilan dalgalar1 tanimlamak igin kullanilir. Iyi gelismis Boussinesq denklemi de

benzer sekilde ele alinabilir (Bayraktar ve Giir, 2020).

Dalganin zamanla kayboldugu bilinmektedir. Ornegin durgun bir su yiizeyine tas
atildiginda, parmagin durgun suya batirilip ¢ikarilmasinda ya da su birikintisi iizerine
diisen yagmur damlalarinin su yiizeyinde olusturdugu dalgalar belli bir zaman sonra
olustugu andaki etkisini kaybeder. Dalganin zaman i¢inde kaybolmasina dalganin
sonitimlenmesi (damping of the wave) denilmektedir. Bu soniimlenme durumu bir ¢esit
sirtinme sebebiyle olusan degisim sirasinda sistemin enerjisini yavas yavas
kaybettigini gosterir. Bu duruma sistemin disipatif olmasi ya da enerji tiiketmesi de

denmektedir.

fhmal edilebilir agirlikta, L uzunlugunda, ince, esnek bir tel diisiiniildiigiinde telin iki
ucunun bazi desteklerde sikica sabitlendigi (sikistirildigi) varsayilir, boylece hareket

etmezler. Bu yapinin sonlimleme oldugu varsayilirsa telin dikey yer degistirmesi
O<x<L ve herhangi bir zamanda t>0 olmak {izere u(x,t) yer degistirme

fonksiyonu tarafindan verilir. Bir boyutlu sontimlii dalga denklemi,

Baslangi¢ kosullari: u (X, O) =f (X) U, (X, O) =0 (X) O<x<L
Sinir kosullart: u (O,t) =0, u ( L,t) =0, t>0
oldugunda

u, =c’u, —au,, (1.3)

olarak verilir.



Bu tezde amaglanan, baslangic degeri ve ilk sinir degeri verilen soniimlii tipten dalga
durumu modellenmis denklemler icin problemin yapisal kararliligini (structural
stability) ya da bagka bir ifadeyle ¢oziimiin davranisini (qualitative behavior of the

solutions) incelemek olacaktir.

Yapisal kararlilik, verilen denklemin ¢oziimiiniin denklemin katsayilarina, sinir
verilerine, sinir kosullarinin katsayilarima olan siirekli bagimliliginin incelenmesi
tizerinedir. Burada onemli olan problemin katsayilarindaki ya da sinir kosulundaki
katsayilarda olan kii¢iik bir degisimin problemin ¢6zliimil i¢in biiyiikk degisimlere
neden olup olmadigidir. Eger ele alinan problemin ¢oziimleri katsayilara siirekli
bagimli ise katsayilarda kiiciik degisiklik oldugunda problemin ¢dzlimiinde de kiigiik
degisiklikler olmasi Ongoriilir. Bu da problem modellenirken kullanilan aracin
Ozellikleri degisse de olusan problemin ¢oziimlerinin nasil olacaginin tahmin
edilmesini saglar. Lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler igin
¢coziimlerin baslangic sinir deger problemlerine siirekli bagimlilig: ile ilgili birgok
yayin vardir. Bu tiir bir¢ok sonug¢ Straughan ve Ames (1997) tarafindan kapsamli bir
sekilde arastirilmistir. Russell (1844) tarafindan su dalgalar1 iizerine yapilan
arastirmada sivilarda, plazmalarda, elastik govdelerde vb. lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ilerlemesi saglanmistir. Daha sonra Polat ve ark. (2005)
(1.4) denklemiyle ifade edilen soniimlenmis Boussinesq denkleminin ¢éziimlerinin

patlamasin1 bulmustur:
Uy —bu, + 68Uy —Tu = f(U) (1.4)

Son zamanlarda, daha yiiksek dereceli Boussinesq denklemleri i¢in daha fazla ¢calisma

yapilmistir. Su dalgasi problemini ylizey gerilimi ile modelleyen Schneider ve Eugene
(2001) x,t,uel ve u (X,t) ell olmak tizere (1.5)’teki gibi bir Boussinesq denklemi

sinifin1 incelemistir:

2
Uy —Uy — Uy — MU Uit = (U )xx (15)



Varlamov (1999) tarafindan, U,, damping terim ve 8,0 >0, S el olmak iizere

txx
u, —2bu, =-au_ +u +ABU?), (1.6)

soniimlii tipten Boussinesq denklemi ig¢in c¢oziimlerin asimptotik davranisi
incelenmistir. Varlamov (2001), (1.6) denklemi icin baslangi¢ sinir deger

problemlerinin ¢dziimlerin uzun zaman davranisini iki uzay boyutunda incelemistir.

Xu ve ark. (2017) tarafindan (1.7)’de gosterilen soniimlii genellestirilmis Cauchy
probleminin ¢dziimlerinin patlamasi incelenmistir, oncelikle zayif ¢éziim ve diizgiin
¢Oziimiin lokal varligi kanitlanip boylece potansiyel kuyu yontemi ve digbiikeylik

yontemi kullanilarak ¢6ziimiin global varligi ve sonlu zaman patlamasi ispatlanmstir.

Uy = Uy, + (U + F(U)) —au,, =0 (1.7

Liu ve Wang (2019), (1.8) denkleminde 0 "*de f (u?) :o( u’

P ) kiigiik viskozitenin

sistemindeki soniimlii Boussinesq denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢dziimlerinin

sinir davranigini ¢aligmuistir.

U,* —AU® + AU —£ AU = BAF (u?) (1.8)

Burada, Xel", n>3 ve t>0 olup £€>0, Bel parametreleri reel katsayilar

olmak iizere U* =u®(t,x) bilinmeyen fonksiyondur.

Tezin {i¢iincii boliimiinde,

U, —bAU—SAU, —TAU, +U |u|'°_2 =0, xeQ,t>0 (1.9)
u(x,t)=0, XeoQ, t>0 (1.10)

u(x,0)=uy(x), u(x0)=u,(x), xeQ (1.12)



seklinde dordiincii mertebeden disipatif terim iceren lineer olmayan Boussinesq
baslangi¢ sinir deger problemi goz oniine alinmistir. Bazi siirekli ortamlarda sintizoidal
dalganin hizi frekansa baghdir. Hizin frekansla degisimi dispersiyon olarak
adlandirilir. Burada problemin ¢6ziimlerinin b, d,r >0 olmak iizere, b (disipatif), &
(dispersif), I (sonlim) katsayilarina gore siirekli bagimliligi arastirilacaktir. Ayrica

denklemin bu katsayilara ayn1 anda siirekli bagimli oldugu da ispatlanacaktir. p > 2

oldugu durum incelenecektir. U bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, Qc0", oQ
yeterince diizgiin sinirlandirilmis bolgede tanimlanmis olup N=12 ise 1< p<oo,

_ 2

. : o° .
n>3 ise 2<p< > ’dir. A,n boyutlu Laplace operator, A = Z— ile tanimh

n
2
i=1 i

ikinci dereceden diferansiyel operatordiir (Bayraktar ve Giir, 2020).

Tezin dordiincii boliimiinde hidrodinamik disipatif katsayili Rosenau denklemi ele
alinmistir. Hollandali bilim adami olan Diederik Johannes Korteweg ve doktora
ogrencisi Gustav de Vries tarafindan Russell’in gozlemledigi s1g su akintilarindaki su
dalgalari i¢in bugiinkii soliton teorisinin {izerine kuruldugu Korteweg-de Vries (KdV)

denklemi olarak taninan matematiksel bir model ortaya konulmustur. X ve t sirasiyla

uzaklik ve zaman koordinatlar1 olmak tizere dalga yiizeyinin yiiksekligi n(X,t) ile

gosterilirse, p yogunluguna sahip bir akiskan iizerinde tek yondeki dalga hareketi,

on 30(2 1, 1 _0n
op_s8ofz 1., 1,00 1.12
at 2ax(30”7 2T 3P %0 (1.12)

denklemi ile ele alinir. Burada h suyun denge derinligi, g yercekimiivmesi, & keyfi
. . 1,5 Th . .
bir sabit, f :§h ——g, T ise su yiizeyi gerilimidir. Uygun doniisiimlerle KdV
o

denkleminin

u, —6uu, +u,, =0 (1.13)



standart formlarindan biri elde edilir. Bu denklem, icerisindeki lineer olmayan terimin
etkisinden dolay1 dalga olayinin uzun siire yayildigini gosterir (Ames ve Straughan,
1997). Korteweg-de Vries denklemi, ylizey dalgalarini birkag lineer olmayan dagilim
ortamini tek yonlii yayilimla modellemektedir. Zayif bir sekilde anharmonik ayrik
kafes varsayimi altinda tiiretildigi i¢in, yiiksek genlikli dalgalarin davranigini tahmin
etmeyebilir. Bu sebeple yogun ayrik sistemlerin dinamiklerinin incelenmesinde, dalga-
dalga ve dalga-duvar etkilesimleri durumu iyi bilinen KdV denklemi kullanilarak
aciklanamaz (Wang ve Su, 2015). KdV denkleminin bu eksikliginin iistesinden gelmek
icin Rosenau (1986) tarafindan kendi ismini verdigi Rosenau denklemi Onerilmistir.

Rosenau denklemi asagidaki gibi iki temel bicimde yazilabilir:

Uy + Uy +Uy +uU, = F (U) (1.14)
\
Uy = QU + Pl + P = F(U) (1.15)

Burada >0, >0 ve y >0 ’dir. (1.14) Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlig1 ve
tekligi (Park, 1990) tarafindan kamitlanmustir. (1.15) denkleminin » =0 oldugu

durumda 1y1 Boussinesq denklemi oldugu goriilmektedir.

Sistemde yer alan geri doniisii olmayan siire¢ler nedeniyle olusan i¢ siirtlinmeyi
(hidrodinamik) hesaba katmak i¢in dagilim fonksiyonu, ilgili yer degistirmelerin
zaman tilirevlerine baglidir. Hidrodinamik, sivilarin hizlart ve ivmeleri arasindaki
iligkiler, hareket halindeki sivilar veya siv1 lizerine gelen kuvvetlerle ilgilenir, sivilarin
akimini saglayan kuvvetleri, bu kuvvetlerin etkilerini ve hareket halindeki sivilarda

hareket degisimlerini inceler.

Wang ve Wang (2013), hidrodinamik soniimlii terim ile Rosenau denkleminin Cauchy
problemi i¢in kiiciik genlikli ¢6ziimlerinin global varligini, Wang ve Su (2015) ise
Stokes sonlim terimli Rosenau denklemi i¢in ¢dzlimiin asimptotik davranisini ve

global varligin1 kanitlamiglardir.



Bu bilgiler 1s181nda tezin dordiincii bolimiinde,

U, — AU — AU, +A%Uu+ A%, +ulul”™ =0, XxeQ, t>0 (1.16)
u(x,t)=0, XeoQ, t>0 (1.17)
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u,(x), XeQ (1.18)

seklinde dordiincii mertebeden lineer olmayan enerji yitimini ifade eden hidrodinamik
disipatif katsay1 iceren Rosenau baglangi¢ sinir deger problemi gbz oniine alinmugtir.
Burada problemin ¢ozlimlerinin « >0 olmak lizere, & (sonlim) katsayisina gore

stirekli bagimlilig1 arastirilacak olup P >1 oldugu durum incelenecektir. A,n boyutlu

Laplace operatoriidiir. U bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, Q0 ", 6Q yeterince

diizgiin smirlandirilmis bélgede tamimlanmisti,. N=12 ise 1< p<oo, n>3 ise

n
l<p< 3 ’dir (Wang ve Wang, 2013).
n -

Tezin besinci boliimiinde (1.19)—(1.21)’de ifade edilen lineer olmayan disipatif katsay1

iceren baglangi¢ ve Dirichlet sinir kosullartyla tanimlanmis yari lineer dalga denklemi

incelenmistir.

Uy, — Au— kAU, +a|u, " u +b|u” Fu=0, XeQ,t>0 (1.19)
u(0,x)=uy(x), u(0,x)=u,(x), XxeQ (1.20)
u(t,x)=0, XeoQ, t>0 (1.21)

Burada problemin ¢oziimlerinin k >0 olmak tizere, k (soniim), @ (soniim), b
(lineerligi bozan terimin katsayisi) pozitif katsayilarina gore siirekli bagimlilik
incelemesi ayr1 ayr1 gosterilecektir. Ayn1 zamanda denklemin bu katsayilarin tiimiine

ayni anda siirekli bagimli oldugu da ispatlanacaktir. a>0, b>0, m>2, p>2

oldugu durum incelenecektir. A,n boyutlu Laplace operatoriidiir. U bilinmeyen
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fonksiyon olmak tizere, Qc0O", 6Q simrinda tammlanmis olup N=12 ise

2n-2
2<p<owo,n=>3ise 2<p< ’dir (Chen ve Liu, 2013).

(1.9)-(1.16) ve (1.19) denklemlerinin ilgili baglangi¢ siir deger probleminin uygun
uzaylarda ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi icin yeterli kosullar elde edilmis ve bu kosullar
altinda ¢oziimiin varhig1 ve tekligi ispat edilmistir (Polat, 2005; Wang ve Wang, 2013;
Chen ve Liu, 2013). Bu tezde ayr1 basliklar altinda (1.9)-(1.11), (1.16)-(1.18) ve (1.19)
-(1.21) problemlerinin uygun uzaylardaki ¢éziimlerinin denklemin katsayilarina olan

stirekli bagimlilig incelenecektir.

Birinci boliim giris boliimiidiir ve problemlerin literatiir ¢calismasini igermektedir.
Ikinci boliimde temel kavramlar ve kullanilacak esitsizlikler verilmistir. Uciincii
boliimde dordiincii mertebeden disipatif terim igeren lineer olmayan Boussinesq
denkleminin ¢6ziimlerinin problemin katsayilarina olan siirekli bagimlilig1 incelemesi
her katsay1 ve ayn1 anda tiim katsayilar i¢in verilmistir. Dordiincili béliimde doérdiincii
mertebeden lineer olmayan enerji yitimini ifade eden hidrodinamik disipatif katsayi
iceren Rosenau baglangi¢ sinir deger problemi géz oniine alinmistir. Problemin sontim
katsayisina olan siirekli bagimlilig1 arastirilmistir. Besinci boliimde lineer olmayan
disipatif katsay1 igeren baslangi¢ ve Dirichlet sinir kosullariyla tantmlanmais yari lineer
dalga denkleminin ¢oziimlerinin problemin katsayilarina olan siirekli bagimlilig
incelenmistir. Ardindan bu denklem icin tiim katsayilar ayni1 anda ele alinip siirekli

bagimlilik incelemesi yapilmistir.

Tez ¢aligsmasinin tiglincii boliimiinde elde edilmis sonuglar "Continuous dependence of
solutions for damped improved Boussinesq equation"” isimli makale de Turk J Math.

dergisinde yayinlanmistir (Bayraktar ve Giir, 2020).



BOLUM 2. TANIMLAR VE TEMEL BiLGILER

2.1. Normlu Uzay, i¢ Carpim ve Hilbert Uzay

Tanim 2.1.1 (Normlu uzay). X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olsun.

|||| X = R doniisiimii V;(,ye X ve VaeR igin,

- \>"<H20ve\>”<u=0@i=o

[ =talx

- [l

ozelliklerini saglarsa X {izerinde bir norm adini alir ve bu durumda (X, ||) ikilisine

bir normlu uzay ad1 verilir, XH gosterimine de X vektériiniin normu denir. (X, ||{)

normlu uzaymnda Vx,ye X olmak iizere, d()?,?)z”)?—?” seklinde tanimlanan

uzaklik fonksiyonu X iizerinde bir metrik uzaydir (Piskin, 2017).

Tanim 2.1.2 (Cauchy dizisi). (Xn) , X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her & >0 i¢in
n,m=n_ oldugunda ||Xn —Xm|| <& olacak sekilde & ’a bagli en az bir n, ell dogal

sayis1 varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir (Piskin, 2017).
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Tamm 2.1.3 (Yakinsak-Giiclii yakinsak dizi). ( Xn), X normlu uzayinda bir dizi

olsun. lim||x, —x||, =0 olacak sekilde bir xe X varsa (x,) dizisine yakinsak veya

Nn—o0

giiclii yakinsak dizi denir ve X, — X ile gosterilir (Piskin, 2017).

Tanim 2.1.4 (Zayif yakinsak dizi). (Xn), X normlu uzayinda bir dizi olsun. Her
ue X’'(X’ dual uzay) i¢in limu(x,)—>u(x) olacak sekilde bir xe X varsa (x,)

dizisine zayif yakinsak dizi denir ve X, — X ile gosterilir. Dual uzay X {izerindeki

tiim siirl lineer fonksiyonellerin kiimesidir (Piskin, 2017).

Tamm 2.1.5 (Banach Uzayi). Bir (X||||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi X ’in

bir elemanina yakinsiyor ise bu uzaya tam normlu uzay, ( X, ||||) uzayi tam ise bu uzaya

Banach uzay1 denir (Uysal, 2019).

Tamim 2.1.6 (i¢ Carpim). K cismi iizerinde bir X vektor uzay1 verildiginde, X x X

uzay1 iizerinde tanmh K degerli (-,-): X x X — K bir fonksiyonun her x,y,ze X ve

a,bell i¢in agagidaki 6zellikleri varsa, bu fonksiyona i¢ ¢arpim denir.

- (xx)=0; (x,x)=0<=x=0,

- (xy)=(y,x)(Burada ¢,c €0 ’nin bir karmagik eslenigidir.),

- (ax+by,z)=a(x,z)+b(y.z).

1
K =R halinde (X, y) = (y, X) ’dir. Bir i¢ c¢arpim ile ||X|| = (X, X)5 tanimlanan
|||| : X = R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukga kolaydir. Normu yukarida

oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim uzay1 denir (Uysal,
2019).
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Tanmm 2.1.7 (Hilbert uzayi). Bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzay
icinde bir limite sahipse bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzayi denir (Pigkin, 2017).

Tanim 2.1.8 (Standart i¢ carpim). N -boyutlu R" ve gergel Euclid uzayinda bir nokta

X = (X, %,,...X, ) ve bu noktanin normu

1

(30

ile tanimlanir. X ve y ’nin standart i¢ carpimi

(X! y) = Z Xi yi
i=1
seklindedir (Uysal, 2019).

Tanim 2.1.9 (Diferansiyel operator). o =(a;,a,,...,) negatif olmayanc, "lerin N
n

bilesenlisi ise & ’ya g¢oklu indis denir ve X“, |0(|=Z‘Otj‘ mertebeye sahip olan
1

x*...xo tek terimlisi, x* =x™...x™ ile tanimlanir. Benzer sekilde 1< j<n igin

n n

a H a o Q, . . . . . .
D, = P ise, 0 zaman Dj =D;*...D;" mertebeden bir diferansiyel operatdr belirtir

j

(Uysal, 2019).

Tamm 2.1.10 (C(Q) Fonksiyonlar kiimesi). Q kiimesi {izerinde tanimli siirekli

fonksiyonlar kiimesi C(Q) ile gosterilir. Normu ise ||U||C(Q) zsup\u (X) “dir (Piskin,
XxeQ)

2017).
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Tamm 2.1.11 (C"(Q) Fonksiyonlar kiimesi). 0, R"’de bir bdlge olsun. Negatif
olmayan her M tamsayisi i¢in Q bolgesinde siirekli biitiin U fonksiyonlari ve |a| <m
mertebesine kadar biitin D“U kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar C™(Q) ile

gosterilir. C* (Q) uzayi ise biitiin mertebeden tiirevli ve siirekli fonksiyonlardir (Polat,

2005).

Tamm 2.1.12 (Kapams-Kompakt Destek-C5 (Q) Uzayr). Eger G R" iseR" de

G ’nin kapanist G ile belirtilir. G = R" ve G, R"’in kompakt (kapali ve sinirli) alt

kiimesi ise G cc R" seklinde gosterilir. R"’de taniml1 ve sonlu bir bdlge disinda
kendisi ve biitiin mertebeden tiirevleri sifir olan fonksiyonlar sinifina kompakt destekli

fonksiyonlar denir. U fonksiyonunun destegi
suppu ={x e G :u(x) =0}
seklinde tanimlanir.

suppu CC Q ise U fonksiyonu Q’da kompakt destege sahiptir denir ve Cj’ (Q) ile

gosterilir (Polat, 2005).

2.2.  Lebesque Uzay1 L*(Q)

Tamm 2.2.1 (L? (@) Uzay1). @, R" *de 8lgiilebilir bir kiime, U &lgiilebilir fonksiyon

smifi ve 1< p<oo olmak lizere

Hu(x)‘p dx < oo

Q
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ise U(X) fonksiyonlart p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak

isimlendirilir ve L° (Q) veya L ile gdsterilir. Bu uzaydaki norm

1
P

Wl =l | a0
seklinde tanimlanir.

Not: L"(Q) uzayinda
p=1 almirsa L' (Q) = L(Q) integrallenebilir fonksiyonlar uzayz,

p=2 almrsa L° (Q) karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 olarak adlandirilir.

p=2 igin L (Q) Hilbert uzayidir ve iizerindeki i¢ carpim Vu,v € L? (Q) igin,

(u,v):.[u(x)v(x)dx

Q

biciminde tanimlanir (Piskin, 2017).

Tanmm 2.2.2 (L~ (Q) Uzayi). Q bolgesinde 6lgiilebilir bir U fonksiyonu i¢in hemen
hemen her yerde |u(x) <K olacak sekilde bir K sabiti bulunabiliyorsa U
fonksiyonuna hemen hemen her yerde sinirlidir denir. Béyle K ’larin en biiyiik alt

‘nun Q bolgesindeki esas(essential) supremumu denir. esssup‘u(x)‘ ile
xeQ)

sSimirma |U

gosterilir.

Q bolgesinde hemen hemen sinirli U fonksiyonlari ile tanimlanan uzaya L~ (Q) uzayi

denir. Bu uzayda norm,

Ju

) :esssxgg‘u(x)‘:inf {K:u <K}
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biciminde gosterilir (Pigkin, 2017).
Tamm 2.2.3 (L, (2)uzayn. o,R"’de bir bdlge ve 1< p<oo olmak iizere O
bolgesinin  her bir kompakt (kapali ve smirl)) alt kiimesinde p. Kuvveti

integrallenebilen biitiin dlgiilebilir fonksiyonlar uzayma L, (Q) uzay: denir (Polat,

2005).

Tanim 2.2.4 (L ((a, b); X) uzayl). —o<a<b<oo olsun. ||u||x eL"(a,b) kosulunu
saglayan (a,b) ’den X ’e tamimlanmis Olgiilebilir U fonksiyonlar uzayina

LP ((a, b); X ) uzay1 denir.

LP ((a, b); X ) uzayl,

1
dt| , 1<p<w
s = flocoraf

ess sup u(t)| , p=oo

teab

normu ile bir Banach uzayidir. Benzer sekilde a<c<d <b olmak iizere her bir ¢,d
icin uel® (C,d;X) ise, 0 zaman uel® (a,b;X) yazilir ve p=1 i¢in U lokal

integrallenebilirdir denir (Polat, 2005).

Tamm 2.2.5 (Genellestirilmig(zayif) tiirev). u,vel, . (Q) olsun. Bir « ¢oklu-

indisi verilsin. Her ¢ eC(Q) i¢in I (pvdx:(—l)‘a‘J‘uD“(pdx esitligi saglanirsa,
Q Q

Vel (Q) fonksiyonuna U fonksiyonunun a. genellestirilmis (zayif) tiirevi olarak

da adlandirilir ve V=D“U seklinde yazilir. Eger U fonksiyonu, klasik anlamda D*

stirekli kismi tiirevlere sahip olacak sekilde yeterince diizgiin ise, 0 zaman D*U aymi

zamanda U fonksiyonunun zayif kismi tiirevidir. Klasik anlamda bir fonksiyonun
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tiirevli olmasi i¢in siirekli olmasi gerekir. Zay1f tiirevde ise siireklilige ve klasik tiirevin

varhigina gerek yoktur. Integralin olmas: yeterlidir (Polat, 2005).

2.3.  Sobolev Uzay1 W™ (Q)

Tanim 2.3.1 (Sobolev Uzayi). Q, R"’de bir bélge, M negatif olmayan herhangi bir

tamsay1 ve 1< p<oo olmak {izere
W™ (Q)={uel’(Q):Duel’(Q),0<|a|<m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzayi denir. Boylece kendisi ve m. mertebeye
kadar biitiin genellestirilmis tirevleri L”(Q) uzayinda olan fonksiyonlar uzayina

Sobolev uzayi denir. Sobolev uzayinda normlar 1< p <o igin

1

b P
@) |

Ju

ol <[ o

Ve p=oo i¢in

o

ooy =l = max [

Oé‘a‘ém

Ju

(@)
bir Banach uzayidir. W™" (Q) uzayinda

m=0 ise WP (Q)=L"(Q)

p=2ise W™*(Q)=H"(Q) olur ve H" () uzaymnda norm,

1

2
H™(Q) ZL)S;mHD“u ;(Q)J )

Ju
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ile verilir (Piskin, 2017).

Tamm 2.3.2 (Géomme operatorii). X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger X,Y ’nin
bir alt uzay1 ve her ue X ve U’dan bagimsiz bir ¢ >0 sabiti igin ||u||Y SC”U”X

oluyorsa X uzay1 Y uzaymna siirekli gomiilmiistiir denir ve X —Y ile gosterilir. Her
ue X elemanmi ayn1 ueY elemanina gotiiren operatdre gomme operatorii denir
(Piskin, 2017).

2.4. Kullamlan Esitsizlikler

Esitsizlik 2.4.1 (Young Esitsizligi).

1< p,g<oo ve l+l:1 olsun. Bu durumda a,b>0 ve £ >0 igin
P q

olur (Polat, 2005).

Esitsizlik 2.4.2 (& ’lu Young Esitsizligi).

1
Young esitsizliginde a = (6’ p)? X veb= alinirsa

1

(ep)e

XY <eXP+c(g)Y®

_a
esitsizligi saglanir. Burada C(e) = (.9 p) p " *dir (Piskin, 2017).



Esitsizlik 2.4.3 (Cauchy Esitsizligi).

a,b eR olmak iizere,

2 2
absa—+b—
2 2

esitsizligi saglanir (Piskin, 2017).
Esitsizlik 2.4.4 (& ’lu Cauchy Esitsizligi).

a,b>0 ve £>0 igin
jab] < £ [al? + - |bf
2 2

esitsizligi gecerlidir. Bir diger gosterimle

2

ab<ea®+—
4

olur (Evans, 2010).
Esitsizlik 2.4.5 (Holder Esitsizligi).

1< p,g<oo ve %+%=1 olsun. Eger u e L? (Q),ve L"(Q) ise, 0 zaman

uv e L' () olup

£|UV| dx = ||UV () < ”u”LP(Q) ||V||Lq(Q)

esitsizligi gecerlidir.

19



p=1 durumunda, q=co Ve [V],, =esssup}v|
XeQ
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p=0=2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz Bunyakowski esitsizligi denir (Polat,

2005).

Esitsizlik 2.4.6 (Genellestirilmis Holder Esitsizligi).

-1
1<p, pyi-eey Py S0 VE Z—=l i¢in

k=1 Mk

u, € L™ (Q) (1<k <m) oldugunda

n
j|u1...um|dx §H||ui||ka(Q)
Q k=1
olur (Evans, 2010).
Esitsizlik 2.4.7 (Minkowski Esitsizligi).
1< p<o ve u,veL’(Q) olsun. Bu durumda
Ju +V”Lp(g) < ”u”L”(Q) + ”V”L"(Q)

esitsizligi gecerlidir (Evans, 2010).

Esitsizlik 2.4.8 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi).

u,veR" olmak iizere

ju-v|<ul-]v



olur (Evans, 2010).
Esitsizlik 2.4.9 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Esitsizligi).

1< p<n olmak iizere Q = R" agik olsun.u eW,” (Q) ise

Ju

L’%(Q) < C”Du”Lp(Q)

olacak sekilde ¢ = c(n, p) sabiti vardir.

p>n Ve Q smirliise 0 zaman u ec(Q) ve
11
sl <l [oul

olur (Evans, 2010).

Esitsizlik 2.4.10 (Sobolev-Poincaré Esitsizligi).

p sayist 2< p<oo(n=12) ve 2< p£2—r12(n23) seklinde olsun.

Bu durumda ¢ = C(Q, p) sabit sayisi ve Ue H, (Q) icin

<c|vu

”u”u’(g) (@)

olur (Piskin, 2017).

Esitsizlik 2.4.11 (Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel form)).

21
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n(t) negatif olmayan, [O,T] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon ¢(t) ve (t)

negatif olmayan [O,T] tizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak tizere,

n'(t)<s(t)n(t)+w(t)

esitsizligi saglaniyorsa, tim 0<t <T i¢in

olur (Evans, 2010).

Esitsizlik 2.4.12 (Gronwall Esitsizligi (integral form)).

£(t), hemen hemen her t ve C;,C, >0 sabitleri igin

E(t)<C | &(s)ds+C,

O t—

integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, [O,T] tizerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0<t <T i¢in
£(t)<C,(1+Cite™)
olur.

Ozel olarak 0<t<T igin
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ise 0 zaman her yerde &(t)=0"dir (Evans, 2010).
Ozdeslik 2.4.13 (Green Ozdesligi).

QcR" (0QeC' simrina sahip) bolgesinde tanimli A(x)= (A1 (X),.. 0 A, (X))

vektorii 1=1...n olmak iizere A (x)eC (ﬁ)mcl (Q) bilesenleri ile verilsin.

. 0 0 _
dIVA(X)=£+~--+$ fonksiyonu Q (R" uzaymnda smirli bolge) bolgesinde

stirekli veya Q bolgesinde integrallenebilir ise

E[divA(x)dx = j A(x)n(x)ds

oQ

olup, burada n(x), Q bolgesine gore disa yonlendirilmis 6Q sinir1 ig¢in birim normal

vektordiir. Bu formiil Ostrogradsky formiilii olarak bilinmektedir.

u(x)eC?*(Q)NC'(Q),v(x)eC(Q), ve Au=div(Vu)=V-Vu fonksiyonu o

bolgesinde integrallenebilir olsun.
VAU =v-div(Vu) =div(VWu)-VuWwv, VUV =u,v, +---+U, v,

oldugundan Ostrogradsky formiiliine gore

ijudx = I va—u ds —IVqudx
Q [29) an Q

olup bu formiil Green formiilii olarak

. ou
elde edilir. Burada Vu-n|m:—
ol

bilinmektedir (Polat, 2005).
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BOLUM 3. SONUM TERIMLI GELISTIRILMIS BOUSSINESQ
DENKLEMI ICIN COZUMLERIN SUREKLI

BAGIMLILIGI
Bu bolimde,
U, —bAU—SAU, — AU, +u|u|p_2 =0, xeQ, t>0 (3.1)
u(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.2)
u(x,0)=uy(x), u(x0)=u,(x), XeQ (3.3)

seklinde dordiincii mertebeden disipatif terim iceren lineer olmayan Boussinesq
baslangi¢ sinir deger problemi goz oniine alinmistir. Burada problemin ¢oziimlerinin
b,6,r >0 olmak iizere, b (disipatif), & (dispersif), I (soniim) katsayilarina gére
siirekli bagimlilig1 arastirilacak, ayni zamanda denklemin bu katsayilara ayni anda

stirekli bagimli oldugu da ispatlanacaktir. p>2 oldugu durum incelenecektir. U

bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, Q c R", 0Q yeterince diizgiin sinirlandirilmig

2 > dir.

. . 2n
bolgede tanimlanmis olup N=1,2 ise 1< p<oo, n>3 ise 2< p<

3.1. On Kkestirimler

Simdi, (3.1)-(3.3) probleminin ¢éziimiine iliskin baz1 esitsizlikler elde edelim.

Teorem 3.1. (U, U;) e Hy(Q)xHg(Q) igin (3.1)-(3.3) probleminin ¢dziimii olan

ue Hé(Q),

lu @ <A, [vu@)] <A, [Vu @) <A, (3.4)
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esitsizliklerini saglar. A, A,, A, >0 problemin baslangic verilerine ve parametrelerine

baglhdir.

ispat 3.1. (3.4) esitsizligini elde edebilmek igin (3.1) denklemi u, ile L*(€2)’de

carpilirsa,

(U ) =B (801,) = 8 (A0, ) = (A, + ul* *ug, ) =0 @5)
elde edilir. (3.5) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda
()= [uanx= 0

(Au,u.)= iutAudx - £ut %ds —jVuVutdx - —%%HW Gl

(Au,,u,) ju Au,dx = j Ut R g IVuttVu dx = ———HV )

(Au,u,)= i u,Au,dx = (—Lut % ds— i vuvudx=—|vu, (t)]

T B R P U

olur. Yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,

LG R 0 e E T MO o Y @9

elde edilir.
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Enerjifonksiyonu Eu(t)zéuut(t)uz+gHVu(t)H2+EHVut(t)H2+%Hu(t)Hz olmak

d
tizere, r>0 oldugu gbéz Oniine alinarak (3.6) esitliginde aEu (t)SO oldugu

kolaylikla goriiliir. Buradan (O,t) araliginda integral alindiginda E, (t)S E, (0)

olarak bulunur.

1 b 1 1 b
EHUt (x,t)”2 +EHVu (x,t)H2 +§HV“r (x,t)”2 +5Hu (xt)Hz < EHul(x,O)H2 +EHVU (x,O)H2

5 1
+vu(x o) e o),
A =|u, (x0)" +b][Vu, (x 0)[ +8]vu, (x,0) +%Hu0 (x,0)]] olmak izere
Hut (t)”2 <A olur.
1 5 2
A= O 5 (60 + 2] () +-2 o (10
[Vut)] <A,
A, =£Hu (x0)[ +EHVU (x,0)[ +[vu, (x,0)[ +£Hu (x0)°
S\ 5 o\ 1\ ps o VMYl

[Vu, (O <A,

Boylece

(O <A, [P0 <A, [7u (0 <A,
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esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.2. Varsayalim ki, U, € L* (Q) veu, eH ? (Q)n H; (Q) olsun. Bu sayede,
(3.1)-(3.3) problemi igin

[vu, (O <A, vte(0,T] (3.7)

kestirimi gegerlidir. Burada A, >0 olup baslangi¢ verilerine ve denklemin

parametrelerine baghdir.

Ispat 3.2. Bu kestirimi bulabilmek igin énce (3.1) denkleminin t *ye gére bir kez tiirevi

alinir.

Uy —PAU, — AU, —FAU, +U, Ju]" " =0 (3.8)

(3.8) esitligi u,, ile L2 (Q) uzayinda carpilirsa,

(Uge Uy )b (AU, Uy )= 5 (AU, Uy )= (AU, U, )+(|u|p_2 ut,un)z 0 (3.9)

elde edilir. (3.9) esitligindeki integraller alinirsa,

1d
(Um 1 Uy ) = iunumdx = EEHU“ (t)HZ

0 1d
(Au,,u, )= iUnAUth = a!)un a—l:: ds —E[VutVundx = _EEHVUI (t)HZ

aut'(t

1d
(AU, Uy ) = J'unAumdx = .[ u, —=ds —jVumVundx = _EEHVU“ (t)H2
Q oQ Q
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R A
o o on :
(|U|p_2 ut,utt) = [|uf"* uupdx=(p—1) [|u]** uu,dx
Q Q

elde edilir. Yukaridaki islemler (3.9) esitligi i¢in diizenlendiginde,

1 b o
Eu{ (t) - EHUH (t)HZ + EHVUK (t)HZ +EHVUH (t )HZ

olmak iizere,

% E, (t)+r|Vu, (t)”2 =—(p —1)j|u|p_2 u,u, dx (3.10)
Q

olacaktir. (3.10) denklemi

% E, (t)+r|Vu, (t)H2 < ‘—( p —1).|.Q|u|p*2 ututtdx‘ (3.11)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla esitsizligin sag tarafindaki terim igin iist sir elde
edilerek Sobolev-Poincaré esitsizligi ve aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi

yardimiyla,
—( p—l)‘|'|u|p_2 u,u, x| < ( p—l)j|u|p_2 U, ||ue | dx < (p 1) [ max]u|”? _[|ut||un|dx
Q Q Q

<(p-1)|Q max|ul** u, (t)]Ju (V)]
<(p-1)ciQf[vu(t)]”” |u ()]u. ()]

<C, [HVUt (t)”z + Hvutt (t)HZ}
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olarak bulunur. Burada C, =

(3.11) esitsizligi diizenlendiginde,

d 2 2 2
B O+ rve, (O <, u (O +|vu o | (3.12)

elde edilir. Ayn1 zamanda r >0 oldugundan,

d 2 2
B = [V O «|vu o | (3.13)

b o
yazilabilir. Bu sayede M, = max {E : C4,E} olmak tizere,

%Eut (t)<M.E, (t) (3.14)

Mt

elde edilir. Boylece esitsizligin her tarafi € ™ ile ¢arpilip (0, t) "de integre edildiginde

E, (t)<e"™E, (0) bulunur. Buradan

U

2E (O
[vu, (1) < %ew (315)
olur. Istenen esitsizlik HVUtt (t)H2 <A, Vte (O,T] icin elde edilir. [ |

3.1.1. 5 katsayisina siirekli bagimhihk

Bu bdliimde, (3.1)-(3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin & katsayisina gore siirekli

bagimlilig1 incelenecektir. U fonksiyonu,
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U, —bAu —&,Au, —rAu, +u|u|p_2 =0, xeQ,t>0 (3.16)
u(x,t)=0, xed, t>0 (3.17)
u(x,0)=uy(x), u(x0)=u,(x), XeQ (3.18)

probleminin ¢6ziimii

V fonksiyonu ise,

Ve —bAV—8,Av, —rAv, +v|V|" " =0, xXeQ, t>0 (3.19)
v(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.20)
V(%,0)=v,(x), v, (x,0)=v(x), xXeQ (3.21)

probleminin ¢6ziimii olsun. Bu iki ¢6ziimiin farki W=U-V olup §, -9, =0 seklinde

tanimlanmistir. Elde edilen denkleme o6,Av,, eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,

W, —bAW— 5,AW, —& AV, —rAw, +[u]”“u—v|"*v =0, (3.22)
w(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.23)
w(x,0)=0, w,(x0)=0, XxeQ (3.24)

baslangi¢ sinir deger probleminin (BSD) ¢6ziimii olsun.

Teorem 3.1.1. (3.22)-(3.24) probleminin ¢6ziimii olan W fonksiyonu i¢in asagidaki
esitsizlik gecerlidir.

1 b ) e
PO 5w+ Svm o < v (325)

A, >0, M, >0 olup problemin baslangig¢ verilerine ve parametrelerine baghdir.

Ispat 3.1.1. (3.22) denklemi w, ile garpilip L, (Q) ’de i¢ garpimi alinirsa,
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(W, W, ) —b (AW, W, ) =&, (AW, W, ) — S (AV,, W, ) — T (AW, W, )
(3.26)
+(W, Ul P u-vP?v) =0

olur.
(3.26) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,
1
()= [ o
ow 1d 2
(Aw,w,) = £WtAWdX = izvvt %ds —£thdex = _EEHVW(t)H
oW, 1d
(Aw,,w,)= g.[vvtAvvndx = ;;[zwt a—n“ ds —J)anVvvtdx = _EEHVWI (t)H2
(AVy, W) IwAvttdx f W * ds — IVWVvttdx =—(Vw,, Vv,
(Aw,w,)= jvvtAvvtdx = J W, %ds—J.VWthvtdx =—(Vw, Yw, ) = | Vw, (t)H2
Q oQ an Q

(|u|"72 u —|v|p72v,wt)= J'(|u|”72 u —|v|p72v)wtdx
Q

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

d
S 3O - SIvw(of + v (O |+ (7w, vw)sefow ()

dt| 2
(3.27)
+_|.(|u|p_2u—|v|"_2v)wtdx:0
Q
elde edilir.
1
£ (1) = O + 27O + 2 vw O (3.28)

2
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olmak tizere (3.27) denklemi,

d
aEw(t)+r||th(t)||2 -5 (Vv VW)

( u—|v"* v)wtdx

(3.29)

:O'—o

esitsizligi seklinde yazilabilir. (3.29) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim igin

sirasiyla Cauchy-Schwarz ve & Young esitsizligi ¢ 22 i¢cin uygulanirsa,
S ‘(an ,Vw, )‘ <5 Han (t)HHVWt (t)”
2 52 2
<elvu (O] + 2 v, (0 @30
£
r
<o+ HV of

olur. (3.29) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in 2< p <

olmak tlizere

sirastyla ortalama deger teoremi, Holder ve Sobolev esitsizlikleri uygulanirsa

I(|u| U -V P V)Wth integrali igin,
Q

(ol u =" v wiax
Q

<(p-1) j|w||wt|(|u|p*2 +|V|P*2)dx

Q
<(P=1)|w] Il 2 (IIUII(",Ji)n + IIVII(";i)n) (3.31)
<(p-1)w|C,[VwC, (|[vul"* +[vv[)

seklinde bir {ist sinir bulunabilir. Boylelikle, (3.29) esitsizligi yeniden diizenlenip

||Vu||2 < A, oldugu gbz dniine alinirsa,
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d o°
e oy f < L 0 + o (0
(3.32)

p-2
2

+(p-1)w (B)]C,vw(t)]c,24,
yazilabilir.

p-2

C,=2CC,A, 2 (p-1)

alinirsa,

d 5°
B+ r|vw O < Zfvw O + vy O +C, w0 [vw()]

elde edilir. Young esitsizligi kullanilarak,

d r 5°
G E O+ [V O < [vw (O + vv (0

(3.33)

o WO ¢ [P

seklinde yazilabilir. Burada, r >0, [Vw; (t)| 20 oldugundan

2
SE, ()= S 7w, (O +MaE, (1) (3:34)

o r
diferansiyel esitsizligi elde edilir. M, =max {l, C,,b, El, Z} dir.

(3.4) kestirimi gbz oniine alinarak (3.34) esitsizliginin her iki tarafi €' ile carpilip

(O,t) ’de integrali alinirsa bu diferansiyel esitsizlik,
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eMztA4 )
E, (1)< o 3.35

seklinde tim t e (O,T] icin gecerli olmaktadir.

(3.35) esitsizligi gosteriyor ki &, ve 0, birbirine ne kadar ¢ok yaklasirsa, U ve V
birbirine o kadar yaklasir. 6, =6, =0 olursa w=u—-v=0 olur. Boylece (3.1)-(3.3)

baslangi¢ sinir deger probleminin U ve V ¢oziimlerinin S katsayisina ¢oziimlerinin

stirekli bagimlilig1 gosterilmis olur. [ |
3.1.2. b katsayisina siirekli bagimhihk

Bu boliimde, (3.1)-(3.3) baslangi¢ siir deger probleminin b katsayisina gore siirekli

bagimliligr incelenecektir. U fonksiyonu,

U, —BAU— & Au, —rAu, +ulu|”* =0, XxXeQ, t>0 (3.36)
u(x,t)=0, XxeoQ, t>0 (3.37)
u(x,0)=uy(x), u (x0)=u,(x), XeQ (3.38)

probleminin ¢6zimii

V fonksiyonu ise,

Ve —B,AV—5 Av, —rAv, +v|v|]" =0, xeQ, t>0 (3.39)
v(x,t)=0, XedQ, t>0 (3.40)
V(%,0)=vy(x), v (x,0)=v(x), xeQ (3.41)

probleminin ¢éziimii olsun.
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Bu iki ¢6ztimiin farki W=U-V olup b, —b, =b seklinde tanimlanmustir. Elde edilen

denkleme bAv eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,

W, —BAW—bAV — & Aw, —rAw, +[u|” " u—|v]"*v=0, (3.42)
w(x,t)=0, XedQ, t>0 (3.43)
w(x,0)=0, w(x,0)=0, XeQ (3.44)

baslangi¢ sinir deger probleminin(BSD) ¢6ziimii olsun.

Teorem 3.1.2. (3.42)-(3.44) probleminin ¢6ziimii olan W ig¢in asagidaki esitsizlik
gecerlidir.

L O + 2w + om0 < br, vee(oT] (3.45)

A, >0,M, >0 olup problemin baslangi¢ verilerine ve parametrelerine baglidir.
Ispat 3.1.2. (3.42) denklemi w, ile garpilip L, (Q) ’de i¢ carpimu alinirsa,

(W, W, ) — by, (Aw, W, ) —b(Av, w, ) — & (AW, W, ) — T (Aw,, W, )
(3.46)

+(|u|p_2 u—v" v, Wt)z 0

elde edilir.

(3.46) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,

()= [ OF



ow 1d 2
(Aw,w, )= g_[thwdx = 5[2Wt Eds —E[VvvtVde = _EEHVW(t)H
(Av,w,) = J.WtAvdx = J W, ?ds —J'VWthdx =—(Vw, W)
Q o0Q n Q

1d
(Aw,,w,) ijthdx J.W - —tds— IVWnVWdX___aHVWt(t)HZ

(Aw, w,) = jvavwdx = .[ W, M s —IVWtVWIdx =—(Vw, Vw, ) = |V, (t)H2
Q oQ 8“ Q

(|u|p_2 u—""v,w, ) = J'(|u|p_2 u—p"* v)wtdx
Q

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,
d|1 o
T[EHWI Qi +%HVW(t)H2 v (t)uz} b(Vv, v, )+ [V, (t)[

+J.(|u|p72 u—|v"* v)wtdx =0
Q

elde edilir.

£ (6) =5 e (O + 2w+ v ()

W

olmak tizere, (3.47) denklemi,
d E, (t)+r|Vw (t)] =—b(Vv,Vw,) _[ ( u-v"* v)wtdx
dt |

seklinde yazilabilir. Buradan (3.49) denklemi,

d
G B+ VW (O <[-b(Vv, vw)|+

E[(|u| —|v|** v)wtdx

36

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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seklinde yazilabilir. (3.50) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim i¢in sirastyla Cauchy-

e gee r..
Schwarz ve € Young esitsizligi € = 2 icin uygulanirsa,

b|(Vv, Vw, )| <b|Vv(t)||vw, ()]

2
<allvw (O + v (351)
r b?
< v O + v of

olur. (3.50) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terimigin N>3, 2< p< olmak

lizere sirasiyla ortalama deger teoremi, Holder ve Sobolev esitsizlikleri uygulanirsa

_[(|u| U —|v] i V) w,dx integrali igin
Q

j(|u| ru—v"? v)wtdx
Q

< (P 1) f Il +vf” *) x

Q
<=l o (Julf %, +VIE ) (352)
<(p-1) wc, vwlc, ([vul”* +vv"?)

seklinde bir {ist sinir bulunabilir. Boylelikle, (3.50) esitsizligi yeniden diizenlenip

||Vu||2 < A, oldugu goz 6niine alinirsa,

d r b?
G E OV O < [vw O + = (o)f
(3.53)

+(p-fw (D]c vw(t)]c.2a =
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b2
2

yazilabilir. C, =2C,C,A, ? (p—1) alinirsa,

d 2 _r 2 b? 2
S (s 0 <5 (OF (o) o 07
elde edilir. Young esitsizligi kullanilarak,

d b?
S B O < [vw O + 2oy o)

(3.54)
o el fowtf
elde edilir. r>0 ve [Vw (t)| 20 oldugundan (3.54) esitsizligi
d %
B (t)STHVV(t)HZ +M,E, (1) (3.55)

o, r
seklinde yazilabilir. M, =max {l, C,,b, El, Z} dir.

(3.4) Kestirimi goz dniine aliarak (3.55) esitsizliginin her iki tarafi €™ ile carpili
g rpilip

(O,t) ’de integrali alinirsa bu diferansiyel esitsizlik,

E, (1)< Lo (3.56)

seklinde tiim t (O,T] icin gecerli olmaktadir.
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(3.56) esitsizligi gosteriyor ki b, ve b, birbirine ne kadar ¢ok yaklasirsa, U ve V
birbirine o kadar yaklagir. b, —b, =0 olursa w=u-v=0 olur. Boylece (3.1)-(3.3)

baslangi¢ sinir deger probleminin U ve V ¢éziimlerinin b katsayisina ¢oziimlerinin

stirekli bagimlilig1 gosterilmis olur. |

3.1.3. I katsayisina siirekli bagimhhik

Bu boliimde, (3.1)-(3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin I katsayisina gore siirekli

bagimliligi incelenecektir. U fonksiyonu,

U, —bAU—& AU, — AU +ulu”* =0, xXeQ, t>0 (3.57)
u(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.58)
u(x,0)=uy(x), u(x0)=u,(x), XeQ (3.59)

probleminin ¢éziimii

V fonksiyonu ise,

Ve —bAV =8 AV, — AV, +v]v|" 7 =0, xeQ, t>0 (3.60)
v(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.61)
V(%,0)=vy(x), v, (x,0)=v(x), XeQ (3.62)

probleminin ¢dziimii olsun. Bu iki ¢6ziimiin farki W=U-V olup r,—r, =r seklinde

tanimlanmstir. Elde edilen denkleme r,Av, eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,

W, —bAW— & Aw, — AW, —FAY, +[u]” " u—|V[" v =0, (3.63)
w(x,t)=0, xedQ, t>0 (3.64)

w(x,0)=0, w,(x0)=0, xeQ (3.65)
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baslangi¢ sinir deger probleminin (BSD) ¢6ziimii olsun.

Teorem 3.1.3. (3.63)-(3.65) probleminin ¢6ziimii olan W i¢in asagidaki esitsizlik
gecerlidir.

M, t
O + 2w + SJom o) <SP, wee(oT] (3.66)

A, >0,M, >0 olup problemin baslangi¢ verilerine ve parametrelerine baglidur.
Ispat 3.1.3. (3.63) denklemi w, ile garpilip L, (Q) ’de i¢ ¢arpimu alinirsa,

(W, W, ) —b(Aw, W, ) — & (AW, W, ) — 1, (Aw,, W, ) —r (Av,, W, )
(3.67)

+(| ulP?u-v|"? v,wt)z 0
elde edilir.
(3.67) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,
(4 4) = [ =2 o (0
oW 1d
(Aw,w, )= J'vvtAde = j W, Eds —J'thdex = —EEHVW(t)H2
Q oQ Q
1d
(Aw,, w,) ijvvndx _[ Wk s — IVW Vwdx = _EEHVWI Ql
avt
(A, w,) = jvavtdx = j W, Eds — | VW Vv dx = —(Vw,, Vv,)
Q aQ Q

ow,
() = [ = [ w Tt [ Ve ==V, Vo) =—[vw o[
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(|u|p72 u —|v|p72v,wt)= .[(|u|"72 u —|v|p72v)wtdx
Q

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

%Euwt O + 2w+ v <t>u2}rluw OF + (9, 7w)

(3.68)
(=
elde edilir.
e, ()= L + 2ol oo 6
olmak iizere (3.68) denklemi,
%E +1, [V ()] =—r (Vv,, V) i(|u|p_2u—|v|p_2v)vvtdx (3.70)
seklinde yazilabilir. Buradan (3.70) denklemi,
CEO [V O <l (Vv )+ ~J (= vwex (3.7D)

seklinde yazilabilir. (3.71) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim igin sirasiyla Cauchy-

Schwarz ve &€ Young esitsizligi uygulanirsa,

r ‘(Vvt VW, )‘ <r HVVt (t)HHVWt (t)H
(3.72)

2
<2 v ) + g—gHW Ol
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elde edilir. (3.71) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim igin 2 < p <

olmak

lizere sirastyla ortalama deger teoremi, Holder ve Sobolev esitsizlikleri uygulanirsa

I(|u| U -V P V)Wth integrali igin,
Q

([l =" v wyix
Q

<( p—l)'[|w||wt|(‘u P2 +‘v |p’2)dx

Q
<(p-D)llw (1l + ) @73
<(p-D)wlc,[wic, ([vel”* +|vv"?)

seklinde bir {ist sinir bulunabilir. Boylelikle, (3.71) esitsizligi yeniden diizenlenip

||Vu||2 < A, oldugu gbz dniine alinirsa,

r.2
e 52 v = v

(3.74)
p-2
2

+(p-Dw (D]C.[vw(t)c.2A,

seklinde yazilabilir. (3.74) esitsizliginin sag tarafina gHVWt (t)”z eklenip Young

P2
2

esitsizligi yardimiyla C, = 2C,C,A, (p —1) oldugu g6z oniine alinirsa,

d 2
de, (t)+(q_gjum O < - fwu (0 +c.

w0

2
(3.75)
[vw(o)]

+C
2

o
+ oV O
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elde edilir.

Burada, I, —g >0, & :% olup HVWt (t)H2 >0 oldugundan,

d r 2
5 B (t)<—[vw (1) +M,E, (t) (3.76)
h

diferansiyel esitsizligi elde edilir. M, =max{1,C,,b} dir.

(3.4) kestirimi gz oniine alinarak (3.76) esitsizliginin her iki tarafi €™ ile carpilip

(O,t) ’de integrali alinirsa bu diferansiyel esitsizlik,

E, (1)< Py (3.77)

seklinde tim t e (O,T] icin gecerli olmaktadir.

(3.77) esitsizligi gosteriyor ki I, ve I, birbirine ne kadar ¢ok yaklasirsa, U ve V
birbirine o kadar yaklagir. , =, =0 olursa w=u-v=0 olur. Boylece (3.1)-(3.3)

baslangi¢c smir deger probleminin U ve V c¢oziimlerinin I katsayisina siirekli

bagimlilig1 gosterilmis olur.

3.1.4. Tiim katsayilara siirekli bagimhilhk

Bundan 6nceki kisimlarda ¢6zlimiin her bir parametreye gore siirekli bagimlilig1 ayri
ayr1 incelenmis olup bu bdliimde ise biitiin parametreler ayni anda degisiklige
ugradiginda ¢oziimde nasil bir degisikligin meydana geldigi ve ¢oziimiin biitlin

parametrelere ayn1 anda siirekli bagimli olup olmadig: incelenecektir.
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U fonksiyonu,

U, —b,Au—S,Au, — AU, +u|u|'°_2 =0, XxeQ, t>0 (3.78)
u(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.79)
u(x,0)=u,(x), u(x,0)=u,(x), XeQ (3.80)

probleminin ¢6ziimii

V fonksiyonu ise,

Vy —b,AV = 8,Av, — AV, +V V"7 =0, XeQ, t>0 (3.81)
v(x,t)=0, xeoQ, t>0 (3.82)
V(X%0)=v,(x), v (x,0)=v,(x), xeQ (3.83)

probleminin ¢éziimii olsun.

Bu iki ¢oziimin farki W=U-V sgeklinde olup b=b -b,,6=06 -5, r=r-r,

tanimlanmigtir. Elde edilen denkleme bAv, 6,Av,, LAV, eklenip ¢ikarilirsa W

fonksiyonu,

Wy, — B, AW —bAV — 85, AW, — 5AV, — LAW, —FAV, +[u]” " u—v|" *v =0, (3.84)
w(x,t)=0, XeoQ, t>0 (3.85)
w(x,0)=0, w,(x,0)=0, xeQ (3.86)

baslangi¢ sinir deger probleminin(BSD) ¢6ziimii olsun.

Teorem 3.1.4. (3.84)-(3.86) probleminin ¢6ziimii olan W fonksiyonu i¢in Vt € (O,T]

oldugunda asagidaki esitsizlik gecerlidir.
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O S owf + Sow 0F <[ a2 S 0 @o

5

A, A,A >0, M. >0 olup problemin baslangic verilerine ve parametrelerine

baghdir.

Ispat 3.1.4. (3.84) denklemi W, ile garpilip L2( ) de i¢ carpimi alinirsa,

(\Ntt’vvt)_bl(AW’VVt)_b(AV’Wt)_5l(Ath'Wt)_5(Avtt’wt)
(3.89)
=1, (AW, W, ) =1 (AV, W )+ (U P2 u—v [P v,w,) =0

elde edilir.

(3.88) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,

1d

(Wwwt)=£wtwnd><=ga" W (t)1°

oW 1d
(AW,Wt)zz[WtAWdXZ jvvt%ds—vavtVde:—EEHVW(t)HZ

ov
(Av,wt)=£thvdx=0LWt %ds—£VWthdx=—(th,Vv)

1d
(Aw,, w,) ijvvndx J.W - . IVW“VWdX__QaHVWt (t)H2
(Avn,vvt):.[vvtAvndx = j W, %ds—J.thandx =—(Vw, Vv, )
Q oQ an Q
ow,

(AWt,Wt)zi\NtAWth:aJ;th (c)—n‘ds—invthvtdx:—(VV\/I,VWt)=—HVWt (t)H2

(Av, W)= _[vvtAvtdx = j W, N s Vw, Vv, dx = —(Vw, Vv, )
Q oQ an Q
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(|u|p72 u —|v|p72v,wt)= .[(|u|"72 u —|v|p72v)wtdx
Q

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

d
S 2O + 2w + 2 5w (0 [+b(9vw) 59, V)

(3.89)
+1 [ vw, (t)”2 +1(Vv,, Vw, )+ ‘[(|u|p*2 u—|v"* v)vvtdx =0
Q
seklinde yazilabilir.
1 o
£, () =5 (O + Hww(of + 2|y (of 350
olmak iizere (3.89) denklemi,
d
FIORANY (O =-b(Vv, W)~ 5(Vv,, V)
(3.91)
_r(Vvt,VWt)—J'(|u|p72 u—|v|”* v)vvtdx
Q
seklinde yazilabilir. Buradan (3.91) denklemi
d
p E.(t)+r HVWt (t)H2 < ‘—b(Vv, vw, )‘ +‘—5(an , VW, )‘
(3.92)

+‘—r (Vv,, Vw, )‘+

_J'(|u|p72 u—pv"* v)wtdx
Q

seklinde yazilabilir. (3.92) esitsizliginin sag tarafindaki ilk {i¢ terim igin sirasiyla

Cauchy-Schwarz ve & Young esitsizligi uygulanirsa,
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b|(Vv, V)| <b Vv (t)][Vw, ()]

(3.93)
<E v (O + 2 (o)
5V V)| < 5 9, () ()
(3.94)
<E v O +2Z v, (0
v v < v () ()
(3.95)

< S o + 2o, (0

olmak tizere

olur. (3.92) esitsizliginin sag tarafindaki son terim igin 2< p <

sirasiyla ortalama deger teoremi, Holder ve Sobolev esitsizlikleri uygulanirsa

_[(|u| U —|v| i V)Wtdx integrali igin,
Q

j(|u|p—2 u —|v| p-2 V)Wth < ( p —1)I|W||Wt|(|u|p—2 +|V|p_2)dx
)

)
< (=)l (lulf”,, +I,7 ) (3.96)
<(p-1)|wc [vwic, (el +|vv[**)

bir tist sinir bulunabilir.

Boylelikle, (3.92) esitsizligi yeniden diizenlenip ||Vu||2 < A, oldugu goz dniine alinirsa,
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d 3b°
S e rav O < v (OF + 2 w0+ v (0
3r?
3 o (0 £ () + S oo (3.97)
p-2
+(p-Dw (W], [vw(t)|c.24, 2
p-2
elde edilir. C,=2C,C,A, 2 (p—1) alinirsa,
d b? 35°
TE O+ (=) w O < TR + S v (0]

(3.98)

3r? 2
+ 57 IV (O +Cawe (V) [vw (1)

elde edilir. Young esitsizligi kullanilarak (3.98) esitsizliginin sag tarafina %”VWIH2

eklenirse,

d

d Hz 35°
dt

3b°
E, (t)+(5,—&)[vw (1) < EHVV HVV Ql

(3.99)

2

2
3r? W (t Vw(t S
Ao e, O MO8 gy

3

esitsizligi elde edilir. Burada, (r,—&)>0 ve |[Vw, (t)H2 >0 olup (3.4)’teki kestirimler

g0z Oniine alindiginda,

%Ew(t)SMsz(t) 3—b2A2 3;;2A4 3LA3 (3.100)

diferansiyel esitsizligi elde edilir. Mg =max{1C,,b } dir.
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(3.100) esitsizliginin her tarafi €' ile carptlip (0,t) de integre edildiginde bu

diferansiyel esitsizlik,

3b? 35° 3r? gMst
E (t)<| =—A +—A, +—
W() (48A2 48A4 45A3jM5

seklinde tim t e (O,T] icin gecerli olmaktadir.

(3.101)

(3.101) esitsizligi gosteriyor ki I, ve r,, b, ve b,, 6, ve 6, katsayilar1 birbirine ne

kadar ¢ok yaklasirsa, U ve V birbirine o kadar yaklasir.,—r,=0, b —b, =0,

0,—0,=0 olursa w=u-v=0 olur. Boylece (3.1)-(3.3) baslangic smir deger

probleminin U ve V ¢6ziimlerinin tiim katsayilara siirekli bagimliligi gosterilmis olur.



BOLUM 4. HIDRODINAMIK SONUM TERIMLI ROSENAU
DENKLEMi ICIN CAUCHY PROBLEMININ
COZUMLERININ SUREKLiI BAGIMLILIGI

Tezin dordiincii béliimiinde,

U, — AU — AU, +A%U+ AU, +u|u|p_1 =0, xeQ,t>0 (4.1)
u(x,t)=0, XeoQ, t>0 (4.2)
u(x,0)=uy(x), u(x,0)=u,(x), XxeQ (4.3)

seklinde dordiincii mertebeden lineer olmayan enerji yitimini ifade eden hidrodinamik
disipatif katsay1 igeren Rosenau baslangi¢ sinir deger problemi goz Oniine alinmistir.
Burada problemin ¢dziimlerinin « >0 olmak iizere, & (sOniim) katsayisina gore

stirekli bagimliligi arastirilacak olup P>1 oldugu durum incelenecektir. U

bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, Qc0", 6Q yeterince diizgiin sinirlandirilmig

n
bolgede tanimlanmugtir. N=1,2 ise 1< p<oo, n>3 ise 1< p< > dir.

4.1. On Kestirimler

Simdi, (4.1) - (4.3) probleminin ¢dzlimiine iliskin baz esitsizlikler elde edelim.

Teorem 4.1. (U, ;) €(H?(Q)NHg(Q))xH?(Q) igin (4.1) - (4.3) probleminin
¢Ozlimii olan

ueH;(Q),
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lu (1)) < B, [vu(®)[ <B,, Jau(t)[ <B, |au (t)] <B,
(4.4)

j“Vus (X, S)H2 ds<B,
0

esitsizliklerini saglar. B;,B, >0 olup problemin baslangic verilerine ve

parametrelerine baglidir.

Ispat 4.1. (4.4) esitsizligini elde edebilmek igin (4.1) denklemi u, ile L* (Q)’de

carpilirsa,

(utt,ut)—(Au,ut)—a(Aut,ut)+(A2u,ut)+(A2un,ut)+(u|u|p71,ut)

0 (4.5)
elde edilir. (4.5) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda

(U1 f““ndx— Hu I
()= [uuox= [, S [vuvudr=—Z Cfou ()]
(0) = = [, Trs - vuux=—[vu, (0
(A%u,u,) J'quudx—_[uEds jVAuVudx

Uu o 4 jAuAudx}+__uAu of

J.U OAU

(A%ug,u,)= E[ u,A2u, dx = ntt ds— _[VAunVu dx

“V ttds JAuAundx}_+——"Au ||

p+1

| |p+l 1 d

=L Sty

p+l

(|u|':’_1 u,ut): £|u|p_luutdx = pi+1 "
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elde edilir. Yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,

p+1
p+1

d|1 1 1 1
8|2 O + i 0+ au(0f + o (O + o)
(4.6)

+a HVut (t)”2 =0
elde edilir.
Enerji fonksiyonu

p+1

£ ()=l (O 5 () +Jau ] 5 au 0

p+1

[ +tofuto)

e d
olmak tizere, o >0 oldugu g6z oniine alinip (4.6) esitliginden ™ E, (t) <0 oldugu

kolaylikla goriiliir. Enerji fonksiyonu artmayan bir fonksiyondur. Buradan (O,t)

araliginda integral alindiginda E, (t) <E, (O) olarak bulunur.

1 1 1 1 1
EHUt (x,t)||2 +§||Vu (x,t)||2 +§||Au(x,t)||2 +§”Aut (x,t)||2 +m||u (x,t)

p+1
<5l (co)f

p+1

p+1

1 1 1 1
+§||Vu0 (x,0)||2 +§||Au0 (X, O)||2 +E||Au1 (X, O)||2 +p_+1”u° (x,0)

2 .
B, =|u, (,0)[" +[Vu, (x0)[f +|auy (x,0)f +|Au, (x.0)f v Jus (x,0)|7, olmak

luzere
lu () <B,, [vu(t)] <B,, Jau(t)] <B,, |au (1) <B,

kestirimleri elde edilir. (4.6) esitliginde (O,t) araliginda integral alindiginda
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d t
" E, (t)dx+.(|;a||Vut (t)||2 dx <0

O t—

E, (t)—E, (0)+ aj)-”Vut (t) dx=0

j”VuS (X, s)||2 ds < E“T(O) =B,
0

olarak bulunur. Buradan (4.4)’teki diferansiyel esitsizligin saglandig1 goriiliir.
4.1.1. o katsaysi icin siirekli bagimhihk

Bu boliimde, (4.1)-(4.3) baslangi¢ sinir deger probleminin & katsayisina gore siirekli

bagimlilig1 incelenecektir.

U fonksiyonu,

Uy — AU — oAU, +A2U+ AU, +ulul”™ =0, xXeQ, t>0 4.7
u(xt)=0, XedQ, t>0 (4.8)
u(x,0)=uy(x),u,(x,0)=u,(x), XeQ (4.9)

probleminin ¢6ziimii, V fonksiyonu ise,

Vg — AV — @AV, + AN + AP, +V|v]T =0, xeQ, t>0 (4.10)
v(x,t)=0, XxeoQ, t>0 (4.11)
V(%,0)=v,(x),v (x,0)=v,(x), XeQ (4.12)

probleminin ¢6ziimii olsun. Bu iki ¢6ziimiin farki W=U—-V olup ¢, —a, = a seklinde

tanimlanmistir. Elde edilen denkleme a;Av, eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,

W, — AW — AW, — @AV, + AW+ A2w, +ulu]” " —v|v]" T =0, (4.13)
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w(x,t)=0, Xxed, t>0 (4.14)

w(x,0)=0,w,(x,0)=0, XeQ (4.15)

baslangi¢ sinir deger probleminin (BSD) ¢oziimii olsun.

Teorem 4.1.1. (4.13)-(4.15) probleminin ¢6ziimii olan W fonksiyonu i¢in asagidaki

esitsizlik gegerlidir. vt e (0,T] icin,

MltB
€5 2 (4.16)

1 1 1 1
21 OF + PO +Slaw( + Zlaw O <=

elde edilir. Burada B, >0, M, >0 olup problemin baglangic verilerine ve

parametrelerine baglhdir.

Ispat 4.1.1. (4.13) denklemi W, ile garpilip L, (Q) ’de i¢ ¢arpimi alinirsa,

(wtt,wt)—(Aw,Wt)—al(Avvt,wt)+a(Avt,Wt)+(A2w,wt)+(A2vvn,wt)
(4.17)

+(u|u|p*1 ~vv”? ,Wt) =0

olur.

(4.17) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,
1d
() = [t = o (O
ow 1d 2
(Aw,w,) = ithwdx = a_Lwt 08 —iVWVWth = —EEHVW(t)H

(Aw,,w, )= _[thvvtdx = j W, M s —IVWtVWth =—|vw, (t)H2
Q on an Q
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(A, w,) = jvavtdx = j W, M g —.[VWthtdx =—(Vw, Wv,)
Q oQ an Q

(Azw,w IWA de—J.w P OBW s — IVAWdex

:{j 0o Awdx}—+——HAw i
on

oQ

AW,

(AZth W, ) = J.WtAZWndX = I W, ds —J‘VAWﬁthdx
Q

1d 2
UV OV g IAWA dx}:+EaHAWt (t)”
(u|u| —vv* ) J'( |u|p71—v|v|pfl)wtdx
Q
elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

df1 1 L L
e O + o S anw(of o () s o ()

(4.18)
+a(VWt,Vvt)+£(|u|p_1u—|v|p_lv)vvtdx=0
elde edilir.
£, (8) =2 (O + 2 [vw(o)] + S aw (o) + 2w (o) @.19)
olmak iizere (4.18) denklemi
%E( )+ o [V (1) =~ (Vg Vv, ) £(|u|p_lu—|v|p_lv)wtdx (4.20)

seklinde yazilabilir. (4.20) denklemi
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d

S B0+ e [w (O <|-ar(Vw, vy )|+

(4.21)

[ (o = v ) wax
Q

seklinde yazilabilir. (4.21) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim igin sirasiyla Cauchy-

Schwarz ve & ’lu Young esitsizligi uygulanirsa,

a|(Vw, Vv, )| < a|vw, (1) [Vv, (1))

(4.22)
& 2 2
<SIvw O + - [V ()]
elde edilir. (4.21) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in 1< p < olmak

lizere sirasiyla ortalama deger teoremi, Holder ve Sobolev esitsizlikleri uygulanirsa

integrali i¢in

u p_lu— vV p_lv w,dx
| | t
Q

J'(|u|p_1 u—|v"” v)wtdx
Q

< pf |l (Jul " +v" ) x
Q

< ol (ol +MF, ) (4.23)

< plwC, [vwlC, (|vul”" + vy

bir iist sinir bulunabilir. Boylelikle, (4.21) esitsizligi yeniden diizenlenip ||Vu||2 <B,

oldugu g6z oniine alinirsa,

d

2
de, v+ (al _gjum (O < v (0 + plwlc[vwic.28,

bt
2

(4.24)

p-1

seklinde yazilabilir. C, =2pC,C,B, 2 alindiginda,
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d 2
<& <t>+(al —gjuw (O <5 |vw () +Cwlvw (4.25)

elde edilir. (4.25) esitsizligi Young esitsizligi yardimiyla,

d 2 2 v 2
B (V) +(a1 —g)”th O <5 Ivw @) +¢, ”\Nzt” .| ;"”

seklinde yazilabilir. Esitsizligin sagina %HAW(t)H2+%HAWt (t)”2 pozitif terimleri

eklenirse,

d 2 2 v 2

S0+ a-£ I <2l o +c, ML c, I

(4.26)
1 1

+Jaw(o) + 2 Jaw (1)
elde edilir. Burada
a, —g >0, £= % olup [Vw (t)| >0 oldugundan (4.26) esitsizligi,

d 2
B (t)sz—luw ) +M,E, (t) (4.27)

seklinde yazilabilir. M, =max{1,C,} "dir.

(4.27) esitsizliginin her tarafi € ile carpilip (O,t) de integre edildiginde bu

diferansiyel esitsizlik,
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a (4.28)

seklinde tim t e (O,T] icin gecerli olmaktadir.

(4.28) esitsizligi gosteriyor ki a; ve «, birbirine ne kadar ¢ok yaklagirsa, U ve V
birbirine o kadar yaklasir. ¢, —, =0 olursa w=u—-v=0 olur. Boylece (4.1)-(4.3)

baslangi¢ sinir deger probleminin U ve V ¢oziimlerinin & katsayisina siirekli

bagimlilig1 gosterilmis olur. [ |



BOLUMS5. BAZI TIPTEN GUCLU SONUMLU YARI LINEER
DALGA DENKLEMi ICIN COZUMLERIN

SUREKLI BAGIMLILIGI
Bu bolimde,
U, —Au—kau, +alu, " u +b|ul"“u=0, XeQ, t>0 (5.2)
u(t,x)=0, xeoQ, t>0 (5.2)
u(0,x)=uy(x), u(0,x)=u,(x), XeQ (5.3)

seklinde lineer olmayan disipatif katsay1 igeren baslangic ve Dirichlet sinir
kosullartyla tanimlanmis yar1 lineer dalga denklemi g6z Oniine alinmistir. Burada
problemin ¢dziimlerinin k >0 olmak {izere, k (soniim), a (soniim), b (lineerligi
bozan terimin katsayis1) pozitif katsayilarina gore siirekli bagimlilik incelemesi ayri
ayr gosterilecektir. Ayni1 zamanda denklemin bu katsayilarin tiimiine ayni anda siirekli
bagimli oldugu da ispatlanacakti. a>0, b>0, m>2 p>2 oldugu durum
incelenecektir. Ispatlarda ilk bolimde oldugu gibi standart enerji metodu

kullanilacaktir. U bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, Qc0", 8Q smnirinda

-2
tanimlanmis olup N=12 ise 2< p<oo, n>3 ise 2<p< ’dir.

5.1. On Kestirimler

Simdi, (5.1)-(5.3) probleminin ¢dziimiine iliskin baz1 esitsizlikler elde edelim.

Teorem 5.1. (U, U, ) € Hy (€)% L* () igin (5.1)-(5.3) probleminin ¢&ziimii olan

ueH;(Q),



Ju. (O <0y, [vu(®) <Dy, Juv)]} <D,

[[7u, (x)[ ds <,
0
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(5.4)

esitsizliklerini saglar. D;,D,,D,>0 olup problemin baslangic verilerine ve

parametrelerine baghdir.

Ispat 5.1. (5.4) esitsizligini elde edebilmek igin (5.1) denklemi U,

carpilirsa,
(un,ut)—(Au,ut)—k(Aut,ut)+a(|ut|m72 ut,ut)+b(|u|p72u,ut):0

elde edilir.

(5.5) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda

d
()= o= 0

ou 1d
(Au,u,)= gj;utAudx = a!)ut - ds — £VuVutdx = —EaHVu (t)H2

(Au,u, )= jutAutdx = _[ U, M s J'VutVutdx =—|vu, (1)
Q oQ an Q
(|ut " u,,u, ) = J‘|ut ™ uudx = u, (1)
Q

1d

) -2 1d
(|u|p u,ut)=£|u|p uutdx=Ba£|u|pdx=gauu(t)us

elde edilir. Yukaridaki esitlikler diizenlendiginde,

ile L*(Q)de

(5.5)
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df1 1 b m
SO v 2 [oru 0 a0 6o

elde edilir.

Enerji fonksiyonu
1 1 b
E, (t) = Qi +[vu Qi +6Hu ()] (5.7)

d
olmak tizere, a>0, k>0 oldugu goz 6niine almip (5.6) esitliginden EE” (t)SO

oldugu kolaylikla goriiliir. Enerji fonksiyonu artmayan bir fonksiyondur.
1 1 b 1 1 b
(xS + 2ok < S (10 + S50 (o) + 2 ()]
2 2 2b p .
D, = Hul (x, O)H +HVUO (x, O)H +?Hu0 (x, O)Hp olmak tizere
Ju (t)] <D, [Vu(t)] <D,
Y P ,
D, = 2—bHu1 (X, O)H2 +2—bHVu0 (X, O)H2 + Huo (X, O)HE olmak tizere,

Hu(t)”i <D,

kestirimleri elde edilir. (5.6) denkleminde (0,t) araliginda integral alindiginda

O t—

d t
B (ks ! k|[Vu, (t)[ dx=0
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E,(t)-E +k_|.||Vu | dx=0

j||vU i dx<ET(O)=D3

olarak bulunur. Boylece (5.4) esitsizliginin saglandig1 goriiliir. u
5.1.1. k katsayis1 i¢in siirekli bagimhihk

Bu boliimde, (5.1)-(5.3) baslangi¢ sinir deger probleminin k katsayisina gore siirekli

bagimlilig1 incelenecektir.

U fonksiyonu,

U, —Au—k,Au, +alu " u, +bju/"*u=0, XeQ, t>0 (5.8)
u(t,x)=0, xed, t>0 (5.9)
u(0,x)=uy(x), u (0,x)=u,(x), XeQ (5.10)

probleminin ¢6ziimii,

V fonksiyonu ise,

Ve — AV —k,Av, +av|" v, +blv" P v =0, XeQ, t>0 (5.11)
v(t,x)=0, xedQ, t>0 (5.12)
v(0,X) =V (%), v (0,x)=Vv,(x), xeQ (5.13)

probleminin ¢oziimii olsun. Bu iki ¢6ziimiin farki W=U-V olup k, —k, =k seklinde

tanimlanmigtir. Elde edilen denkleme K Av, eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,
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W, — AW— K Aw, — KAV, + a(|ut "% " vt)

(5.14)
+b(|u|p_2u—|v|p'2v):0, xeQ, t>0
w(t,x)=0, XedQ, t>0 (5.15)
w(0,x)=0, w(0,x)=0 XeQ (5.16)

baslangi¢ sinir deger probleminin (BSD) ¢oziimii olsun.

Teorem 5.1.1. (5.14)-(5.16) probleminin ¢éziimii olan W fonksiyonu i¢in asagidaki
esitsizlik gecerlidir.

w0+ vwe)f < k‘Dz K, vie(0T] (5.17)

1

D, >0, M, >0 olup problemin baglangi¢ verilerine ve parametrelerine baglidir.
Ispat 5.1.1. (5.14) denklemi W, ile garpilip L, (Q) ’de i¢ ¢arpimi alinirsa,

(Wi, W, ) —(Aw, w, ) =k, (Aw,, w, )=k (Av,, w, )
(5.18)

I
o

+a(|ut|m_2 u " v w, ) + b(|u|p_2 u—M""v, wt)

elde edilir.

(5.18) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,

() = [~ (0

ow 1d
(Aw,w,) = ivvtAwdx = éLWt 5ds—£VWVWtdx = —EaHVw(t)H2



(Aw,w, )= _[vvtAWtdx = j W, M ijthdx =—|vw, (t)]
Q oQ an Q

(Av, W)= J.vvtAvtdx = I W, %ds—jVWthtdx =—(Vw, Vv, )
Q o an Q

(|u|p_2 u-pv"”* v,vvt):_“g(|u|p_2 u—v"”* v)vvtdx

(|ut|m_2 T vt,vvt) J'Q(|ut|m_2 T vt)vvtdx

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

d
S 3O S |+ 7w (OF s (7w )

+aj.(|ut|m*2 u v " v, )Wth + b'|'(|u|p72 u—|v|””’ v)wtdx =0
Q Q

elde edilir.
1 1
£ ()= 2w O + S w(o)f

olmak tizere (5.19) denklemi,

d
dt

Q

b ([uf*u=v" v) wax

Q

seklinde yazilabilir. (5.21) denklemi

—E, (t)+k [Vw, (t)H2 + aj(|ut|m72 u —v " v, )Wth =—k(Vw, Vv,)

64

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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d m— m-
EEW(t)+leVWt (t)Hz +a'[(|ut| ‘U~ vy th)wtdxs‘—k(VV\/t,Vvt)‘+
Q

(5.22)
‘—bf(|u|p_2 u—pv"* v)wtdx
Q

seklinde yazilabilir.

Esitsizligin sol tarafindaki [ (|ut|’“*2 u ", )wtdx terimi ele alindiginda,
Q

m-2 m-2 . m-2 m-2
(|ut| U — v | vt)wt = (uti U, —‘vti v )Wti
i—0
4 _l m-2 l m-2 1 m-2 1 m-2
:Z §(|u‘| U, —V, +U, )wti +§|ut| u, W, _EM A +E|V‘| (uti -V, —U, )Wt,
i=0 L

>

Y m- 1 - m-
_ E(|ut| 2+|Vt| 2)Wtthl+E(|ut| 2—|Vt| 2)(u§—V§)}

I
o

>

1 m- m— 1 m— m—
:i=0§(|ut| vy 2)\,\,tiwti+§(|ut| g 2)(|ut|—|vt|)(|ut|+|vt|)

olur. Dolayistyla,

(|ut|m_2 _|vt|’“‘2)(lut|—|Vt|) >0 (5.23)

olmaktadir. Buna gore k>0 olup J'(|ut|mf2 ut—|vt|mfzvt)wth20 oldugu (5.23)
Q

esitsizliginde ispatlandigindan (5.22) esitsizligi

d

m E,, (t)+k, [Vw, (t)||2 <|-k(Vw, Vv, )|+ —bj(|u| "u—? v)wtdx (5.24)

Q

seklinde yazilabilir.

]
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(5.24) esitsizliginin sag tarafindaki ilk terim i¢in sirasiyla Cauchy-Schwarz ve & ’lu

Young esitsizligi uygulanirsa,

k ‘(VWt Vv, )‘ <k HVWt (t)HHVvt (t)H
(5.25)

kZ
< gqut (O + v Qi

elde edilir. (5.24) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in 2< p < olmak

lizere sirastyla ortalama deger teoremi, Holder ve Sobolev esitsizlikleri uygulanirsa

J‘(|u|p_2 u—|v"” v)wtdx integrali igin
Q

j(|u|p72 u —|\/|p*2 V)Wth < ( p —]_).”W||Wt|(|u|p—2 +|V|p72)dX

Q Q

<(p-1) el Wlenz (Ul % + M0 (5.26)

n-2

<(p-1)wlc.[vwic, ([vulf.’,, +IvvIE7,,)

bir tist sinir bulunabilir. Boylelikle, (5.24) esitsizligi yeniden diizenlenip ||Vu||2 <D,

oldugu g6z oniine alinirsa,

b2
d 2

k2
de (t)+[k1 —EJHVW( (OF < [ 0 +(p-1)pj] [vwlc.2D,

" (5.27)

p-2

elde edilir. C,=(p-1)bC,C,D, 2 almirsa (5.27) esitsizligi,
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d

k2
Ge, 0 (kl ‘%}HW (OF < v (O +C. v (5.28)

seklinde yazilabilir. Young esitsizligi yardimiyla,

d £ S P 1\
e, (t)+(kl _Ej”th OF < v (O . % v, 17 (5.29)
esitsizligi elde edilir. Burada k; —g >0 olup esitsizligin sag tarafinda & = %
alinirsa, |[Vw, (t)”z >0 oldugundan,
d k?
G E = v (O +M,E, (t) (5.30)
1

diferansiyel esitsizligi elde edilir. M, =max{1+C,} dir.

(5.30) esitsizligine kestirimlerden yola ¢ikarak Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

bu diferansiyel esitsizlik,

e"™tD
E,(t)<——k? (5.31)
kl
seklinde tim te (O,T] icin gecerli olmaktadir. (5.31) esitsizligi gosteriyor ki
k. —k, —>0 olurken |u(t)—v(t)| —>0 olur. Bdylece (5.1)-(5.3) baslangi¢ smir deger

probleminin ¢6ziimii k katsayisina stirekli bagimlidir. u
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Bu béliimde (5.1)-(5.3) probleminin ¢ézliimiiniin a katsayisi igin siirekli bagimlilig

incelenecektir. u fonksiyonu,

Uy — AU —KAU, +a |u|" “u, +b|ul” Fu=0, XeQ, t>0
u(t,x)=0, xedQ, t>0
u(0,x)=uy(x), u (0,x)=u,(x), XxeQ

probleminin ¢6ziimii

V fonksiyonu ise,

Ve —AV—KAVY, +a, [v|" v, +b V)" v =0, xeQ, t>0
v(t,x)=0, XeoQ, t>0
v(0,X)=Vy(x), v (0,x)=Vv,(x), XeQ

(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)
(5.36)

(5.37)

probleminin ¢dziimii olsun. Bu 1ki ¢6ziimiin farki W=U-V olup a —a, =a seklinde

tanimlanmustir. Elde edilen denkleme a, |v,

™

W, — AW —KAW, +a, (|ut|rH u —|v|"” vt)+ alv|" v,
+b(|u|p72u—|v|p72v)=0, XxeQ, t>0
w(t,x)=0, XxeoQ, t>0
w(0,x)=0, w(0,x)=0 XeQ

baslangi¢ siir deger probleminin (BSD) ¢6ziimii olsun.

2 v, eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Teorem 5.1.2. Problem (5.38)-(5.40) ’in ¢6ziimii olan W i¢in asagidaki esitsizlik

gecerlidir.
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e D" tC 22

1 1
O 5wt <=—

(5.41)

D, >0, M, >0 olup problemin baslangi¢ verilerine ve parametrelerine baglidir.

Ispat 5.1.2. Denklem (5.38)’i W, ile L (Q) "de carptigimizda,

|m—2

(th'Wt)_(AW’Wt)_k(AWtht)+a1(|ut|m_2 U, _|Vt Vt’Wt)

(5.42)

+a(|vt|m_2 vt,Wt)ij(|u|p_2 u—v"*v, Wt)z 0

elde edilir.

(5.42) esitliginin sol tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplandiginda,

d
(i, ) = i ww, dx =%EHWI o
ow 1d
(Aw,w, ) = i\NtAWdX = (Lwt %ds —E[VwVvvtdx = _EEHVW(t)Hz
(Aw,w, ) = _[vvtAvvtdx = I W, M s ijthdx =—|vw, (t)H2
Q 29} an Q
(|ut|rH u =" v w, ) = _|.(|ut|m72 u " v, )vvtdx
Q

(|Vt|m_2 Vi, Wi ) = _“Vt|m_2 VtWth
Q

(|u|p72 u —|v|p72v,wt)= J'(|u|"72 u —|v|"72v)vvtdx
Q

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,
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d m— m—
O 2w O + 1w [+ k7 (O o, (" 0=l Jw
Q

(5.43)

+aj|vt|m72 v, w,dx + b_f(|u|p72 u—|v”” v)wtdx =0
Q Q
elde edilir. Enerji fonksiyonu,
1 2 1 2
E,(t)= > Jw (1) + EHVW(t)H (5.44)
olmak tizere (5.43) denklemi,
d m_ -
it (t)+k[vw, (t)”2 +a1j(|ut| “u v, )Wth
Q
(5.45)

<

-a I v v, dx
Q

-] (Jul"" u =V v welx

Q

seklinde yazilabilir. Esitsizligin sol tarafindaki j(|ut|m_2 u, —|Vt|m_2 VI)Wth terimi ele

Q
alindiginda,
(|ut|m72 Y _|Vt|m72 Vi )Wt - : (‘uti ‘m_z uti _‘Vti " Vti )Wti
i=0
I l m-2 1 m-2 1 m-2
o E(|ut| Uy =V +U, )Wti +E|ut| U, W, _§|Vt| Vi, W

=3 e ) )|

- - 1 - -
(|Ut|m 2 Jr|Vt|m Z)Wtthi +§(|ut|m 2 _|Vt|m 2)(|ut|_|vt|)(|ut|+|vt|)

Il
N
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olur. Dolayistyla,
(o )l 20 549
oldugunu gostermek yeterlidir.

Buna gore k>0 olup J. (|ut|m_2 ut—|vt|m_2 Vt)vvthZO oldugu (5.46) esitsizliginde
Q

ispatlandigindan (5.45) esitsizligi

% E, (1)< aj|vt|m_2 v, W, x|+ bJ'(|u|p_2 u—pv"* v)wtdx (5.47)
Q Q
seklinde yazilabilir.
2n — . .. . o tese -
2<m< ve C bir Sobolev sabiti olmak iizere (5.47) esitsizliginin sag

tarafindaki ilk terim i¢in bir iist sinir elde edilirse,

af v v,w,dx
Q

<aflu[" wax<alw, ()| (O,
o (5.48)

1 2 m-
< + Sl )l

(m-1)

esitsizligi saglanir.

p-2

||Vu||2 < D, kestirimi goz oniine alarak C; =b(p-1)CC, D, ? ’dir.

(5.47) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terim igin,
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b ([l u =" v) wlx

Q

<b(p-1) f|wlw](juf* + " ex
Q

<b(p=)w], hwlen- (Julf %, M1, )
<b(p-)w|C, v, (Va5 IS, ) (649)

<, Jw|vwl

2 2
o v

elde edilir. (5.47) esitsizligi yeniden diizenlenirse,

d E (1)< 1 2 azc v 2Am) ||Wt||2 c ||VW||2 "
a W(t)_EHWt (t)H +? H Vi (t)Hz(m—l)+ 3 9 s 2 (5.50)
seklinde yazilabilir.

Dolayistyla, M, = max {1+ C3} olmak iizere,

d a’ m-1

EEw(t)s MZEW(t)+?CD3 (5.51)

diferansiyel esitsizligi elde edilir. Gronwall esitsizligi kullanilarak istenilen sonug,

Mot ym-1
e"7D
A Cta2
2

E, (1)<

(5.52)

elde edilir.



73

(5.52) esitsizligi gosteriyor ki @, ve a, birbirine ne kadar ¢ok yaklasirsa, U ve V

birbirine o kadar yaklasir. & —a, =0 oldugunda w=u—v =0 olur. Béylece (5.1)-(5.3)

baslangi¢ sinir deger probleminin U ve V c¢oziimlerinin @ katsayisina siirekli

bagimlilig1 gosterilmis olur.

5.1.3. b katsayisi icin siirekli bagimhhk

Bu béliimde (5.1)-(5.3) probleminin ¢ézliimiiniin b katsayisi i¢in siirekli bagimlilig

incelenecektir.

U fonksiyonu,

U, —Au—KkAu, +alu " u, +b; Ju/”*u

u(t,x)=0,

(0, =Uy(x), 1, (0%) =u,(x),
probleminin ¢éziimii
V fonksiyonu ise,

Vi —AV—KAV, +alv,

™
v(t,x)=0,

V(0,X) =V (%), v (0,x)=Vv,(x),

probleminin ¢éziimii olsun.

v, +b, v v

=0, XeQ, t>0

xeoQ), t>0

XxeQ

=0, XxeQ, t>0

XeoQ, t>0

XxeQ)

(5.53)
(5.54)

(5.55)

(5.56)
(5.57)

(5.58)

Bu iki ¢oziimiin farki W=U-V olup b —b, =b seklinde tanimlanmistir. Elde edilen

denkleme bl|v|p_2v eklenip ¢ikarilirsa W fonksiyonu,
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W, — AW —KAW, +a<|u "y t—|vt|m_2vt)+bl(|u|p_2u—|v|p_2v)+b|v|p_2v=0, (5.59)
w(t,x)=0, XeoQ, t>0 (5.60)

w(0,x)=0, w(0,x)=0 XxeQ (5.61)

baslangi¢ sinir deger probleminin (BSD) ¢6ziimii olsun.

Teorem 5.1.3. Problem (5.59)-(5.61)’un bir ¢6ziimii W olsun. Dolayisiyla W

fonksiyonu,
1 2 1 e “DP ltC
Sl @ +Slvwof < (562)
esitsizligini saglar.
M, >0 ve D, >0 problemin baglangig verilerine ve parametrelerine baglidir.
Ispat 5.1.3. Denklem (5.59)’u W, ile L* (Q) "de carptigimizda,
(W, W, ) —(Aw, w, ) — K (Aw,, w, )+ a(|ut|m*2 u, —|v " vt,wt)
(5.63)

+b(|v|p*2 v,wt)+b1 (|u|p72 u—|v|””* v,wt): 0

elde edilir. Buna gore (5.63) esitliginin sol tarafindaki integraller ayri ayri

hesaplandiginda,

()= =2 S o 0

(Aw,w, ) = .[vvtAde = I W, @ds—J‘VwVWtdx = ———HVW H
Q oQ an Q
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(Aw,w, )= _[vvtAWtdx = j W, M ijthdx =—|vw, (t)]
Q oQ an Q
(|ut|rH u =" v w, ) = _|.(|ut|m72 u M, )vvtdx
Q
(|v|p_2 v, vvt) = j|v| "% v, dx
Q

(|u|p72 u —|v|p72v,wt)= .[(|u|"72 u —|v|p72v)vvtdx
Q

elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

d m-— m—.
| O + w0 [kl m O saf ("~ o
Q
(5.64)
+blf(|u|p_2 u—|v””? v)wtdx+ b'[|v|p_2 ww,dx =0
Q Q
elde edilir. Enerji fonksiyonu,
1 2 1 2
E,(t)= > [w (1) + EHVW(t)H (5.65)
olmak tizere,
d m-— m-—
P E,, (t)+k|[Vw, (t)”2 +aj.(|ut| “u vy, )Wth
Q
(5.66)

<

_le'(|u|”*2 u—|v|"* v)wtdx

Q

+

_bI|v| " vw,dx
Q

seklinde yazilabilir. Esitsizligin sol tarafindaki J'(|ut|mf2 U, —|Vt|mf2 Vt)Wth terimi ele
Q

alindiginda,
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m-2 m-2 0 m-2
(|ut| U, _|VI| Vi )Wt = (‘uti‘ u, _‘Vti
i=0

m-2
Vti Wti

- 1
i |

uw ——

m-2
GO |

V

T Tvew,

_l m-2 1
§(|ut| U, —V, +U, )Wti +§|ut W,

+1|v |m_2(u —V, —U )w
oMt e A

=3 2 ) )|

- - 1 - -
(|Ut|m 2 Jr|Vt|m Z)Wtthi +§(|ut|m 2 _|Vt|m 2)(|ut|_|vt|)(|ut|+|vt|)

Il
N

elde edilir. Dolayisiyla,
(|Ut|w2 —|Vt|m72)(|ut|—|Vt|) >0 (5.67)
olmaktadir.

Buna gore k>0 olup I(|ut|m_2ut—|Vt|m_zvt)vvth20 oldugu (5.67)’de

Q

ispatlandigindan (5.66) esitsizligi

d

—E, (t)s‘blji(|u|p_2u—|v|p_2 v)wtdx (5.68)

+
dt

bj|v| " yw,dx
Q

seklinde yazilabilir.

n
2<m< ve C bir Sobolev sabiti olmak iizere esitsizligin sag tarafindaki ilk

n-2

terim i¢in bir {ist sinir elde edilirse
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bj V)" vwdx
Q

<b J' V" wdx < bw, (t)HHv(t)Hipfl)
o 1 ; (5.69)
<O +Z-c vl

2(p-1)

p-2
esitsizligi saglanir. C, =b(p-1)C,C,D, ? ve |[Vul <D, olmak iizere,

J.b1 (|u|p_2 u—pv"’ v)wtdx
Q

<t (p=1) oo+
<ty (p-D)l b ([l + M)

<ty (p-2)|wc [vwlc, (Ivull%, +Ivd,) 670

<y Jwi[[vw

[V
3

2
<C, ||vv£|| +C 5

elde edilir. (5.68) esitsizligi yeniden diizenlenirse,

", o 19wl
—E —H H +— CHVV H +C é +C, > (5.71)
elde edilir. M, =max {1+ C3} olmak iizere,
d b* <ot
EEW(t)S M3Ew(t)+?CDl (5.72)

diferansiyel esitsizligi elde edilir.
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Gronwall esitsizligi kullanilarak istenilen sonug,

eV DPCt

) b (5.73)

E, (1)<
elde edilir.

(5.73) esitsizligi gosteriyor ki b, ve b, birbirine ne kadar ¢ok yaklagirsa, U ve V
birbirine o kadar yaklagir. b, —b, =0 oldugunda w=u—v =0 olur. Bdylece (5.1)-(5.3)

baslangic smir deger probleminin U ve V ¢oziimlerinin b katsayisina siirekli

bagimlilig1 gosterilmis olur. [ |
5.1.4. Tiim katsayilara siirekli bagimhhk

Bu bolimde ¢oziimiin biitliin parametrelere silirekli bagimli olup olmadigi

incelenecektir. Tiim parametreler ayn1 anda degistiginde ¢oziimde olusan degisiklik

aragtirtlacaktir. U fonksiyonu,

Uy — AU — kAU +2, |u " u, +b Ju]” P u =0, XeQ, t>0 (5.74)
u(t,x)=0, XedQ, t>0 (5.75)
u(0,x)=uy(x), u,(0,x)=u,(x), XeQ (5.76)

probleminin ¢6ziimii

V fonksiyonu,

Ve —AV— KAV, +a, V" v, b, VPP v =0, xeQ, t>0 (5.77)
v(t,x)=0, XedQ, t>0 (5.78)

v(0,X)=Vy(x), v (0,x)=Vv,(x), XeQ (5.79)
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probleminin  ¢oziimii olsun. Bu iki ¢0ziimin farki W=U-V  olup

k=k —k,, a=a —a,, b=Db —Db, seklinde tamimlanmistir. Elde edilen denkleme

KAV, av|" v, b |v|" v eklenip gikarilirsa W fonksiyonu,

W, — AW— KAV, — kAW, + a(|vt "y, ) +a (|ut T vt) 650
+b1<|u|p_2u—|v|p_2v)+b|v|p_2v:0, xeQ, t>0 .

w(t,x)=0, XedQ, t>0 (5.81)
w(0,x)=0, w,(0,x)=0 XeQ (5.82)

baslangi¢ sinir deger probleminin (BSD) ¢6ziimii olsun.

Teorem 5.1.4. (5.80)-(5.82) probleminin bir ¢éziimii W olmak {izere, Teorem 5.1.

kestirimleri altinda denklemin K, a,b katsayilarina siirekli bagimlidir.

Ispat 5.1.4. (5.80) denklemi W, ile garpildiginda,

() = [ = o (0

(Aw,w, )= i WAWdX = 3!1 W, é—agds— i VWV, dx = —%%HVW(t)HZ
(Av,w) = iththX =a£vvt %ds— i Vi vy, dx = —(Vw, V)
(Aw, ) = i W AW dx = (Lwt % ds— (j} Vv Vgx = — [V ()]

(|vt|rH v, W, ) = J.|vt|m72 v, W, dx
Q

(|ut|m_2 u =" v, w, ) = J‘(|ut|m_2 u ", )vvtdx
Q
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(|v|p_2 v, vvt) = j|v| "% v, dx
Q

(|u|p72 u —|v|p72v,wt)= .[(|u|"72 u —|v|p72v)vvtdx
Q
elde edilir. Yukaridaki islemler diizenlendiginde,

i 2O IV o7 O (v, 70

dt| 2
+a1'[(|ut " u -, )Wth + a_|'|vt ™ v,w,dx (5.83)
Q Q

+b1.[(|u|p_2 u—v"" v)wtdx + b.[|v|p‘2 v dx =0
Q

Q

elde edilir. Enerji fonksiyonu,
(O 5w (584)

oldugunda, (5.83) denklemi

d m- m-
gt (t)+k, [Vw, (t)uz +a, j (|Ut| “u v, )wtdx <[~k (Vw,, Vv,)|
Q
(5.85)
+ —aJ'|vt|m_2 v, w,dx —blj(|u|p_2 u—pv"’ v)wtdx + —bJ'|v|p_2 vw, dx
Q Q Q

seklinde yazilabilir.

Simdi esitsizligin sag tarafi i¢in iist sinirlar elde etmek i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

yardimiyla, & =k, alindiginda
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2 k? 2
k ‘(VWt Vv, )‘ < gHVWt (t)H + 4_8HVVt (t)H

(5.86)
2 k? 2
<k [Vw, ()| +EHVVt (1)
1
elde edilir. & -Young ve Sobolev esitsizligi yardimiyla m>2,2< p < n _2 oldugu
g0z Oniline alinip € =a olmak tizere,
J‘|vt|m72 v, w,dx| < I |vt|m*1 w,dx < Hwt (t)HHvt (t)H(;i)l)
Q Q
<ci vy, (t)uj(‘n; Jw, (t)] (5.87)
m-1 mT_l 1 2
<aCl*A2 + EHWI (1)
p-2
elde edilir. Benzer sekilde, C; =b,(p-1)C,C,D, ? ve &£=b olmak iizere,
‘|.(|u|p_2 u—pv"’ v)wtdx <(p —1)j|W||Wt|(|u|p_2 +|v|p'2)dx
Q Q
< (=), hwlen (Julf, %, +IE, 0 )
<(p-Dlalcvwic, (wulf, +IvE,) 689
< Cywi[[vw]
w, | vw|’
B T



elde edilir.

j|v| P72 yw, dx
Q

J-|v|p72 vw,dx| < I|v| p71|Wt|dXSHWt (t)””v(t)u(p_l)

2(p-1)

<cpifw ()|

p-1

integralinde de benzer sekilde ¢ =

b alinarak

(p-1)
) ZFpil) HWI (t)H

<bCP?D, 2 g +—Hw H

elde edilir.

|m—2

Esitsizligin sol tarafindaki I (|ut|m_2 U, —|v,

Q

(|ut|m—2
_1 m-2
) §(|u‘| u

+l|v |m_2(u —V, —U )W
o't t Vg AL

U, —|v | )Wt Zn:(‘u‘

i=0

1 m-2
Yy U W +E|ut| Uy W

%(|ut|m_2+|vt| )WW+ (ju™
3 (e

m-2
+|v| )WW+ (|u|

olur. Dolayisiyla,

_§|V‘

_|Vt|m‘2)(u§

v, )Wth terimi ele alindiginda,

m-2
v

1

|m—2

Vti Wti

)

[ )(|ut [ =) (Jue] +w )
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(|ut|m—2 _|Vt|m_2)(|ut|_|vt|)20 (5.90)
olmaktadir.

Buna gbére k>0 olup J.(|ut|m72ut—|Vt|mfzvt)vvtdx20 oldugu (5.90)’da

Q

ispatlandigindan (5.85) esitsizligi,

d 2 k2 Mg 2
aEw(t)skiqut(t)H +4—le32 +a’CM'D,? +ZHwt(t)H

(5.91)
v [V

00,4 L erp s (o

seklinde yazilabilir.

1 2 1 2
£, ()= 2w O + L)
olmak tizere (5.4)’teki kestirimler yardimiyla (5.91) esitsizligi diizenlenirse,

%Ew(t)g M,E, (t)+B (5.92)

oldugu gortiliir.

m-1 p-1

1+bC, 1 2 m-1 L
1+hC, —} ve Bz(k—+a2C5“‘l)D32 +b?CP*'D, 2 *dir. Bu
a4k,

Burada M, =max ,
2 2

diferansiyel esitsizlik Gronwall esitsizligi yardimiyla ¢oziildiigiinde

E, (t)<Bte" (5.93)
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elde edilir.

(5.93) esitsizligi gosteriyor ki k; ve k,, a ve a,, b, ve b, katsayilar1 birbirine ne
kadar ¢ok yaklagirsa, U ve V birbirine o kadar yaklagir. k —k,=0, a —a, =0,
b,—b, =0 olursa w=u-v=0 olur. Bdylece (5.1)-(5.3) baslangi¢ sinir deger

probleminin U ve V ¢dziimlerinin tiim katsayilara siirekli bagimlilig1 gosterilmis olur.



BOLUM 6. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde dordiincii mertebeden disipatif terim igeren lineer olmayan Boussinesq
denkleminin ¢Oziimlerinin problemin b (disipatif) & (dispersif), ' (soniim)
katsayilarina olan siirekli bagimlili§i ispatlanmis olup ayrica problemin tiim
katsayilarina stirekli bagimliligt da kanitlanmistir. Dordiinci mertebeden lineer
olmayan enerji yitimini ifade eden hidrodinamik disipatif katsay1 i¢eren Rosenau
baslangi¢ sinir deger problemi goz 6niine alinmistir. Problemin & (soniim) katsayisina
olan siirekli bagimlilig1 arastirilarak ispatlanmistir. Lineer olmayan disipatif katsay1
iceren baslangic ve Dirichlet sinir kosullariyla tanimlanmig yar1 lineer dalga
denkleminin ¢6ziimlerinin k (soniim), @ (soniim), b (lineerligi bozan terimin
katsayis1) pozitif katsayilarina gore siirekli bagimlilik incelemesi ayr1 ayri
gosterilmistir. Ayn1 zamanda denklemin bu katsayilarin timiine ayni1 anda siirekli
bagimli oldugu da ispatlanmistir. ispatlarda her béliimde oldugu gibi standart enerji

metodu kullanilmistir.

Fiziksel olarak gercek siireclerde soniim ve dispersif terimler lineer olmamaktan
kaynaklanan enerji biiylimelerinde 6nemli rol oynarlar ve bu terimlerin lineer olmayan
terimlerle etkilesimleri yi18ilma, denge ve enerjinin yayilimma eslik eder (Kaya ve
Polat, 2009). Boussinesq denklemlerinde, lineer olmama ve dispersiyon etkileri
dikkate alinirken birgok gercek durumda soniim etkileri lineer olmama ve dispersif

etkilerle karsilastirilir. Bu nedenle denklemin soniim terimli olmasi 6nemlidir.

Problemin katsayilarina olan siirekli bagimlilik konusu bir¢ok lineer olmayan kismi
tiirevli denklemler icin uygun uzaylarda enerji metodu ile incelenebilir. Ele alinan

problemler farkli sinir kosullariyla arastirilabilir.
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