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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

A= Z2 N O ® Q

Q@ ©w 9

. A kiimesinin eleman sayist

. A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
. A kiimesinin yogunlugu

: Kompleks sayilar kiimesi

. Reel sayilar kiimesi

. Rasyonel sayilar kiimesi
: Tam sayilar kiimesi

. Dogal sayilar kiimesi

. Keyfi zaman skalasi

. Ileri sigrama operatdrii

. Geri sigrama operatorii

. Graininess fonksiyonu

: g fonksiyonunun A —tiirevi (Hilger tiirevi)
. A kiimesinin g, Olg¢iisii
: T zaman skalasi tizerindeki siirli fonksiyonlarin kiimesi

: T zaman skalasi {izerinde istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin

kiimesi

: T zaman skalasi tzerindeki lacunary istatistiksel yakinsak

fonksiyonlarin kiimesi

: T zaman skalas1 tizerindeki Kkuvvetli lacunary Cesaro

toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi

: T zaman skalas1 {izerindeki f —istatistiksel  yakinsak

fonksiyonlarin kiimesi



: T zaman skalast {izerindeki  f —lacunary istatistiksel

yakinsak fonksiyonlarin kiimesi

: T zaman skalas1 tizerindeki Kkuvvetli f —lacunary Cesaro

toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi

: T zaman skalasi tizerindeki L kath asimptotik istatistiksel denk

g ve h fonksiyonlari

: T zaman skalas1 tizerindeki L katli asimptotik lacunary

istatistiksel denk g ve h fonksiyonlari

: T zaman skalas1 iizerindeki L katli Kkuvvetli asimptotik

lacunary denk g ve h fonksiyonlari

: T zaman skalas1 tizerindeki L katli asimptotik f —istatistiksel

denk g ve h fonksiyonlari

: T zaman skalasi tizerindeki L katli asimptotik f — lacunary

istatistiksel denk g ve h fonksiyonlari

: T zaman skalas1 iizerindeki L katli kuvvetli asimptotik

f —lacunary denk g ve h fonksiyonlar

: T zaman skalasi tizerindeki istatistiksel sinirli fonksiyonlarin

kiimesi

: T zaman skalas1 iizerindeki lacunary istatistiksel smirl

fonksiyonlarin kiimesi

: T zaman skalasi iizerinde 6 =(k,) lacunary dizisine gore

hemen hemen her t igin



OZET

Anahtar kelimeler: Zaman skalasi, istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel
yakinsaklik, istatistiksel denk fonksiyonlar, istatistiksel sinirlilik

Bu caligmada, literatiirde say1 dizileri i¢in verilmis istatistiksel yakinsaklik ve
toplanabilme teorisine ait bazi kavramlar keyfi bir zaman skalasi izerinde ¢alisilmistir.
Doktora tezi olarak sunulan bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir.

[k kisim giris béliimiine ayrilmis olup, toplanabilme teorisinin ve zaman skalasi
teorisinin tarihi gelisimi hakkinda kisa bir bilgi verilmistir.

Ikinci kisimda, toplanabilme teorisi ve zaman skalasi ile ilgili temel tanim, teorem ve
orneklere yer verilmistir.

Diger kisimlar tezin orijinal sonuglarini igermektedir.

Ucgiincii boliimde, zaman skalasi iizerinde tanimli reel degerli delta 6lgiilebilir
fonksiyonlar i¢in yeni yakinsaklik ¢esitleri sunulmustur. Bu boliimiin ilk kisminda,
o} -istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli af -Cesaro toplanabilirlik kavramlari

tanitilmis ve bu kavramlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Bu bdliimiin ikinci
kisminda ise, modiiliis fonksiyonlar: kullanilarak, f -lacunary istatistiksel yakinsaklik

ve kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilirlik kavramlari tanimlanmis ve bu
kavramlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde, zaman skalasi tizerinde tanimli pozitif reel degerli delta dlciilebilir
iki fonksiyon g6z 6niine alinarak, asimptotik istatistiksel denklik, asimptotik lacunary
istatistiksel denklik, asimptotik f -istatistiksel denklik, asimptotik f -lacunary

istatistiksel denklik, kuvvetli asimptotik lacunary denklik ve kuvvetli asimptotik
f -lacunary denklik kavramlar1 tanimlanarak, bu kavramlar arasindaki iliskileri

inceleyen teorem ve ispatlara yer verilmistir.
Besinci boliimde, zaman skalasi iizerinde lacunary istatistiksel siirhilik kavrami
tanitilmigtir. Ayrica bu kavramin lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ve

istatistiksel sinirlilik kavramai ile olan iligkileri incelenmistir.

Son boliim ise, sonug ve Oneriler kismina ayrilmistir.

Vi



NEW TYPES OF CONVERGENCE AND ASYMPTOTICALLY
EQUIVALENT FUNCTIONS ON TIME SCALES

SUMMARY

Keywords: Time scale, statistical convergence, lacunary statistical convergence,
asymptotically statistical equivalent functions, statistical boundedness

In this study, some concepts related to statistical convergence and summability theory
given for number sequences in the literature are studied on arbitrary time scales. This
thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction, and brief information is given about
the historical development of summability theory and time scale theory.

In the second chapter, some basic definitions, theorems and examples regarding the
theory of summability and time scales are given. The other chapters contain the
original results of the thesis.

In the third chapter, new convergence types are presented for the real valued delta
measurable functions defined on time scales. In the first part of this chapter, the
concepts of qf -statistical convergence and strong «ff -Cesaro summability are

introduced and the relationships between these concepts are examined. In the second
part of this chapter, the concepts of f -lacunary statistical convergence and strong

f -lacunary Cesaro summability are defined by using modulus functions and some
results related to these concepts are obtained.

In the fourth chapter, by using two positive real valued delta measurable functions
defined on time scales, the concepts of asymptotically statistical equivalence,
asymptotically lacunary statistical equivalence, asymptotically f -statistical

equivalence, asymptotically f -lacunary statistical equivalence, strong asymptotically
lacunary equivalence and strong asymptotically f -lacunary equivalence are
introduced. In addition, some results related to these concepts are obtained.

In the fifth chapter, the concept of lacunary statistical boundedness on time scales is
introduced. In addition, the relationships of this concept with the concept of lacunary
statistical convergence and the concept of statistical boundedness has been examined.

The last section is devoted to the conclusion and recommendations.

vii



BOLUM 1. GIiRiS

Matematiksel analizin en genis uygulama ve arastirma alanlarindan birisi istatistiksel
yakinsaklik ve toplanabilme teorisidir. Istatistiksel yakinsaklik, alisilmis yakisakligin
bir genellemesi olup, pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanmaktadir.
Bu kavram ilk olarak Zygmund [1] tarafindan ortaya atilmistir. Daha sonra 1951
yilinda istatistiksel yakinsaklik kavrami, birbirlerinden bagimsiz olarak Fast [2] ve
Steinhaus [3] tarafindan tanimlanmistir. Zaman igerisinde bu kavram ve genellemeleri
Schoenberg [4], Salat [63], Fridy [7], Connor [10], Rath ve Tripathy [62], Freedman
ve ark. [6] ve bir¢ok arastirmaci tarafindan calisilmistir [5-18, 22, 27-29]. Ayrica, Fridy
ve Orhan [8] tarafindan istatistiksel yakinsaklik ve lacunary dizi kavramlar
kullanilarak, lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilmig ve istatistiksel

yakinsaklik ile olan iligkisi incelenmistir.

[statistiksel yakisaklik kavramimnin genellestirilmesinde ve yeni dizi uzaylarmin
olusturulmasinda kullanilan diger bir 6nemli kavram da modiiliis fonksiyonlardir.
Modiiliis fonksiyonu, ilk kez Nakano [23] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra bu
kavram yardimiyla, Ruckle [24], Maddox [25,26], Connor [11] ve birgok arastirmaci
tarafindan bazi dizi uzaylari1 tanimlanmis ve bu uzaylarin ¢esitli 6zelliklerini inceleyen

caligmalar yapilmistir. Ayrica, Aizpuru ve ark. [27] tarafindan sinirli olmayan bir f

modiiliis fonksiyonu kullanilarak, yeni bir yogunluk tanimi verilmis ve bu yogunluk

kavramindan yararlanilarak f -istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmustir.
f -istatistiksel yakinsaklik, alisilmis yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasinda

kalan bir kavramdir. Bu tanimdan yararlanilarak, Bhardwaj ve Dhawan tarafindan [28]

de «. dereceden f -istatistiksel yakinsaklik ve «. dereceden kuvvetli f -Cesaro

toplanabilirlik; [29] da f -lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari verilmistir.



Diger yandan, dizilerin yakinsaklik oranimi karsilastirmak amaciyla, 1980 yilinda,
Pobyvanets [30] tarafindan negatif terimli olmayan iki say1 dizisinin asimptotik

denkligini koruyan asimptotik regililer matris tanimi verilmistir. Fakat dizilerde sifir

degerli terimlerin sik goriilmesi, birgok durumda dizi terimlerinin % seklinde
k
oranlanmasini imkansiz hale getirmektedir. Bu nedenle, Fridy [31] yakinsaklik
oranlarinin karsilastirilmast i¢in yeni yollar tanitmistir. Fridy [31] nin bu
calismasindan sonra, Marouf [32] asimptotik regiiler matris olmanin bazi1 gerek ve
yeter sartlarin1 ¢alismisti. Li [60] ise dizilerin ve toplanabilirligin asimptotik
denkligini incelemistir. 2003 yilinda Patterson [33] asimptotik denklik ve istatistiksel
yakinsaklik kavramlarini birlestirerek asimptotik istatistiksel denklik kavramini
tanitmis ve [30] daki teoremlerin istatistiksel benzerlerini vererek bu kavramlar1 daha
da genisletmistir. Ayrica, Patterson ve Savas [34] asimptotik lacunary istatistiksel

denklik kavramini tanitmistir. Bununla birlikte literatiirde bu kavramlar birgok

arastirmaci tarafindan c¢alisilmistir [35-39].

Diziler i¢in istatistiksel siirlilik kavrami ilk olarak Fridy ve Orhan [9] tarafindan
caligtlmigtir. Bhardwaj ve Gupta [19] istatistiksel siirliligin bazi genellemelerini;
Bhardwaj ve ark. [20] lacunary istatistiksel sinirliligy; Et ve ark. [21] «. dereceden

lacunary istatistiksel sinirliligi caligsmistir.

Son zamanlarin oldukga dikkat ¢eken yeni ¢alisma alanlarindan birisi de zaman skalast
teorisidir. Zaman skalasi teorisi, 1988 yilinda Alman matematik¢i Stefan Hilger [41]
tarafindan ortaya konmustur. Stefan Hilger, bu teoriyle birlikte ayrik analiz ile stirekli
analizi ayn1 ¢at1 altinda toplamay1 amaglamistir. Bu amag¢ dogrultusunda her ikisini de
kapsayan bir kiime ile ¢alisilmis ve bu kiimeye de zaman skalasi ismi verilmistir.
Zaman skalasi reel sayilar kiimesi alindiinda siirekli analiz ile tam sayilar kiimesi
alindiginda ise ayrik analiz ile ¢akigsmaktadir. Boylelikle zaman skalasi, lizerinde
tanimlanan tlirev kavramu ile birlikte diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade
etme imkan1 saglanmaktadir. Bu ise, R de tanimli diferansiyel denklemler veya 7Z de

taniml1 fark denklemleri icin ayr1 ayr1 sonuglar vermek yerine, reel sayilarin bostan



farkli kapal1 bir alt kiimesi olan zaman skalasi iizerinde tanimlanan genel bir dinamik
denklem ile birlikte calisilarak ortak sonuglar elde edilmesi olanagi tanimaktadir.
Burada hemen su belirtilmelidir ki zaman skalas1 sadece R ve Z icin degil aym
zamanda zaman skalasi tanimina uyan diger uzaylar i¢in de sonuglar vermektedir.
Zaman skalasi teorisi sagladigi tiim bu kolayliklarla birlikte farkli alanlarda ¢aligmalar
yapan bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmis ve popiiler hale gelmistir. Zaman skalasi

i¢in temel tanim ve teoremlere Bohner ve Peterson [42] kitabindan ulasilabilir.

Son zamanlarda ise zaman skalasi teorisi ile birlikte istatistiksel yakinsaklik ve
toplanabilme teorisinin birlestirilmesi amaclanmistir. Bu dogrultudaki ilk ¢aligmalar
Turan ve Duman [46] ile Seyyidoglu ve Tan [45] tarafindan birbirinden bagimsiz
olarak ayni donemlerde yapilmistir. Seyyidoglu ve Tan [45] tarafindan zaman skalas1
tizerinde yogunluk, istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy kavramlar
tanitilmistir. Turan ve Duman [46] zaman skalasi iizerinde istatistiksel yakinsaklik ile
kuvvetli Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligskiyi incelemistir. Sonrasinda bu
calismalar 15181nda bircok ¢alisma yapilmistir. Ornegin, Turan ve Duman tarafindan
[47] de lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli lacunary Cesaro toplanabilirlik
kavramlari, [48] de lacunary istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik
arasindaki iligki; Altin ve ark. tarafindan [49] da diizgiin istatistiksel yakinsaklik,
[50] de A -istatistiksel yakinsaklik ve A -toplanabilirlik kavramlari zaman skalasi
tizerinde ¢alisilmistir. Ayrica Seyyidoglu ve Tan [51] zaman skalasi lizerinde taniml
delta olciilebilir bir fonksiyon i¢in A -limit noktasi ve A -kaplama noktas1 kavramlarini

caligmustir.

Bu calisma alt1 boliimden olugmaktadir ve istatistiksel yakinsaklik ve toplanabilme
teorisine ait baz1 kavramlarin zaman skalas1 {izerine tasinmasi amaglanmaktadir. Tlk
olarak, bu c¢alismaya temel teskil etmesi amaciyla zaman skalas1 ve toplanabilme
teorisiyle ilgili baz1 temel tanim, 6rnek ve sonuclar hatirlatilmistir. Calismanin diger
kisimlarinda ise elde edilen orijinal sonuglar verilmistir. Ugiincii béliimde, zaman
skalas1 lizerinde yeni yakinsaklik c¢esitleri tanitilmigtir. Bu bolimiin ilk kisminda,

zaman skalasi iizerinde of -istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli off -Cesaro

toplanabilirlik kavramlar1 tanitilmis ve bu kavramlarla ilgili bazi sonuglar



incelenmistir. ikinci kisimda ise, modiiliis fonksiyonlar1 yardimiyla zaman skalasi

tizerinde f -lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli f -lacunary Cesaro

toplanabilirlik kavramlari tanimlanmis ve bu kavramlar arasindaki iligkiler verilmistir.

Ayrica f -lacunary istatistiksel yakinsaklik kavraminin, f -istatistiksel yakinsaklik ile

olan iliskisi incelenmistir. Dordiincii boliimde, zaman skalasi tizerinde tanimli pozitif
reel degerli delta oOlgiilebilir fonksiyonlar i¢in asimptotik istatistiksel denklik,

asimptotik lacunary istatistiksel denklik, asimptotik f -istatistiksel denklik,
asimptotik f -lacunary istatistiksel denklik, kuvvetli asimptotik lacunary denklik ve
kuvvetli asimptotik f -lacunary denklik kavramlari tanitilarak, bu kavramlarla ilgili

bazi sonuclar verilmistir. Buna ek olarak, bu yeni kavramlar arasindaki kapsama
bagmtilar1 sunulmustur. Besinci boliimde, zaman skalasi iizerinde lacunary
istatistiksel sinirlilik kavrami tanimlanmistir. Ayrica bu kavramin lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami ve istatistiksel sinirlilik kavrami ile olan iligkisi incelenmistir.
Calismanin son kisminda ise, tez kapsaminda elde edilen sonuglar genel olarak

sunulmustur.



BOLUM 2. GENEL BILGILER

2.1. Toplanabilme Teorisinde Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda toplanabilme teorisi ve istatistiksel yakinsaklik kavramina dair bazi temel

tanim ve teoremler verilecektir.
2.1.1. istatistiksel yakinsaklik

Tanim 2.1.1.1. Bir K< N kiimesi i¢in K, :={k<n:keK} olmak iizere K,

kiimesinin eleman sayisi |Kn| ile gosterilsin. Eger

IimM
non

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu veya dogal yogunlugu

denir ve &(K) ile gosterilir [61].

Yukaridaki  yogunluk  tanimindan o (N ) =1, o ({n2 ‘neN }) =0 ve

5({2n:neN})=5({2n+1:neN})= % oldugu kolaylikla elde edilebilir.

Ayrica dogal sayilar kiimesinin her bir sonlu alt kiimesinin sifir yogunluklu oldugu da

goriiliir.



Bir K =N kiimesi i¢in &(K) mevcut ise, bu durumdas(N—-K)=1-6(K) esitligi

gecerlidir [61].

Tamim 2.1.1.2. Eger X:(Xk) dizisinin terimleri yogunlugu sifir olan bir kiime
disindaki her k icin bir P 6zelligini sagliyorsa, X:(Xk) dizisi P 06zelligini hemen

hemen her k igin sagliyor denir ve bu durum kisaca "h.h.k " ile gosterilir [7].

Tanim 2.1.1.3. x=(X, ) bir dizi olsun. Eger her &> 0 igin K, :={k eN:|x —L|> &}

kiimesinin yogunlugu sifir, yani

.1
5({keN:|Xk—L|2g}):llgnﬁ{kSn:|xk—L|2g}‘:0

olacak sekilde bir L sayisi varsa, yani hh.k i¢in |x, —L|<e& ise, x=(x,) dizisi L

sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum st—limx=L seklinde

gosterilir [2].

Alisilmis anlamda yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki asagidaki

gibi verilebilir:

Eger x = (Xk ) dizisi bir L sayisina yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir

£ >0 komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken, bu komsulugun
disinda dizinin en fazla sonlu sayida terimi bulunabilir. Dolayisiyla bu sonlu sayidaki
terimlerin indislerinin olusturacag: kiime, dogal sayilarin sonlu bir alt kiimesi olup,
yogunlugu sifirdir. BoOylece x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olur.
Dolayisiyla, istatistiksel yakinsaklik, alisilmis yakinsakliktan daha genel bir
kavramdir. Yani, yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel yakinsak
olan diziler, yakinsak olmak zorunda degildir. Bu durum asagidaki Ornekte

gosterilmistir.



Ornek 2.1.1.4. x =(x,) dizisi

x-—l' k=m’ (m=12,..)
““lo, kem V77T

biciminde tanimlansin. Her & >0 igin

IiEn%{kSn:|xk|25}‘sli£n%‘{ksn:xk io}\gngn%:o

oldugundan, st—limx =0 dir. Fakat, X dizisi yakinsak degildir.
Ayrica Klasik Analizden bilindigi iizere yakinsak her dizi ayni zamanda sinirlidir.
Fakat istatistiksel yakinsak dizilerin sinirli olmasi gerekmez. Bu durum asagidaki

ornekte gosterilmistir.

Ornek 2.1.1.5.

, (m=12..)

_{JE, k =m?

X, =
1, kzm?
ile tanimlanan X = (X, ) dizisi igin st—limx =1 dir. Fakat bu dizi sinirsiz ve iraksaktir.

Tanim 2.1.1.6. X =(X,) bir dizi olsun. Eger

lim 3 |x ~L|=0

" N

olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x=(x,) dizisi L sayisina kuvvetli

Cesaro toplanabilirdir denir [6].



2.1.2. Lacunary istatistiksel yakinsakhk

Tanim 2.1.2.1. 6 = (kr), negatif olmayan tam sayilarin artan bir dizisi olsun. Eger
ko =0 ve r »oo i¢in h, =k, —k,_, oo ise, @ =(k, ) dizisine bir lacunary dizisi denir

ve @ ile belirlenen araliklar |, =(k,_;,k, | bigimindedir [6].

olmak tlzere

.1
“[nh_r‘{ke l, :|xk—L|25}‘=0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, bu durumda x=(x,) dizisi L sayisina lacunary

istatistiksel yakinsaktir denir ve st, —limx =L seklinde gosterilir [8].

Tanim 2.1.2.3. 6 =(k, ) bir lacunay dizisi olsun. Eger X =(x, ) dizisi i¢in

Iimi2|xk—L|=O

r
r kel,

olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x=(x,) dizisi L sayisina kuvvetli

lacunary toplanabilirdir denir [6].

2.1.3. aff —Istatistiksel yakinsakhk

Bu kisimda literatiirdeki bircok yakinsaklik kavramini genelleyen of -istatistiksel
yakinsaklik kavrami hatirlatilacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle belirli kosullart saglayan

a(n) ve B(n) dizi ¢ifti tanitilacaktir.



Tamm 2.1.3.1. a(n) ve B(n) dizileri

K, ! a ve f azalmayan iki dizi
K,: ﬂ(n)Za(n) (her neN igin)

Ky: B(n)—a(n)—> o (n—>oo iken)

kosullarini saglayan pozitif terimli iki dizi olsun. K,, K, ve K; kosullarini saglayan
pozitif terimli (a, p ) dizi ¢iftlerinin kiimesi A ile gosterilir [18].

Tanim 2.1.3.2. (a,ﬂ)e/\ ve 0<y <1 olsun. P** ile [a(n),ﬁ(n)} kapali aralig1

n

gosterilmek tizere, K — N kiimesinin y 1mc1 mertebeden of -yogunlugu

5% (K, ) =lim KR :
" (B(n)-a(n)+1)

ile tanimlanir [18].

Tanim 2.1.3.3. (a, 8) e A ve 0<y <1 olsun. Her &>0 igin,

[{ke[a(n), B(n)]: [ ~L|= 4]
noe (B(n)-a(n)+1)

=0

ise, x=(x,) dizisi L sayisina y mci mertebeden o -istatistiksel yakinsaktir denir
ve st/, —limx, =L seklinde gosterilir. Burada y =1 segilirse, x dizisi L sayisina

o -istatistiksel yakinsaktir denir ve st , —limx, =L ile gosterilir [18].

Bu tanim bazi 6zel secimler altinda literatiirde bilinen kavramlara indirgenir:
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Uyar12.1.3.4. Her neN i¢in a(n)=1ve £(n)=n secilirse,

o (fe _Lls :im‘{ke[a(n),ﬂ(n)]:|xk—L|zg}‘
57 ({k:[x — L2 &},7)=lim Be=a )T
er[l'n]:|xk_|-|25}‘

=lim
n—oo n
k<n:lx —L|> ‘
:Iim‘{ n:x —L| 5}
n—oo n

elde edilir Bu durumda, of -istatistiksel yakisaklik kavrami istatistiksel

yakinsakliga indirgenir [18].

Uyar1 2.1.3.5. A =(4,) pozitif terimli azalmayan, o a iraksayan,

A <A, +1(VneNigin) ve 4, =1

kosullarini saglayan bir dizi olsun. Her neN i¢in a(n)=n-4,+1 ve g(n)=n

segilirse,

Jfkela(n),p(n)]:x - L=z}
“I({k:|x —L=&f,7)=lim
o ({k| I—| }7) No>oo (ﬂ(n)—a(n)+1)7
:"m‘{ke[n—in+1,n]:|xk—L|Zg}‘
e A

n

elde edilir Bu durumda, of -istatistiksel yakinsaklik kavrami A -istatistiksel

yakinsakliga indirgenir [18].

Uyari2.1.3.6. 6 =(k, ) bir lacunary dizisi olmak iizere, her neN i¢in a(n)=k, +1

ve B(n)=Kk, secilsin. Bu durumda, [k, +1,k,]nN=(k ;,k,]"N oldugundan
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fkea(n). B(n)]:]x - L|=e)]
" k:Xk_ >gt,y)=1lim
o ({ | L| } 7/) N> (ﬂ(n)—a(n)+1)y

i {ke [k +Lk,]:|x ~ L= &}

o kn_kn—l

i (ke (k. k ]:|x —L|> g}\
o kn _kn—l

bulunur. Bu durumda, of -istatistiksel yakinsaklik kavrami, lacunary istatistiksel

yakinsakliga indirgenir [18].
2.1.4. f —Istatistiksel yakinsakhk

Bu kisimda sayr dizileri i¢in modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmisg

f -istatistiksel yakinsaklik kavrami verilecektir. Bunun igin Oncelikle modiiliis

fonksiyonun tanimi1 ve temel 6zellikleri hatirlatilacaktir.

Tamm 2.1.4.1. f :[0,00) —[0,) fonksiyonu

a. f(x)=0<x=0 du,
b. Her x,y >0 i¢in f (x+y)< f(x)+ f (y) dir,

c. f fonksiyonu artandir,

d. f fonksiyonu 0 noktasinda sagdan siireklidir,

sartlarin1 gercekliyorsa f ye bir modiiliis fonksiyonu denir [23]. Yukaridaki (b) ve (d)
ozelliklerinden dolay1r f fonksiyonunun [0,00) araliginda her yerde siirekli oldugu

goriiliir. Ayrica f modiiliis fonksiyonu smrli veya smirsiz olabilir. Ornegin,

f(x)=x" (0< p<1) modiiliis fonksiyonu smnirsizdir, fakat f(x)= Ll modiiliis
X+

fonksiyonu sinirlidir.
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Lemma 2.1.4.2. f bir modiiliis fonksiyonu ve 0< & <1 olmak iizere, her x> 6 igin,

f(x)<2f ()5 dir [25].

f(t
Lemma 2.1.4.3. f bir modiilis fonksiyonu olsun. Bu durumda Iimﬁ limiti

t—o

mevcuttur [25].

Tamim 2.1.4.4. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve A N olsun. Eger

limiti mevcut ise, bu limit degerine A kiimesinin f -yogunlugu denir ve 5’ (A) ile

gosterilir [27].

Uyann 2.14.5. f (X) =X durumunda, f-yogunluk kavrami dogal yogunluk
kavramma déniisiir. Dogal yogunluk kavramu i¢in &(A)+6(N—A)=1 dir. Fakat bu
esitlik f -yogunluk  kavrami  igin  genellikle dogru  degildir, yani
5" (A)+5" (N—A)=1 esitligi genellikle saglanmaz. Ornegin, f (Xx)=Ilog(x+1) ve
A={2n:neN} alimrsa, §'(A)=5"'(N-A)=1 dir. Ancak, f -yogunluk kavrami
icin 5" (A)=0 ise, 5' (N—A)=1 dir. Diger taraftan, dogal yogunluk kavraminda

oldugu gibi sonlu kiimeler sifir f -yogunluga sahiptir [27].

Uyari 2.1.4.6. Herhangi bir siirsiz f modiiliis fonksiyonu ve Ac N igin &' (A)=0

ise, 6(A)=0 dir. Fakat bunun tersinin dogru olmasi gerekmez, yani sifir dogal
yogunluga sahip bir kiime, smursiz bir f modiiliisiine gore sifir olmayan

f -yogunluga sahip olabilir. Ornegin, f(x)=log(x+1) ve A={1,4,9,...} alirsa,

5(A)=0 dir ancak &' (A):% dir [27].
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Tamm 2.1.4.7. f sirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve x = (X, ) bir dizi olsun. Eger her

£ >0 igin,
5" ({keN:[x -L|z¢})=0,

yani

ise, x dizisi L sayisma f -istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum st' —limx =L

ile gosterilir [27].

Uyar1 2.1.4.8. Her xe[0,0) i¢in f(x)=x segilirse, f -istatistiksel yakinsaklik

kavramy, istatistiksel yakinsaklik kavramina doniisiir.

Uyan 2.1.4.9. Tanim 2.1.4.7 ve Uyar 2.1.4.6 dikkate alinirsa, her f -istatistiksel

yakinsak dizi, istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel yakinsak dizinin, her sinirsiz

f modiiliis fonksiyonu igin f -istatistiksel yakinsak olmasi gerekmez.

Tanim 2.1.4.10. f smurl veya sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve X = (Xk) bir dizi

olmak iizere, eger

|im3§n;f(|xk—L|)=o

n—w n k=1

olacak sekilde LeR varsa, bu durumda X dizisi L sayisina kuvvetli f -Cesaro

toplanabilirdir denir [25].
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Tamm 2.1.4.11. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve @ =(k,) bir lacunary dizisi

olsun. Eger her £ >0 ig¢in,

lim——f (|{k e, :jx - L|2&}])=0

oluyorise, x =(x, ) dizisi L € R sayisina f -lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
st, —limx = L seklinde gosterilir [29].

2.1.5. Asimptotik denk diziler

Tammm 2.1.5.1. x=(x,) ve y=(y,) negatif terimli olmayan iki dizi olmak iizere,

eger

. X
lim=% =1

k—o0 yk

ise, x ve y dizilerine asimptotik denk diziler denir ve X~y ile gosterilir [32].

Tanmm 2.1.5.2. x=(x,) ve y=(y, ) negatif terimli olmayan iki dizi olsun. Eger, her

>0 i¢in
Iiml kSn:ﬁ—L 25}:0
n—mn yk

SL
ise, x ve y dizilerine L kath asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve x~vy ile

gosterilir [33].
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Tamm 2.1.5.3. 6 =(k,) bir lacunary dizisi ve x=(x,) ve y=(y,) negatif terimli

olmayan iki dizi olsun. Eger, her £ >0 igin
1

h {kelr: 25}

oluyor ise, x ve y dizilerine L kath asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler

LY
Yi

lim =0

r—oo

L

So
denir ve x ~y ile gosterilir [34].

Tammm 2.1.5.4. 6 =(k,) bir lacunary dizisi ve x=(x,) ve y=(y,) negatif terimli

olmayan iki dizi olsun. Eger,

N
ise, x ve y dizilerine L katli kuvvetli asimptotik lacunary denktir denir ve x ~ y ile
gosterilir [34].

2.1.6. istatistiksel stnirhihk

Bu kisimda istatistiksel smirlilik ve lacunary istatistiksel smirlilik kavramlari

verilecektir.

Tamim 2.1.6.1. x =(X,) bir say1 dizisi olsun. Eger

Iiml{kSn:|Xk|>M}‘:0,

N—o0 n

yani,
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|Xk|s M (h.h.k igin)

olacak sekilde bir M >0 sayis1 var ise, X = (Xk) dizisi istatistiksel sinirlidir denir.

Istatistiksel siurlt dizilerin kiimesi S (B) ile gosterilir [9].

Tanmim 2.1.6.2. & =(k, ) bir lacunary dizisi ve x =(Xx,) bir say1 dizisi olsun. Eger

N—oo

Iimhir‘{ke Lo [% ] > M}‘:O

olacak sekilde bir M >0 sayisi var ise, X =(X, ) dizisi lacunaru istatistiksel sinirlidir

denir ve S, (B) ile tiim lacunary istatistiksel sinirh dizilerin kiimesi gosterilir [20].

Teorem 2.1.6.3. Her siirl dizi lacunary istatistiksel sinirhidir [20].

Teorem 2.1.6.3 iin tersinin dogru olmasi gerekmez. Bunun i¢in asagidaki Ornek

verilebilir.

Ornek 2.1.6.4. 0 =(k,) bir lacunary dizisi olsun ve x =(x;) dizisi

x—{kr‘1+l’ i=k _,+1 r=123,...

0, diger durumlarda

ile tanimlansin. X dizisi siirh degildir. Fakat

oldugundan, x dizisi lacunary istatistiksel sinirlidir [20].
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Teorem 2.1.6.5. Her lacunary istatistiksel yakinsak dizi lacunary istatistiksel
siirhdir [20].

((—l)k) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak degildir fakat lacunary istatistiksel

smirlidir.

2.2. Zaman Skalas1 Analizi
2.2.1. Zaman skalasi iizerinde temel tanim ve kavramlar

Tamim 2.2.1.1. Reel sayilarin bos olmayan keyfi kapali bir alt kiimesine zaman skalas1

(time scale) denir ve zaman skalas1 genel olarak T sembolii ile gosterilir. R, Z, N,

[0,1] ve Cantor kiimesi birer zaman skalas1 6rnegi iken C, Q, R-Q, (O,l)

kiimeleri birer zaman skalas1 6rnegi degildirler [42].

Asagida bir T zaman skalasi {izerinde ileri sigrama operatdrii, geri sigrama operatorii

ve Graininess fonksiyonu tanimlari verilmistir.

Tammm 2.2.1.2. T bir zaman skalas1 olsun. teT icin, o:T —T ileri sigrama

operatoru

ot)=inf{seT:s>t}

ve p: T —T geri sigrama operatorii

pt)=sup{seT:s<t}

seklinde tanimlanir [42]. Bu tanimda, & bos kiime olmak iizere,

infd=supT (yani o(t)=t, eger T, bir t maksimumuna sahipse)
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ve
supd=inf T (yani p(t)=t,eger T, bir t minimumuna sahipse)
olarak kabul edilir.

Tanmm 2.2.1.3. Eger o(t) >t ise, t noktas1 sagdan sacilimli nokta; p(t) <t ise, t

noktasi soldan sa¢ilimli nokta olarak adlandirilir. Hem sagdan sa¢ilimli hem soldan

sacilimli noktalara izole nokta denir. Ayrica t<supT ve o(t)=t ise, t noktasina
sagda yogun; t >inf T ve p(t) =t ise, t noktasina solda yogun denir. Hem solda hem

de sagda yogun olan noktalara yogundur denir [42].

Tamm 2.2.14. teT i¢in, u(t)=o(t)—t seklinde tammlanan g:T —[0,)

fonksiyonuna, Graininess fonksiyonu (veya sigrama fonksiyonu) denir [42].

Ornek 2.2.1.5. T zaman skalasinin sirasiyla R ve Z oldugu 6zel durumlarda, ileri
sigrama operatorii, geri sigrama operatorii ve Graininess fonksiyonu incelenerek, bu

kiimelere ait noktalarin tiirleri asagidaki gibi elde edilmistir.
a. Eger T=R ise, teR i¢in
o(t)=inf{seR:s>t}=inf(t,0)=t
ve
p(t)=sup{seR:s<t}=sup(—n,t)=t

oldugundan, her t € R noktasi yogundur. Ayrica, g Graininess fonksiyonu da

her t eR igin u(t)=0 dir.

b. Eger T=7 ise, t € Z igin
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ot)=inf{seZ:s>t}=inf {t+1t+2,t+3,..}=t+1
ve
pt)=sup{seZ:s<t}=sup{t-1t-2,t-3,..}=t-1

bulundugundan, her t € Z noktasi izole noktadir. Ayn1 zamanda her t € Z i¢in

u(t) =1 dir [42].

Tamm 2216, UcT olsun. U, (t)={seT:|s—t|<& Ve>0} kiimesine t

noktasimin & -komsulugu denir [42].

Tanim 2.2.1.7. t, € T olsun. Her £ >0 veher t eU,(t,) igin,

g(t)—g(t,)| < & olacak

sekilde bir 6 > 0 sayist mevcutise, g: T — R fonksiyonu t =t; noktasinda siireklidir

denir [42].

Asagidaki tanimda delta tiirev tamminda ihtiya¢ duyulacak olan T* kiimesi

verilmistir.
Tanmm 2.2.1.8. T bir zaman skalas1 olmak tizere, T% kiimesi
% - T\(p(supT),supT] , supT <oo

T , supT =o0

dir [42].

Tamm 2.2.1.9. g:T—R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Her £>0 ve >0 olmak

tizere her seU =(t—6,t+6)NT igin
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l9(o(t)-9(s)-g* ()] o (t)-s] <elo(t)-s]

olacak sekilde t noktasmm bir U komsulugu mevcut ise, g*(t) ifadesine g

fonksiyonunun t noktasindaki delta (A) tiirevi (veya Hilger tiirevi) denir [42].

Eger her te T igin g*(t) sayisi varsa, g fonksiyonu T* kiimesi iizerinde delta

tiirevlenebilirdir denir [42]. A -tiirev lineerdir ve g* tiirev fonksiyonu iyi tanimlidur.

Bu calisma boyunca, aksi belirtilmedigi silirece A-tiirevlenebilme yerine kisaca

tirevlenebilme ifadesi kullanilacaktir.

Teorem 2.2.1.10. g:T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu durumda

a.

g fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise, g fonksiyonu t noktasinda

sureklidir.

g fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t noktasi sag sa¢ilimli ise, g fonksiyonu

t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

dir.

t noktasi sagdan yogun bir nokta olmak tizere, g fonksiyonunun t noktasinda

tiirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul
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limitinin mevcut ve sonlu olmasidir. Bu durumda

gA(t)=Iim—g(t)_g(S)

s—t t—s
dir.

d. g fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise,

dir [42].

Asagida, T zaman skalasinin 6zel olarak R ve 7Z kiimeleri segildigi durumlarda

A-tlirevin hangi 6zel hallere indirgenecegi incelenecektir:

a. T=R olsun. Her teR noktast yogun bir nokta oldugundan,
Teorem 2.2.1.10 (c) den, g:R—>R fonksiyonunun teR noktasindaki

A -tirevi

o (1) = lim 3 =96) gy
s—t t—5s
olarak elde edilir. Burada g'(t) ile g nin klasik anlamdaki tirevi temsil

edilmektedir.

b. T =72 olsun. Her t € Z noktasinin izole nokta (ve dolayisiyla da saga sagilmis

nokta) oldugundan, Teorem 2.2.1.10 (b) den, g:Z — R fonksiyonun teZ

noktasindaki A -tiirevi
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g* (1) = 2 _ Y _g(t+1)-g(t)=Ag()

olarak bulunur. Burada Ag(t)=g(t+1)—g(t) ile tanimlanan Ag(t) ile g nin

ileri fark operatorii temsil edilmektedir.

2.2.2. Zaman skalasi iizerinde olg¢ii teorisi

Bu kisimda, ilk olarak zaman skalasi iizerinde tanimlanan Lebesgue A-0l¢ii tanimi
hatirlatilacak ve temel Ozelliklerine deginilecektir. Sonrasinda ise A -dlgiilebilir

fonksiyonlarin Lebesgue A -integrali kavrami verilecektir.

T keyfi bir zaman skalasi olsun. F, ile de [a,b) ={teT:a<t<b} seklinde
tanimlanan soldan kapali ve sagdan agik tiim araliklarin ailesi gosterilsin. Burada

[a, a)T aralig1 bos kiimeyi ifade etmektedir.

m, : F, — [0, +o0]

[a,b), >m([ab),)=b-a

ile tanimlanan m, kiime fonksiyonu F, ailesi lizerinde sayilabilir toplamsal bir
olciidiir. Simdi m, kiime fonksiyonunun g, Carathéodary genislemesinin elde edilme

siireci anlatilacaktir. [lk olarak (F,,m,) ikilisi kullanilarak T nin tiim alt kiimeleri i¢in

bir m; dis olgiisii asagidaki sekilde olusturulur:

T nin herhangi bir alt kiimesi A olsun. j=12,... i¢in |, ler F, in elemani olan

araliklar olmak tizere, bu araliklarin sonlu veya sayilabilir birlesimleri yardimiyla A

kiimesi ortiiliir 6yle ki

Acul

i ]



23

dir. P (’]I‘) kiimesi ile T nin tiim alt kiimelerinin kiimesi gosterilmek iizere,

m; : P(T)— [0, +o0]

A—>mf(A)=inf{Zml(lj):Aculj}

] ]

seklinde tanimlanan m; fonksiyonuna, m, kiime fonksiyonunun tirettigi dis 6l¢ii denir.
Eger A kiimesini orten |; araliklari yoksa, bu durumda m;(A)=co olarak kabul

edilmektedir.

A, T nin herhangi bir alt kiimesi olsun. Eger her E — T ig¢in,
m; (E)=m (EnA)+m; (EnA°)

oluyor ise, A kiimesi m; -6l¢iilebilirdir denir. Burada ve tiim ¢aligma boyunca A°, A

kiimesinin tiimleyenini temsil etmektedir. M (ml ) ile T nin tiim alt kiimelerinin ailesi
gosterilmek tizere, M (mf ) bir o -cebridir. Boylece m, -dis 6lgiistiniin M (ml* )

kiimesi iizerine kisitlanigina Lebesgue A -0l¢iisii denir ve bu 6lgii 4, ile gosterilir [43].

Teorem 2.2.2.1. t, € T\{max T} olmak iizere, {t,} tek nokta kiimesi A -6l¢iilebilirdir

ve

1 ({t}) = (t) -t
dir [43].
Uyan 2.2.2.2. Tek nokta kiimelerinin Lebesgue 6lgiisii sifirdir. Fakat Teorem 2.2.2.1

dikkate alinirsa zaman skalasi tizerinde tek nokta kiimelerinin A -0l¢iisii sifir olmak

zorunda degildir.
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Teorem 2.2.2.3. a,be T ve a<b olsun. Bu durumda,

a,uA( T b-a,

)e)=
b. u,((ab);)
{

dir. Eger a,be T\ maxT} ve a<b ise

b- 0

c. ,uA(a,b]T o(b)-o(a),

)
d. u,([ab],)

ab

olur [43].

Uyan 2.2.2.4. Yukaridaki teorem gostermektedir ki g, Olciisii, araliklarin ug

noktalarina bagl olarak farkli degerler almaktadir.

Tanmm 2.2.25. g: T —> [—oo, +oo] bir fonksiyon olsun. Eger her o € R ig¢in,

g_l([—OO, a]) = {t eT:g(t)< a}
kiimesi A-0lgiilebilir ise, g fonksiyonu T iizerinde A-6l¢iilebilirdir denir [44].

Tamim 2.2.2.6. S:T—R bir fonksiyon olsun. j=12,...,n igin c; ler birbirinden

farkl olmak tlizere A; = {t eT:S (t) =C j} kiimeleri tanimlansin. Za, fonksiyonu A,

kiimelerinin karakteristik fonksiyonunu gdstersin, yani

1, '[eAj
7 (1)= 0, tgA
! ]
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olsun. Eger S=ZCJ. Xa, olacak sekilde yazilabiliyorsa, S fonsiyonuna basit

j=1

fonksiyon denir [44].

Tammm 2.2.2.7. E, T nin A-olgiilebilir bir alt kiimesi ve S:T—R bir basit

fonksiyon olsun. Yani S fonksiyou, Tamim 2.2.2.6 da ifade edilen A; kiimeleri ve ¢;

sayilari ile

S :ZCiZAj
j=1

bi¢iminde yazilabilsin. Bu durumda, S fonksiyonunun E kiimesi {izerindeki

Lebesgue A-integrali

JS(t)At:iijA(Aij)

E j=1
olarak tanimlanir [44].

Sonu¢ 2.2.2.8. QQ, T nin A-6lgiilebilir bir alt kiimesi olsun ve ¢ R olmak {izere

g(s)=c olacak sekilde g sabit fonksiyonu verilsin. Bu durumda, g fonksiyonunun

Q) iizerinden Lebesgue A -integrali

[s(t)at=[cat=cu, ()

dir [44].

Tamm 2.229. E, T nin A-dlgilebilir bir alt kiimesi ve g¢:T —[0,+wx],

A - 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. g fonksiyonunun E kiimesi iizerindeki Lebesgue

A-integrali
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.[g (t)At :sup{jg(t)At:Os S < g veS basit fonksiyon}

E E
dir [44].

Tamim 2.2.2.10. E, T nin A-olgiilebilir bir alt kiimesi ve g:T — R, A- dlgiilebilir
bir fonksiyon olsun. g fonksiyonunun pozitif pargasi g*:=max{g,0} ve negatif

parcast g~ = max {—g , 0} seklinde tanimlansin. Bu durumda,

[o7(t)at veya [g~(t)At

E

integrallerinden en az bir tanesi sonlu olmak sartiyla, g fonksiyonunun E kiimesi

tizerindeki Lebesgue A-integrali

dir [44].

2.2.3. Zaman skalasi iizerinde istatistiksel yakinsakhk ve lacunary istatistiksel

yakinsakhk

Bu kisimda, Duman ve Ceylan [46,47] tarafindan zaman skalalar iizerinde ¢alisilan
istatistiksel ~ yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlar

hatirlatilacaktir.

Bu calisma boyunca kullanilacak olan T zaman skalasi i¢in infT=t,>0 ve
supT =oo olarak kabul edilecektir. Ayrica, C, (T) ile T iizerinde tanimli sinirh reel

degerli A-olciilebilir tim fonksiyonlarin kiimesi gosterilecektir.
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Q, T nin A-6lgiilebilir bir alt kiimesi olsun. t e T i¢in, Q(t) kiimesi
Q(t) = {s e[ty.t],:se Q}

seklinde tanimlansin.

Tanmm 2.2.3.1. Q, T nin A-06lgiilebilir bir alt kiimesi olsun. Eger

lim Ha (Q(t))
e Ha ([to’t]'ﬂ‘)

limiti mevcut ise, bu limit degerine QQ kiimesinin T iizerindeki yogunlugu denir ve

5, (Q) seklinde gosterilir [46].
Tamm 2.2.3.2. ¢g: T —> R, A-06lciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger her £ >0 i¢in,
§T({te’]1‘:|g(t)—L|25})=O

veya bagka bir ifadeyle

olacak sekilde bir L sayisi varsa, g fonksiyonu T iizerinde L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve bu durum st — !im g(t)=L ile gosterilir [46].

Tanim 2.2.3.3. g: T — R, A-0l¢iilebilir bir fonksiyon ve 0 < p <o olsun. Eger
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. 1 p
lim—— g(s)-L| As=0
L R AR

olacak sekilde bir L € R varsa, bu durumda ¢ fonksiyonu T zaman skalasi tizerinde

L sayisina kuvvetli p -Cesaro toplanabilirdir denir [46].

Tamim 2.2.34. 0 = (kr ), negatif olmayan tam sayilarin artan bir dizisi T igerisinde
bulunmak iizere k, =0 ve r - iken o(k, )—o(k_)—> o sartlarimi sagliyor ise,

0 =(k, ) dizisine T zaman skalasi iizerinde lacunary dizisi denir [47].

Tamm 2.2.3.5. 6 =(k, ) bir lacunary dizisi ve g : T — R, A-0lgiilebilir bir fonksiyon

olsun. Eger her £ >0 ig¢in,

o Hy ((kr—l’ K, ]T)

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, g fonksiyonu T iizerinde L sayisina lacunary

istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum st, . —limg(t) =L ile gosterilir [47].

Tamm 2.2.3.6. 6 =(k, ) bir lacunary dizisi ve g: T — R, A-dlgiilebilir bir fonksiyon

olsun. Eger

. 1
lim s)—L|As=0
er luA ((kr—ll kr ]T)(krl",.k,]m‘g( ) ‘

olacak sekilde bir L € R varsa, bu durumda ¢ fonksiyonu T zaman skalasi tizerinde
L sayisma kuvvetli lacunary Cesaro toplanabilirdir denir. N, . ile tim kuvvetli

lacunary Cesaro toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi gdsterilir [47].
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2.2.4. Zaman skalasi iizerinde f —istatistiksel yakinsakhk

Tamim 2.2.4.1. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyon ve ©Q, T nin A-Olgiilebilir bir alt

kiimesi olsun. Eger

limiti mevcut ise, bu limit degerine Q kiimesinin T {izerindeki A, -yogunlugu denir

ve &, () seklinde gosterilir [53].

Tanim 2.2.4.2. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyon ve g: T —>R, A-06lgiilebilir bir

fonksiyon olsun. Eger her £ >0 i¢in

lim 1 )) f(yA({SG[tO,t]T:|g(s)—L|Zg})):O

o f (,UA ([to’t]qr

ise, g fonksiyonu T {iizerinde L sayisina f -istatistiksel yakinsaktir denir ve bu
durum st; —limg(t)=L seklinde gosterilir [53]. Ayrica, Sy ile T iizerindeki tiim

f -istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi gosterilir.

2.2.5. Zaman skalas iizerinde istatistiksel sinirhilik

Tanim 2.2.5.1. g: T — R, A-6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

Ly ({Se[to,t]T :‘g(s)‘ > M})

A XN R
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olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa, ¢ fonksiyonu T tizerinde istatistiksel sinirhidir
denir. T uzerindeki tim istatistiksel sinirli fonksiyonlarin kiimesi S,(B) ile

gosterilir [51].

Ornek 2.2.5.2. T =[0,1] olmak iizere, g(s)= % , T iizerinde bir fonksiyon olsun. Bu
durumda, &, {s eT:|g(s)|> 1} =0 oldugundan, g fonksiyonu [0,1] araliginda

istatistiksel sinirlidir [52].

Teorem 2.2.5.3. Zaman skalas1 iizerindeki her istatistiksel yakinsak fonksiyon
istatistiksel sinirlidir [52].



BOLUM 3. ZAMAN SKALASI UZERINDE YENIi YAKINSAKLIK
CESITLERI

Bu bdliimde, zaman skalasi iizerinde yeni yakinsaklik cesitleri tanitilacak ve bu
kavramlarin temel Ozellikleri incelenip, 6zel hallerine deginilecektir. Ayrica bu

kavramlarla ilgili baz1 kapsama bagintilar verilecektir.

3.1. afp —Iistatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, zaman skalasi iizerinde o -istatistiksel yakinsaklik ve ¢f -Cesaro

toplanabilirlik kavramlar1 ¢alisilacaktir.
Bunun i¢in dncelikle asagidaki kosullar saglayan iki fonksiyon secilecektir.

a:T—>Rve f:T—>R pozitif degerli A-6lgiilebilir ve asagidaki kosullar1 saglayan

iki fonksiyon olsun:

T, : o ve B azalmayan iki fonksiyondur,
T,:B(t)>a(t)>t, (herteTigin)dur,

T,:0(B(t))-o(a(t)) > o (t—>wiken)dir.

T,, T, ve T, kosullarini saglayan tim («, ) fonksiyon ciftlerinin kiimesi A, ile

gosterilir.
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Tanmm 3.1.1.9: T — R, A-6lgiilebilir bir fonksiyon ve (a, 8)€ A, olsun. Eger her

£ >0 igin,

1
= ([ ().5(D)],)

u({sefe®). )], [g(s)-Lz ) =0

olacak sekilde bir LeR sayisi varsa, ¢ fonksiyonu T iizerinde L sayisina

af3 -istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum st,_,, —limg(t) = L ile gosterilir.

Bu tanim literatiirde bulunan bazi1 kavramlari i¢cinde barindirir:

a. Egerher teT i¢in a(t)=t, ve B(t)=t alinirsa, bu tanim [46] da tamimlanan

zaman skalas1 lizerindeki istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

A =(4,), pozitif sayilarin sonsuza iraksayan ve azalmayan bir dizisi olsun
oyle ki A ,<A +1 ve A =1 kosullar1 saglansin. Eger her teT i¢in
a(t)=t+4-t, ve B(t)=t almirsa, zaman skalasi iizerindeki

a3 -istatistiksel yakinsaklik kavrami, [50] de tanimlanmis olan zaman skalasi

tizerindeki A -istatistiksel yakinsaklik kavramina indirgenir.

0=(k.), T iizerinde bir lacunary dizisi ve y,,=min{s>0:s+k_, T}
olsun. Eger her teT i¢in a(t)=k_ +y._ ve B(t)=k alinirsa, bu tanim

[47] de verilmis olan zaman skalas1 {izerindeki lacunary istatistiksel

yakinsaklik kavramina indirgenir.

Tamm 3.1.2. g:T—R, A-6l¢iilebilir bir fonksiyon ve (a, 8) € A, olsun. Eger

lim

1
oy ([ (), B, )

[ lo(s)-Ljas=0
)],
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olacak sekilde bir L € R varsa, bu durumda g fonksiyonu T zaman skalasi tizerinde

L sayisina kuvvetli of -Cesaro toplanabilirdir denir.

Teorem 3.1.3. g:T—R, A-olgilebilir bir fonksiyon ve (a,f)e A, olsun. Bu
takdirde,

a. Eger g fonksiyonu L sayisma kuvvetli af -Cesaro toplanabilir ise,

st,_,, —limg(t)=L dir.

b. Eger st; ,,—limg(t)=L ve g smurh ise, bu durumda g fonksiyonu L

sayisina kuvvetli of3 -Cesaro toplanabilirdir.

Ispat.a. g fonksiyonu L sayisina kuvvetli a3 -Cesaro toplanabilir olsun. Verilen bir

>0 i¢in

_[ |9(s)-L|As> I |g(s)-L|As
[a(1).5(1)]. [a(t).8(t)].]9(s)-Llze

> e, ({se[a(t). B(1)],:]o(s)- L[> &})

yazilabilir. Burada esitsizligin her iki tarafi g, ([a (t).8 (t)]r) sayisma boliiniip,

t — oo iken limit alimirsa st;_,; —limg(t) = L oldugu bulunur.

b. st,_,,—limg(t)=L ve g sl olsun. g smurh oldugundan, her teT igin

‘g (t)‘ <M olacak sekilde bir M >0 sayis1 vardir. Verilen bir & >0 i¢in
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+ ! J' |9(s)-L|as

Ha ([0‘ (t) ¥ (t)]T ) [a(t).(t)] o(s)-L<e

M +|L| Ast &
w([a(t). A (t)]T)[a(t),ﬂ(t)]{ig(S)L>5 £

|
(s <Le). 50 o(s)-t2e})

=(M +[L)) u ([« (t).A()],)

elde edilir. Bu son esitsizlikte t—>oco iken limit durumuna gegilirse, ¢ keyfi

oldugundan, g fonksiyonu L sayisina kuvvetli o3 -Cesaro toplanabilirdir.

t
Teorem 3.1.4. Eger Immfm

M a(y

st;_,, —limg(t)=L dir.

>1 ise, bu durumda st.—limg(t)=L ise

. t
Ispat. Iirtn inf W >1 olsun. Bu takdirde yeterince biiyiik bir t igin bir & >0
—>0 o
t At
sayist vardir 0yle ki (ﬂ(t())) >1+¢ dir ve dolaysiyla da ( ((';) O){( ) > 1 55
(24 +

olur. Simdi st —limg(t)=L ve &>0 olsun. Boylelikle
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olup, buradan da st._,, —limg(t)= L elde edilir.

. a(t)-t : 3 _ _
Teorem 3.1.5. lim =0 olsun. Bu takdirde, eger st , —limg(t)=L ise
tso0 o—(lg(t))_to T-aff ( )

st, —limg(t)=L dir.

. : t)-t : : . -
Ispat. lim a(t) -t =0 ve st,_,, —limg(t) =L olsun. Verilen bir £>0 igin

S o (B(1)) -1

u({selt B, |a(s)-L|=})
([t 8(1)],)
) us({se[toa(®), :‘g(s)—L‘Zg})+,uA({SE[a(t),ﬂ(t)]T Ja(s)-L]=¢})
us ([ AW, us ([t A,
(
t

u({setoa(t)), |9 s)—L‘zg})+yA({SG[a(t),ﬂ(t)]T:‘g(s)—L‘Zg})
o(B(t)-t o (B(t)-t

yazilabilir. Bu son esitsizlikte t— oo iken limit alinirsa,

1, ({s et B(t)] :|a(s)-L|> g})

lim =0

o Ha (I:tO’ﬂ(t):IT)

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.1.6. (a,8)eA; ve (a,f')eA, olmak iizere, her teT igin

a(t)<a'(t)<p'(t)< B(t) kosulu saglansin ve Iima(ﬁ'(t))_a,(t)>0 olsun.

T o((0)-alt)

Eger st, , —limg(t)=L ise st, , ~limg(t)=L dir.

ispat. Verilen bir £>0 i¢in

tsee (0.8 (0], :lo(s)-Y=zef{se[a(). A0, [o(s)-L]> ]
kapsamas1 saglanir ve buradan da

wm({s<la .20, Jo(s)-Lzef) < m({s<[a(). 5(1)], [a(s)-L] 2 £])

esitsizligi elde edilir. Boylelikle

bulunur. st —limg(t)=L oldugundan, st ,, —limg(t)=L bulunarak ispat

tamamlanmis olur.
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3.2. f —Lacunary Istatistiksel Yakimsaklik

Bu kisimda, modiiliis fonksiyonu yardimiyla, zaman skalasi iizerinde tanimli reel

degerli A-6lgiilebilir fonksiyonlar i¢in f -lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami

ve kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilirlik kavramlari tanitilacaktir.

Tamm 3.2.1. f siursiz bir modiliis fonksiyon, 6 =(k ) dizisi T izerinde bir

lacunary dizisive ¢g:T — R, A-6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger her & >0 igin

lim 1 ] )) f(ﬂA({SG(kH,kr]T:‘g(s)—L‘Zg})):O

e f (/UA ((kr—l’ kr

ise, g fonksiyonu T iizerinde L sayisina f -lacunary istatistiksel yakinsaktir denir
ve bu durum st, . —limg(t)=L seklinde gdsterilir. Ayrica, S, ile T iizerindeki

tim f -lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin.

Teorem 32.2. g:T—>R, A-8liilebilir bir fonksiyon olsun. Eger limg (t)=L ise

st,  —limg(t)=L dir.

tow

ispat. !img(t):L olsun. Bu durumda verilen bir £>0 sayist igin,

{S eT: |g (S) - L| > 6‘} kiimesi sinirhidir. Ayrica

{s.e(k,_l,k,]qr :|g(s)—L|Zg}g{SET:|g(s)—L|2g}

kapsamasi saglandigindan ve modiiliis fonksiyonu artan oldugundan bu son bagintidan

i foe okl ilo(©)-t2e})) _f{um({seTa(s)-LI2 <))
fa((kk 1) - Faa((kewke 1)
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elde edilir. Burada r — oo iken limit alinirsa

- f (,uA ({s e(k_.k ], :[g(s)-L|> g}))

T PR (CA)

olur. Bunun anlami st, . —limg(t)=L dir.

toow

Teorem 3.2.3. g: T— R, A-dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

st, . —limg(t)=L ise st,_; —~limg(t)=L

t—owo
dir.

Ispat. st, . — limg (t)=L ve &£>0 olsun. Limit tammi ve modiiliis fonksiyonunun

alt toplamsallik 6zelligi kullanilirsa, her p € N ve yeterince biiyiik bir t € T igin,

f(an((kak D)
pf[mkmkrh)]

P

f (yA({s e (k_.k ], :[a(s)-L 25}))£

o |+~

<

1
p

p

yazilabilir. Modiiliis fonksiyonu artan oldugundan

1y ({s e(k_.k ], :ja(s)-L|= g})
Ha ((kr—l’ kr ]’JI‘)

<

S|~
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olur ve dolayisiyla st, . —limg (t)=L bulunmus olur.

Teorem 3.2.2 ve 3.2.3 birlestirilerek asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 3.2.4. g: T — R, A-6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

limg(t)=L=st, , —limg(t)=L=st,, ~limg(t)=L

t—ow
dir.

Uyan 3.2.5. Yukaridaki sonugtan f -lacunary istatistiksel yakinsaklik kavraminin,
alisilmis yakinsaklik ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari arasinda kalan

bir kavram oldugu goriiliir.

Tamm 3.2.6. f bir (smirh veya smirsiz) modiliis fonksiyon, 6=(k,) dizisi T

tizerinde bir lacunary dizisi ve g:T — R, A-6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

. 1
im——— f —L{)As=0
rI_r)PO/uA((kr—llkr]'ﬂ')(krlj,.k,]“ (‘g(S) ‘) ;

ise, g fonksiyonu T iizerinde L sayisina kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilirdir

denir.

Ayrica, N, . ile tiim kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi

gosterilir.

Simdi N, . ve N(,f_T kiimeleri arasindaki iliski incelenecektir.
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Teorem 3.2.7. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

a. N, .cN, . dir

f(t)

b. Eger !imT>O ise, 0ozaman N, . — N, . dir.

Ispat.a. g € N, olsun. Bu durumda

. 1
im——— g(s)-L{As=0
e ILIA ((kr—llkr]T)(krlJ,‘kr]m‘ ( ) ‘

olacak sekilde bir L € R vardir. Modiiliis fonksiyonu siirekli oldugundan, verilen bir

& >0 sayst icin, 0< ¢ <1 olacak sekilde bir ¢ sayist segilebilir 6yle ki 0<t<¢o

kosulunu saglayan her t i¢in f (t)<e& olur. Buradan Lemma 2.1.4.2 kullanilarak,

— [ t(e(s)-)as

- [ (g(s)-L])as

- S)-L)As4—— -
- Ha ((k K ]T)(krlj'-kr]" f <‘g( ) L‘)A Hy ((krfl’kr]ﬁr)(kr—mkr]

r-1 r T
|a(s)-L[<s lg(s)-L]>6

<e+2f(1)s™ L [ la(s)-L|as

Ha (( kr—l’ kr ]’Jl‘ ) (Ke1oke ]

yazilabilir. Burada r — o iken, g € N,_. elde edilir.

b. g € N,_, olsun. Bu durumda

] 1
Iim—————— f —L{J]As=0
fmm((krl,kr]?)(kmj,k,]w (}9(s)-L])as
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= >0 olsun. >0 oldugundan,

f(t)
Tt

olacak sekilde bir L eR vardir. Simdi !im

[26] daki Onerme 1’°den her t>0 i¢in f (t)> Bt olur. Bdylece

_1; N 52; ol
’ ﬂA((kr_l’kr]T)(kqu‘kr]Hng( ) LDA /v‘A((kr_lakr]T)(k,fl,.k,]»“g( ) L‘A

olup, r > iken g € N, , elde edilir.

. . f(t :
Sonug 3.2.8. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger !m# >0 ise, N, =N, .

dir.

Simdi bazi1 6zel kosullar altinda zaman skalas1 tizerinde f -lacunary istatistiksel
yakinsaklik ve kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilirlik kavramlari arasindaki iliski

verilecektir:

Teorem 3.2.9. 6 =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda,

a. Her x,y>0 i¢in f(xy)=>cf(x)f(y) olacak sekilde pozitif bir c sabiti

. f(t
mevcut olmak iizere, f smirsiz modiiliis fonksiyonu lim # >0 kosulunu

tow
saglasin. Ayrica herhangi bir A-olgiilebilir ¢: T — R fonksiyonu ig¢in
I f((s))As> f _[ ¢ olsun. Eger g fonksiyonu T
(kr—lvkr]'u‘ r 1 k
tizerinde L  sayisina kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilir ise,

sty . — !Lr[lo g(t)=L dir. Fakat bunun tersinin dogru olmasi gerekmez.
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b. Herhangi bir smirsiz f modiiliis fonksiyonu igin, eger g eC, (’]I') ve
stgf_T—!img(t):L ise, g fonksiyonu T iizerinde L sayisina kuvvetli

f -lacunary Cesaro toplanabilirdir.

Ispat. a. g fonksiyonu T iizerinde L sayisma kuvvetli f -lacunary Cesaro

toplanabilir ve & >0 olsun. Bu durumda,

[ f(g(s)-L])as

Hy ((kr—l’ kr ]'E) (kea ke ]

A(CRTANA (k,_lj,k,],,‘g (5)-Has

1
(k) f (kgr(sl)jﬁ]f‘g(S)_ Has
Zmf(ﬂA({SE(kr_l,kr]T:‘g(S)—L‘ZE,‘})S)

c )f(,uA<{SE(kr1,kr]T:‘g(s)—L‘Zg}))f(g)

D
/JA ((kr—11 kr ]’H‘

f (,uA ((kr_l,k,]T)) f (:UA ({S e(kr—l'kr]qr :‘g (S)_ L‘ = g})) f
i ((kok],) (o (ke ]:))

yazilabilir. Burada r — oo iken limit durumuna gegilirse, st, . — limg (t)=L oldugu

gortliir.

Tersinin her zaman dogru olmadigin1 gostermek icin asagidaki ornek verilebilir:

u, =o(k, )—o(k,.,) olmak iizere, g fonksiyonu her bir (kr_l,O'(kr)]T araliginda



43

2, te(kH,O'(kH)+l)T,
g(t)=12m, te[o(k)+m-Lo(k_)+m) (m:2,3 ..... [[\/I]] igin),
0, diger durumlarda,

ile tanimlansin. Burada ve tiim ¢alisma boyunca IL/Ur ]l ile Ju, sayismin tam kismi

gosterilmektedir.

Bu takdirde,

A (SISO AR

f (/UA ((kr—l’ kr

elde edilir. Yani, st , —limg (t)=0 dir.

Diger taraftan,
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+0 (r—wiken)

elde edilir. Boylece st, . —!img(t):o ve fakat O sayisina kuvvetli f -lacunary

Cesaro toplanabilir olmayan bir g fonksiyonunun mevcut oldugu goriiliir.

b. geC,(T) ve st , ~limg (t)=L olsun. Bu takdirde, her t e T icin lg(t)-L|<M

ve dolayisiyla da f (‘g (t)- LD < f(M) olacak sekilde bir M >0 sayis1 mevcuttur.

Verilen bir £ >0 igin,

— [ t(a(s)-)as

m (ke ke ],

- s)-L)As+—— 1 L) As
e, e e

a(s)-Ljze lo(s)-Lj<e

L (D E SV I C) R S
- Ha ((kr—l’ kr ]’]l‘ ) (krIJ'.kr]-ﬂ- : Hy ((kr—l’ kr ]’JI‘) (krlj'.kr]ﬁ :

la(s)-L}ze

=“—M>])M({se(kr_l,krh:\g<s>—L\Ze})+ f ()

Ha ((kr—17 K,

olur. Burada r —oo iken limit durumuna gegilip, Teorem 3.2.3 kullanilirsa, ¢
fonksiyonunun L sayisina kuvvetli f -lacunary Cesaro toplanabilir oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi verilecek teoremlerle, zaman skalas1 tiizerinde f -lacunary istatistiksel

yakinsaklik ve f -istatistiksel yakinsaklik kavramlari arasindaki iliski incelenecektir:
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Teorem 3.2.10. 6 =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun. Her X,y >0 i¢in

f(xy)>cf (x) f(y) olacak sekilde pozitif bir c sabiti mevcut olmak iizere, f

. f(t o
sinirsiz modiiliis fonksiyonu Ilth)>O kosulunu saglasin. Ayrica herhangi bir

t—o

A-8lgiilebilir ¢:T—>R fonksiyonu icin | f(¢(s))As>f[ | ¢(S)ASJ
(R

(Kea ke ],

olsun. Bu durumda,

sics,. oimint 20 g
r—o G(kr—l)

dir.

Ispat. Yeterlilik. liminf 0((Tr)) >1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik bir r igin,
r—oo O r

k k )—o(k
M > ¢ ve dolayisiyla da o(k)-olk.) > o esitsizligini saglayan bir § >0

o(k.,) o(k,) 1+6

vardir. Simdi st/ —limg (t)=L ve &>0 olsun. Buradan yeterince biiyiik bir r i¢in

\%
—
—~
~
~—
~—
)
—_
=
—_—
——
w
Mm
—~
-~
=
-~
L —
=
(@)
—~
w
S~
|
I
\%
)
——
N —
SN —
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P A (AR ORI ))
kr)) f (,UA ((kr—l’ K, ]'Jl‘))

. 8 falk)-o(k,)) o(k
146 o(k)-o(k.) f(O‘(

olur. Bu son esitsizlikten

lim 1 )) f(ﬂA({SE(kr_l,kr]TZ‘g(S)—L‘Z&‘}))ZO

= f (ILlA ((kr—l' K, ]T

elde edilir. O halde st, ~limg (t)=L dir.

Gereklilik. Iiminf%:l olsun. Bu durumda [48] de oldugu gibi 6 =(k,)
oo ok,

lacunary dizisinin bir (kr(j)) alt dizisi se¢ilsin oyle ki r ( j) >r ( ] —1) +1 olmak tizere,

kosullar1 saglansin. Ispatin bu kisminda [48] de verilen

5(5)- {1, se(kgoke | (723

0, diger durumlarda

ile tanimlhi g:T—>R, A-0Olciilebilir fonksiyonu ele alinsin. Tanimlanan bu g
fonksiyonu icin geS; ve gg¢S, . oldugu gosterilecektir. Bunun igin 6ncelikle

g ¢ N,_. oldugu gosterilecektir:

Herhangi bir L € R sayisi verilsin. Eger r =r( j) ise, bu durumda



. 1
im—— f
I’I—>r2 /’lA ((kr—11 kr ]T ) (krl.v[kr]'yr (‘g

olur. Eger r=r(j) ise,

. 1
im———— f
an;! Ha ((kr—l’ kr ]'ﬂ') (k,lj,.k,],“, (| ;

olur. Baz1 L reel sayilar1 i¢in

f(-L])= f(]L]) bulunur.

47

(s)- L‘)As = !mm(kriw f(L-L])As
= f (L)
(s)—L|)As:Iim J' f(|L])as

Ry /N ((kr—l’ K, ]’11‘) (v ke ]y

= (|L)

[1-L|#|L| ve modiiliis fonksiyonu bire-bir oldugundan

Boylece g¢ N, , elde edilir. g fonksiyonu smirh

oldugundan, Teorem 3.2.9 geregince g S, . olur.

Diger taraftan, yeterince biiyiik bir teT igin bir tek | sayisi segilebilir oyle ki

Ke(ija <t <K.j., olur. Budurumda,

= [ f(lg(s))as

a5 ([to] ) oy

< f(1)A (1)
Ha (|:t0, kr(j)’llr) [tO’k'{l)]T B Ha ([to’ kf(i)fllr ) (kr<1>1jkr<i)]q S
~1(1) ﬂA([to'k'“’”]T)+ ) (ko ]
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21 (1 : :
< f(l)(i_+l_]:¥—>0 (j—>wiken)
J

elde edilir. Bunun anlami ise g fonksiyonunun 0 sayisina f -Cesaro toplanabilir
oldugudur. Ayrica g smirli oldugundan, g €S/ dir. Boylece S! &S, . bulunmus

olur ki bu da S! cS, . olmasiyla celisir. Boylece bastaki kabul yanls olup,

fiming -2 (ko).

>1 bulunur.
r—w O-(kr—l)

Teorem 3.2.11. 9 =(k,) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi ve her teT icin
1(t) <Kt olacak sekilde bir K >0 olsun. Her x,y>0 i¢in f(xy)=>cf (x)f(y)

olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti mevcut olmak iizere, f sinirsiz modiiliis fonksiyonu

f(t
Iim¥>0 kosulunu saglasin. Ayrica herhangi bir A-Olgilebilir ¢: T —>R

t—o

fonksiyonu i¢in J. f(¢(s))As>f£ I ¢(S)ASJ olsun. Bu durumda,
(Kr1 ke ]

(KK ]

O'(kr)

S, . cS§ < lim
or ©Sp & |stup6(kril)<oo
dir.
Ispat. Yeterlilik. limsup o (k) < oo olsun. Bu durumda Iimsupm«m
r—oo G(kr—l) r—o G(kr—l)_to

k )—t
olur. Boylece her r e N igin w < H olacak sekilde bir H >0 vardir. Simdi

o(k_)-t

Iimmzl

r—oo r

ve st . —!im g(t)=L olsun. f -lacunary istatistiksel yakinsaklik

tamimindan, verilen bir £>0 i¢in, B, =B, (&)=, ({S e (k. k], :‘g (s)- L‘ > 5})
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olmak iizere, lim f(8) =0 dir. Bu takdirde bir r, =r,(&) dogal sayisi
o f (/‘A ((kr—l’ K, ]T ))
vardir 6yle ki her r > r; i¢in f f_r) <l+& ve f ( (f(iBr)k ] )) < ¢ dir. Verilen bir
/JA r=1' r A

teT igin, t noktastm igeren bir (k_,k ], arahg  bulunabilir.

B:max{f(Bl),f(Bz) ..... f(BrO)} olmak iizere,

f(,uA([to,t]T)) f(,uA({Se t t ‘g L‘Zg}))

1

< f(#A ([to,krfl]qr)) f (,uA ({Se t k ‘g L‘ZE}))

1

(ot )0 |

f(B,)+f(B,)+...+f (Br0)+ f (Br0+1)+...+ f(B,)

< Bl+Bz+...+Br0+Br0+l+...+B,)

<

r,B 1
f(a(kH)—tO)+ f(a(krl)_to){f(u )+ +f (U )}
_ r,B
f (G(kr—l)_to)
s 1 f(Byu) f a(kr0+1)—o-(kro)) .
f(o(k_y)-t) f(a(kr0+l)—o-(k )) o(k,0)-o(k,) (G(k ,)-o(k ))
. f(B,) f(o(k)-o(k.,)) N }
f(d(kr)—a(kr_l)) O‘(k )—O‘ kr—l) ( (kr) (krfl))
r,B
f(o-(kr—l)_to)
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r,B e(lie o(k.)-t,
“Tlot-5) T om)-u)
_ r,B ve(1+5) olk)-t, o(ky)-t
f(o(k)—ty) o(k_y)—t, f(o(k_)-t)
< r,B o(k_)—t
< f(O'(k,,l)— O)+g(|+5)H ; O_(kH) '[0)

lim 1 )) f(IUA({SE[tO,t]TZ‘g(S)—L‘Zé‘}))=O

o f (;UA ([tovt]T

elde edilir ki bu da st ~limg (t)=L olmasi demektir.

k
Gereklilik. S, . = S! olsun ve tersine limsup U(( r)) = oo oldugu kabul edilsin. Her
roo  O|\K

teT icin u(t)=o(t)-t<Kt oldugundan o(t)<(K+1)t olur. Buradan

k k. o(k) 1 o(k)

>

o(ky) o(k)o(k,) (K1) o(k)

olur ve buradan da limsup (ir )=oo elde edilir. Bu durumda & =(k, ) lacunary
r-o  O(K._;

dizisinin bir (kr(j)) alt dizisi segilebilir oyle ki ( ! )> J esitsizligi saglanir.
olk .
r(j)-1

Ayrica, [48] de verilen
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g(s)= . SE(kf(J)—l’Za(kr(j)fl))T (i=12..)

0, diger durumlarda

ile tamiml sinirli, A-6lgilebilir bir g:T—R fonksiyonu ele alinsin. Simdi ¢
fonksiyonunun S, . kiimesinin bir elemam ve fakat S kiimesinin bir elemani
olmadig1 gosterilecektir. Bunun igin ilk olarak g fonksiyonunun O sayisina kuvvetli
f -lacunary Cesaro toplanabilir oldugu gosterilecektir: Gosterimde ve takipte kolaylik

olmasi i¢in

= —1 S S
o Ha ((krfl’ K ]'JT) (krfv[kr]r~ f (‘g( )‘)A

olsun. Eger r=r(j) ise, & =0 bulunur.

Eger r=r(j) ise, bu durumda

fe e ] ()

Hy ((kr—l' r ]'Jl‘) (Kpg ke ]

1
_ j f(1)As
Hy ((kr(j)fl' kr(j) j|,ﬂ,) (kr(j)—l'zg(kf(J)fl))T

Ha ((krm—l Za(k’(”‘l))r)
k )

Hy ((kr(j)—l’ { ]T)

=f(1)

bulunur. Burada eger 20(kr(j)71) eT ise, u, ((kr“)l, 20(kr(j)l))T) = O-(kr(j)—l) olur.
Eger 20'(kr(j)_1) ¢T ise, «a;= max{s eT:s< 20(kr(j)_l)} olmak fizere,

(kr(J.)fl,Za(kr(j)fl))T =(kr(j)7l,ocj}T olur. Buradan



Ha ((krm—l’Za(krU)—l))T):”A ((kf“)*’a‘lw)
=o(a)=o (k)
<(K+1)a;—o (k). )
<2(K+1) (k)= (k)

= (2K +1) o (k)

yazilabilir. Bu durumda eger r =r( j) ve 20(k G )e T ise,

(kr(j)—l Za(kr(J)—l))T)
kr(j)L)
1

ﬂA( K1
i)-1

=@ (

_ f(l) O-gkf(l) )

o (ky )= (ke )

<f(1)ﬁ—>0 (j - o iken)

bulunur. Diger taraftan eger r =r(j) ve 20'(kr(j)_1) ¢T ise

2K+1o-(k )
=1 (1)

o (k)= k)
1@ Lo (5 wiken)

52
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bulunur. Boylece g fonksiyonunun O sayisina kuvvetli f -lacunary Cesaro
toplanabilir oldugu gosterilmis olur, yani g € N, , bulunur. Buradan, Teorem 3.2.9

geregince g €S, , elde edilir.

Simdi g fonksiyonunun sirasiyla 1 ve 0 sayilara kuvvetli f -Cesaro toplanabilir

olmadig gosterilecektir:

2 . .
> f(1) l—Tj—> f(1) (j—wiken)

bulunur. Eger 20(kr(j)7l) ¢T ise,
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1 f(lg(s)- Aszf(l)ﬂA([za(k*“H)k“)lr)
“A([twkr(J)L)[tovk{n] (\9 JJ) U(k'“))
_ f(l) Ha (E-‘?k’ kr(J)lr)
(i)

> f(l)[l—z(K+1)ﬂ—> £(1) (j—ooiken)

olur. Boylece g fonksiyonunun 1 sayisina kuvvetli f -Cesaro toplanabilir olmadigi

gosterilmis olur. Diger taraftan,
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dir. Burada eger 20(kr(j)71) eT ise,

1 TP (et (1o
My ([to’ Za(kr(i)—l)lr ) [toif’(!r(nl)l Ha ([to’ Za(kr“) 1”?)
C’(kr<1>—1)
=f (1)
(20 (k1))
> (1) 7{)

olur. Eger ZJ(kr(j)_l)eéT ise, f;:= min{SET:S>20(kr _1)} olmak tizere,

(i)

(20 (K iH))T = (K208, ), olur. Boylelikle,

1 atsihass £ 2l )
ﬂA([tO’ZJ(kr(i)1)}T)[t"v2f’(kjrml)l (‘g DA : ﬂA([to’za(kr(j)l)}T)
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- Q) +0 (j—owiken)

bulunur. Yani, g fonksiyonu 0 sayisina kuvvetli f -Cesaro toplanabilir degildir.
Sonug olarak g ¢ N, dir. g fonksiyonu smnirli oldugundan, buradan g ¢S,; elde

edilir. Boylelikle S;_T < 87; bulunmus olur ki bu da bir ¢eliskidir. O halde bastaki

. k .
kabul yanlis olup, limsup ( L ) < oo bulunarak ispat tamamlanir.
roo  O(K._;

Teorem 3.2.10 ve 3.2.11 birlestirilerek asagidaki sonug elde edilir:

Sonug¢ 3.2.12. #=(k,) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi ve her teT igin
1(t) <Kt olacak sekilde bir K >0 olsun. Her x,y>0 i¢in f(xy)>cf (x)f(y)

olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti mevcut olmak iizere, f sinirsiz modiiliis fonksiyonu

.t A o
I|m¥>0 kosulunu saglasin. Ayrica herhangi bir A-0Olciilebilir ¢: T —>R

t—oo

fonksiyonu igin j f(¢(s))Aszf[ j ¢(s)As} olsun. Bu durumda,
(kr—l'kr]ﬁ

(kr—1vkr ]’;

S, ,=S! <1< Iiminfﬂg IimsupM

<
oo o(ky) e o(ky)

dir.



BOLUM 4. ZAMAN SKALASI UZERINDE ASIMPTOTIK DENK
FONKSiYONLAR

Bu bolimiin ilk kisminda literatiirde say1 dizileri i¢in verilmis olan asimptotik
istatistiksel denklik, asimptotik lacunary istatistiksel denklik ve kuvvetli asimptotik
lacunary denklik kavramlar1 zaman skalas1 tizerinde tanimli pozitif reel degerli delta
dlciilebilir fonksiyonlar i¢in tanimlanacaktir. Ikinci kisimda ise, bu kavramlar modiiliis

fonksiyonlar1 yardimiyla genisletilecektir.

4.1. Zaman Skalas1 Uzerinde Asimptotik Lacunary istatistiksel Denk

Fonksiyonlar

Bu kisimda, zaman skalasi tizerinde asimptotik istatistiksel denk, asimptotik lacunary

istatistiksel denk ve kuvvetli asimptotik lacunary denk fonksiyonlar tanitilacaktir.

Tanmm 4.1.1. g:T—>R ve h:T—>R pozitif degerli A-0dlgiilebilir iki fonksiyon

olsun. Eger her & >0 igin,

1

oyt R

oluyorsa, g ve h fonksiyonlari zaman skalasi iizerinde L katli asimptotik istatistiksel

Sr(L)
denk fonksiyonlardir denir ve g ~ h ile gosterilir. Eger burada L =1 ise, kisaca, ¢

ve h fonksiyonlarina asimptotik istatistiksel denk fonksiyonlardir denir ve bu durum

5. (1)
g~h ile gosterilir. Ayrica, S.(L) ile g ~ h sartim saglayan tim g ve h

fonksiyonlarinin kiimesi gosterilir.
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Uyar 4.1.2.

a. Eger Tanim 4.1.1de, her teT igin h (t) =1 alinirsa, zaman skalasi iizerindeki

asimptotik istatistiksel denklik kavrami, zaman skalasi lizerinde Duman ve
Turan [46] tarafindan tanimlanmis istatistiksel yakinsaklik kavramina
indirgenir.

b. Eger Tanim 4.1.1 de, T=N segilirse, zaman skalasi iizerindeki asimptotik
istatistiksel denklik, say1 dizileri igin Patterson [33] tarafindan verilmis

asimptotik istatistiksel denklige doniisiir.

Tamm 4.1.3. 0 =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi, g:T—>R ve h:T—>R

pozitif degerli A -6lgiilebilir iki fonksiyon olsun. Eger, her & >0 igin,

Ho

ise, g ve h fonksiyonlarina zaman skalasi {izerinde L katli asimptotik lacunary

1

LICI

h(s)

SH—'\‘(L)
istatistiksel denk fonksiyonlardir denir ve g ~ h ile gosterilir. Eger burada L=1

ise, g ve h fonksiyonlarna asimptotik lacunary istatistiksel denk fonksiyonlardir

So_1 Spn(L)
denir ve bu durum g ~ h ile gosterilir. Ayrica, S, (L) ile g ~ h sartini saglayan

tim g ve h fonksiyonlarinin kiimesi temsil edilir.

Uyar 4.1.4.

a. Eger Tanim 4.1.3 de, her t €T igin h (t) =1 alinirsa, zaman skalasi tizerindeki

asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavrami, zaman skalasi iizerinde
Duman ve Turan [47] tarafindan tanimlanmis lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramina indirgenir.

b. Eger Tanim 4.1.3 de, T=N secilirse, zaman skalas1 lizerindeki asimptotik
lacunary istatistiksel denklik, sayr dizileri i¢in Patterson ve Savas [34]

tarafindan verilmis asimptotik lacunary istatistiksel denklige doniisiir.
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Tamm 4.1.5. @ =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi, g:T—>R ve h:T—>R

pozitif degerli A-6l¢iilebilir iki fonksiyon olsun. Eger

9(s) |

h(s)

As=0

. 1
I ]T)(kJ.

S CRTSR

ise, g ve h fonksiyonlarina zaman skalas1 lizerinde L katli kuvvetli asimptotik

Ny (L)
lacunary denk fonksiyonlardir denir ve g ~ h ile gosterilir. Eger burada L =1 ise,

g ve h fonksiyonlarina kuvvetli asimptotik lacunary denk fonksiyonlardir denir ve

Ng_r Nor(L)
budurum g ~ h ile gosterilir. Ayrica, NG_T(L) ile g ~ h sartini saglayan tim ¢

ve h fonksiyonlarinin kiimesi gosterilecektir.

Simdi verilecek teoremde zaman skalasi tlizerinde asimptotik lacunary istatistiksel
denklik ve kuvvetli asimptotik lacunary denklik kavramlar1 arasindaki iliski

incelenecektir.

Teorem4.1.6. 6 =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi, g: T—R ve h:T—>R

pozitif degerli A-6lgiilebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

NG*T(L) SH*T(L)

i)Egerg ~ hise, g ~ hdir.

L

i) N, (L), S, (L) nin 6z alt kiimesidir.

SH*T(L) N&*T(L

)
b. g,heC,(T) olsun. Eger g ~ hise, g ~ h dir.

o

S, (L)"GCy (T) =N, ,(L)C, (T) dir.

. B No-r(L)
Ispat.a.i) g ~ h ve &£>0 olsun. Bu durumda,
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1 .
> gm/% [{S e (k. K, ]11‘ :

Sp(L)
olur ve buradan g ~ h dir.

a. ii) N,_; (L), S, (L) nin 6z alt kiimesi oldugunu gostermek i¢in agagidaki Srnek

gdz oniine almabilir: u, = o (k. )—o(k,_,) olmak iizere, g ve h fonksiyonlar: her bir

(kr_l, o(k, )]T araliginda

2, te(kr_l,a(kr_l)+l)T,
g(t)={m+1, te[o(k)+m-Lo(k_)+m) (m:2,3,...,[[\/I]| igin),
1, diger durumlarda,
ve
1 te(k O'(k )+1)
2’ r-1? r-1 T’
1 -
h(t)= — te[o(k.)+m-Lo(k )+m) (m=2,3 ..... II\/I]] |(;|n),
1 diger durumlarda,

ile tanimlansin. Buradan
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2. te(kH,a(kH)+1)T,

%z (m+1)2, tEI:O'(kr_l)+m—1,0'(kr_l)+m)T (m:2,3 ,,,,, I[\/I]] i(;in),
1 diger durumlarda,

yazilabilir.

Bu takdirde,

w*(ﬂﬂww<k~>+m>T)

h(s) u,

. .
Hy ((kr—l’ kr ]’]1‘) . L{S ) (kH’ k' ]11* .
:m

' —0 (r—wiken)

Syr
elde edilir. Yani, g ~ h dir.

Diger taraftan,

1 9(5) 4las
/uA((kr—l’kr]T)(k J-k] h(S L‘A
[}
=2t (ko) +2), )+ > (2 (o (k) m-2,0(k ) +m-1),
ol
% >, (m-1)

= — o (r—wiken)
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N(l*'f
bulunurve g # h oldugu goriiliir. Béylece ispat tamamlanmuis olur.

SH—T‘(L)
b. g,heC,(T)ve g ~ h olsun. Bu takdirde, her te T i¢in %—L <M olacak
sekilde bir M >0 sayis1t mevcuttur. Verilen bir £ >0 igin,
1 a(s)
_ ——<2—L|As
Ha ((kr—l’ kr ]T)(kH,k,]T h(S)
_ ! [ 90) | ass [ 905) | |as
Hy ((kr—l' k, ]T) (ke oke]-

olur. Burada r —oo iken limit durumuna gegilip, ¢ >0 sayisinin keyfi oldugu

N, -

L)
kullanilirsa, g ~ h elde edilir.
c. (a) ve (b) nin bir sonucudur.

Asagidaki iki teoremde, 6 = (kr) lacunary dizisi tizerine bazi kosullar konularak,

zaman skalasi lizerinde tanimlanmis asimptotik istatiksel denklik ve asimptotik

lacunary istatiksel denklik kavramlari karsilastirilacaktir.

k
Teorem 4.1.7. Hz(kr), T zaman skalasi tizerinde liminf J( r) >1 kosulunu

r—o0 G(kr—l)

s2(1) $y2(L)
saglayan bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda, eger g ~ hise g ~ h dir.
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Ispat. liminf ﬂ >1 olsun. Bu durumda, yeterince biiytik bir r igin, Lkr) >0
e oK) o(k.,)

o
ve dolayisiyla da esitsizligini saglayan bir 6 >0 vardir.

S+ (L)
Simdi g ~ h olsun ve & >0 verilsin. Buradan yeterince biiyiik bir r i¢in

y

1

RTINS ({S slokl:

LIC

h(s)

Se M— > &
O (et o )
G(kr) O-(kr)_o-(kr—l)

19(s) |s
s f ,UAL{SE(krl,k,]T.ﬁ(S)L_SH]
T1+6 (k1 ],)

olur. Bu son esitsizlikte r —oco iken limit durumuna gegilir ve g ~ h oldugu

Sy (L)
kullanilirsa, g ~ h elde edilir.

N a(k,)
Teorem 4.1.8. @=(k, ), T zaman skalas iizerinde limsup ( )<oo kosulunu
r—oo (e r-1

Sy (L) S-(L)
saglayan bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda, eger g ~ hise g ~ h dir.
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o(k)-t

. ) k .
Ispat. IlmsupM@o olsun. Buradan limsup ® <o olur. Bu durumda
r—o O-(kr—l) r—ow O-(krfl)_to

L. O'(kr ) _tO . X . . Sé'fT(L)
her reN igin —————<H olacak sekilde bir H>0 vardir. Simdi g ~ h
O'(krfl)—t0

olsun. Asimptotik lacunary istatistiksel denklik tanimindan, verilen bir £>0 igin,
B, =B, (¢)=p, Hs e(k_p.k ], l7=-L[= 5}] olmak lizere,
B

lim——————=0 dir. Bu takdirde bir r,=r,(¢&) dogal sayisi vardir dyle ki her
e /uA ((kr—l’ kr ]’ﬂ‘)

r>r, igin ————————<¢ dir. Verilen bir teT i¢in, t noktasini igeren bir

Ha ((kr—l' kr ]qr )

(k,_1.k, ] araligi bulunabilir. B = max { B.B,,..., Bro} olmak {izere,

y

9) |

(
h(s)

9(s)

h(s)

1 :
ml% Hs € [to,t]T :

1 :
SmyAL{Se[to,kr]T.

- B+B,+...+B, +B,
O-(kr—l)_to

r,B B,..+...+B
o(k,)-t,  o(k,y)-t

g

+...+B,

a(kl,riB)—tO a(kr_ll)—to(g(a(kro+l)‘“(kro))*---+5(‘7("r) o(k..)))
r,B 1
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LB te G(kr)_to
o(k.)-t,  o(k)-t
r,B
< s +¢eH
o (k)1

yazilabilir. Buradan,

. 1 _
!'ﬂlmh HS eltot] o

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Simdi zaman skalasi tizerinde taniml1 asimptotik lacunary istatiksel denk fonksiyonlar

icin baz1 denklik sonuglar1 verilecektir.

g:T—R ve h:T—R pozitif degerli ve A-bl¢iilebilir iki fonksiyon olsun. Eger her

teT i¢in g(t)<h(t) saglaniyorsa, bu durum g <h seklinde gdsterilmistir.

Teorem 4.1.9. 6 =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun. Eger g, < g, Ve

SHJH‘(L,) S *”(L) S(}*’H‘(L_L’)

(9,-9;) ~ O, ise, butakdirde g, " g, ise g, ~ g, dir.

So-r(L)

Ispat. g;< g, ve (9,-9;) ~ g, olsun. g, < g, oldugundan, her seT i¢in

gl(S)_L

gl(s)_ ga (S) o
9 (s) -

93(3)_(|__|_r) NG

9.(s)

< +

olur. Buradan, u, bir 6l¢ii oldugundan, verilen bir & >0 igin
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elde edilir. Bu son esitsizlikten r — oo iken, g, - g, oldugu goriiliir.

Teorem 4.1.10. @=(k ) dizisi T izerinde bir lacunary dizisi, g,~<g, ve

So_r(L) 1 1 Sor(L)
9, ~ (9,—9,) olsun. Budurumda L" =T olmak iizere, eger g, ~ @, ise,

Sr (L")

9 ~ U dir.

. So—r(L')

Ispat. g9,<g9, ve g ~ (9,-9,) olsun. g,<g, oldugundan,
9:-9,=(9:-9,)(s)=09;(s)—9,(s) fonksiyonu T iizerinde pozitif degerli

A-06lgiilebilir bir fonksiyondur. Ayrica her se T i¢in

93_(5)_Ln < 05(8)=9,(5) 1] |9(5) 1
9(s) 9,(s) L'l Ja.(s) L

olur. Buradan, g, bir dl¢ii oldugundan, verilen bir £ >0 igin

1 :
m,uA ({S e(krfl, K, ]T :

1 :
SmﬂA {{S e (k. kr]T |
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1 9,(s) 1|_e
+——————u, | 1Se(K K | =2
(k] H ekl 5T zH
Sp-r(UL")
yazilabilir. Boylelikle r —»> o iken g, ~ g, elde edilir.

Bir sonraki tanimi vermeden Once zaman skalasi tizerinde bir kiimenin lacunary

yogunluk kavrami hatirlatilmistir:

A, T nin A-dlgiilebilir bir alt kiimesi olsun. Eger

: 1 .
!mm,% ({S e(k_.k ] :ise A})

limiti mevcut ise, bu limit degerine A kiimesinin T tizerindeki lacunary yogunlugu

denir ve &, . (A) ile gosterilir.

Tanmm 4.1.11. g:T—>R, A-olgilebilir bir fonksiyon olsun. Eger g fonksiyonu

zaman skalasi iizerinde lacunary yogunlugu sifir olan bir kiime disindaki her t igin

bir P 06zelligini saghyorsa, g fonksiyonu P 6zelligini hemen hemen her t igin

sagliyor denir ve bu durum kisaca "h.h., . t" ile gosterilir.

Teorem 4.1.12. 0=(k,) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun. Eger

SH—T(L) SH—'J]'(L)

g,=09, (hh,t) veg ~ g,ise, g, ~ g, dir.

So-r(L)

ispat. g, =g, (hh,.t) ve g, "~ g, olsun. Boylece, A={seT:g,(s)=9(s)}

olmak iizere, &, ,(A)=0 olur. Verilen bir &> 0 igin,
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gl(S)_L

9. (s)

IN

{S e (k,_y. k, ]T :

ZE,}U{SE(kr_l,kr]T 'Se A}

kapsamasi saglanir ve buradan da

1 .
(ko) Hse(k”’kf]‘“

<t llse 190 s,
ﬂA((krl,kr]T)ﬂAH (ks ], : e L|> H
+m,% ({Se(krfl,kr]T:SeA})

SQ—T(L)
esitsizligi elde edilir. Boylelikle g, ~ g, bulunmus olur ve ispat tamamlanir.

4.2. Zaman Skalasi Uzerinde Asimptotik f —Lacunary Istatistiksel Denk

Fonksiyonlar

Bu béliimde, bir 6nceki kisimda verilen kavramlar, modiiliis fonksiyonlar1 yardimiyla

genellestirilecektir.

Tamim 4.2.1. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve g:T—R ve h: T — R pozitif

degerli A-odlgiilebilir iki fonksiyon olsun. Eger her & >0 igin,
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oluyorsa, g ve h fonksiyonlarina T zaman skalasi tizerinde L katli asimptotik

sf(L)
f -istatistiksel denk fonksiyonlar denir ve g ~ h ile gosterilir. Eger burada L=1

ise, g ve h fonksiyonlarina asimptotik f -istatistiksel denk fonksiyonlar denir ve bu

s/ S{(L)
durum g~h ile gosterilir. Ayrica, g ~ h sartim1 saglayan tim @ ve h

fonksiyonlarmmn kiimesi S; (L) ile temsil edilir,

Uyar1 4.2.2.
a. EgerTanim4.2.1deherteT igin h (t) =1 alinirsa, zaman skalasi tizerindeki
asimptotik f -istatistiksel denklik kavrami, zaman skalasi tizerinde Turan ve
Basarir [53] tarafindan tanimlanmis A, -istatistiksel yakinsaklik kavramina
indirgenir.
b. Eger Tanim 4.2.1 de T=N segcilirse, zaman skalasi iizerindeki asimptotik

f -istatistiksel denklik, say1 dizileri igin Konca ve Kiigiikaslan [39]
tarafindan verilmis asimptotik f -istatistiksel denklige doniistir.
c. Eger Tanim 4.2.1de f (X) = X almirsa, zaman skalasi iizerindeki asimptotik

f -istatistiksel denklik kavrami, S6zbir ve Altundag [57] tarafindan verilmis

zaman skalas1 tizerindeki asimptotik istatistiksel denklik kavramina

indirgenir.

Tamm 4.2.3. f smursiz bir modiiliis fonksiyonu, 6=(k ) dizisi T iizerinde bir
lacunary dizisive g:T—R ve h: T —R pozitif degerli A-6lgiilebilir iki fonksiyon

olsun. Eger her ¢ >0 igin

. 1 :
k) [”A et i
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ise, g ve h fonksiyonlarina T zaman skalasi tizerinde L katli asimptotik f -lacunary

Sgr(L)
istatistiksel denk fonksiyonlar denirve g ~ h ile gosterilir. Eger burada L =1 ise,

g ve h fonksiyonlarina asimptotik f -lacunary istatistiksel denk fonksiyonlar denir

S Sor(L)
ve bu durum g ~ h ile gosterilir. Ayrica, S;_T(L) ile g ~ h sartin1 saglayan tiim

g ve h fonksiyonlarinin kiimesi gosterilir.

Uyan 4.2.4
a. Eger Tanim4.2.3deher t T igin h (t) =1 alinirsa, zaman skalasi tizerindeki
asimptotik f -lacunary istatistiksel denklik kavrami, zaman skalasi tizerinde
Sozbir ve ark. [56] tarafindan tanmimlanmis A, -lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramina indirgenir.
b. Eger Tanim 4.2.3 de f(x)=x alinirsa, zaman skalasi iizerindeki asimptotik
f -lacunary istatistiksel denklik kavrami, S6zbir ve Altundag [57] tarafindan

verilmis zaman skalas1 iizerindeki asimptotik lacunary istatistiksel denklik

kavramina indirgenir.
c. Eger Tanim4.2.3de T=N ve f (X) = X segcilirse, zaman skalas1 tizerindeki
asimptotik f -istatistiksel denklik, say1 dizileri i¢in Patterson ve Savas [34]

tarafindan verilmis asimptotik lacunary istatistiksel denklige doniisiir.

Teorem 4.25. 6=(k,) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi ve g:T—>R ve

Sgr(L)
h:T — R pozitifdegerli A-6l¢iilebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda, g ~ h ise

Son(L

)
g ~ hdir.

, S52(L)
Ispat. ¢ ~ h olsun ve £>0 verilsin. Bu durumda, limit tanim1 ve modiiliis

fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelliginden, her p € N ve yeterince biiyiik r i¢in,
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S gm <1 (k1)

9(s)
K_ k| :=—=-L|>
”AHSE( SRANITO Bg
IUA ((krfl’kr]’]r) p
Sr(L)
elde edilir. Bunun anlamiise ¢ ~ h olmasidir.

f(t)

Teorem 4.2.6. f siirsiz modiiliis fonksiyonu !imT>O kosulunu saglasin ve

k
0 =(k,) dizisi T iizerinde liminf G((k - )) >1 kosulunu saglayan bir lacunary dizisi
r—o O r-1

st (L) So~(L)
olsun. Budurumda, g ~ hise g ~ hdir.

. k
Ispat. liminf m >1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik bir r i¢in, —— >
= O-(kr—l) G(kr—l)

ve dolayisiyla da g

sf(L)
Simdi g ~ h olsun ve &> 0 verilsin. Buradan yeterince biiyiik bir r igin
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(Ko, K, :ﬁ(z))—L 25}]}
i fo(k)=o(k.))
s flok)-o(k,)) o(k)
1+6 o(k)-o(ky) f(o(k))
f[,uA {sG(kH,k,]T : ﬁg))—L z,sm
x e (k1)

f (t) Si(L)

olur. Bu son esitsizlikte r — oo iken limit durumuna gegilip, !imT>0 ve g ~h

o)

oldugu kullanilirsa,

9(s) |

h(s)

. 1 :
(k1) et

S5+ (L)
elde edilir. Bunun anlamiise g ~ h dir.
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f(t)

Teorem 4.2.7. f smirsiz modiiliis fonksiyonu IimT>O kosulunu saglasin ve

tow
Hz(kr) dizisi T tizerinde Iimsukar)

< oo kosulunu saglayan bir lacunary dizisi
r—o O'( rfl)

Sar(L) sf(L)
olsun. Budurumda, g ~ hise g ~ hdir.

Ispat. limsup o(k) < oo olsun. Buradan Iimsupm«n olur. Bu durumda,
r—o U(kr_l) r—om O-(kr—l)_to

K )-t f(r
her r eN igin w <H olacak sekilde bir H >0 vardir. Simdi Iimﬁ =
0(kr_1)—t0 roe

Sp=(L)
ve g ~ holsun. Asimptotik f -lacunary istatistiksel denklik tanimindan, verilen bir

9(s)

h(s)

25}] olmak {izere,

e>0 i¢in, B, =B, (8) = U, [{S e (kr_l, K. ]T :

lim fu) =0 dir. Bu takdirde bir r, =r,(&) dogal sayisi vardir dyle ki
e f (ILIA ((kr—l’ kr ]'[[‘ ))

f(r)

f(U ) ) . ..
<l+& ve ( r) < ¢ dir. Verilen bir teT igin, t

(K uk 1))

noktasini igeren bir (kK ] araligi bulunabilir.

her r >, igin

B :max{f (B), f(B,),.... f (Bro)} olmak iizere,

1 la(s)
f (ﬂA <[t0’t]1r)) f [ﬂA {{S e[ty t],

< 1 Se ‘M— =&

B f(uA([to,k,l]T))f[MH [lo-ke ) h(s) e }D
1

< f(o-(kr_l)_to)f(Bl+Bg+...+Bro+Br0+l+,..+Br)



FOB 1
f(o(k)-t) f(o(k l)_to){f(Br0+l)+...+f(Br)}
I -
f(o(ka)-t)
f Ur0+1 flo kr0+1 - krO
+ 1 = f< +1))—0 f(o)»(a(kro 1)=o(k ))

f(o(k_y)-t,)
1
T O)[g(l+g)<o-(k )-o(k, )+ +e(l+e)(o(k) - (k.)) |
r,B 1
"ok )-t) f(o(k l)_to)g('+8)[0(kr)—0(k )
"B +e(l+¢) (k)%
f(o(k_y)-t,) f(o(k_y)-t,)
_ r,B o(l+e) ok)-t, o(ky)-t
f(o(k_)-t) o(k_)—t, f(o(k_)-t,)
B +e(l+e¢ o (k1)<
f(o(k_y)—t,) (I+2)H f(o(k_)-t,)
yazilabilir. Buradan,
9(s) |

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

74
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Teorem 4.2.6 ve 4.2.7 birlestirilerek asagidaki sonug elde edilir.

ft)

Sonu¢ 4.2.8. f sinirsiz modiiliis fonksiyonu !imT>O kosulunu saglasin ve

0=(k/) dizisi T iizerinde 1<Iiminstlimsupm<oo kosulunu
o o(ky) e o(k)

Sgr(L) st(L)
saglayan bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda, g ~ h< g ~ h dir.

Tamim 4.2.9. f (smurh veya sinirsiz) bir modiiliis fonksiyonu ve 6 = (kr) dizisi T

tizerinde bir lacunary dizisi olsun. g:T—R ve h:T—R pozitif degerli

A -6lgiilebilir iki fonksiyon olmak iizere, eger

JASzo

ise, g ve h fonksiyonlarina zaman skalasi lizerinde L katli kuvvetli asimptotik

lim— L+ | f[‘@—L

o Hy ((kr—l’ kr ]11‘) (Ke_1:k ] h (S)

Ny = (L)
f -lacunary denk fonksiyonlar denirve g ~ h ile gosterilir. Eger burada L =1 ise,

g ve h fonksiyonlarina kuvvetli asimptotik f -lacunary denk fonksiyonlar denir ve

NL NL(L)
bu durum g ~ h ile gosterilir. Ayrica, g ~ h sartin1 saglayan tim g ve h

fonksiyonlarmin kiimesi N,_. (L) ile gosterilir.
Teorem 4.2.10. @ =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda,

a. Her x,y>0 i¢in f(xy)=>cf(x)f(y) olacak sekilde pozitif bir c sabiti

.t
mevcut olmak tizere, f simirsiz modiiliis fonksiyonu lim ¥ >0 kosulunu

t—oo
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saglasin. Ayrica herhangi bir A-0lciilebilir ¢:T —R fonksiyonu i¢in

| f(¢(s))As>f[ | ¢(S)ASJ olsun. Bu takdirde,
(

(krflvkr ]T L ]T

Ng_r(L) S (L)

i)Eger g ~ hiseg ~ hdir.
ii) N, (L), S, (L) nmn dzalt kiimesidir.
b. Herhangi bir siirsiz f modiiliis fonksiyonu igin, eger g,heC,(T) ve

s44(L) NL-(

i L)
g ~ hiseg ~ hdir

Ny o (L)

Ispat.a.i) g ~ h olsunve &> 0 verilsin. Bu durumda,
B S UM ] ]As
Ha ((kr—l’ |(r ]T)(kH,kr]T h(S)
1 a(s)
>—— f ——~—L|As
Ha ((kr—li kr ]’JI‘) (kr;[kr],, h(S)
SO S I CIO T
Hy ((kr—l’ I(r ]T) (Ke_1:K; ] h(S)

h(s) |-
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San(

or(L)
yazilabilir. Buradan da g ~ h elde edilir.

a. i) N,_;(L) nin S, (L) nm bir ézalt kiimesi oldugunu gdstermek igin asagidaki

ornek verilebilir:

u, =o(k )-o(k,,) olmak iizere, g ve h fonksiyonlar: olarak Teorem 4.1.6 nin

ispatinda tanimlanan fonksiyonlar alinsin.

Bu takdirde,

1 .
(i (K 2k 1) f [m Hs e(k 1k ].:
e

WD) Ve ]
[[\/I]] f(u) u

4]

—_
_(7\—
=
—~
~
=
iR
N—
+
|
=
=
=—"]
D —
=
N —
N —

-0 (I’—)oo)

Sg

elde edilir. Yani, g ~ h dir.

Diger taraftan,
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TG
. f (3+8+...+(|[\/E]]+1)2 —1]
f[(ﬂﬁ]]*l)(ﬂﬁgﬂ)(zﬂﬁﬂ*s)[[ﬁ]]lj

NS
Burada r — oo iken limit durumuna gegilirse g # h oldugu goriiliir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Sg-r

L

b. g.heC,(T) ve g <M ve

g(t)
Ol

)
h olsun. Bu takdirde, her teT igin e

dolayisiyla da f [‘w— L

h(t)

Verilen bir £ >0 i¢in,

JS f (M) olacak sekilde bir M >0 sayisi mevcuttur.
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f(M)

ZA«k,pkr]qr)”{{se(k”’kf]“

9(s)

h(s)

> g}]+ f(e)
Ngr(L)

olur. Burada r — oo iken limit durumuna gegilip, Teorem 4.2.5 kullanilirsa, g ~ h

elde edilir.
Teorem 4.2.11. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

f

Ny=(L)

Ny (L)
a. Egerg ~ hise, g ~ hdir
Ny (L

) N(L) o
b. Eger I|mT>0 ise, ozaman g ~ hise g ~ h dir.

tow

) Ngor(L)
Ispat.a. g ~ h olsun. Modiiliis fonksiyonu siirekli oldugundan, verilen bir & >0

sayist i¢in, 0 <o <1 olacak sekilde bir 0 sayisi secilebilir 6yle ki 0<t<¢6 kosunu

saglayan her t i¢in f (t)<e olur. Buradan Lemma 2.1.4.2 kullanilarak,
1 a(s)

PRCECIRIE I UW ]

1 a(s) J
=Y A
Ha ((krl7kr]'ﬂ')(kr1"'.kr]mr Uh S) +‘uA ((krfl’kr]’ﬂ‘)(kr—pkr]T
(s) (s)

9) < 9(s)
@’L"J hs)

9(s) |

h(s)

<er2f ()6t ——— | As

Ha ((kr—l’ kr ]'JI‘ ) (KK ]

Ng_r(L)
yazilabilir. Burada r — oo iken, g ~ h elde edilir.
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NS (L
b. Iimm=ﬂ>0 veg -~

tow t

)
h olsun. 8 >0 oldugundan, her t>0 i¢in f(t)> ft

olur. Boylece

/R — [ f UM L
1.

Ha ((kr—l’ kr ]'11‘ ) (Krzokr

(L)
olur. Burada r —>oo iken limit durumuna gecilip, g ~ h oldugu kullanilirsa

No_r(L

)
g ~ h elde edilir.



BOLUM 5. ZAMAN SKALASI UZERINDE LACUNARY
ISTATISTIKSEL SINIRLILIK

Bu kisimda zaman skalas1 tizerinde tanimli A -6l¢iilebilir reel degerli fonksiyonlar icin
lacunary istatistiksel sinirlilik tanimi verilecektir. Sonrasinda ise bu kavramla ilgili

bazi sonuglar incelenecek ve istatistiksel sinirlilik ile arasindaki iligki sunulacaktir.

Tamm 5.1. 6=(k ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi ve ¢:T—>R,

A-6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

1y ({s e(k_p.k ] :[g(s)>M })

lim =0,
e luA ((kr—l’ kr ]’JI‘ )
baska bir deyisle,

lg(s)|<M (hh.,_; s igin)

olacak sekilde bir M >0 sayisi varsa, g fonksiyonu T iizerinde lacunary istatistiksel
stnirhdir denir. T tizerindeki lacunary istatistiksel smirli fonksiyonlarin kiimesi

S,r (B) ile gosterilir.

Uyar 5.2.
a. Eger Tanim 5.1 de T=N almirsa, zaman skalasi iizerindeki lacunary

istatistiksel sinirlilik kavrami, [20] de diziler igin verilen lacunary istatistiksel

siirlilik kavramina indirgenir.
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b. Eger 'JI‘:[a,oo) (a>1) segilirse, bu durumda zaman skalasi tizerindeki

lacunary istatistiksel smirlilik kavrami, [40] da Lebesque Olgiilebilir
fonksiyonlar i¢in tanitilan lacunary istatistiksel sinirlilik kavramina

indirgenir.

Teorem 5.3. Zaman skalasi lizerindeki her lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyon

lacunary istatistiksel sinirlidir. Fakat tersinin dogru olmasi gerekmez.

Ispat. g:T—R fonksiyonu M sayisina lacunary istatistiksel yakinsak olsun. Bu

durumda her bir & >0 igin,

dir. Buradan

{s.e(k,_l,kr]T :|g(s)|>g+M}g{SG(k,_l,k,]T :|g(s)—M|>g}

kapsamasi kullanilarak, g(S)‘S M (h.h., s icin) elde edilir ki, bu da istenen

sonuctur. Tersi icin, S€ T =N olmak iizere, ¢ (S) = (—1)S ile tanimlanan fonksiyon

lacunary istatistiksel sinirlidir ve fakat lacunary istatistiksel yakinsak degildir.

Teorem 54. @=(k,) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi ve ¢:T—>R,
A -0lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda g fonksiyonunun lacunary istatistiksel
siurlt olmast igin gerek ve yeter sart hh., , s icin g(s)=h(s) olacak sekilde sinirl

bir h: T— R fonksiyonunun olmasidir.



83

Ispat. g fonksiyonu lacunary istatistiksel smirli olsun. Bu durumda,
K={seT:|g(s)|>M} olmak iizere, &, ,(K)=0 olacak sekilde bir M >0 sayist

vardir. h: T — R fonksiyonu

h(s):{g(s), seK ise

0, diger durumlarda

olarak tanimlansin. h fonksiyonunun A -6lgiilebilir sinirli bir fonksiyon oldugu ve

hh.,, . s i¢in h(s)=g(s) oldugu agiktir. Tersine, h fonksiyonu sinirli olsun. Bu
takdirde her seT igin |h(s)| <L olacak sekilde bir L>0 sayis1 vardir.
D={seT:g(s)=h(s)} olsun. &,,(D)=0 oldugundan, hh, s igin

|g (S)| <L dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.5. @ =(k, ) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda,

. o(k)
S;(B)cS B | f———=—>1
+(B)cS,+(B)= imin O_(kr—l)>

: oo of(k) . : o -
Ispat. Yeterlilik. liminf >1 olsun. Bu takdirde yeterince biiyikk r ler i¢in

r—ow O—( 1
k
0( r) >1+06  olacak sekilde bir o6>0 sayist vardir. Buradan
o(k.,)
o(k)-olk.) > ° bulunur. Simdi g € S, (B) olsun. Bylece, bir M >0 sayist
o(k,) 1+0
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Uy ({S ete.k ], :‘g(s)‘ >M })

Ha ([to’ k, ]T)

s ({s e(k_p.k ], :|a(s)>M })

- (k) 1,

s ({s e(k_p.k ], :|a(s)>M })

) o (k)

o(k)—o (k) 4 ({se(k k] :[o(s)>M})

>

O-(kr) G(kr)_a(kr—l)
L 5 M ({s e(k_p.k.].:[g(s)>M })
1+6 o(k)-o(k_)

yazilabilir. Burada r — oo iken limit durumuna gegilirse g € S,_ (B) bulunur ve ispat

tamamlanir.

k
Gereklilik. Tersine, Iiminfa((Tr)):l oldugu kabul edilsin. Bu durumda [48] de
r—oo o r1

oldugu gibi 0=(k) lacunary dizisinin bir (k) alt dizisi secilsin oyle ki

r(j)>r(j—1)+1 olmak iizere,

kosullar1 saglansin. Simdi A-6lgiilebilir bir g: T — R fonksiyonu

g(s){s’ Se<kr(j)—l’kr(j):|T (J:1,2,3,|g|n),

0, diger durumlarda
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olarak tanimlansin. Bu durumda herhangi bir M >0 sayisi igin, kr(jo)f1 >M olacak

sekilde bir j, € N vardir. Eger r =r( j) ise, bu durumda

1

My ((kr(jo)—l’ kr(jo):|’ﬂ'
1

> )ﬂA ({S < (kr(io)—l’ kf(J'o)lr ‘g (S)‘ g kr(jO)_l}) =1

yN ((kr(jo)—l' kr(io)lr

)”A ({s < (kruo)—l' "r(m)}T Ja(s)>M })

dir. Buradan her j > j, icin

1
Hy ((kr(j)—l’ kr(j)

”A({S & (kaky ], 2lo ()] > M }):1
1)
elde edilir.
Eger r=r(j) ise,

1y ({s (k. k ], :|g(s)|>M })
Ha ((kr—l’kr]'ﬂ*)

=0

dir. Boylece g ¢S, . (B) elde edilir.

Diger taraftan, yeterince biiyiik t € T ler igin, kr( ja <t< kr(j+1)—l olacak sekilde bir tek

J € N bulunabilir. Buradan

{4
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]
lhors)—t (k)b
L1, 7 (ki) -t 1
J a(kr(j)_l)—to
1,12
i

yazilabilir. t—oo iken j—oo oldugundan, geS;(B) elde edilir. Boylece,

S;(B)z S, (B) bulunur. Bu ise hipotezle gelisir ve ispat tamamlanur.

Uyari 5.6. Teorem 5.5 in gereklilik kisminin ispatinda verilen g:T — R fonksiyonu

istatistiksel sinirh ve fakat lacunary istatistiksel sinirli olmayan bir fonksiyondur.

Teorem 5.7. 6 =(k,) dizisi T iizerinde bir lacunary dizisi olsun ve her teT i¢in

1(t) <Kt olacak sekilde bir K >0 mevcut olsun. Bu durumda,

S,.+(B)=S;(B) < limsup o (k) <o
r—owo O'( r—l)

dir.
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. o k . k. )—t
Ispat. Yeterlilik. IlmsupM@o olsun. Bu durumda, Ilmsupw

< 0
r—o O-(kr—l) r—o O-(kr—l) _tO

k )-t
olur ve buradan da her r eN i¢in w <H olacak sekilde bir H >0 vardir.

O-(kr—l)_to

Simdi geS,.(B) olsun. Bu durumda, en az bir M >0 sayisi igin,

Br::,uA({Se(kH,kr]T:|g(s)|>M}) olmak iizere lim— 2 —_—0 dir.

7 My ((kH, K, ]’]I‘)

Boylece limit tanimindan herhangi bir £ >0 sayisi i¢in bir I, =1 (5) dogal sayisi

vardir oyle ki her r>r; icin ————~<g¢ olur. Verilen bir teT igin, t

Ha ((kH, K, ]’JI‘)

k], araligt bulunabilir. B=max{B,,B,,...,B | olmak

noktasini igeren bir (K _; K,

lizere, yeterince biiylik r ler i¢in,

1 )ﬂA({SG[toat]T :‘g(s)\> M})

Ha ([to’t]
1

gy etk o))

- Ha ([to’ kr—l

- B+B,+...+B, +B

+...+B,

o+l
O-(kr—l)_to

r,B B,..+...+B
o(k,)-t,  o(k,y)-t
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LB te G(kr)_to
o(k.)-t,  o(k)-t
r,B
< s +¢eH
o (k)1

yazilabilir. Burada, r — oo iken limit alinirsa

. 1 _
!LTW”A({SE[tO’t]T Ja(s) > M})zo

elde edilir. Yani, g €S (B) dir.

Gereklilik. S, (B)< S, (B) iken Iimsup%:w olsun. Hipotezden,
roo  O(K 4

k k. o(k) 1 o(k)
0'(k,_l) a(kr)a(kr_l) (K+1)0'(k,_l)

dir ve buradan da

limsup K, =0
r—o0 G(kr—l)

elde edilir. @ =(k, ) lacunary dizisinin bir (kr(j)) alt dizisi secilsin dyle ki

esitsizligi saglansm. Simdi A -Olgiilebilir bir g: T — R fonksiyonu
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g(S)_{S’ SE(k'r(i)*l’Za(kr(j)fl))T (j:1,2,3,...);

0, diger durumlarda

ile tanimlansin ve

ile gosterilsin. Eger r = r( j) ise, £, =0 bulunur. Eger r =r(j) ise,

1

- ZmﬂA ({Se(kr-vkr]qr :|a(s)) >t§°}j

1

- ((kr(jH’ ™ )ﬂA [{S € (kr(m’ Zg(kru)—l))qr Jo(s)> %})

elde edilir. Burada, 20‘(kr(j)71)e’]l‘ ve 20(kr(j)71)9£’]l‘ olmak tizere iki durum soz

konusudur. Eger Za(kr( j)_l) eT ise

H ((kr(nl’ 20 (kr(J)l))T) i (kr(n—l)

bulunur ve buradan da

Hy ((krm—l’za(kr“)‘l))ﬂr)
el ])

¢ =
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<——>0 (j—owiken)

elde edilir. Diger taraftan ZG(kr(j)fl)eE']T ise, «;

- max{s eT:s< ZU(kr(j)-l)}

olmak iizere,

ve

oldugu yukarida gosterilmisti. Boylece,

6=

Uy ((kr(j)l,Za(kr(j)l))T) 3 (2K +1)0'(kr(j)71) 2K +1
k

= <=———=>0 (jowiken)
”A((kr(i)fl’ r(i)lr) G(kr(i))_a(kr(nfl) -1

elde edilir. Sonug olarak her iki durumdada g €S, . (B) olur.

Diger yandan, herhangi bir M >0 sayisi i¢in bir j, € N vardir 6yle ki her j > J, i¢in

kr(j)_l > M dir. Bu takdirde, her j > j, i¢cin

Torpoyy et berw
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elde edilir. Eger 20'(kr(j)_l) gT ise, «a;= max{s eT:s< 20(kr(j)71)} ve

B; = min {s eT:s> 20'(kr(j)7l)} olmak tizere,

Ha ((kr(nl’za(kr(nl))qr) ~Ha ((k,(,.),l,ﬁ,- )T) == (k)

z Za(kru)—l)_“(kr(n—l)

ve
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7N ([tO,ZJ(kr(j)_l)L)zyA ([to,ajlr):o-(aj)—to Za(aj)Z(K +1)a;

bulunur. Buradan Za(kr(j)fl)e’ﬂ‘ ise,

prE=m N O S )

Hy ((krm—l’ Za(k‘“)‘l))w)
1y ([to’ 20 (kf(i)l)lr)

elde edilir. Bu durumda g ¢ S, (B) olur. Bylece S, (B)« S;(B) bulunur. Bu ise

hipotezle celisir.

Uyar1 5.8. Teorem 5.7 nin gereklilik kisminin ispatinda verilen g : T — R fonksiyonu

lacunary istatistiksel sinirli ve fakat istatistiksel sinirlt olmayan bir fonksiyondur.

Teorem 5.9. 6 =(k,) ve &'=(l,), T iizerinde iki lacunary dizisi olsun dyle ki her

reN igin (k_.k, ]T = (Y Ir]T olsun. Bu takdirde,
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K ok
a. Eger IiminfM>O ise, S,_»(B)<'S,.(B) dir.
o IUA ((II'—].’IT]'I[‘)

b. Eger Iimw

T My ((Ir—l’ Ir]qr)

=1ise, S, (B)<S,_(B) dir.

Kk .k
ispat. a. liminf s (ks k )

Ty ((Ir—l’ l, ]T)

her reN igin,

>0 olsun. Hipotezden, herhangi bir M >0 sayis1 ve

kapsamasi saglanir. Buradan

1 )ﬂA({SE(krl’kr]T o (s) > M})

Ha ((kH, K, ]’JI‘

< Hp ((Ir—l’lr]qr) 1

A ((kH, K, ]T) Hy ((Ir—v L],

){s e(l ol ] :|a(s)|>M}

K., K
elde edilir. Burada r —oo iken limit alinir ve IiminfM>0 oldugu

REN((SARS

kullanilirsa, S,_(B)< S, (B) elde edilir.

b. |im—”A((kr‘“k“]T)

=1 olsun. Herhangi bir M >0 sayzisi igin,
e zuA ((Ir—11|r]qy)

1

iyt sl u)

1

e lsetakd o) u)

r-1'"r
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+ 1 u ({SE(kH,kr]T:|g(s)|>M})

Ha ((Ir—l’ Ir]']r) ’

+ ! ﬂA({Se(kr,L]TZ‘g(S)‘>M})

Hy ((Ir—l’ Ir]qr)

</JA((IH'kr71]T)+ L )ﬂA({Se(k,_l,kr]qy1‘9(5)‘>M})+ ﬂA((kr’lr]T)

- Ha ((Ir—lilr]']r) Ha ((Ir—l'lr] Ha ((Ir—l’lr]T)

A b e ) = (K K
) : (( ﬂA](()L_:llr(]i) ] )+ 1, ((Ii-l’lr]T)/JA ({Se(kr—l’kr]qr :‘Q(S)‘ > M})

< —ﬂA((kr_l’kr]T) + ! se lg(s)>
[1 ﬂA((lrlJr]T)J ﬂA((kr_l,kr]T)ﬂA({ (ksk ] :[o(s)[>M})

H ((kr—l’ k,]T) _1

yazilabilir. Burada r —oo iken limit durumuna gegilir ve lim=— = "1/
Uy ((Ir—l'lr] )

oldugu kullanilirsa, geS,(B) iken geS, .(B) elde edilir. Bunun anlami

S,.-(B) = S,_+(B) dir ve bdylece ispat tamamlanr.



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, ilk olarak zaman skalasi iizerinde yeni yakinsaklik gesitleri
tanitilmig ve bu kavramlarin bazi 6zel durumlarda literatiirde var olan hangi
kavramlara indirgendigi gosterilmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili bazi sonug ve

kapsama bagintilar1 verilmistir.

Ikinci olarak, say1 dizileri igin literatiirde var olan asimptotik istatistiksel denklik,
asimptotik lacunary istatistiksel denklik ve kuvvetli asimptotik lacunary denklik
kavramlar1 zaman skalasi iizerine tasinmistir. Bu dogrultuda zaman skalasi iizerinde
tanimli pozitif reel degerli delta Olgiilebilir iki fonksiyon g6z Oniine alinarak,
asimptotik istatistiksel denk fonksiyonlar, asimptotik lacunary istatistiksel denk
fonksiyonlar ve kuvvetli asimptotik lacunary denk fonksiyonlar tanimlanmistir. Buna

ek olarak, modiiliis fonksiyonlar1 kullanilarak bu kavramlar daha da genisletilmistir.

Son olarak da zaman skalasi ilizerinde lacunary istatistiksel smirlilik kavrami
tanitilmigtir. Ayrica, zaman skalasi lizerindeki her lacunary istatistiksel yakinsak
fonksiyonun lacunary istatistiksel siirli oldugu ispat edilmis ve bunun tersinin dogru
olmadig1 durum bir 6rnekle ifade edilmistir. Bunun yan1 sira, zaman skalasi iizerinde
lacunary istatistiksel sinirlilik ve istatistiksel sinirlilik kavramlart arasindaki iliskiler

sunulmustur.

Bu tez kapsaminda yapilan g¢alismalarin, toplanabilme teorisinde sayi dizileri ve
Lebesgue Olciilebilir fonksiyonlar i¢in ayr1 ayri verilmis bazi kavramlar tek bir ¢ati
altinda toplama diisiincesine katki saglayacagi inanilarak, toplanabilme teorisinde var
olan bazi kavramlarin genellestirilerek zaman skalasi {izerine taginmasi oneri olarak

sunulmustur.
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