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OZET

Anahtar Kelimeler: Eliptik sayilar, eliptik kuaterniyonlar, eliptik kuaterniyon
matrisleri, en kiiclik kareler yontemi, renkli goriintii iyilestirme.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Girig boliimiinde konu ile ilgili literatiirde yer alan
calismalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde calismamiz boyunca kullanacagimiz eliptik sayilar ve onlarin
matrislerinin temel kavram ve teoremleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde eliptik matrislerin Frobenius normu tanimlanmis ve bununla ilgili
ozellikler verilmistir. Sonrasinda ise AX = B eliptik matris denkleminin en kiigiik
kareler ¢oziimii eliptik matrisler, plir imajiner eliptik matrisler ve piir reel eliptik
matrisler kiimesinde incelenmistir. Dahas1 elde ettigimiz Sonuglarimizin dogrulugunu
kanitlamak ve mevcut sonuglardan ayirt etmek icin bazi agiklayict ornekler de
¢Oziillmistiir.

Dordiincii  bolimde  eliptik  sayilarin =~ genellestirilmis  formu olan eliptik
kuaterniyonlarin ve onlarin matrislerinin bazi cebirsel 6zellikleri verildikten sonra
eliptik kuaterniyon matrislerinin Frobenius normu tanimlanmis ve bununla ilgili
ozellikler verilmistir. AX =B eliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik
kareler ¢oziimii eliptik kuaterniyon matrislerine karsilik gelen eliptik matris temsilleri
yardimiyla eliptik kutaerniyon matrisler, piir imajiner eliptik kuaterniyon matrisler ve
piir reel eliptik Kkuaterniyon matrisler kiimesinde incelenmistir. Elde ettigimiz
sonu¢larimizin dogrulugunu kanitlamak ve mevcut sonuglardan ayirt etmek igin bazi
aciklayict o6rnekler de ¢oziilmiistiir.

Son bolimde ise ELSI (Elliptic Linear Shift Invariant) bozulma modeli olarak
adlandirdigimiz eliptik kuaterniyonlar cebrini kullanan yeni bir goriintii iyilestirme
modeli elde edilmistir. Bu baglamda eliptik kuaterniyon cebri kullanilarak
orneklenmis ve eliptik degerli PSF (Nokta Yayilim Fonksiyonu) filtresinden gecirilmis
renkli bir goriintiiye ¢/d/c model tabanlt EQLSM (Elliptic Quaternionic Least Squares
Method) eliptik kuaterniyonik en kiigiik kareler iyilestirme filtresi adin1 verdigimiz bir
lyilestirme filtresi uygulanmis. Daha sonra giris goriintiisii ile iyilestirilen g¢ikis
goriintlisii arasindaki ugtan uca MSD (Ortalama Kare Sapma Hatas1)'yi minimize
yapan en uygun uzay secilerek iyilestirilmis goriintii dijital ortamdan analog ortama
aktarilmistir.

Vi



LEAST-SQUARES SOLUTIONS OF THE ELLIPTIC
QUATERNION MATRIX EQUATION AX =B AND THEIR
APPLICATIONS IN COLOUR IMAGE RESTORATION

SUMMARY

Keywords: Elliptic numbers, eliptik quaternions, elliptic quaternion matrices, least
squares solution method, color image restoration.

This study consists of five parts. The first part is an introduction devoted to the
literature knowledge.

In the second part of this study the fundamental definitions and theorems related to the
elliptic numbers and their matrices are given.

In the third part, the Frobenius norm of elliptic matrices is defined and its related
properties are given. Later, the least-squares solution of the elliptic matix equation
AX =B is investigated in the set of elliptic matrices, pure imaginary elliptic matrices
and pure real elliptic matrices. Moreover, some illustrative examples have been
resolved to prove the accuracy of our results and to distinguish them from the current
results.

In the fourth part, after some algebraic properties of elliptic quaternions and their
matrices, which are the generalized form of elliptic numbers, are given, the Frobenius
norm of elliptic quaternion matrices is defined and related properties are given. The
least-squares solution of the elliptic quaternion matrix equation AX = B is studied in
the set of elliptic quaternion matrices, pure imaginary elliptic quaternion matrices and
pure real elliptic quaternion matrices with the help of elliptic matrix representations
corresponding to elliptic quaternion matrices. Moreover, some illustrative examples
have been resolved to prove the accuracy of our results and to distinguish them from
the current results.

In the last part, a new image restoration model using the algebra of elliptic quaternions,
which we call ELSI distortion model, is obtained. In this context, a c/d/c model based
EQLSM quaternionic least-squares restoration filter is applied to a color image
sampled using elliptic quaternion algebra and passed through an elliptic valued PSF
filter. Then, the improved image was transferred from digital to analog environment
by selecting the most suitable space that minimizes the end-to-end MSD between the
input image and the improved output image.
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BOLUM 1. GIRIS

Reel kuaterniyonlar 1843 yilinda W. R. Hamilton tarafindan tanimlanmistir. W. R.
Hamilton’un amaci kompleks sayilart daha yiiksek boyutlara genisletmektir. Reel

kuaterniyonlar ctimlesi

K={a=a,+aji+a,j+ak:a,a,a,a R} (1.2)

bi¢iminde ifade edilir. Burada i, j,k birimlerinin ¢arpimi

i2= j2=k?=-1ij=—ji =k, jk =—Kj = i,ki = —ik = j (1.2)

bi¢iminde tanimlanmistir. Bu carpim kuralindan reel kuaterniyonlarda carpma
isleminin degisme O6zelligi olmadigir goriilmektedir. Reel kuaterniyonlar ciimlesi,
tanimlanan toplama ve skalarla carpma islemleri ile birlikte kompleks sayilar ciimlesi

tizerinde 2-boyutlu, reel sayilar ciimlesi iizerinde ise 4-boyutlu vektor uzayidir [1].

Bir ¢ok matematiksel ve fiziksel problemlerin teori ve sayisal hesaplamasini inceleme
stirecinde, reel, kompleks ve kuaterniyonik en kii¢iik kareler problemi ile karsilasilir
[2-4]. Kuaterniyon matris denklemleri ve bunlarin en kiigiik kareler ¢oziimleri,
bilgisayar bilimi, kuantum fizigi, istatistik, sinyal ve renkli goriintii isleme, kati
mekanik, kuantum mekanigi, kontrol teorisi, alan teorisi ve benzeri gibi birgok alanda
yaygin olarak uygulanmaktadir [4-13]. Bu nedenle bir¢ok arasgtirmaci bu alanda
faaliyet gostermektedir. Ornegin; Song ve ark. [8] AXB =C,AXB,=C, ve
AXB + CYD =E kuaterniyon matris denklemlerinin genel ¢6ziimiinii Cramer kurali

ile arastirdi. Zhang ve ark. [9-10], sirasiyla AX =B ve AXB+CXD =E kuaterniyon



matris denklemlerinin 6zel en kii¢iik kareler ¢ozlimlerini inceledi. Yuan ve ark.
kuaterniyon matrislerinin kompleks temsilleri ve genellestirilmis tersler yardimi ile
AX =B kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik kareler ¢6ziimiinii kuaterniyon
matrisleri, plir kuaterniyon matrisleri ve piir reel matrisler kiimesinde elde etmistir.
Dahas1 bu teori yardimu ile renkli goriintii iyilestirme ¢alismustir [12]. Zhang ve ark.
AX = B kuaterniyon matris denkleminin 6zel en kiigiik kareler ¢oziimiinii elde ederek

bu ¢6ziimii renkli goriintiilerin iyilestirme siirecinde kullanmistir [13].

Hamilton’un kesfinden sonra C. Segre tarafindan 1892 yilinda komiitatif
kuaterniyonlar ctimlesi tanimlanmustir [14]. Komiitatif kuaterniyonlar tipki reel
kuaterniyonlar gibi kompleks sayilar climlesi iizerinde 2-boyutlu ve reel sayilar
ciimlesi iizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir. Komiitatif kuaterniyonlar, reel
kuaterniyonlardan farkli olarak carpma islemine gore degisme Ozelligine sahiptir.
Bunun yanisira komiitatif kuaterniyonlar climlesi sifir bolen elemana sahiptir.
Komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis hali eliptik kuaterniyonlardir [15]. Eliptik
kuaterniyonlar, eliptik sayilar ciimlesi tizerinde 2-boyutlu ve reel sayilar ctimlesi
tizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir [16]. Bunun yani sira eliptik kuaterniyonlar
kiimesinde tanimli ¢arpma, bdlme, kuvvet alma, kok hesaplama vb. birgok cebirsel
islemin algoritmik karmasiklig1 diger degismeli olmayan dort boyutlu hiperkompleks
sayilara gore biiyiik dl¢lide diigiiktiir. Bu durumda bu sistemi diger degismeli olmayan

dort boyutlu hiperkompleks sayilara gore daha avantajli bir hale getirmektedir [17].

Komiitatif kuaterniyonlar ve eliptik kuaterniyonlar da hareket geometrisi, diferensiyel
geometri, sayisal goriintii isleme, sinyal isleme, bilgisayar programlama gibi bir¢ok

alanda uygulamalara sahiptirler.

Pei ve ark. komiitatif kuaterniyonlar1 ve onlarin Fourier doniisiimlerini kullanarak
goriintii ve sinyal isleme siireclerinin bir¢ok uygulamalarini gergeklestirmiglerdir [17].
Catoni ve ark. bu iki sayr sistemlerini N boyuta tasiyarak geometrik agidan
incelemislerdir [18]. Catoni ve ark. komiitatif kuaterniyonlarin ve eliptik
kuateniyonlarin holomorfik fonksiyonlari, kutupsal gdsterimleri ve konformal

doniistimleri konularini ¢alisip bu konularla ilgili sonuglar elde etmiglerdir [15].



Isokawa ve ark. komiitatif kuaterniyonlar1 baz alarak ¢oklu hopfield sinir aglarini
calismiglardir [19]. Kosal ve Tosun komiitatif kuaterniyon matrislerinin temel cebirsel
Ozelliklerini komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen temel matrisler yardimiyla
incelemislerdir [20]. Kosal ve ark. komiitatif kuaterniyon degerli matrisler {izerinde
eslenik benzerlik bagintisin1 tanimlayarak komiitatif kuaterniyon degerli matrislerin
eslenik 6zdeger ve eslenik 6zvektér kavramlarini tanimlamiglardir [21]. Kosal ve
Tosun, komiitatif kuaterniyonlar ve onlarin matrisleri {izerinde eslenik benzerlik, yar1
benzerlik ve eslenik yar1 benzerlik gibi denklik bagintilar1 elde etmislerdir. Ayrica
Sylvester-s-Eslenik komiitatif kuaterniyon matris denkleminin ¢6ziimiinii bu denklik
bagmtilar1 yardimiyla vermislerdir [22]. Kosal ve Tosun bir bagka caligsmalarinda
komiitatif kuaterniyonlar ve onlarin matrisleri lizerinde evrensel benzerlik esitligini
elde ederek her iki uzayda da temel denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmislerdir [23].
Son olarak, Kosal komiitatif kuaterniyon matris uzayinda AX =B denklemin en
kiigiik kareler ¢ozlimiinii elde ederek bu teorinin renkli goriintii iyilestirmedeki

uygulamalarini ¢alismislardir [24].



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Eliptik Sayilar

Kompleks sayilar ilk kez italyan matematikgiler G. Cardan ve R. Bombelli tarafindan

cebirsel islemlerde kullanilmistir [24]. Tarihte cesitli matematikgiler i kompleks
birimi modifiye etmislerdir. Ingiliz geometrici W. Clifford i*=1 (i=+1) alarak

hiperbolik sayilari tanimlamigtir [25]. W. Clifford’un gelistirdigi bu say1 sistemi
mekanik problemlerinde bir¢ok kolaylik saglamigtir. Alman geometrici E. Study

i’=0 (i * 0) alarak dual sayilar1 tanimlamistir. Dual sayilar da kinematik, robotik

kontrol, uzaysal mekanik gibi birgok alanda uygulamalara sahiptir [26].

Daha sonraki yillarda bu ii¢ say1 sistemi i°=p ve peR olacak bigimde
genellestirilmistir [24]. i = p birimi ile tanimlanan say1 sistemine genellestirilmis
kompleks sayi sistemi ad1 verilmistir. Burada P degeri (—OO,OO) araligindadir. p<0

icin elde edilen say1 sistemine eliptik sayilar sistemi (6zel olarak p =-1 alindiginda
kompleks sayilar elde edilir.), p=0 alindiginda parabolik veya dual sayilar sistemi

ve son olarak p >0 alindiginda hiperbolik sayilar sistemi elde edilir [24].

Bu boliimde eliptik sayilarin ve onlarin matrislerinin bazi cebirsel 6zellikleri

incelenecektir.

2.1.1. Eliptik sayilarin cebirsel 6zellikleri

Eliptik sayilarin ciimlesi



Cp:{z:x+iy:x,yeR,i2:p<O} (2.1)
bi¢iminde ifade edilir. z=x+1iy e C i¢in RE(Z) =X ifadesine z eliptik sayisinin reel

kismi, Im(z) =Y ifadesine ise z eliptik sayinin sanal kismi denir [24]. Bir z = x +iy

eliptik sayisinin eslenigi ve normu sirasiyla

z=x—iy ve ||z||:\/27_:«/x2—py2 (2.2)

esitlikleri ile tanimlanir [24].

z, =% +Iiy;, 2, =%, +iy, e C, ve AeR olmak tizere C ciimlesi lizerinde toplama,

carpma ve skalarla carpma islemleri sirasiyla
Z+2, = (X iy, )+ (X% +1Y,) =X + X% +i (Y, +Y,),
Lz, = (X1 + iy1)(X2 + iyz) = (X1X2 + py1y2)+ i (X1y2 + X2y1)’

Az, = A(X +iy,) = Ax +idy,
esitlikleri ile hesaplanir [24].

Teorem2.1.1.1. C cimlesi toplama ve skalarla ¢arpma islemleri ile birlikte R cismi

tistiinde 2-boyutlu bir vektor uzayidir [24].

Eliptik sayilar ciimlesinden R’ ye de birebir bir esleme yapilabileceginden her bir

Z, = X, +1y, eliptik say1s1 da diizlemde tek bir bigimde ifade edilebilir.



iy
A

0 X,

Sekil 2.1. Eliptik diizlem

Sekil 2.1. ile wverilen diizleme eliptik diizlem denir. Eliptik diizlemde

2, =(X,Y;) Ve Z,=(X,Y,) eliptik sayilar arasindaki uzaklik

2 2
2= 2.0 = (% %) = p(3-.) 23)
bigiminde tanimlanir. Bu diizlemde baslangi¢ noktasina 1 birim uzaklikta olan eliptik

sayilarin ciimlesi bir elipstir ve x> — py? =1 denklemi ile verilir [24].

Eliptik diizlemde Zl=(X1,y1) eliptik sayis1 bir oT yonlii dogru pargasi ile

gosterilebilir.
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v
=

0]

v

Sekil 2.2. Bir eliptik saymnin eliptik diizlemde gosterilmesi

Bu durumda OT vektdrii ile reel eksen arasinda kalan elipsin yay uzunluguna
Z, = (X1' yl) eliptik sayisinin argiimenti denir. Ayrica, eliptik diizlemde trigonometrik

fonksiyonlar da tanimlanabilir.

iv

RVL
a,
(

i

v
"

Sekil 2.3. Eliptik diizlemde trigonometrik fonksiyonlarin tanimlanmasi



@@ ve W vektorleri sirastyla cos, 6, sin 6, ve télnpé’p trigonometrik

fonksiyonlarini tanimlar.

cos, 6, ve sin 6, fonksiyonlar: Maclaurin serisine agilirsa

cos, 6, Zanp

ve

0

H 2n+l
iy 0, =3 e

0

i0 . ..
olur. Bu durumda e"* nin kuvvet serisi yardimiyla

iﬁp _ .-
e —cospep +|smp6?p

esitligi elde edilir. Sonug olarak z, =(X, ;) eliptik sayisinin argiimenti 6, olmak

tizere bir eliptik say1
Z, = ||zl||(cosp 0, +isin Hp)

bigiminde de ifade edilebilir. Bu gosterime eliptik sayinin kutupsal koordinatlarda

gosterimi denir.
z,= ||zl||(cosp(6?p)+ isinp(é’p)), z, :||22||(cosp(;/p)+ isinp(yp))

kutupsal gosterimlerine sahip iki eliptik sayinin ¢arpimi



2.2, = |||z ](cos, (6, + 7, ) +isin(6, +7,))
esitligi ile verilir. Ayrica Z, = (Xl, yl) eliptik sayisinin n. tam say1 kuvveti
2 =z’ g% :||zl||"(cosp(n9p)+ isinp(nep))

bigimindedir [24].

Teorem 2.1.1.2. Her z = x+iy eliptik sayis1

cop(Z):(X pyj (2.4)

y X

seklinde 2x2 tipinde bir reel matris ile ifade edilebilir [27].

Tamm 2.1.1.3. ¢, (Z) matrisine z eliptik sayisinin temel matrisi denir [27].

Teorem 2.1.1.4. z, =X, +iy, Ve z, =X, +iy, e C_ olmak iizere ¢,(z) temel matrisi

asagidaki 6zellikleri saglar [27]:

L 9(22)=9,(2)0,(2),

2. 0,(0(2)2)=9,(2)0,(2,),
3. 2,=2, ¢,(2)=0,(2),

4. ¢p(zl+zz):gop(zl)+¢p(zz),

5. %(izl):ﬂq’p(zl)’
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6. iz(gop(zl))zzlJrzl,

7. Iz = det(gop (zl)).

Teorem 2.1.1.5. z=x+iy e C olmak tizere

L(x+iy 0 X py
Pt P= =
[ 0 x—iyj (y xj ?(2)

esitligi mevcuttur. Burada

dir.

Teoremin dogrulugu esitligin her iki tarafinin hesaplanmasiyla kolayca gosterilir.

L(x+iy 0 X py
pt P= =
[ 0 x—iyJ (y xj ?,(2)

esitligine evrensel benzerlik esitligi denir. Bu esitlik yardimi ile asagidaki sonuglar

verilebilir.

1. C o climlesi

' X Py,
Cp:{(y Xj.X,yER}
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cumlesine izomoftur. Bu iki climle arasindaki izomorfizma

a, c, » C
. X py
Z=X+iy > Z)=
EACE
seklindedir.
2. Her z =x+iy e C | eliptik say1st
X py
Z)=
v (2) (y Xj
matrisi ile ifade edilebilir.
3. (C/p cimlesinin her bir elemam C cilimlesi Ustiinde tek bir bigimde

kosegenlestirilebilir.

2.1.2 Eliptik matrisler

Elemanlar1 eliptik sayilar olan mxn tipindeki matrislerin ciimlesi Crgxn ile gosterilir.
AeCy" ise A=A +iA, biciminde yazilabilir. Burada A,A R™" dir. Bu ciimlede

A=A +iA, B=B +iB,eC", C=C,+iC, e C}' i¢in toplama, skalarla arpma

ve carpma islemleri sirasiyla

A+B=(A+iA)+(B+iB)=(A+B)+i(A+B,)eCy",

AA= (A +iA)= A +ilA, eCT

ve
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AC—(A A )(GHC,) - (AC, - PAC,J(AC, + AG < T
esitlikleri ile tanimlanir.

A=A +iA, e C)" matrisinin eslenigi A=A —iA, € CT" bigiminde tammlanir. A
* —\T X A .

matrisinin transpozu A" € C0™ bigiminde gosterilir. A z(A) e CI™ matrisine ise

A matrisinin eslenik transpozu denir. Ae(Crgxn olmak tizere AXA=A esitligini

saglayan X € CT™ matrisine A matrisinin genellestirilmis tersi denir ve A" ile

gosterilir [28]

Teorem 2.1.2.1. A ve B uygun boyutlara sahip iki eliptik matris olmak iizere
asagidaki esitlikler dogrudur [28]:

1 (A1) =A

2 (AB) ' =B*A™,

3 (A) " =(AY)  kez",
4 (AT) =A

5. (A+B) =A"+B,

6. (AA) = 2AT,

7. (AB) =BTA",
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10. (A+B)=A+B, (A+B) =A"+B’,
11, (AA)=2A, (1A) = A",

12.  (AB)=AB, (AB) =B'A,

3. (A) =(a7).

A=A +iA, € CT™ olsun. Burada A, A, e R™ dir. ¢,(X)=AX bigiminde bir lineer

izomorfizma tanimlansin. Bu lineer izomorfizmanin {In ,iln} tabanina karsilik gelen
matrisi

S (1,)=A+iA

#a (i) = PA, +iA

olmak tizere asagidaki gibidir:

A pA 2mszn
A)= cR .
5, (A) [Az ,ﬂj

Tamm 2.1.2.2. A=A +iA, € C}" ve A, A e R™ olsun.
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[Al pAzj (2.5)
A A

matrisine A matrisinin temel matrisi denir ve ¢, (A) ile gosterilir [28].

Teorem 2.1.2.3. A, BeC}", CeC}' ve 1eC, olmak iizere asagidaki ozellikler

dogrudur [28]:
Lo 4(1)=1a

2. A=B o4, (A)=4,(B),
3. 4,(A+B)=¢,(A)+4,(B),
4. 4,(AC)=4,(A)4,(C),

5. ¢, (AA)=1g,(A),

6. m=n ve A regilerise ¢,(A) daregiilerdir ve (¢p (A))_1 =¢, (A‘l) dir.



BOLUM 3. AX =B ELIiPTiK MATRIiS DENKLEMININ EN
KUCUK KARELER COZUMU

Bu boliimde eliptik matrislerin Frobenius normu tanimlanmis ve bununla ilgili
ozellikler verilmistir. Sonrasinda ise AX =B eliptik matris denkleminin en kiigiik
kareler ¢oziimii eliptik matrisler, plir imajiner eliptik matrisler ve piir reel eliptik

matrisler kiimesinde incelenmistir.

3.1. Eliptik Matrislerin Frobenius Normu

Tamm 3.1.1. A=A +iA, e CT" i¢cin A eliptik matrisinin Frobenius normu

[Al=IAL - plAl
bi¢iminde tanimlanir.

Lemma 3.1.2. Eliptik matrisler {izerinde tanimlanan norm fonksiyonu Vo ECp i¢in

VA, BeC]™" asagidaki ozellikleri saglar;

L feAl=lelIA
2. |A+B]<|Al+B].
3. |A|=0,

4. |A|=0 < A=(0)

mxn

Teorem3.13. A BeC]™", Ce (Cr:' ve 4€C olmak iizere asagidaki zellikler

dogrudur:
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1. A nin genellestirilmis tersi A~ olsun. Bu durumda (g, (A)) =g, (A") dir.
1 "
_ : mxn . . ; ) .
2. A—A1+IA26(CP icin AZE(|m '|m)¢p(A) Lln dir.
p
H mxn . . 1 -
3. A=A+iA eCT" igin |A| <=4, (A)] dir.
J2
ispat.
1. A e (Cr;)xm matrisi A€ (Crgxn matrisinin genellestirilmis tersi olsun. Bu

durumda AA A= A dir. Buradan

¢p(AA7A):¢p(A)
¢p(A)¢p (A7)¢p (A) =P, (A)

ifadesi elde edilir. Sonug olarak (g, (A)) =g, (A") dir.
2. A=A +iA, e CT" igin

TUTRTATS N TS bl T
p P
II’]

~Z(A+iA pA+IA) T
p

n

:%(Ai+iA2+iA2+Ai):Ai+iA2:A

elde edilir. Sonug olarak



dir.

3. A=A +iA, e CT™ eliptik matrisinin normu

[Al=IAT - plAJ

dir. A eliptik matrisinin reel temsili ¢p(A) olmak iizere

I#, (A= IAL + oA + 1A + 1AL

= 2IAF +(p? +1) A [

dir. Buradan ise

¢, (A =2lA] +(p* +1)|A)]
=2||Alf +(p’ +2p+1—2p)||A2||2
=2 Al +(p+1) A -2p]A [

ve

¢p A i 2 2 1)° 2
o - ppag - 22y

elde edilir. Sonug olarak

17



18

[A] =AF = plAl" <|Al - plA [ +(p+1) Al

oldugundan

1< 51w, (4

elde edilir.
3.2. AX =B Eliptik Matris Denkleminin En Kii¢giik Kareler Coziimii

Lemma 3.2.1. AeR™" ve BeR™ igin AX =B matris denkleminin ¢6ziimii

mevcuttur ancak ve ancak AA"B =B dir. Eger ¢6ziim mevcutsa bu durumda genel

¢ozumi
X=AB+(l,-AA)Z (3.1)
dir. Burada Z e R™ keyfi bir reel matristir [29].

Lemma3.2.2. AcR™" ve BeR™ i¢cin AX = B matris denkleminin en kiiciik

kareler ¢6ziimii
X=AB+(l,-AA)Z (3.2)

dir. Burada Z e R™9 keyfi bir reel matristir. AX =B matris denkleminin en kiigiik

normlu kareler ¢6ziimii ise X = A"B dir [29].
Simdi ise

AX =B (3.3)
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eliptik matris denkleminin

|AX —B|=min (3.4)

olacak bigimde eliptik en kiigiik kareler ¢oziimiinii eliptik matrislerin reel temsili

yardimiyla elde edelim. Burada Ae CJ™", Be CT* ve X e CT* dir.

Teorem 3.2.3. AX =B eliptik matris denkleminin en kiiciik kareler ¢oziimii X dir

ancak ve ancak

4,(A)Y =4,(B) (3.5)

reel matris denkleminin reel en kiigiik kareler ¢oziimii Y = ¢, (X) dir.

Ispat. AX =B eliptik matris denkleminin en kiiciik kareler ¢oziimii X ise bu

durumda ||[AX —B|=min. dir. Teorem 3.1.3. den
1
”AX o B” < ﬁ”% (AX)_¢D (B)H

= 5 (9,04, (8)

elde edilir. Buradan agiktir ki (3.6) denkleminin en kiigiik kareler ¢oziimii X ise
(3.5) in en kiigiik kareler ¢oziimii ¢, (X ) dir. Benzer bigimde ispatin diger yoniide

gosterilebilir.

Teorem 3.2.4. AeC™", BeC™ igin AX =B eliptik matrisinin en kii¢iik kareler

¢OzUimi



dir.

Ispat. AX =B eliptik matrisinin en kiigiik kareler ¢oziimii X ise bu durumda

|AX - B| = min. .

|8l <=4, (AX)~4, (B)
_ 1 A X B
_ﬁ“%( )¢p( )_¢p( )H

Bu esitsizlikte H¢p (A)g,(X)-4, (B)H normunu en kiigiik yapan ¢, (X ) ise X de

||/-\X - B" normunu en kii¢iik yapar. Bu durumda ¢, (X )= (¢p (A))f ¢, (B) dur.

Teorem 3.1.3 den

elde edilir.

Teorem 3.2.5. AeCT" BeCT“ i¢cin AX =B eliptik matris denkleminin piir
p p p

imajiner en kiigiik kareler ¢oziimii

x=i(#) (8

20
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PA, B,
dir. Burada A= PA , B= PE, dir.
A B,
PA, B,
T nx C e N .. .. .. 0 pX2
Ispat. X e CT bigiminde piir imajiner eliptik matris ise ¢, (X ) = . 0 dur.
2

Bu durumda

[ Bl <6, (A4, (%) -4, (8)

_ LA pAzj {0 pxzj_[Bl szj
'\/E AZ Al XZ O BZ Bl
_ 1 |(pAX, PAX, _(Bl szj
\/E A_sz pA1X2 Bz Bl
PA, B,
_1lPA L | P
2(l A |7 | B,
PA, B,
pA, ) ( B,
_ B
elde edilir. Buradan ise X =1 PA PZ2 dir
A B,
pA, ) \ B,

Teorem 3.2.6. AeC™", BeCT™ igin AX =B eliptik matris denkleminin piir reel

en kiiciik kareler ¢ozlimii
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A B,

dir. Burada A = PA , B= P, dir
A, B,
A B,

. X 0
Ispat. X € CU* bigiminde pir reel eliptik matris ise ¢, (X )= (0 Xj dir. Bu

durumda
1
”AX_B”SEH%(A)%(X)_%(B)H
_ 1A pA)(X 0) (B pB,
2la A Jlo x) B, B
_1|ax pAX) (B pB,
2\AX  AX) \B, B
A B,
_LleA | B,
V2| A B,
A B,
A\ (B
- . B PA, pB, |
elde edilir. Buradan ise X = A B, dir.
A B,

3.2.1. Eliptik en kii¢iik kareler problemine dair algoritmalar

Bu boélimde Teorem 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6." lere dayanarak AX = Beliptik matris

denkleminin en kii¢iik kareler ¢ozliimiinii bulmak i¢in sayisal algoritmalar verilecektir.

Algoritma 1.

@ Bagla



2 Giris AAB ve p .
(3)  Hesapla ¢,(A), ¢,(B).
1 "
4 Hesapla X :E(In iln)(¢p(A))7¢P(B) l| '
p q
(5) Yaz X.
(6) Dur
Algortitma 2.
1) Basla
(2) Giris AAB ve p .
(3)  Hesapla AB.
(4)  Hesapla X = i(ﬂ)_ B.
(5) Yaz X.
(6) Dur
Algortitma 3.
1) Basla
(2) Giris ABve p .
(3)  Hesapla A B.
(4)  Hesapla X =(A)7 B.
(5) Yaz X.
(6) Dur

23
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3.2.2. Sayisal ornekler

Bu boliimdeki tiim hesaplamalar iMac16 Dual-Core Intel Core i5 1.6 GHz/ 8GB
Ozelliklerine sahip bilgisayarda MATLAB 2020a yazilimi kullanilarak

gerceklestirilmistir.
2+8i 1+i 1+6i 8+051 1-051 6-0.5i

Ornek 3.2.2.1. A=|1+3i 2+5i 1+7i|,B=|3-051 5+0.5 7-0.5i | olmak
1+4i 1+91 2+2i 4-05 9-051 2+0.5i

tizere AX = B eliptik matris denkleminin en kiiciik kareler ¢oziimiinii eliptik matrisler
kiimesinde, ptir imajiner eliptik matrisler kiimesinde ve piir reel eliptik matrisler

kiimesinde bulalim.

Coziim. p nin-100 ile -1 arasindaki degerleri i¢in eliptik, piir imajiner ve piir reel en

kiigiik kareler ¢oziimlerin en kiiclik normlarin1 gosteren grafik asagidaki gibidir.

DO on Kilguk Karele sztem: opamalp degert=2 Primainee #3910k on M0k Kareler GOZI: optemal p degerie-3

P roed stk e i harsdr o optimal p deerte-1

Sekil 3.1. p degerine gére AX =B eliptik matris denkleminin eliptik, piir imajiner ve piir reel en kiiiik kareler
¢ozlimlerin en kii¢iik normlari

1. Algoritma 1 e gore



-16
—6
-8

2
1
1

A W OO P P N
© Ul PPN R
N NN R

dir.

dir. ¢,(X)=(4,(A)) ¢,(B) formiiliinden

0.2159
-0.0903
-0.0290
-0.4753
-0.0059
-0.0059

dir. Bu durumda AX =B

2 12 8
10 -14 3
18 -4 4
11 (BT s
2 1 05
1 2 05

02127 0.0934 0.9506
0.0322 0.1546 0.0118
0.2771 -0.1515 0.0118

-0.0059 -0.0059 0.2159

0.4753 -0.0059 -0.0903

0.0059 -0.4753 -0.0290

1
5
9
-0.5
0.5
-0.5

0.0118
0.9506
0.0118
-0.2127
0.0322
0.2771

6 -1
7 1
2 1
-05 8
-05 3
05 4

0.0118
0.0118
0.9506
0.0934
0.1546
-0.1515

25

1 1
-1 1
1 -1
1 6
5 7
9 2

eliptik matris denkleminin en kiiglik kareler ¢6ziimii

0.2159 - 0.4753i
X =|-0.0903 - 0.0059i
-0.0290 - 0.0059i

dir.

2. Algoritma 2 e gore:

-0.2127 - 0.0059i
0.0322 - 0.4753i
0.2771 - 0.0059i

0.0934 - 0.0059i
0.1546 - 0.0059i
-0.1515 - 0.4753i




Tt

dir. X =i(:&)_ B formiilinden

dir.

3. Algoritma 3 e gore:

-24 -3 -18
-9 -15 -21
~12 -27 -6
-6 -3 -3
-3 -6 -3
-3 -3 -6
2 1 1
2 1
1 2
-24 -3 -18
-9 -15 -21
-12 -27 -6
-0.1560i
X =1 -0.0004i
-0.0256i
2 1 1
1 2 1
1 1 2
8 -1 -6
-3 -5 -7
i| 4 9 2
8 1 6
3 5 7
4 9 2
2 1 1
1 2 1
1 1 2

(o]}

!
I

-1.5
1.5
1.5
0.5
-0.5
-0.5

1.5
-1.5
1.5
-0.5
0.5

1.5
1.5
-1.5
-0.5
-0.5

-0.5 0.5

-0.0004i
-0.1812i
-0.0004i

-0.5
0.5
0.5
0.5
-0.5
-0.5
8
3
4

8
3
4

1 6
5 7
9 2

-0.0256i
-0.0004i
-0.1560i

-0.5 05

9 2




dir. X =(A) B formiiliinden

X =

dir.

0.3646 -0.3889 0.2422
-0.0498 0.0726 0.1951
-0.0969 0.5342 -0.2194

27



BOLUM 4. ELiPTiK KUATERNiYONLAR

Eliptik sayilarin ve komiitatif kuaterniyonlarin genellestirilmis formu eliptik
kuaterniyonlardir [15]. Eliptik kuaterniyonlar eliptik sayilar ciimlesi iizerinde 2-
boyutlu, reel sayilar ciimlesi iizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir [15].

4.1. Eliptik Kuaterniyonlarin Cebirsel Ozellikleri

Eliptik kuaterniyonlarin ciimlesi
H, = {a(E) =), eyl e i tae K Ag), Qe Ay Aeyk € R} (4.1)

bigiminde ifade edilir. Burada i, j,k kuaterniyonik birimleri arasinda asagidaki

esitlikler mevcuttur:

02
1

—k?=p, j?=1 ij=ji=k jk=kj=i,ki=ik=pj, p<Ove peR (4.2)

Carpim  kurallarindan climlesinin g¢arpma islemine gore degismeli oldugu

goriilmektedir [15].

Bir eliptik kuaterniyonu agagidaki gibi li¢ farkli bicimde ifade edebiliriz:

Ae) = Qe T el ey 1T AE K= (a<E>,r + a(E)J')* J (%)J + a(E»k')

=846+ ,8;

(4.3)

Burada
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ve

N P |

2

dir. Buradan e, ve e, birimleri idempotenttir. Yani

"—g ' =..=e’=¢,8) =€) '=..=€,=¢, Ve ee, =0

o =¢" =

esitlikleri dogrudur. Eliptik kuaterniyonlarin € ve e, ifadesi kullanilarak bu uzayda

yapilan bir¢ok cebirsel islemin (¢arpma, bolme, kok alma, kuvvet alma vb) algoritmik

karmasgikligi ciddi oranda azaltilabilir.

Ae R,a(E),b(E) = Hp ve
=8, +ag;i+tag J+ a(E)vkk =8,),6 +8,),8;,

= b(E),r + b(E)YiI + b(E),j J+ b(E),kk = b(e)yle1 + b(e)yze2

olmak tizere H  ctimlesi lizerinde toplama, ¢arpma ve skalarla ¢arpma islemleri

sirasiyla
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ve

ﬂa(E /’t( +a()|+a J+a k) Aa()+/1a()|+/1a J+/1a)k

}L( (& T a(e)vzez) = }La(e)’le1 + }La(e)vze2

esitlikleri ile tanimlanir [15-16].

Q) = ) T, I+ e j +a, k € H, eliptik kuaterniyonu igin ii¢ adet eslenigi

ey = ey ~ eyl T8 ]~k

2_ - - k

) = Q) T el 8] — 8K, (4.9
a K

8e) = Q) ~ eyl ~8E) ) T

bigiminde tanimlanir [15].

ey =8, +ag) i +8¢) ]+ Kk eI eliptik kuaterniyonun normu

Ha(E)H - \/a(zE)vr - pa(ZE)J + a(ZE),j - pa(zE),k

esitligi ile tanimlanir.
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Teorem4.1.1. &) =8, + a(E)’ii +ag) J +a(E)’kk eH, igin

= 3 )

2

*

e

A

)1

dir.

Ispat. ap) =2y, +ag;i+8¢) 1 +3¢) k=26 8,8 € H, olmak iizere

‘a ‘2+‘a ‘Z—az +a% +2a. a. . — (a2 +a% . +2a. a )
@1 1ol =3en T ey T 2%e8 )~ Pl T A T 23E), 8
2 2 2 2
ey ey 28 e p(a(E),i ey~ 2a<E),ia<E),k)
ha2 2 2 2
= 2a(E)vr + 2a(E)vj -2 pa(E)vi -2 pa(E)yk

dir. Buradan

a

@] T

\2 +‘ (e).2

- 3|

)
esitligi elde edilir.
4.1.1. Eliptik kuaterniyonlarin eliptik matris temsilleri

gy =88+, €H igin @, (X)=ax biciminde @, :H, —H, bir doniisiim
tanmimlansin. Bu doniisiim lineer izomorfizmadir. ¢ lineer izomorfizmasinin {el,ez}

tabanina karsilik gelen matrisi

P (el) = (a‘(e),lel + a(e),ZeZ)el = 8)a&
(4.5)

. (e,)= (a(e),lel Ta,),8 )ez = 8¢) 28

olmak tizere asagidaki gibidir:
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5 o)
p,(a)=| eC2?, (4.6)

Bu eliptik matrise a < H, eliptik kuaterniyonun temel matrisi denir.

H, eliptik kuaterniyonlar ciimlesi ile (Cpx matris ciimlesi arasinda bir cebir

izomorfizmi kurulabilir. Bu izomorfizma

T :]HIp - Cifl

a(e)le (4.7)
a(e),Z

8,6 8,8 € H, > (a(e)vlel + a(e)’zez) = [

kuraliyla tanimlanabilir Sonug olarak

. - (e)1
=88 T80 = [%J (4.8)

yazilabilir.

Bu tanimlanan izomorfizma yardimi ile iki eliptik kuaterniyon a= 816 T 8,8, Ve

b= b(e),lel + b(e)yze2 € H, nun garpimi asagidaki gibi de ifade edilebilir:

. 0 B
ab= [a(o)l . j(b( )lJ =g, (a)b. (4.9)

Tanimlanan ¢ fonksiyonunu igin
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Pp (ab) =% (a) Pp (b)

¢, (a+b)=9,(a)+¢,(b)

esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla ¢, bir cebir izomorfizmdir. Ayrica,

%(el)z((lJ 8]=Eli ‘/’p(ez){g (D:Ez;

oldugundan
n n-1 2 n n-1 2 0 O
E'=E " =..=E =E, E)]=E; =..=E;=E,, EE, = 0 o) neN (4.10)

esitlikleri mevcuttur. Dolayisiyla E;,E, matrisleri ile e,e, birimleri birbirlerine

izomorftur.

Teorem4.1.1.1. a,b e H olmak iizere ¢, lineer izomorfizminin asagidaki 6zellikleri

mevcuttur:

L g(ad)=9,(a)e,(b),

2. g(0,(a)b)=0,(a)p, (b).
3. a=hop,(a)=g,(b),
4. g,(a+b)=gp,(a)+p,(b),

5. 0,(1a)=2p,(a), 1eR,
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6. iz ((pp (a)) =80y, T )00

1
7. a|=—=|o, (a)|.
=75l o)
Ispat. Elementer islemler ile esitliklerin dogruluklari kolay bir sekilde goriilebilir.
4.2. Eliptik Kuaterniyon Degerli Matrisler

Elemanlar1 eliptik kuaterniyon olan mxn tipindeki matrislerin ctimlesi Hrgxn ile

gosterilir. Bir mxn tipindeki eliptik kuaterniyon matrisini asagidaki gibi ii¢ farkli

bi¢gimde ifade edebiliriz:

Ae)=Agyr t AYE),ii +Ae), J+ Ak Agyr t 'A’(E)Ji)Jr J (AYE)"' " A(E)‘ki) (4.12)
)

o
= Ate lel + Ate),ZEZ

Burada

Ao = (AYE)’r *Ae) )+(AE)J + AYE)’k)i' Ae2 = (A(E),r ~Ag) )+(A(E),i - A(E),k)i e CT™

dir [28].
Bu ciimlede
AYE) B Ate)'lel * ﬁe),zez’ B(E) - B(e),1el + B(e)'zez € Hrsxn, C(E) = C(e),1el +C(e),2e2 € H';,XI

ve AeR icin toplama, skalarla carpma ve ¢arpma islemleri sirasiyla

Ae)+Bie) = (Ao + By )&+ (Au +Boyo )& < HP,
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/IAXE) = /Mte),1e1 + 1%),292 e HY™

ve

AcCie) = (Ao +Au8: )(Coos +Crpots)

) ( Ate)’lc(e)’l)el - (A(e),zc(e),z )ez e HY"

esitlikleri ile tanimlanir [28].

Ae) = (aij ) e H™ igin ii¢ tane eslenik mevcuttur. Bunlar

1'EYE) = Aie),lel + AXe),ZeZ’E Hr;xn’ 2'EYE) = A{e),zel + AXe),lez € Hr;xn

ve

SAE) = AXe),zel + &e),leZ € Hrr?xn

esitlikleriyle tanimlanir [28].

Agymatrisinin  transpozu  Ag, = Aj & +A; 6, e Y™ bigiminde  tanimlanir,
S—/——— T - . . - s = - - .

A{,;) :( Ate)) e ™", s=1,2,3, matrisine ise A(E) matrisinin s. inci eslenige gore

eslenik transpozu denir. Ag, e H™ olmak iizere AYE)X(E)AXE) = AYE) esitligini

saglayan X g e H™ matrisine AXE) matrisinin genellestirilmis tersi denir ve Ay ile

gosterilir [28].

Teorem 4.2.1. A(E) ve B(E) matrisleri boyutlar1 uygun eliptik kuaterniyon matrisler

olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur [28]:
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T S

L (S'Am) = (A%):
2. (%B(a)*s =B Ag)

i
3. (%)B(E)) =B Ag),

S

4 (WE)B@):(SAYE)

)%

-1
5. Ae) " Ve B mevcut ise (AXE)B(E)) =Bg, "Ag)

6. At meveut ise (AYE)TS )_1 =(ﬁE)’1)TS :

L (R )

4.2.1. Eliptik kuaterniyon matrislerin eliptik matris gosterimleri

Tamm 4.2.1.1. Ag = A, 8 +A, & e H™ olmak iizere

0
(Are)'l j e Cimen (412)
0 Aie),z

matrisine A matrisinin temel matrisi denir ve ¢p(A(E)) ile gosterilir.

Teorem 42.12. A, B eH" ve Cyg eH[" olsun. Bu durumda asagidaki

esitlikler dogrudur:
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2 4,(Ac+Be)=4(Aq )+ 4 (B

3 4(AeCe) = (Ae)%(Ce)

b b g i, 4 ){6 (2]
5. 4,(Ac)=(4(Aq)) . fokat genelde

4 (e )% (4, (AXE)))* 4 (Ae”) (4 (Ara))*

dir. Burada (g, (AE)))*, , A, eliptik kuaterniyon matrisinin eslenik transpozudur.
6. m=l=nign

det(4, (A B ) = det( 4, (A )t (4, (B )) ve (s, (A = (et (A)
dir.

7. (%(AYE)))i :¢p(A(E)’) dir. Burada (¢D(A(E)))i matrsisi ¢, (A, ) matrisinin

genellestirilmis tersidir.

8 Ag=(al e&l)s (%))[ jd"
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Ispat. 1. I =1 ¢ +1 e, oldugundan

esitligi elde edilir.
2. Agy= Ao+ Ao Ve B =B & +B e, H™ olmak iizere

Ae)+Bie) = (Ao +Bua )+ (A Bz e

dir. Bu durumda

e’1+Be'1 0
¢p(ﬁE))+¢p(B(E)):(A” 0 i Aie)12+B(e),2j

ve

ﬁe),l (e)1 0 J
@ +B ) =[
P (ATE) (E ) 0 Ae2 Bz

oldugundan ¢, (A(E) + B(E)) =9, (A(E) ) +4, (B(E)) esitligi saglanur.

3. aE) = Are),lel + AXe),ZeZ € Hrgx“ ve C(E) = C(e),lel +C(e),2e2 € Hr::l olmak tizere

AeCe) = AepiCrei + A 2Cie) 282

dir. Bu durumda
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ve

oldugundan g, (A(E)C(E)) 4, (A(E) )¢p (c(E)) esitligi elde edilir.
4. Kabul edelim ki A e HJ™ regiiler olsun. Bu durumda
AePe =Ae Ag =
olacak bicimde AIE)*1 e H" mevcuttur. Bu esitlikten
(A0 )t (A ) =4 (Aer ™) (Ac)) =

elde edilir. Sonug olarak
(4, (%)))l =4,(Ae )
dir.

6. m=I=nicin Ag = A, 8+ A, L Be =B)& B8 olsun. Bu durumda

det(¢5p (AeBe) )) = det(¢p (A )2, (B<E>)) = det(¢p (Ac) ))det(¢v (B ))
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elde edilir. Ayrica

det(¢p (/%E{l)) = det((¢p (Aq) ))lj - (det % (A ))l

dir.

7. Ay e HT" olsun. Ag Ag) Ag) = Ag, olacak bigimde Ag" e HIT™ mevcuttur.

Bu esitlikten

% (Ae) )95 (Ae) ) (Ae ) =4 (Ae))

elde edilir. Sonug olarak (¢p (PXE)))i =g, (PYE)’) dir.

8. Ag)=Aefr + A e HY™ icin

e)l O
2 ('AYE)) - {ﬁo) 'AYe)J

dir. Buradan



41

elde edilir.

4.2.2. Eliptik kuaterniyon matrislerin frobenius normu

Tamm 42.2.1. Ag = Ag), + Ag) i+ Ag) 1+ Agk = A& + Ay o8 € H™ iin

A(E) eliptik kuaterniyon matrisinin Frobenius normu

-

-5

‘2

2 2
A -l

‘2

Z_p‘

Ag)| =] Ae)r

AXe),l

Ag)i
Ae)

Aeys Ae)x

2
*|

bigiminde tanimlanir.

Teorem 4.2.2.2. Eliptik kuaterniyon matrisler iizerinde tanimlanan norm fonksiyonu

Va eR, igin VAXE), B(E) e ]HI';X" asagidaki 6zellikleri saglar;

L JoAc)| =l Ac) |
2. |Aq + B <|Ag |+ ]Bg-
3. |Ag20.

4. |Ag =0 <= Ag :(O)mxn.

Teorem4.22.3. Ag) = A, +A,),&, e H™ eliptik kuaterniyon matrisi igin

(4.13)

el s (4)

dir.

Ispat. AYE) eliptik kuaterniyon matrisinin normu
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2 2

Aol =25 lAol A

dir. A(E) eliptik kuaterniyon matrisinin eliptik temsili ¢, (A(E)) ise

e)l 0 2m=2n
¢p(ATE)):((?) Ate),l]ecp

bi¢imindedir. Bu durumda

2
+

2

=¢

b (Ae)| = |A0s] A0

dir. Sonug olarak

el s (4)

elde edilir.
Simdi ise
Ao X = Be (4.14)
eliptik kuaterniyon matris denkleminin
|Ac)X e~ B[ = min. (4.15)

olacak bicimde eliptik kuaterniyonik en kiigiik kareler ¢oztiimiinii eliptik kuaterniyon

matrislerin eliptik temsili yardimiyla elde edelim. Burada A € HT, Be) € H

ve X €HL™ dir.
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4.3. AX =B Eliptik Kuaterniyon Matris Denkleminin En Kiiciik Kareler

Coziimii

Teorem4.3.1. Ag X g = B, eliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik

kareler ¢oziimii X ¢ dir ancak ve ancak

4 (Ac))Y =4, (Be)) (4.16)

eliptik denkleminin eliptik en kiigiik kareler ¢oziimii de Y = ¢, (X(E)) dir.

Ispat. Ae X&) = B, eliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik kareler

¢Ozimil X(E) ise bu durumda HA(E)X(E) - B(E)H =min. dir. (4.13) denkleminden

[Ae X e~ B :% ¢v(AtE>X<E>)‘¢p(B<E>)‘
:% ¢p(AYE))%(X(E))‘%(B(E))‘

elde edilir. Buradan agiktir ki Ag X ) = By denkleminin en kiigik kareler ¢dziimii

X(E) ise (4.16) denkleminin en kiigiik kareler ¢oziimii ¢, (X(E)) dir. Benzer bigimde

ispatin diger yoniide gosterilebilir.

Teorem4.3.2. A eHJ™, By, e HT™ icin Ag X g) =B eliptik kuaterniyon

matrisinin en kii¢lik kareler ¢oziimii

X&) = Ae)1Be)i& + Ae)2Bie) 282
dir.
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Ispat. Teorem 4.3.1 e gore (4.16) denkleminin en kiigiik kareler ¢oziimii é, (X (E)) ise

(4.14) denkleminin ¢6ziimii X(E) idi. Buradan

elde edilir.

Teorem 4.3.3. A, e HT", Be, e 7 ve X(E) plir imajiner eliptik kuaterniyon
matrisi i¢in  Ag X =Bg) nin pir imajiner en kiicik kareler ¢oziimi

X(E) = Xigab+ X(e),zez olmak iizere

dir. Burada



Re(A,, ) pIm(Ay) 0 Re (B )
- ~Re(A,,) 0 pim(A, | = Re(By,,) |
-pim(A,, ) J-pRe(A,) o | |Fem(sy)
~J-pIm(A,,) 0 Re(A.. ) J-pim(B,,)

45

ispat. Xy =Xea&t X & € HY® olsun. X =X e+X,,e,eH™  pir

imajiner ise Re(X(e),l):_Re(X(e),z) dur.

Ae) = Aoi®i T Ag 8 €HT By = B 8 + By 8, T igin

AXe),l 0 X(e),l 0 _ B(e),l 0
0 Ay Kgz) | 0 By

AeyXie) ~ B

o

o1 -

o1 -
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Re ( Aie),lx (e)1 0 J _Re { B(e),l }
0 AgaXpe Be)2

\/_p[lm['%E)]-X(E)'l O ] ) Im[ B(E)'l J}
0 AgXee Be)2

Re(A,) pIm(Aq,) 0 ) Re(B,,)

o relae) o el
V2l Foim(A,,) JPRe(A,,) 0

~J-pim(A,,) 0 Re(A,);)

-

dir. Buradan X = (Z\)_ B dir.

Teorem 4.3.4. AtE) e]HIr;X”, B

() € HT ve X(E) puir reel eliptik kuaterniyon matrisi

icin Ag X g) =B, nin piir reel en kiigiik kareler ¢dziimii

X@e =X =(A] B
Re (A, ) Re(By.)
Re(A).) Re( Bz

dir. Burada A= B = dir.

Fpm(A) || YErim(e,
pim(A,,) \/_'m(B<e)

Ispat. X ¢ =X 6+ X6, €HT? olsun. Xg) =X & + X &, € H piir reel
ise

Re(X 1) =Re(Xy,)=X ve Im(X,)=1Im(X,,)=0
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dir. Ag = Ag.8+Ae 8 e HY By =B 8 + B &, e HT™ igin

np(ArE o) ~15 (B
= Re(np(%)x(e))‘ﬂp( ))*"m( o (Ae Xie )7 (E)))H

Re(ﬂp (A(E)X(E))_np (B(E)))
o m(n, (Ae X0 )-7 (B

)
Re(Aq) Re B )
Re(Ay)2) )
=pim(A,) || J=pim(
J=pim(A,.) -pIm(8y,,)

AgX

Sl

-

-

Buradan X =(K)_|§ olur.

4.3.1. Eliptik kuaterniyonik en kiiciik kareler problemine dair algoritmalar

Bu bolimde Teorem 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4' lere dayanarak eliptik kuaterniyon matris

denkleminin en kii¢iik kareler ¢ozliimiinii bulmak i¢in sayisal algoritmalar verilecektir.
Algortitma 1.

(1) Basla
(2) Giris A.,B; ve p.

(3) Hesapla Ate),l’ Are)vza B(e),l ve B(e),Z'
(4) Hesapla X(E) = ﬁ_e),lB(e),lel + ﬁ_e)sz(e)’zezl

(6) Dur
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Algortitma 2.
(1) Basla
(2) Giris Ac,B. ve p.
Re( o))
(3) Hesapla X = Im(X(e)]l) :(A)_ B.
|m(x(e),2)

(4) Hesapla X ¢, :(Re(x(eﬂ)n Im(X(e)’l))e1 +(— Re(x(e)yl)+i Im(X(e)’z))ez.
(5) Yaz X,
(6) Dur.

Algortitma 3.

(1) Basla

(2) Giris Ac,B; ve p.

(3) Hesapla X(E):X :(A) B
(4) Yaz X ey
(5) Dur.

4.3.2. Sayisal ornekler

Bu boliimdeki tiim hesaplamalar iMac16 Dual-Core Intel Core i5 1.6 GHz/ 8GB
ozelliklerine  sahip bilgisayarda MATLAB 2020a yazilimi kullanilarak
gerceklestirilmistir.

8+2i 1+i 6+i 8+i 1-i 6-i
Ornek 432.1. Ag=| 3+i 5+2i 7+i |e+|3-i 5+i 7-ilg
441 9+i 242 4—i 9—i 2+i
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ve
O+i 1+i 6+i —7+i =1+i —-6+i

Bey=|3+1 6+1 T+ile+ -3+ —4+i —T+i|e
4+i 9+i 3+i —A4+i 9+i =1+i

olmak tizere AX =Beliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik kareler
¢ozimiini eliptik kuaterniyon matrisler kiimesinde, piir imajiner eliptik kuaterniyon

matrisler kiimesinde ve piir reel eliptik kuaterniyon matrisler kiimesinde bulalim.

Coziim. P nin -100 ile -1 arasindaki degerleri i¢in eliptik, piir imajiner ve piir reel en

kiigiik kareler ¢oziimlerin en kiiciik normlarin1 gosteren grafik asagidaki gibidir.

Sekil 4.1. p degerlerine gore AX=B eliptik kuaterniyon matris denkleminin eliptik, piir imajiner ve piir reel en
kiigiik kareler ¢oziimlerin en kiigliik normlari

p = —4 i¢in Algoritma 1 e gore

X(e),l = At_e),lB(e),l
X(er2 = Ae)2Be)2

oldugundan



1.1085-0.1729i

X ¢ =| ~0.0515+0.0671i
-0.0115+0.0271i
-0.8344 +0.1181i

X\, =| ~0.0744-0.0419i

()
—0.0344-0.0019i

-0.1315-+0.1471

0.9885-0.0529i
0.1885-0.1729i

—-0.1544-0.1219i
—0.9544 -0.0019i

0.1656+0.1981i

0.0685—-0.0529i
0.1085-0.0929i
0.8685+0.0671i
0.0456+0.0781i
0.0856+0.1181i
—-1.00744-0.1219i

elde edilir. Bu durumda AX = B eliptik kuaterniyon matris denkleminin en kiigiik

kareler ¢ozimii

1.1085—0.1729i

X ¢, =| ~0.0515+0.0671i
~0.0115+0.0271i
~0.8344+0.1181]

+| —0.0744—0.0419i
~0.0344-0.0019i

dir.

p:

-0.1315-+0.1471i
0.9885-0.0529i
0.1885-0.1729i

—0.1544-0.1219i

—0.9544 -0.0019i

0.1656+0.1981i

0.0685—0.0529i
0.1085-0.0929i
0.8685+0.0671i
0.0456+0.0781i
0.0856+0.1181i
—-1.00744-0.1219i

)

—1 igin Algoritma 2 e gore ¢6ziim yapildiginda AX = B eliptik kuaterniyon

matris denkleminin piir imajiner en kiigiik kareler ¢6ziimii

Xe) :(Re(x(e)yl)+ Im(X(e)yl)i)el +(— Re (X, )+ |m(x(e)12)i)e2

0.8771-0.1895i
0.0199 +0.0300i
0.0199+0.0159i
—0.8771+0.0651i
—0.0199-0.0726i
—0.0199-0.0153i

bi¢iminde elde edilir.

0.0199+0.1014i
0.8771-0.0607i
0.0199-0.1843i

—0.0199-0.1441i
—0.8771-0.0204i
—0.0199+0.1417i

0.0199 —0.0555i
0.0199-0.1129i |g,
0.8771+0.0248i

—0.0199 + 0.0562i
—-0.0199+0.0702i |e,
—-0.8771-0.1492i

50
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p =—7 igin Algoritma 3 goz 6niine alindiginda AX = B eliptik kuaterniyon matris

denkleminin piir reel en kii¢iik kareler ¢oziimii

Re(Ag:) | [Re(Bey)
X, - Re(Aq.) || Re(Be:)
—pIm(Ay, )| | m(By,)
-pIm(A,, )| (Im(8).)

esitliginden

0.1405 0.0170 -0.0060
=1 0.0074 0.1566 -0.0125 elde edilir.
0.0036 -0.0221 0.1699

Xe)



BOLUM 5. ELIiPTiK KUATERNiYONiK EN KUCUK KARELER
YONTEMI ILE RENKLiI GORUNTU IYILESTIRME

Dogada renk cesitliliginin fazla olmasi nedeniyle bu renkleri gruplama ihtiyaci
dogmustur. Renkleri gruplamak ve standartlagtirmak igin ise renk uzayi kavrami
ortaya cikmistir. Bir renk uzaymin amaci, genellikle kabul gordiigii bicimde bir takim
standartlar ile renk tanimlamalarin1 kolaylagtirmaktir. Bugiin kullanilan pek ¢ok renk
uzay1 donanima (renkli monitorler veya yazicilar gibi) ya da renk manipiilasyonlarinin
hedeflendigi uygulamalara (animasyon icin renkli grafiklerin {iretilmesi gibi)
yoneliktir. Sayisal goriintii isleme agisindan, pratikte yaygin olarak kullanilan renk
uzaylar1 donanima yonelik modeller renkli monitorler ve renkli video kameralarin
genis bir sinifi i¢in RGB (kirmizi, yesil, mavi), renkli baski icin CMY (camgdbegi,
galibarda, sar1) veya CMYK (camgdbegi, galibarda, sar1, siyah), ve insanlarin rengi
tarif ve yorum sekline yakindan uyan HSI (renk tonu, doygunluk, yeginlik) renk
uzaylaridir [30-31].

Internet, renkli monitorler ve video kayit cihazlari gibi énemli ve sik kullanilan
ortamlarda RGB renk uzayinin kullanilmasi sebebi ile bu ¢alisma da renk uzayi olarak

RGB renk uzay1 kullanilacaktir.

RGB renk uzayinda her renk, onun kirmizi, yesil ve mavi ana spektral bilesenleri
seklinde goriiliir. Bu renk uzay1 kartezyen koordinat sistemini baz alir. RGB renk uzay1
Sekil 5.1.'de gosterilen kiiptiir. Burada RGB ana renk degerleri kiipiin {i¢ kosesinde;
ara renkler camgobegi, galibarda ve sar1 diger li¢ kdsesinde; siyah orijinde; beyaz da
orijinden en uzaktaki kdsesinde yer alir. Bu uzayda gri 6lcek, siyahtan beyaza dogru
bu iki nokta arasini birlestiren dogru boyunca yer alir. Bu uzayda farkli renkler kiip
tizerinde veya igerisindeki noktalardir ve bu noktalar orijinden uzanan vektorler ile

tanimlanirlar. Kolaylik i¢in tiim renk degerlerinin normalize edildigi varsayilir, bu
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nedenle Sekil 5.1.’deki kiip birim kiiptiir. Yani tim R, G ve B degerlerinin [0,1]
araliginda oldugu kabul edilir [30-31].

Camgobegi

Galibarda <

- A B T T Wl bl > =G
S“‘m_( ? /" Yesil

1.0.0)].-"
/,/< Kirmizn San

Sekil 5.1. RGB renk uzay1

5.1. Renkli Goriintiiler

Renkli gortintiiler RGB renk uzayinda R(Kirmizi), G(Yesil), B(Mavi) ile ifade edilmis
ayni cisme ait li¢ adet gri diizeyli goriintiiniin st liste ekranda gosterilmesi ile olusur.
Ug renk tonunun kombinasyonlari ile renkli gériintiiler elde etmek miimkiindiir. Renkli

goriintliyii olusturan bu ti¢ renk bant olarak da isimlendirilir [30].
Renkli bir goriintiiniin kirmizi, yesil ve mavi tonlart matris olarak da ifade edilebilir.

Matris anlaminda diisiiniildiigiinde dogal renkli 2 boyutlu bir RGB goriintii, her biri

mxn boyutunda {i¢ matrisin bilesiminden olusur ve

{I(R, G, B) | R,G,BeR™]

biciminde ifade edilir. Burada R,G ve B matrislerinin her birinin elemanlar1 O ile

1 arasinda degerler alir.
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1(0,G,0) * i

v

1(R0,0)

1(0,0,B) —4

Sekil 5.2. RGB renk uzayinda goriintiiniin mxn boyutlarindaki matris gosterimi

Renkli goriintiiniin yesil ve mavi bantlarina iliskin goriintiilerin sifir alinmasiyla
sadece kirmizi bandin goriintiisii elde edilir. Boylece, RGB gosterimi kirmizi yapay
renklendirilmis goriintiisiine ulasir. Bu durumda kodlama RGB = ROO seklinde
olacaktir. Benzer sekilde, yesil ve mavi yapay renklendirilmis gortntiiler de sirastyla
RGB = 0GO ve RGB = 00B olacaktir. Bu sekilde olusan yapay renklendirme
goriintiileri asagidaki gibi olacaktir [31].

(a) Dogal renkli goriintii (RGB)

(b) Kirmiz1 band (R00) (¢)Yesil band (0GO) (d)Mavi band (00B)

Sekil 5.3. Yapay renklendirilmis goriintiiler

RGB formatinda dogal renklerden olusmus renkli bir goriintii i¢in bantlarin dogru

birlesimi 1-2-3 (Red, Green, Blue) sirasiyla olmalidir. Eger RGB gosterimde bant
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birlesimlerinin yerleri degistirilecek olursa renkler de degisecektir. Bu sekilde olusan
goriintiilere yapay renkli goriintiiler ad1 verilir [31]. Asagidaki resimler bununla ilgili

ornekleri gostermektedir.

Dogal renkli goriintd; Yapay renkli goriinti;
Bant birlesimi (R,G,B) Bant birlesimi (G,R,B)

e

28y

Yapay renkli goriinti; Yapay renkli gorlintii;
Bant birlesimi (G,B,R) Bant birlesimi (R,B,G)

Sekil 5.4. RGB uzayinda elde edilmis yapay renkli goriintiiler
5.2. Renkli Goriintii Tyilestirme

Birgok goriintiileme uygulamasinda gozlenen goriintii, orijinal goriintliniin bozulmus
bir tasviridir. Bu bozulmalarin sebebi giiriiltii, piksel degeri hatalari, sensor
bulanikligi, kamera sarsmtilart veya sahnedeki nesnelerin hareketlerinden
kaynaklanan goriintii bulanikligi olabilir. Dijital goriintii iyilestirme modelleri,
gorlntiilerin elde edilmesi sirasinda meydana gelen bozulmalarin ortadan
kaldirilmasini veya azaltilmasini amaglar. Goriintii iyilestirme teknikleri, cogu zaman
gercek goriintli hakkinda onceden bilgi sahibi olarak bozulmus goriintiiden istenen

Ozelliklere sahip bir ¢6ziim elde etmek i¢in kullanilir [32].
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Gorlinti iyilestirme, gorsellik iceren hemen hemen tiim teknik alanlarda yaygin olarak
kullanilir 6yle ki astronomi, uzaktan algilama, giivenlik uygulamalari, endiistriyel
uygulamalar, tibbi goriintiileme, fotografcilik ve Yiiksek Coziintirlikkli Televizyon
(HDTV) sistemleri bu alanlardan sadece birkacidir. Ornegin, trafikteki arag plakalart
hareket bulanikligindan dolay1 okunaksiz goriinebilir; diisiik 151k kosullarinda ¢ekilen
fotograflar giiriiltiiye maruz kalabilir; odak disi1 fotograflar bulanik goriinebilir;
standart TV sinyalleri yiiksek c¢oziintlirlikli TV setleri i¢in yeterince keskin
olmayabilir; arsivlenmis filmler yapay ve glriiltiilii olabilir veya atmosferik
carpitmalar uzaktan algilamadaki goriintiilerin kalitesini diigiirebilir. Bu 6rnekler gibi

daha birgok senaryoda da goriintii iyilestirmenin 6nemi agiktir [32-33].

Genel olarak bir goriintiiniin bozulma siireci dogrusal degildir ve uzayda degiskendir.
Fakat uygulamali bilimlerde goriintiiniin bozulma siireci dogrusal ve uzayda degismez

kabul edilerek LSI (Linear Shift Invariant) bozulma modeliyle incelenir. Bir LSI
sistem icin f (X, y) orijinal goriinti, g(x, y) gbzlemlenen goriintii, h(X, y)
goriintiileme sisteminin PSF (Point Spread Function) nokta yayilma fonksiyonu ve
n(X, y) ilave giiriiltii olmak iizere goriintiiniin bozulma siireci asagidaki formiil ile

ifade edilir:
g(xy)=h(xy)*f(x,y)+n(xy) (5.1)

Burada "*" islemi konvoliisyon islemini ifade etmektedir. Ayrica, goriintii iyilestirme

formiilasyonu matris-vektor formu veya Fourier serileri ile de ifade edilebilir. g, f
ve n sirasityla ¢ (X, y), f (X, y) ve n(x, y) fonksiyonlarinin matris (veya vektor)
gosterimleri olmak tizere (5.1) denkleminin matris-vektor formiilasyonu g = Hf +n

bi¢imindedir. Burada H , elemanlari h(X, y) 'den alman iki boyutlu seyrek matristir.

Ote yandan, goriintiileme modelinin Fourier-doniisiimii versiyonu

G(u,v)=H(u, v)F(u, v)+N(u,v)
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bigimindedir. Burada G(u,v), H (U,V),F(U,V) ve N (U,V) dontigiimleri sirasiyla

g (X, y), h(X, y), f (X, y) ve n(x, y) fonksiyonlarmin Fourier doniisiimleridir [33].

Bir goriintii iyilestirme silirecinde goriintiiye etki eden bozulma modellenir ve bu
modellemenin tersi goriintiiye uygulanarak iyilestirilmis goriintii elde edilir (Sekil
5.5.) [33].

f H U g=HF+n

Orjinal Gériintli ——————»| Ornekl
s

\

Glrdlta

munigo $nwinzog

lyilestirilmis
Gorintl

<«——| Ters Omekleme |  Gorantd
lyilestirme Filtresi

s F g=Hf+n

A

Sekil 5.5. Goriintii iyilestirme siireci

5.3. Renkli Gériintiilerin Eliptik Kuaterniyon Matrisleri fle ifade Edilmesi

Eliptik kuaterniyonlarin bir reel ve li¢ imajiner kismi mevcuttur. RGB uzayinda ifade
edilmis renkli bir goriintiiniin ise her bir pikselinin kirmizi, yesil ve mavi olmak iizere
tic temel renk bileseni icerdigi daha dnce sdylenmisti. Bu bilgilerden yola ¢ikilarak
renkli bir goriintiiniin her bir pikseli bir piir imajiner eliptik kuaterniyon ile ifade
edilebilir. Bu gosterime gore renkli goriintiilerin her bir pikselinin kirmizi, yesil ve

mavi bilesenleri piir imajiner eliptik kuaterniyonlarin i, j ve k bilesenlerine karsilik

getirilir. Dolayistyla mxn piksel ¢oziintirliige sahip renkli bir goriinti

Q=Ri+Gj+Bk

biciminde eliptik kuaterniyon matrisi olarak ifade edilebilir. Burada R,G,B ¢ R™"

matrisleri renkli goriintiiniin sirasiyla kirmizi, yesil ve mavi bilesen matrisleridir.
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5.4. Eliptik Kuaterniyonik En Kiiciik Kareler Iyilestirme Filtresi Tasarim

Bu boéliimde adimi ELSI (Elliptic Linear Shift Invariant) bozulma modeli olarak
adlandiracagimiz eliptik kuaterniyonlar cebrini kullanan yeni bir goriintii iyilestirme
modeli elde edilecektir. Bu baglamda eliptik kuaterniyon cebri kullanilarak
orneklenmis ve eliptik degerli PSF filtresinden gecirilmis renkli bir goriintiiye c¢/d/c
model tabanli EQLSM (Elliptic Quaternionic Least Squares Method) eliptik
kuaterniyonik en kiiciik kareler iyilestirme filtresi adin1 verecegimiz bir iyilestirme
filtresi uygulayacagiz. Daha sonra giris goriintiisii ile iyilestirilen ¢ikis goriintiisii
arasindaki uctan uca MSD'yi minimize yapan en uygun uzay segcilerek iyilestirilmis

goriintli dijital ortamdan analog ortama aktarilacaktir.

ELSI modelinin diyagram1 asagidaki sekilde verilmistir.

Orjinal Gériintd Eliptik Matris > Eliptik Dzﬁ;erli PSF ‘m

s Temsil f Hf VU g=Hf+n

. n
Ornekleme: Analog Bozulma T
ortamdan dijital ortama gegis

Gurdlta

munieo $nwinzog

Ters Ornekleme

icin En Uygun p
Degerinin <

Segcilmesi Stireci

lyilestirilmis
Gorinti

«—— | TersOmekleme [
5 -

EQLSM
fp g=Hf+n

A

Orjinal Goriintti ile
lyilestirilmis Gérinti
Arasindaki MSD yi En Kugiik
Yapan p Degeri Yardimi ile
Analog Ortama Gegis

Eliptik Kuaterniyonik En
Kiigik Kareler lyilestirme
Filtresi

Sekil 5.6. ELSI goriintii iyilestirme modeli

ELSI iyilestirme modelinde kullanacagimiz girig goriintileri Sekil 5.7 te verilmistir.

Bu giris goriintiilerinin matris temsilleri f olsun. Bu durumda f nin eliptik

kuaterniyon temsili 1. = Ri+Gj+ Bk dir. Burada R,G,B reel matrisleri goriintiiniin
strastyla kirmizi, yesil ve mavi bilesenlerini ifade etmektedir. len =15,theta = 30" i¢in

2-boyutlu fspecial (‘motion’,len, theta) filtresi ile R matrisinin bozulmus hali R’
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olsun. K = R'R™ olmak iizere sirasiyla G ve B matrislerinin K ile bozulmus halleri
G’ ve B’ olsun. Budurumda G' = KG ve B'=KB dir. Buraya kadar | goriintiisiinden
bozulmus I'=R'i+G’j+ B’k goriintiisiinii elde etmis oluruz. Bu goriintiyi ' ile

gosterelim (Sekil 5.8).

Sekil 5.7. Orjinal girig goriintiileri

Sekil 5.8. Bozulmus goriintiiler

Sonug olarak Kl =1" eliptik kuaterniyonik en kii¢iik kareler metodunu elde etmis
oluruz. Elde ettigimiz Algoritma 2 ye gore Kl =1" eliptik kuaterniyon matris
denkleminde
K 0o 0 0 G’
|00y -G’
0 0 Jpk 0| |J-p(R'+B)
00 0 K J-p(R'-B)
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dir. Bu durumda | = ((ie,+ie,)1, (e,—e,)1, (ie,—ie,)1,)( K) 1" matrisi KI =1"
modelinin en kiigiik kareler ¢oziimiidiir. P nin -100 ile -1 arasindaki degerleri i¢in en

kiigiik normlar1 gosteren grafik asagidaki gibidir.

.10 optimal p degeri=-1 - 10"'®optimal p degeri=-1

1.5

K]

-100 -50 0 -100 -50 0

3 10 optimal p degeri=-1

Sekil 5.9. p €[-100,~1] igin optimal degerleri

Bu grafige gore p =-1 her {li¢ goriintii i¢inde ideal degerdir. Buna gére p =-1 igin

iyilestirilmis ¢ikis goriintiileri sekil 5.10 da verilmistir.

Sekil 5.10. lyilestirilmis ¢ikis goriintiileri



BOLUM 6. SONUC

Bu tez teori ve uygulama olmak ftizere iki kisimdan olusmaktadir. Teorik kisimda
eliptik kuaterniyon matrisleri kiimesinde goriintii iyilestirme i¢in gerekli olan
genellestirilmis ters, frobenius norm, en kii¢iik kareler metodu ve izomorfizmalar gibi
matematiksel yapilar elde edilmistir. Uygulama kisminda ise adina Elliptic Linear
Shift-Invariant (ELSI) Degradation modeli olarak adlandiracagimiz eliptik
kuaterniyonlar cebrini kullanan goriintii iyilestirme modeli elde edilmistir. Bu
baglamda eliptik kuaterniyon cebri kullanilarak 6rneklenmis ve eliptik degerli PSF
filtresinden gecirilmis renkli bir goriintiiye eliptik kuaterniyonik en kiiciik kareler
(EKEKK) iyilestirme filtresi adin1 verdigimiz bir iyilestirme filtresi uygulanmistir.
Daha sonra giris goriintiisii ile iyilestirilen ¢ikis goriintlisii arasindaki ugtan uca
MSD'yi minimize yapan en uygun uzay secilerek iyilestirilmis goriintii dijital

ortamdan analog ortama aktarilmistir.

Eliptik kuaterniyonlar, reel sayilar (a(E)’i = O,a(E)’ ;=0 ve Bg) = 0 icin), kompleks
sayilar (a(E)]j :0,61(E)'k =0 ve p=-1 i¢in), eliptik sayilar (a(E)]J. :0,,a(E)]k =0 ve
p <0, p € R i¢in) ve indirgenmis bi-kuaterniyonlar ( p = —1 igin) cebri de dahil olmak
tizere degismeli bir, iki ve dort boyutlu bir¢ok hiperkompleks say1 sistemlerinin
genellestirilmis formudur. Diger bir deyisle bu say1 sistemleri eliptik kuaterniyonlarin
0zel hallerine karsilik gelir. Ayrica eliptik kuaterniyonlar cebrinin ¢arpmaya gore

degisme 6zelligi ve eliptik sayilar ile reel sayilar ciimlesine giden bir¢ok yap1 koruyan

doniistimleri mevcut olmasi ayni zamanda

e =g t=..=e’=¢,6) =€) =...=¢ =¢,, 66, =0 (neN) sartlarim saglayan her

ikisi de idempotent €, ve e, sayilarinin lineer bilesimi seklinde yazilabilmelerinden

dolay1 eliptik kuaterniyonlar cebrinin ¢arpma, bdlme, kuvvet alma, kok hesaplama, vb.

gibi bir¢ok cebirsel 6zelliginin algoritmik karmagiklig1 diger degismeli olmayan dort
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boyutlu hiperkompleks sayilara gore biiyiik Olciide disiiktiir. Ayrica yapisinda
bulundurdugu uzaylar arasinda ideal uzayin secilip (problemin ¢6ziimiine uygun P
degerinin segilmesi) o uzayda islem yapilmasi ve birgok fiziksel sistemin eliptik
davranig gostermesi, bu say1 sistemini uygulamali bilimlerde daha avantajli bir hale

getirmektedir.

Sonug olarak eliptik kuaterniyon matris ile 6rneklenmis renkli goriintiilerin iyilestirme
stireclerinde uygulayacagimiz eliptik kuaterniyonik en kiigiik kareler algoritmasinin
zaman ve bellek karmasasinin ¢ok diisiik olmasi, bozulmusg goriintii iizerindeki veri
kayiplarini ve bozulmalar1 azaltma veya tamamen yok etme siirecinde yiiksek basari
gostermesi, gergek zamanli gomiili sistemlerde dijital goriintii islemeyi kullanabilecek
(0rnegin bir hava savunma sisteminin hedefleri tespit ve takip etme yazilimi gibi)
giinimiizdeki ve gelecekteki yiiksek performansh dijital goriintiileme sistemlerinin

performans problemine ¢oziim liretecektir.
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