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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer kodlar,devirli kodlar,sabit devirli kodlar,toplamsal kodlar.
Bu tez 5 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde cebir ve kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmistir.Kodlama teorisinin temel problemi verilmis ve giiniimiiz, kutupsal kod
insasina uzanan ana fikri ele alinmistir.Toplamsal kodlarin kuantum hata diizeltme
siirecinde kullanildigr vurgulanmistir.Ayrica tek hata diizelten hamming kodu i¢in

literatiir arastirmasindan bahsedilmistir.ikinci béliimde,v? =1 i¢in  Z,(Z, +VZ,) -

lineer kodunun yapist tamtilmistir. Ugiincii bolimde v° =1, Z,Z,[v]—devirli kodlar

incelenmistir. Devirli kodun iirete¢ polinomu ve geren kiimesi belirlenmistir. Ayrica
yeni gray doniigiimler tammlanmis ve bazi Z,Z,[v]- devirli kodlarin gray

goriintiilerine bakilmistir. Dérdiincii bolimde v? =1 ve R=2Z,+VZ, olmak iizere
Z,R —sabit devirli kodlar ¢aligilmistir. Yeni gray doniisiimler tanimlanarak gértntiileri
incelenmistir.Besinci bélimde $°=2 ve R =Z,+9Z,0lmak iizere Z,R —

halkasinin cebirsel yapisi incelenmistir. Z,R, —sabit devirli kodlar ¢alisilmig,yeni ve
farkli Gray doniistimler tanimlanarak goriintiilerine bakilmistir.

Son boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Vi



Z4(Z4 + vZ,) — LINEAR AND CONSTA CYCLIC CODES

SUMMARY

Keywords: Linear codes,cyclic codes,constacyclic codes, additive codes.
The thesis contains of five sections.

In the first section, basic definitions and theorems about algebra and coding theory
are given. The basic problem of coding theory is explained and today,its main
idea,extending to polar code construction, has been discussed. It is emphasized that
additive codes are used in the quantum error correction process. In addition,
literature research for single error correcting hamming code is mentioned. In the second

section, the structure of the linear code Z,(Z,+VvZ,) where v’ =1 is introduced.In

the third section, cyclic codes over Z,Z,[v] ,v? =1 is investigated. Cyclic codes over

this ring are investigated and the general form of the generator and a minimal spanning
set of such codes are determined.Also new gray map are defined and gray images of
some cyclic codes are examined.In the fourth section, constacyclic codes over Z,R

where v> =1 for R =2, +VZ, are studied. New gray map is defined and gray images
is determined.In the fifth section, the algebraic structure of the ring Z,R,,$* =2 and

R =Z,+8Z, is examined. Z,R — Constacycle codes have been studied, new and
different gray map have been defined and their images have been examined.

In the last section, the conclusion and some recommendations are given

vii



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cebirsel Tanimlar, Onermeler ve Teoremler

Tezin bu kisminda ileriki boliimlerde gerekli olan temel bilgiler verilecektir. Bu

bilgiler [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14] kaynaklarindan derlenmistir.

Tamm 1.1.1. A bostan farkli bir kiime olsun. X,y € A , olmak tizere her (X, Y) sirali

ikilisine A ’nin bir ve yalniz bir elemanini karsilik getiren fonksiyona A {izerinde bir

ikili iglem denir. A kiimesi tizerindeki bir ikili islem “ @ ” ile gosterilecek olursa

Ax A A
(X,y) > X0y

ile tanimlanir.

Uzerinde en az bir ikili islem tanimlanmis kiimeye de cebirsel yap1 denir.

Tanmm 1.1.2. G bostan farkl bir kiime ve “ ©® ” G kiimesi {lizerinde taniml1 bir ikili

islem olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan (G,®) cebirsel yapisina grup denir.
i. Vab,ceGicin a®((bOc)
ii. VgeGicin e0Og=00€e; =0
olacak sekilde bir tek e; € G elemani vardir ve bu elemana birim eleman denir.
iii. VgeGigin gOg =9"0Og=¢,

olacak sekilde g™ € G elemani vardir ve bu elemana g’nin tersi denir .



Tanmm 1.1.3. (G,Q®) grubunda eger Va,beG ,icin a®b=b®a sart1 saglaniyor

ise (G,®) grubuna degismeli (abelyen) grup denir.

Teorem 1.1.1. (G,®) birgrup ve H kiimesi G ’nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.

H kiimesinin G ’nin bir alt grubu olmasi igin gerek ve yeter sart

Va,beH icin a©b™ e H olmasidur.

Tanmm 1.1.4. Bostan farkli S kiimesi “ + 7 ve ““ « ” ikili islemleri altinda asagidaki

sartlar1 sagliyor ise S kiimesine halka denir ve (S,+,s) ile gosterilir. Va,b,c €S igin

i. (S,+) degismeli gruptur.

ii. as(bec)=(asb)-c

iii. asb+c) = ab+ac ve (a+b)c = ac+bec dir.

Yazim agisindan bundan sonraki boliimlerde a-b yerine ab yazilacaktir.

Tamm 1.1.5. Va,be S igineger ab=ba sarti saglaniyor ise S halkasina degismeli

halka denir.

Tanmm 1.1.6. VaeS icin ae=ea=a olacak sekilde tek bir eeS varsa S
halkasina birimli halka denir. Genel olarak halkanin birimi 1 ile gosterilir ve birim

eleman veya carpimsal birim olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.7. Birimli bir S halkasindaki bir ae'S i¢in ab =ba =1 olacak sekilde bir

beS varsa a elemanina terslenebilen eleman denir.

Tamim 1.1.8. Birimli ve degismeli bir halkada sifirdan farkli her elemanin ikinci

isleme gore tersi var ise bu halkaya cisim denir.



Tamim 1.1.9.S bir halka ve 0a €S olsun.Eger bir 0beS elemani i¢in ab=0

veya ba =0oluyor ise a elemanina sifir bélen denir.
Tanim 1.1.10. Birimli, degigmeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi denir.

Tanmm 1.1.11. S halkasinin bostan farkli bir R alt kiimesi S ’deki ikili islemler

altinda kendi basina bir halka oluyor ise R kiimesine S halkasinin bir alt halkas1 denir.

Tanmm 1.1.12. S bir halka olmak {izere Vae S i¢in na =0 sartini saglayan en kiigiik
pozitif n tamsayisina S halkasinin karakteristigi denir ve S halkasma da sonlu
karakteristige sahip denir.Eger boyle bir en kiiclik pozitif n tamsayist bulunamiyor

ise S halkasinin karakteristigi 0’dir denir. S halkasinin karakteristigi kar(R) ile

gosterilir.
Teorem 1.1.2. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi ya sifirdir ya da asal sayidir.
Tamm 1.1.13. S halkasinin bostan farkli bir | alt kiimesi

i. Vabel i¢cin a-bel

ii. Vael ve VreR igin rael(arel)

sartlarini sagliyor ise | kiimesine S halkasinin bir sol (sag) ideali denir. Eger | ideali
hem sag ideal hem de sol ideal ise | kiimesine S halkasinin bir ideali denir. Eger S

halkas1 degismeli ise sag ve sol ideal ayn1 olacaktir.

Tanmm 1.1.14. Bir S halkasnda 1={0} ve |=S kiimeleri halkanin asikar

idealleridir. S halkasinin asikar olmayan ideallerine has (6z) ideal denir.

Teorem 1.1.3. S birimli bir halka olmak tlizere S halkasinin | ideali halkanin

birimini igeriyor ise | =S dir.



Tanmm 1.1.15. S bir halka olmak iizere | , S ’nin birideali ve a,b €S olsun. “a=b

2

olmasi igin gerek ve yeter sart a—b el olmasidir.” seklinde tanimlanan “ =
bagintis1 S iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore biitiin denklik

siniflarinin kiimesi S/1 ile gosterilirse S / 1 ={s+1 :rel} seklindedir.
Tanmm 1.1.16. S bir halkave | da S ’nin bir ideali olsun. V(r +1),(s+1)e S /1 igin

(r+1)+(s+1)=(r+s)+1

(r+1).(s+1)= (rs+1)
seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri altinda % bir halkadir. Bu %
halkasina S ’nin | ’ya gore bolim halkasi denir. Eger S birimli bir halka ise %

halkasinin birimi 15 + 1 elemanidir. Eger S degismeli bir halka ise % da degismeli

halkadir. S birhalkave | da S ’nin bir ideali oldugunda S/I kalan sinifinin bir halka

olarak tanimlanir.
Tamim 1.1.17. S degismeli halkasindaki P = R olacak sekildeki bir P ideali

abeP—acP veya beP

sartin1 sagliyor ise P idealine S halkasinin asal ideali denir.

Tammm 1.1.18. S halkasinda M #S olacak sekilde bir M ideali olsun. Eger S
halkasinda M < | S sartin1 saglayan her | idealiigin | =M veya | =S oluyor ise

M idealine S halkasmin maksimal ideali denir.

Teorem 1.1.4. S birimli ve degismeli bir halka ve P#S olacak sekilde bir | ideali

olsun. S/P halkasmin tamlik bolgesi olmast i¢in gerek ve yeter sart P idealinin S

’nin asal ideali olmasidir.



Teorem 1.1.5. S birimli ve degismeli bir halka ve M # S olacak sekilde bir M ideali

olsun.S/M halkasinin cisim olmasi i¢in gerek ve yeter sart M idealinin S 'nin

maksimal ideali olmasidir.

Teorem 1.1.6. Birimli ve degismeli bir S halkasinda her maksimal ideal asal idealdir.

Fakat tersi dogru degildir.

Tanmm 1.1.19. S birimli ve degismeli bir halka ve m;,m,,m,,.....,Mm, €S olmak iizere

(m,my,my, ., mp)y =(ml +m,L, +ml, +........ +ml 1L, € S)
idealine S’nin m;,m,,m;,........ ,M, tarafindan tretilen ideali denir.

Ozel olarak S halkasinin bir | ideali ae S olmak iizere

| =(ay={as:seS}

2

seklinde tek bir a elemani tarafindan iiretiliyor ise | idealine temel ideal denir. “a

elemanina da | idealinin ureteci denir.

Tamm 1.1.20. Her ideali temel ideal olan S halkasina temel ideal halkas1 denir. Her

ideali temel ideal olan tamlik bdlgesine ise temel ideal bolgesi denir.
Tamm 1.1.21. Tek bir maksimal ideale sahip olan halkaya lokal halka denir.

Tanmm 1.1.22. Birimli ve degismeli bir halkada tiim idealler kapsama islemi altinda

bir zincir olusturuyorsa bu halkaya zincir halkasi denir.

seklinde bir iligki varsa S halkasina zincir halkas: denir.



Teorem 1.1.7. Sonlu ve degismeli bir S halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.
i. S bir lokal halka ve S ’nin M maksimal ideali temel idealdir.
ii. S bir lokal temel ideal halkasidir.
iii. S bir zincir halkasidir.

Tanmm 1.1.23. S ve R iki halka ve f:S — R fonksiyonu verilmis olsun. Eger

Vr,seS ig¢in
i. f(s+r)=1(s)+f(r)
ii. f(sr)="f(s)f(r)
sartlar1 saglanirsa f ’ye halka homomorfizmasi denir.

Tanmm 1.1.24. S ve R iki halka ve f:S— R bir halka homomorfizmasi olsun.
Eger f , birebir ve orten ise f ’ye bir halka izomorfizmasi denir. R ve S halkalarina

da birbirine izomorf denir ve S = R seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.1.25. S ve R iki halkave f:S — R bir halka homomorfizmasi olsun.
Bu durumda

i. Cekf ={seS:f(s)=0,} kiimesine f ’nin gekirdegi

ii. Imf={f(s):seS} kiimesine f ’nin goriintii kiimesi ad: verilir.

Teorem 1.1.8. S ve R iki halkave f:S —- R bir halka homomorfizmasi olsun. Bu

durumda



i. Cekf, S halkasinin bir idealidir.
ii. Cekf ={0,} ancak ve ancak f birebirdir.

Teorem 1.1.9. S ve R iki halkave f:S — R bir halka homomorfizmasi olsun. Bu

durumda

%ekf ~Imf dir.

Tamm 1.1.26. S bir halka, m pozitif tamsayi ve 0<k <I igin 8, €S olmak lizere

f(X) =a, +ax+a,x* +......... +a,X

ifadesine S ’den katsayili bir polinom denir.Bu polinomda k >1+1 olmak iizere

a, =0 oldugu kabul edilecektir.0<k <I igin a, elemanlarma f(X) polinomunun
katsayilari denir. @, # O olacak sekildeki en biiyiik k tamsayisina f (X) polinomunun
derecesi denir ve d°f(x) seklinde gosterilir. Bu sart1 saglayan a, elemanma f(X)

polinomunun bas katsayisi, &, elemanina ise f (X) polinomunun sabiti denir.

Tanim 1.1.27. Katsayilar1 S ’den olan X belirsizine gore biitiin polinomlarin kiimesi

S[x] ile gosterilsin. Bu kiime iizerinde polinomlarin toplami ve garpimi
f(xX)=a, +aX+...... +a,x' e S[x]

g(x)=b, +bXx+.......... +b,x' € S[x] olmak tizere,

F(0+900="3" (a +b)x

1+t i

f(x).9(x)= Zcixi ve Ci:Zajbi_j



seklinde tanimlanir.

Tanmm 1.1.28. S[X] polinomlar kiimesi yukarida tammlanan toplama ve garpma

islemlerine gore bir halkadir.

Teorem 1.1.10. S *den katsayili polinom halkas1 S[X] olmak iizere,

i. Eger S halkasi degismeli ise S[X] polinom halkasi da degismelidir.

ii. S birimliise S halkasinin birimi ayn1 zamanda S[X] polinom halkasinin da

birimidir.

iii. S tamlik bolgesi ise S[x] polinom halkasi da tamlik bolgesidir.

Teorem 1.1.11. S *den katsayili polinom halkas1 S[X] ve

f(X)=a, +aX+...... +a,x' Ve g(x)=b, +bX+........ +bx' sirastile m.ve N .

dereceden iki polinom olsun.

Bu durumda,

d°[f () +g()]<d°f (x)+d°g(x)

Eger S halkasi tamlik bolgesi ise

d°[f(X)+g(x)]=d°f(x)+d°g(x) olur.

Tamim 1.1.29. Bas katsayisi 1 olan polinoma monik polinom denir.



Tanim 1.1.30. Sabitten farkli bir f(x) €S [x] polinomu, derecesi f (x) polinomundan

kiiciik fakat sabit olmayan herhangi iki polinomun c¢arpimi seklinde yazilamiyorsa

f (x) polinomuna indirgenemez polinom denir.

Tamm 1.1.31. Birimli ve degismeli bir S halkasi ve @,D€ S olsun. Eger b=ac

olacak sekilde bir C€R varsa a elemanib’yi béler (veya @elemam P ’nin bir

carpanidir) denir ve % ile gosterilir.

Tanmim 1.1.32. Birimli ve degismeli bir S halkasinda u € S elemani eger U/l sartim

sagliyor ise yani S de ¢arpimsal terse sahip ise u elemanina birimsel eleman
ya da aritmetik birim denir.
Tanmm 1.1.33. S bir halka, M bir toplamsal degismeli grup olmak {izere
SxM —->M
(s,m) —sm
ile tanimlanan dis islem VSs,S;,S, €S ve vm,m,m, € M igin
i. s(m +m,)=sm +sm,
ii. (S,+S,)m=sm+s,m
iii. S (s,)m=(ss,)m
iv. lxm=m

kosullar1 saglaniyor ise M ’ye bir sol S -modiil denir. Benzer sekilde sag S -modiil

de tanimlanabilir. Ozel olarak eger S halkas1 degismeli ise sag S -modiil ayn
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zamanda sol S -modiil ve bunun tersi de dogru olacagindan kisacaM ’ye S -modiil

denir.

Tanmm 1.1.34. S bir halka, M bir S -modiil v¢ M ’nin bostan farkli bir alt kiimesi

N olsun.
vn,n,eN ve seS igin
i.0, €N ii.n-n,eN iii.sn, e N(nseN)

sartlar1 saglaniyor ise N ’ye M ’nin bir sol (sag) S -alt modiilii denir. (0) ve M ’nin

kendisi M ’nin birer S -alt modiilleridir. Bu alt modiillere asikar alt modiiller denir.

Ornek 1.1.1. S bir halka ve elemanlar1 S *den olan sirali n -lilerin kiimesi S" olsun.

S", S iizerinde bir modiildiir.

Tanmm 1.1.35. S bir halka, M bir S-modil ve | indis kiimesi olmak iizere

D ={y,}._, de M ’nin bir iirete¢ sistemi olsun. Eger her me M elemani I, €S ve

y, € D olmak tizere, m= Z .y, seklinde sonlu bir toplam olarak yazilabiliyor ve bu

iel
yazilis tek tiirlii oluyor ise D={y,}. . ye M ’nin bir tabam denir. M modiiliine de

serbest modul denir.

Tamm1.1.36. Sbirhalka, M ve N de S -modiil olsun. Bir f :M — N fonksiyonu

her m;,m, €S ve VSES jgin

i. f(m+m,)="Ff(m)+f(m,)

ii . f(sm)=sf(m)

kosullar1 saglaniyorsa, f ’ye modiil homomorfizmasi veya S -homomorfizmasi denir.
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1.2. Kodlama Teorisi ile Tlgili Tanimlar ve Teoremler

Kodlama teorisi ile ilgili ilk ¢aligmalar 1948’li yillarda matematikgi ve elektrik
miihendisi olan C.E.Shannon tarafindan verilmistir. AT&T telefon sirketinde ¢alisan

ve enformasyon kuraminin kurucusu olan Shannon iki kavram ortaya koymustur.
i. Kanal Kapasitesi: Veri iletimi i¢in hiz sinir1.

Ii. Entropi:Kayipsiz olarak veri sikistirmasi icin sinir deger.
Veri(data): Semboller dizisi
Atilan bir para:YTYTYYYTTTT....
Dna dizisi: ATGCAATTGGCCC....

Her giin veri fretilirVe bu veriler giriltilii kanallar tizerinden alictya
aktarilir.Gonderdigimiz veri ile aldigimiz veri arasinda hatalar meydana gelmekte olup

bu hatalar1 diizeltebilmenin yollar1 aranur.

Gonder :01000000011111100110

Al :01110000000001100110

Yukarida verilmig olan 6rnekte bir veri dizisini gonderip alict kisminda hatalar oldugu
gorilmektedir.Gonderilen ile alinan ayni degil.O zaman ilk soru su; Hatanin nerede
meydana geldigi bulunabilir mi ve bu hatalar diizeltilebilir mi? Bu amagla ¢alisilmis
tiim teorilere genel olarak Hata Diizelten Kodlar Teorisi adi verilmektedir.Bu teorinin
temellerinin atildig1 ¢aligma olarak 1948 yilinda Shannon tarafindan yayimlanan “A

mathematical theory of communication” adli makaledir.

Bu makalesinde giiriiltiilii bir kanal iizerinden haberlesme yapmanin sinirlarini ve bu
siir i¢in iletisimin nasil yapilacaginin kanitlarin1 vermistir.Makale ile hayatimiza

kodlama teorisi ve bilgi gilivenligi girmis, olusan hatalara da ¢6ziimler



12

arastirilmistir.Fakat  bilgi  giivenligi, kodlama teorisinin bir arastirma alani
degildir.Bilgi giivenligi Kriptolojinin bir alani olup,bu alan yapilan haberlesmenin
gizliligini saglar.Bilgilerin ele gecirilmesi, gizli bilgilerin dinlenmesi veya
degistirilmesi gizlilik ve mahremiyet agisindan Onemli bir problem olup,bu
problemlerin ¢ézlimiinde iletilen verilerin sifrelenmesi yaygin olarak kullanilan bir
yontemdir. iletisimde amag, giiriiltiilii kanal iizerinden gonderilen mesaji dogrulugu
yuksek bir olasilikla alicitya ulastirmaktir.Mesajin iletimi i¢in sonlu alfabe kiimeleri
kullanilir.Bu kiimeler igin cisim ya da sonlu halka alinabilir.lletilecek mesaj,
olusabilecek hatalardan korunmak iizere kodlanir. Kodlanan mesaj, kod s6zciikleridir.
Kanal bir telefon hatti, yiiksek frekansl bir radyo baglantist ya da uydu baglantisi
olabilir.Kar,yagmur,kizilotesi 1sinlar,insan hatas1 sebebi ile mesaj iletimi sirasinda
hatalar meydana gelebilir.Kod ¢oziicii, hata olup olmadigini kontrol eder, hata varsa
diizeltir ve orijinal mesaj1 elde edip aliciya gonderir. Tek amag hata tespit etmek ya da
diizeltmek degildir. Ayn1 zamanda maliyetinin az, bilgi aktarimi ve depolamasinin
hizli olmasi istenmektedir.Daha az maliyetli ve en yiiksek performansl kodlar aranan
ozelliklerdendir.Bu kodlar ilk defa 1950°de Richard W. Hamming tarafindan, hata
diizelten kodlar1 agikga tanitan ¢caligma olarak gosterilebilecek “Hata Tespit Eden ve
Hata Diizelten Kodlar” baslikli ¢alismasini ortaya koymustur.Gliniimiizde kodlama
teorisinin bir sonucu olan toplamsal kodlar ¢alisiimakta olup bu kodlar kuantum hata
diizeltme kodlarinin bir siifi oldugu i¢in ilgi gekmektedir. 1950-2021 yillar1 arasinda
kodlama teorisi adeta ¢igir agmis,Shannon’un vadettigi teorik sinirlara ulagmak igin
cok onemli kodlar bulunmustur.1960’larda bulunan Low-Density-Parity-Check
(LDPC) kodlari kanal kapasitesine yaklasan kodlar olmasi sebebi ile kullanimda tercih
edilme sebebi olmustur. LDPC kodlar1 bir takim eslik denetim kodlaridir.Daha sonra
1990’larda Turbo kodlar1 kesfedilmistir.Nihai hedef Shannon kapasite simnirina
erismektir. LDPC ve Turbo kodlari teknigin mevcut durumunu temsil eden iki kodlama
yontemidir.Fakat bu kodlar da ilerleyen yillarda yeterli olmamis,i¢inde unsurlar
barindirdig1 ig¢in yeni bir tiir kanal kodlama algoritmasi olan kutupsal kodlar
bulunmustur.Kutupsal kodlar da bir gesit eslik denetim kodudur. Prof Dr.Erdal Arikan
tarafindan bulunan bu kodlar,Shannon kapasitesine ulastigi matematiksel olarak
kanitlanabilen ilk ve halen kullanilan tek kodlama yontemidir.Kutupsal kodlar 2016

yilinda 5G standardina kabul edilmistir.Pratik bakimdan 6nemi,kanal kapasitesine
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erisilir olmalari,diisiik karmagsikli kodlama ve kod ¢6zme algoritmasma sahip

olmalaridir.Kutupsal kodlar,5G ¢aligmalarinda kontrol kanali olarak kullanilmaktadir.
LDPC kodlar yiiksek veri hiz1 gerektiginde tercih edilmektedir.

Fakat kutupsal kodlar diisiik hacimli yiiksek giivenirlikli uygulamalar i¢in tercih
edilmektedir.Turbo kodlar1 ise karmasik ve fazla enerji harcadiklari i¢in 5G’ye
alinmamistir.Her gecen giin kodlama teorisi gelistirilmekte olup hem teknolojinin
ilerlemesi hem insanhigin gelismesi igin 6nemli kodlar bulunmaktadir.Bir dijital
haberlesme sisteminin ana diyagrami Ve tek hata diizelten hamming kodunun ¢alisma

yapisi ayrica gemasi agagida verilmistir.

‘Haberlesmenin temel problemi bir noktada meydana gelen bir mesaji1 (rastlantisal
secilen bir mesaj) baska bir noktaya tasimaktir.” diyor sayisal haberlesmenin kurucusu

Claude Elwood Shannon.

Bilgi Kaynag Kodlayie1 Kod Coziict Alict

MESAJ l

MESAJ

Girtltala Kanal

Sekil 1.1. Shannon haberlesme modeli
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P1

P2

Sekil 1.2. Tek hata diizelten Hamming kodu

d,,d,,d,,d, yollanacak olan orijinal veriler olsun. Ve bu verilere 3 eslik denetim

biti eklensin.

p,=d,+d,+d, =mod(2)
p, =d,+d,+d, =mod(2)
p,=d, +d,+d, =mod(2)

4 orijinal bite, 3 yeni bit daha eklenince 7 bit elde edilmis olur. Buradan varsayalim ki

p, blogunda hata meydana gelsin. O zaman eslik denetimi yardimiyla;

p,+d, +d, +d, =0(mod2)

l

hata meydana gelirse ™= p . d +d,+d,=1(mod2) elde edilir.Bu sekilde tim
bloklar eslik denetimi ile kontrol edildiginde P, blogunda hata meydana geldigi
anlasilir.Bu kod tek hatalar1 diizeltir. Tek hata diizelten hamming kodu 2 hatay1

sezebilir fakat diizeltemez. Kodlama oranm1 R = 47 dir.
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1.2.1. Lineer kodlar

Tamm 1.2.1.1. v kiimesi, p asal ve = p* olmak iizere q elemanl F, cisminin

elemanlari ile skaler ¢arpim islemlerinin tanimli oldugu bostan farkli bir kiime olsun.

Eger agagidaki kosullar saglaniyor ise V kiimesine F, cismi iizerinde bir vektor uzay1

denir.
i. V kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

ii. vae F, Ve vueV i¢in au eV
iii. va e F, ve YU,VeV igin a(u+v)=au+av
iv. va,leF, Ve vueV i¢in (@+()u=au+/(u

V. Va,leF, Ve vueV igin (al)u=a(lu)

vi. 1 ,F, cisminin birim elemani olmak lizere Vu eV igin 1. u=u
q q

olur.

Teorem 1.2.1.1. F, cismi lizerindeki vV vektdr uzaymin bostan farkli bir C alt

kiimesinin V ’nin alt vektér uzay: olmasi igin gerek ve yeter sart VX,y€C ve

Va,leF, igin 8X+ ty € C olmasidir.

Tamm 1.2.1.2. F, cismi iizerinde V bir vektér uzayr ve D={d,,d,,d,,......,d,}

vektorler kiimesi Vv ’nin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun.

<D>={Ad, B, Bly...... 0, : B €F, 1<i<t]
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kiimesi V ’nin bir alt uzayidir ve bu kiimeye D ’nin gerdigi (lirettigi) alt uzay denir.

Verilen bir C cV alt vektér uzayi ve D € C alt kiimesi i¢in eger C *deki her eleman

D *deki elemanlarm bir lineer kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa yani (D)=C

oluyor ise D ’ye C’nin iirete¢ kiimesi (geren kiimesi) denir.

Tamm 1.2.1.3. F, cismi {izerinde V bir vektdr uzay1 ve {v,,v,,....,v,} =V olsun.
Eger ; xV, + 1,V ..+ 1V, =0 esitligini saglayan hepsi ayni anda sifirolmayan
Jur Xor-es X, SQDItlEri VArsa {v,,v,,.....,v,} kiimesine lineer bagiml kiime denir. Eger

bu esitlik yalnizca =Xy = e =% =0 igin saglaniyor ise{v,v,,....,v,}

kiimesine lineer bagimsiz kiime denir.

Tamm 1.2.1.4. F, cismi tlizerinde VvV bir vektor uzayr U ={u1,u2,....,uk} vektorler
kiimesi V ’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. Eger U kiimesi lineer

bagimsiz ve U)=V ise U ya VV vektor uzaymin bir bazi denir.

Uyani 1.2.1.1. Eger U ={u,,u,,.....,u, } kiimesi V vektdr uzayimn bir baziise v ’deki

her vektor U ’daki vektorlerin lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii yazilabilir.

Uyar 1.2.1.2. F, cismi iizerindeki V vektdr uzayinin birden fazla bazi olabilir. Fakat

biitiin bazlardaki eleman sayilar1 aynidir.
Tamim 1.2.1.5. Bir v vektor uzaymin herhangi bir bazindaki eleman sayisina V ’nin
boyutu denir.

Tamm 1.2.1.6. F" de y=(Y;, Y, ¥,) V€ 2=(Z;,2,,....., Z,) iki vektOr olmak iizere

y Ve Z ’nin i¢ ¢arpimi ;

V.Z = Y2+ Yol et Y, 2,
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olarak tanimlanur.
Not. Bu ¢arpim 6klid i¢ ¢arpimi olarak da bilinir.

Tanmm 1.2.1.7. A alfabesi tizerindeki ayni uzunluktaki n — liler X ve y olsun. X

ve y nin farkli olan bilesenlerinin sayisina X ve y arasindaki Hamming uzaklik

denirve d(X,Y) ile gosterilir.

Teorem 1.2.1.2. A alfabesi ilizerindeki N — lilerin kiimesinden alinan x,y,z ig¢in

Hamming uzaklik fonksiyonu asagida verilen ozelliklerle birlikte (A",d) bir metrik

uzay olur.
i. 0<d(x,y)<n,
ii. dxy)=0ex=y,

i, d(x,y)=d(y,x),

iv. d(x2)<d(x,y)+d(y,2) dir

Tammm 1.2.1.8. En az iki kod soz igeren bir C kodu i¢in C kodunun minimum

uzakligt d(C)=min{d(x,y):x,y €C,x# y} olarak tammlanr.

Tanimm 1.2.1.9. C kodunun bir kod s6zii x = (X, X,,......,X,) olmak tizere X kod

soziiniin sifirdan farkli bilesen sayisina X ’in agirhigi denir ve w(x) ile gosterilir. Bir C

kodunun minimum agirligi C de ki sifirdan farkli kod s6zlerin en kiigiik agirligidir ve

w(C) ile gosterilir.

Bu tanimlamalardan sonra lineer kod tanimi asagidaki sekilde verilebilir.
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Tamim 1.2.1.10. C  F" kodu eger F;' vektor uzaymin bir k boyutlu bir alt vektor
uzay1ise C’ye F, iizerinde N uzunlugunda k boyutlu bir lineer kod veya [n, K] kodu
denir. Eger C kodunun minimum uzakligi d (C)=d ise bu lineer kod [n,k,d]kodu

olarak gosterilir. N,K ve d sayilarmna da lineer kodun parametreleri denir.
Teorem 1.2.1.3. Eger C bir lineer kod ise d (C)=w/(C)’dir.

Tanmm 1.2.1.11. N uzunlugunda M eclemanli d minimum uzakliga sahip bir C
kodu (N,M,d) kodu olarak gosterilir. Buradaki N,M,d sayilarina da ¢ kodunun

parametreleri denir.

Tamm 1.2.1.12. F, iizerinde C bir [n,K] kodu olsun. Satirlart C i¢in bir baz olusturan
k xnboyutundaki bir G matrisine C ’nin iirete¢ matrisi denir. Baska bir ifade ile

C= {XG ‘Xe Fqk} olarak tanimlanabilir.
Tanmmm 1.2.1.13. ¢ bir [n,K] kodu olsun. ¢ kodunun duali
Ct= {X S Fqn :Xc=0,Vce C} kiimesi olarak tanimlanir.

Teorem 1.2.1.4 Eger G=(I, 1 A), C [n,k] - kodunun standart formdaki iireteg

matrisi ise 0 zaman C ’ nin kontrol matrisi H =(-A" I, ) dir.

Tamim 1.2.1.14. Herhangi bir ¢ e C ve ¢ = ¢ i¢gin d (C, €) iki kods6z arasindaki Lee
uzaklik olmak tizere d, (C,C)=w,_(c—C) ifadesine C’nin Lee uzakhigi denir.

d, =mind, (c,¢) ifadesine de C ’nin minimum Lee uzaklig1 denir.
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Tamm 1.2.1.15. S {izerinde N uzunlugunda linecer bir kod C olsun. Herhangi bir

n-1

c=(Cy, €y Cyy ) kodsozil igin  C’nin Lee agirhg: WLZZ(;WL(Ci) olarak
[=

tanimlanmaktadir.

Tanmm 1.2.1.16. S"’de N uzunlugundaki bir C kodu i¢in, C ’nin iireteclerinin en

kiigiik sayisina rank denir. Rank(C) ile gosterilir.

1.2.2 Devirli Kodlar

Ik olarak Eugene Prange tarafindan 1957°de calisilan lineer kodlarin da énemli bir
sinifi olan devirli kodlar, zengin bir cebirsel yapiya sahiptir. Devirli kodlar olduk¢a
cok caligilmis ve genisletilmistir.Reed Solomon ve BCH kodlar1 bu sinifta calisilmisg
onemli devirli kod ailelerindendir.1960 yilinda bulunan Reed Solomon kodlar,ikili
olmayan BCH kodlarinin 6nemli bir alt sinifidir.Reed Solomon kodlar1 CD’lerde, veri
depolama sistemlerinde yogun olarak kullanilmigtir. Giiniimiizde ise  6nemli
uygulama alanlart mevcut olmakta bunlar; bellek elemanlari,kablosuz haberlesme,
uydu haberlesmesi ve modemler olmak iizere bir¢ok yerde kullanilmaktadir. Bu

sistemleri anlayabilmek i¢in 6ncelikle devirli kodun tanimi verilsin.

Tanmm 1.2.2.1 C |:qn icin (€5, Cpyernen Cyy) €C

oluyorsa C lineer koduna devirli kod denir.

F[x]
. n q
T . Fq - Xn—1
(CosCpyenenny ) —>(C,+CX+....+c,_,x"") seklinde verilen doniisiim ile

C c F, deki (,C,,......,C, ;) kodsozii F,[x]/(x"*) de ki polinomla

iliskilendirilebilir.
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Teorem 1.2.2.1. Q yukarida tanimlanan lineer dontisiim olsun. " nin bostan farkli

C alt kiimesinin devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q(C) nin F,[x1/ (x" ™M)

nin ideali olmasidir.

Teorem 1.22.2. 1, F,[x]/(x"") de sifirdan farkl bir ideal olsun. g(X), I *da
sifirdan farkli derecesi en kii¢iik olan monik polinom olsun. O zaman g(x) , | 'nin

iiretecidir. Ve g(X), X" *i boler.

Tamm 1.2.2.2 F, [x]/(x"™) in sifirdan farkli I idealinde derecesi en kiigiik olan tek

bir monik polinoma I mn iirete¢ polinomu denir. C devirli kodu icin Q(C) nin iiretec

polinomuna C nin iirete¢ polinomu denir.

Teorem 1.2.2.3. F,[x]/(x"™) in idealinin iirete¢ polinomu 9(X) olsun. Eger 9(X) in

derecesi n—t ise devirli kodun boyutu t dir.

Teorem 1.2.2.4. der(g(X)) =n-t olmak iizere F" de ki C devirli kodunun iireteg

polinomu g(x) =g, +g,x+......4+g,_x"* olsun. O zaman C nin iirete¢ matrisi

g(x) 9 9, .- 9,, 0 0O ... 0
xg(x) 0 9 ¢ 0. O

seklindedir.
x"'g(x) o 0 .. g9 .. 00
Ornek 1.2.2.1.  C,={(0,0,0),(10,1),(0,1,2),(1,1,0)} = F},
C,={(0,11,2),(2,0,1,1),(1,2,0,1),(1,1,2,0)}  F,

C,={(L11LD} c F;

kodlar verilsin.
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C, bir devirli koddur.Ciinkii C, kodundaki her bir kodsdziin bir devir kaymasi ile

olusan eleman yine C, kodunun kod soziidiir.Fakat C, ve C; kodlar bir devirli kod

ornegi degildir.Ciinkii lineer kod degillerdir.



BOLUM 2. Z,(Z,+VZ,)- LINEER KODLAR

Lineer kodlarin, kodlama teorisinde 6nemli bir yeri vardir.Lineer kodlarda vektor
uzayinin cebirsel 6zellikleri kullanildigindan kodlama teorindeki ¢ogu ¢alisma lineer
kodlar iizerinedir.Kodlarin sistematik bir sekilde dizayn edilebilmesi i¢in,dekodlama

ve kodlamasinin daha kolay yapilabilmesinde ve bu kodlarin yogun kullanilmasindaki

O6nemi kazanmasinda lineer kodlarin biiyiik bir rolii vardir. Bu boéliimde v? =1 olmak

tizere Z,Z,[v] halkasinin yapisi tamitilacaktir.

21. v*=1; Z,(Z,+VvZ,) - Halkasi

V2 =1 olmak iizere, R=Z . +VZ, =Z,[v] halkasini temsil etsin.

Z,+vZ,={0,1,2,3,v,2v,3v,1+V,2+V,3+V,1+2Vv,1+3v,2+2v,2+3v,3+2v,3+3v}

halkas1 16 elemanlidir.

TTHFVE 7, +VZ, halkasimn birimsel elemanlarim ifade etsin. Bu halkanin

birimsel elemanlarinin kiimesi

{1,3,v,3v,1+2v,2+Vv,2+3v,3+2v} dir.

Maksimal ideali <2V,1+V > dir.

Boylece R tek maksimal ideale sahip oldugundan lokal halkadir [15].

Z,Z,[vl={(u,G);ueZ,,0eR} seklinde tammlanan Z,Z,[vV] halkasi bilinen garpma
islemi altinda kapali olmadigindan R -modiil degildir. Bu nedenle asagidaki tanimda
verilen , doniisiimi kullanilarak yeni bir carpma islemi tanimlanacaktir. Boylece bu

halkanin R -modiil olmas1 saglanacaktir.
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Tamm 2.1.1. a,beZ,,a+vb e R olmak iizere,

u:R->2,
a+vb—>a+b olacak sekilde tanimlansin.
Va+vb,c+vd € R icin

u((@+vb)+(c+vd))=u(a+c+v(b+d))
=a+c+(b+d)=a+c+b+d=(a+b)+(c+d)
= u(a+vb)+ u(c+vd)

u((a+vb)(c+vd)) = u(ac+bd +v(ad +bc))
=ac+bd +ad+bc=a(c+d)+b(d +c)
=a(c+d)+b(c+d)=(a+b)(c+d)

= u(a+vb)u(c+vd)

oldugundan 4 doniisiimii bir halka homomorfizmasidir.

2.2. Z,Z,[v] — Lineer Kodlarin Yapisi

Tamm 2.2.1. Herhangi bir # e R ve (u,d) € Z,R igin *(u,U) = (u(F)u, ) olarak

aRs
tanimlansin. Bu ¢arpma Z4R” halkasina genellestirilerek herhangi bir ¥ € R ve

W = (£(F)g, 2(FYUy, evvvey 2(FYU,, 4, PO, PG, ..., 7O, ) seklindedir.

Onerme 2.2.1. z¢R” halkas1 yukarida tanimlanan ¢arpma islemi ile bir R -modiildiir.
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YW = (U, Uy, ey Uy, g, Gg, Uy, U ) s W= (Ug, U ULy U T U ) € 27 X R”
igin

’ A

i T(WAW) = puy +u) 4ot +U, Gy + T e +0, -+, )

= (u(r)(uy +ug) +..co. + z(r)(u,_, +u’ ), r(Gy, +0y) +...+ F(O/}A + U/H))

= ((NUg, ..., (MU, 1, 10, ...., 70, ) + (071 (9 [VHyy/ (5 [V /S (VTR (V)|

=IrW+Iw

i, (FHP)W= (u(r+ ), ..o, pa(r + YU, 4, (1 +F)gsennn, (7))

= ((u(r) + u(F)U, ..., (p(r) + (MU, 4, 14, + 0, ..., ¥, , +TU, )

= (u(NUg, ..., (U, 4, 10y, ..., 10, ) + (2P U, ..o, t(PYU,,, PG, ..., T

iii. T(OW= r(u(r)u,,...., (P, . FOy,...FG ;)
= (u(r) p(MUy, ..., 22(r) ge(MU,, 4, I, ..., 1, )
= (u(rf)Uy, ..., tt(re)u,,_, ridy, ..., rrd; )

=(rf)w

iv. Tanim 2.2.1 den (1) =1 dir. VYW= (Uy,.eeery Uy, 5, Ugy e ,Gﬂfl)erRﬂ icin,

=W
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elde edilir. Boylece z,“R” halkas1 yukarida tanimlanan ¢arpma islemi ile bir R -

modildir.

Tamm 2.2.2. z£R” nin bos olmayan bir C alt kiimesi zZR” nin R — alt modiilii ise C’

ye Z,R-lineer kod denir.

Not. Kolayca goriiliir ki & =0ise R iizerinde bir lineer kod £ =0 ise Z, iizerinde

bir lineer koddur.

Onerme 2.2.2. R=Z,+VZ, olsun. 7 ’nin R de birimsel eleman olmas1 igin gerek

ve yeter sart ,Ll(T ) nin Z, de birimsel eleman olmasidir.

Ispat: 7,7, € Z, ve 7 =17, +Vr, olmak iizere 7 R ’de birimsel eleman olsun. O zaman

FkeR  vardir ve rk=kz=1 olsun. u(kz)=u(zk)=1 dir.z halka
homomorfizmasi ve #® =1 oldugundan u(k)..(r) =1= u(z).u(k) olarak bulunur.

Boylece u(r), Z, de birimsel elemandir.

7=2+V olsun. ur)=n+1, , Z, de birimsel eleman olsun. Simdi r=ntVnG R

’de birimsel eleman oldugu gosterilmelidir. Yani, 7.7 t=1 oldugu gosterilmelidir.

Buradan; z.z'= (g, +vz,) (5 +Vr,) "

= (g, +V5,) (g,  + V) = 1,7, + 1,7, +V(5,7, + 7,7, )......(*) Olarak
bulunur. 1(7), Z, de birimsel eleman oldugundan (z, + z,)(z, + 7)™ =1 dir.Yani,
(r,+0,) e + 1) =0, +rr, + 1,0, o, =1 it o7 v o0, =117, — 7,7,

esitligi (*) da yerine yazilir ve diizenlenirse, 7.z =1+ v—)(rz, +7,7,") elde
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-1
5

- 1y- . 1 I ,
edilir. 7, = =—1,(z;7)" olmak iizere 7.7 =1 dir.Boylece 7=17,+Vr,, R de

2}

birimsel elemandir.



BOLUM 3. Z,(Z,+VZ,)- DEVIRLI KODLAR

Lineer kodlarin 6nemli bir smifi devirli kodlar ve sabit devirli kodlardir.Kodlama
teorisi her ne kadar cisimlerin yapisinin incelenmesi ile baslamissa da sonralari
halkalara genisletilmis ve ¢esitli halkalar lizerinde caligsmalar yapilmistir. Son yillarda
degismeli ve degigsmeli olmayan halkalar iizerinde toplamsal devirli kodlarin
caligildigr goriiliir.[16] c¢alismasinda sonlu degismeli zincir halkalar1 {izerinde

toplamsal devirli kodlar ¢alisilmistir.[17] Galois Ring ’in dikkat ¢eken yapisindan
dolay1 bu halka iizerinde de toplamsal kodlar arastirilmustir. [18] V> =0, i¢in
Z,Z,[v] toplamsal devirli ve sabit devirli kodlar1 tizerinde Aydogdu ve ark.
caligma yapmigtir.[19] Daha sonra v = 0 olmak iizere Z,Z,[v]— toplamsal devirli

Ve toplamsal sabit devirli kodlar1 Islam ve ark. tarafindan ¢alisilmistir.[20] Pargali
devirli kodlarin yapisi toplamsal devirli kodlar tizerinde incelenmistir.[21] Aydogdu
doktora tezinde, bazi 6zel modiiller tizerinde toplamsal kodlar1 incelemistir.[22]

Kuantum hata diizeltme kodlar1 igin bir kodun duali 6nem arzettiginden toplamsal

kodlar ve onlarin dualleri szpk halkas1 tizerinde Minja ve ark. tarafindan
calisilmistir.[23]Abualrup ve ark. F,F, toplamsal devirli kodlar tarafindan tiiretilen
optimal ikili kodlari calismistir.[24] z 7 [v] toplamsal kodlari {izerindeki bazi

sonuglar1 Diao ve ark. tarafindan ¢alisilmistir.[25] Z,Z, toplamsal kodunun ¢ekirdegi

ve boyutu Borges ve ark. tarafindan incelenmistir.

Bu boliimde ise toplamsal devirli,toplamsal sabit devirli ,parcali devirli tanimlari
yapilacaktir. Sonrasinda ise f tek ve V=1 olmak iizere Z,(Z,+vz,)—toplamsal

devirli kodun ftirete¢ polinomu ve en kiiciik geren kiimesi verilecektir. En son olarak

Z,(Z,+vZ,)—toplamsal devirli kodun gray goriintiilerine bakilmistir.
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3.1. Temel Tammmlar ve Teoremler
Tamm 3.1.1. C bir Z,Z,[v]-toplamsal kodu ve uzunluk (e, ) olmak iizere;

i. C, z7xR” nin R-alt modiiliidiir. (ispat1 teorem 3.1.1.”de verilmistir.)

A

ii. Herhangi bir z=(ug,uy,.... U, ;,0,,0,,.....,0, ;) € Z7 xR’ igin

s Yg-1

o(z)=(U, ;,Ug,...... U, Oﬁ_l, Ugyeeneon , Oﬁ_z) ez, x R? seklinde bir devirsel dteleme
operatorii tanimlansin. Z,R —lineer C kodu o devirli 6teleme operatorii altinda sabit

kaliyorsa o(C) =C sartlarin1 saglayan C koduna devirli kod denir.

Devirli kod ¢alismalarinda, kod s6zleri polinomlar ile temsil ederek koda daha fazla

cebirsel 6zellik kazandirilabilir.

Burada da z7 x R” halkasinin elemanlari ile

n _Z[/ R

0 (X“ B l) (X s l) halkasinin elemanlar1 arasinda asagidaki gibi

bir doniisiim tanimlanabilir.

Z¢ xR’ >R,

(Ugo Uy Uy, G Gy ) = (U +UXF U X O+ 040 ) = (0(x), (X))

Tanim 3.1.2. F(x)=f, +Ex+....+Fx' eR[x] V& (u(x),0(x))eR,, elemanlari i¢in

F(x) *(u(x),0(x)) = (L(F)u(x), F(x)d(x)) g¢arpimi tanimlanabilir.

Teorem 3.1.1. c = R, , kodunun Z,R—devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Cnin R, , bir R[X] — alt modiilii olmasidir.
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ispat. ¢, Z,R—devirli kod ve c(x)=(u(x),d(x))eC olsun. C, R, , nin bir alt
grubu oldugundan C(X),€(X)eC icin CT(X)-C€(Xx)eC  oldugu agik olup C,
Z,R —devirli kod oldugundan X*C(X) € C *dir. Devam edilirse t>0 igin X' *¢(x) e C
dir.C kodunun lineerligini kullanacak olursak VK(X) € R[X] icin de k(X)*c(x)eC

elde edilir.Goriilmiis olur ki ¢ kodu R, ,’nm bir R[X] - alt modiiliidiir.

Tersine, C kodu R , nun bir R[X] - alt modiilii olsun. Alt modiil sartlarindan dolay1
C, R,, ‘nin alt grubu olup C(X) eC ve Xe R[X] icin X*C(x) eC olacagindan C

kodu Z,R—devirli koddur.
Tamm 3.1.3. n=sl ve C, z7 xR’ kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere
i. C, z7xR” nin bir alt uzayi,

ii. 7:Z) — z] quasi(parcali) devirli 6teleme operatorii olmak tizere ,
iii. 7(a, 18, 1... 1a,)=(o(a,) lo(@) I... 10(a,4)), a ez, ve

1=012,....,5-1 icgin sartlar saglamyorsa C’ye Nn=sl uzunlugunda ! indeksli

pargal1 devirli kod denir. 77(C) =C °dir.
Not. | =1 alinirsa devirli kod ile pargali devirli kod ¢akisir.

Z,[x]

Tanm 3.1.4. n,..,n, €Z ve R =—
x* =1

, 1=12,....,r olmak iizere herhangi bir

Z,[x]-modiili’n Z,[X]—alt modiilii R:=R xR, x.....xR_ ye genellestirilmis par¢ali
devirli kod (GQC) denir.

i. Blok uzunlugu: n;,n,,....,n ’dir.
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ii. Eger n,=n,=....=n, ise quasi (par¢al1) kod adin1 alir. Uzunlugu rn ’dir.
ili. Eger r=1 ise devirli kod adin1 alir.Uzunlugu n ’dir.

3.2. Z,(Z,+VZ,)— Devirli Kodun Urete¢ Polinomu ve En Kiiciik Geren Kiimesi

Bu boliimde Z,R— devirli kodun iiretecleri hakkinda bilgi verilip,geren kiimeleri

olusturulacaktir. Boliim boyunca C kodu, Z,R - devirli kod ve g pozitif tek tamsay1

olarak alinmustir.

Teorem 3.2.1  n pozitif tek tamsayr olmak iizere C, Z,+VZ, iizerinde n
uzunlugunda devirli bir kod olsun.Z, +VZ, iizerindeki ¢,(x) polinomu ve Z,

tizerindeki devirli kodlarin iirete¢ polinomlar1 g,(X) ve Q,(X) polinomlar igin

C=(9,(x)+(@+Vv)g,(x),X+Vv)g,(x)) seklindedir.[15]

Hem ckodu hem de R[%ﬂ _1 halkast R,  ’nin bir R[X] - alt modiilii

oldugundan doniisiimii tanimlayalim;

¥:C — R[x]/(xX* -1)

(f(x),9(x)) = 9(x)

seklinde bir R[X] — modiil homomorfizmasi tanimlanir.
Burada ¥ homomorfizmasinin ¢ekirdek kiimesi

(;ek‘P={( F(9]0)eC:f(x)e Z“[%a —1>}

olup C ’nin bir alt modiiliidiir.
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|:{f(x)624[%a_1>:(f(x)|0)egekw}

seklinde tanimlanan 1 kiimesi Z4[%a _ 4, halkasinin bir idealidir. Bagka bir eyisle

D

Z4[%a 1 halkasinda devirli kod olup f (X)|(x* —1) olacak sekilde | =(f (X))
dir. Herhangi bir (t(x)|0) eCek¥ elemani igin t(x) el oldugundan

t(x) =k(x) f(X) olacak sekilde k(x) e Z4[%a 1 polinomu vardir.

Dolayistyla

(t(x)[0)=(k(x) f (x)]0) =k(x)*(f(x)|0) olup Gek¥ =(f(x),0) bulunur. Diger
taraftan Imw¥ de R[%ﬁ_b nin bir alt modiilii oldugundan Z,+VZ, {izerinde

devirli koddur. B nin tek ya da ¢ift olmasma gore Z,R—devirli kodun iiretecleri

belirlenir. £ *nin tek oldugu durumu incelenecektir.

Uyan 3.2.1. Herhangi bir f(X) polinomu kisaca f olarak gosterilecektir.

Teorem 3.2.2. C kodu Z,R—tdevirli kod olsun. f|(x*—1) ve 0,8, 0 Teorem

3.2.1 de verilen polinomlar ve |1, |2 € Z4[X] olmak iizere

C= <(f 10)1 (|11 ) +(1+V)92’(|21(1+V)ga)> dir.

ispat. C kodu Z,R iizerinde devirli kod olsun.|m‘P:<gl+(l+V)gz,(1+V)93>
olmak tizere \P(Il’gl-l_(l-l_v)gz) = g1+(1+V)gz Ve IP(Iz’(:l-‘l'v)g3) = (1+V)93 olacak
sekilde (1,9, +@+V)g,),(l,,(1+Vv)0,) €C vardir. Herhangi bir (a,b) € C nin (f,0),

(|1| g, + (1+v)g z) ve (|2 ,(1+V)g,) tarafindan  iiretildigi Osterilsin.
3 g g
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R[x] . .
d,,d, e % X# —1) elemanlari vardir oyle ki

Y(a,b)=b=d,(g,+(1+Vv)g,)+d,((1+V)9,) seklindedir.

(a, b) _(dl *(Il’ O +(1+V)gz)+d2 *(Iz! (1+V)g3) = (a_ﬂ(dl)ll —lu(d2)|2,0) € QeklP

olup d, e Z4[%a D vardir 8yle ki (a— z(d,)l, — u(d,)1,,0)=d, =(f,0) olarak

bulunur.
Buradan, (a,b)=d, (L, g, +(+V)g,)+d, *(I,, L+V)g; ) +(a— s(d)l, - x(d,)1,, 0)
=d, #(l, g, + (1+V)g, ) +d, *(1,, (1+V)g; ) +d; *( f,0) olup
Cc((f.0),(L,9,+@+Vv)g,).(l,,@+V)g,)) elde edilir. Tersine
C o((f,0),(l, 9, +1+V)g,),(1,,+Vv)g,)) de olup
C={(f,0),(I,9,+@+v)g, ),(I,, L+v)g, ))

istenen gosterilmis olur.

Onerme 32.1. C kodu R,;, da devirli kod olsun. f|(x*-1),

C= (( f ,0),(|1, g, +(@+ V)gz),(lz, 1+ v)g3)> seklinde iiretilir.

Z,R-toplamsal devirli kodu ise  der(l,)<der(f),  der(l,)<der(f) ve

B _ B _ B _
h=X L XL ik izere £ 125221 mod(i+v) |, f | khl, mod(1+V) dir.
g hg, 9s
. > = <
Ispat. del’(|1) 2 der(f) olsun. Il fql th : 0< der(rl) <der(f) olacak sekilde

der(l,) > der(f)

r,q e 24[%a D polinomlart vardir. Simdi olsun. O zaman
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|, = fq, +r,; 0<der(r,)<der(f) olacak sekilde r,,q, 24[%a y vardir.

((1,0), (I, 9, + 1+V)0,)., (I, 1+V)g,))

=((1,0),(fo, +1, 9, + [L+V)g,), (10, + 1, (1+V) )

=((1,0), (5,0, + (L+1)g,), (0, L+ V)g,)) i

Boylece der(|1) < der( f ) , del‘(|2) < der( f) elde edilmis olur.

F_1 x/ —1
X |, mod(1+ V) oldugunu gosterelim.
3 3

ﬂ—l ﬂ_l B _
[/{Xg j|1,x (gl+(l+V)gz)]=£,u[X l}ll,Oj elde edilir. Goriiliir ki;

3 3 3

xf -1 xf -1
Y u [,,0|=0 sonucuna varilir.Buradan | u . l,,0|eCek¥Y cC

3 3

fl

*(Il’ g, +(1+V)gz) =

x? -1

oldugundan f | |, mod(1+V) elde edilir. Simdi de f |kh|1 mod(1+V) oldugunu

3

gosterelim. kh* (1, 9, + (1+V)9,) = (u(kh)l,, khg, + (1+V)khg,) = (u(kh)l,,0) olup

LP(,U(kh)ll, O) =0 sonucuna varilir.Béylece (,U(kh)ll, 0) € CEk\P cC oldugundan

p_1 5_1
f |kh |1 mod(1+V) elde edilmis olur.Burada h = X g k= th kullanildig1 goz
1 2

oniinde bulundurulmalidir.

Onerme 32.2. C=((f,0),(L,9,+(1+v)g,).(l,,1+V)g;)) kodu Z,R toplamsal

halkasinda devirli kod olsun.Buradan;
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a—der(f)-1

s,= U {x=(f.0)

i=0

f—der(g1)-1

S, = U {Xi*(|1’91+(1+v)gz)}

i=0

der (g, )—der(g,)-1
=0

= U (X ()L, ashg,)

p—der(gs)-1

s, = U {xi *(Iz,(1+v)g3}

i=0
olmak iizere S =S US, U 33 U3, kiimesi, C kodu i¢in en kiigiik geren kiimedir.
Ispat. C=¢((f,0),(l,,9,+(@+V)g,),(l,,(1+Vv)g,)) Ve ceC olsun.

c,eZ,[x] ve c,,c,eR[X] polinomlari igin
c=c *(f,0)+c,*(l,9,+@+Vv)g,)+c;*(l,,A+V)g,)
=(u(c)(£,0))+c, *(L, 9, + A+V)g, )+, *(I,, (1+V)g,) olur ki eger
der(u(c)) <a-—der(f)-1 ise u(c)(f,0)eSpanS, dir. Aksi takdirde bdlme
algoritmasi uygulanirsa  Q,, 1, € Z,[X], 0<der(r,) <(a—der(f)-1) olmak iizere,

x“ -1 . , -
u(c) = 5 0, + 1, dir. Bu  ylizden u(c) yerine yazilirsa,

y(cl)(f,0)=(xaf_1q3+r3J(f,O):q{Xa_1J(f,0)+r3(f,0)=r3(f,0)

f
elde edilir. z(c,)(f,0)e SpanS, oldugu gdsterilmis olur.

Simdi der(c,) < g <der(g,)-1 ise c, *(l,,9, + (1+V)g, ) € SpanS, dir.
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Aksi takdirde bolme algoritmasi uygulanarak, q,,r, € Z,[X],

x? -1

0<der(r,)<(p—der(g,)-Digin c,= q,+r, =hqg,+r, olur ki Buradan;

1

c, *(L, 9, +@+Vv)g,)= (ha, +r)=(l, 9, +A+V)g,) =
q, (ﬂ(h)ll! hgl+(1+v)hgz)+ N (Il’ gl+(1+v)gz)

=q, («(l,@A+v)hg,)+r, (1,9, +(1+V)g,) olur. Buradan

0<der(r,) < g—der(g,) -1 oldugundan c, *(l,, g, + (1+V)g, ) « Spans, dir.

Simdi q, (u(h)l,, (1+v)hg, ) € SpanS, oldugunu gosterelim.
der(q,) <der(g,)—der(g,)-1 ise q,(u(h)l,(1+Vv)hg,)e SpanS, diir. Aksi

takdirde bolme algoritmasi uygularsak , gz, 1, € Z,[x] ,0<der(r,) <(f—der(g,)-1)

B

X" =1 .

olmak {izere q, = Fqs + 1, =Kkq + 1, tir. Buradan,
2

q, (z(h)l, @+v)hg, ) = (kas + 1, ) ()], 1 +v)hg,)
=05 (kee(h)l, @+ v)hg k) + 1 (z(h)ly, (L+V)hg, )
=q5(k,u(h)|110)+r5 (,U(h)lli(l"'v)hgz) olup
0<der(r,) <(B—der(g,)-1) oldugundan r,(x(h)l,,(1+Vv)hg,)e SpanS, yazilr.

Onerme 3.2.2 den dolay1 fr =khl, mod(1+V), g, (z(h)l,,0)e Spans, dir. Buradan

¢, *(l,,9,+(@+Vv)g,) e Span(S, US, UsS;) bulunur.

Son olarak ¢, (1,,(1+Vv)g,) e SpanS, oldugunu gosterelim. der(c,) < S —der(g;)—1

ise ¢,(l,,(1+Vv)g,) e SpanS, diir.Aksi takdirde bolme algoritmasi uygulanirsa,
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x?

Qs s €Z,[X] ve 0<der(r,)<(f—der(g;)—1) olmak iizere, C,= O + I

3

seklinde olur. Dolayisiyla,

/1

3

C3(|2,(1+V)93):(X q6+r6](|2’(1+v)93)

- (;{Xﬂ‘lllz,am Xﬂ‘lgg]ws(lz,(uv)gs)

3 3

- qs[,u(xﬁ _1]I2,0]+ r,(1,,A+Vv)g;)  olur.

g;

0<der(r,) <(f—der(gy)-1) oldugundan r,(l,,(1+v)g,)e SpanS, dir. .Onerme

B

x? -1

3.2.2. den dolay1 fw=

1, mod(L+Vv) olup q{y[x ]Iz,O]eSpansl dir.

3 3

Buradan c,(l,,(1+V)g,) e Span(S, wS,) bulunur.S =35 US,US, US, kiimesi C

kodu i¢in geren kiimedir.Ayrica S kiimesindeki diger elemanlar ile lineer bagiml

olacak sekilde bir eleman olmadigindan S ’ye C i¢in en kiigiik geren kiimesi denir.



BOLUM 4. 7,7,[v]- SABIT DEVIRLI KODLAR

41. V¢ =1,27 .(Z,+VZ,)— Sabit Devirli Kodlarin Cebirsel Yapisi

Tamm 4.1.1. Herhangi bir ¢ =(u,,u,

U, 5,0y, by, ..., Gy ) € C igin T, —sabit devir

Otelemesi ve TZ(C):(ua_l,uo,....,ua_z,ﬁﬂﬁ_l,ﬁo,....,ﬁﬁ_z)EC ise fo(Z4+VZ4)ﬂ

nin C, Z, +VZ, —alt modiiline Z,Z,[v]—lineer T, —sabit devirli kod denir.

Not. 2 =1 ise C kodunun devirli kod oldugu agiktir.
Not. 4 =—1 ise C koduna negatif devirli kod denir.

Not. A= 1,3,v,3v,1+2v,2+Vv,2+3v,3+2v ise C koduna sabit devirli kod denir.Bu

halka i¢in sadece 2 birim eleman segilerek c¢aligilmistir.

gy U,,)eC kod s6zii polinom cinsinden asagidaki gibi ifade

edilebilir:
c(X) = (Uy +U X +....+U,,  x* " Gy +0,x+ ....+l]ﬂ71xﬁ’1) = (u(x),04(x))

(u(x), G(X)) € Z4[Xy <X =1>x R[Xy <xf - 1>

Simdi; r(x)=(f, +EX+...+Fx')eR[x] Ve

(10, 900) € 2PV ax <155 R 3 25 otsun

1(r(Q) = p(f) +.coeve +u(f)x"  olmak tzere,

F(X) (h(x), g(x)) =(u(F(x))h(x),r(x)g(x)) elde edilir.
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Tanmm 4.1.2.C ’nin Z,R iizerinde (e, ) uzunlugunda 4 —sabit devirli kod olmast
i¢in gerek ve yeter sart C nin R, , , = Z,[x]/(x" =1y x R[x]/(x” — 1)y nin Z,[V][X]-alt

modiili olmasidir.

Ispat. C bir 1 —toplamsal sabit devirli kod ve ¢ eC olsun.c(x) =(u(x),u(x))eC
yazilir Bilinir ki x' #(u(x),0(x))eC i=>1 igin de yazilir. C nin lineerliginden dolay:
herhangi bir s(x) € Z,[VI[x] i¢in s(x)(u(x),d(x))eC dir. Ohalde C, R , > nmn

Z,[V][X] - alt modiilidiir. Tersine C, R, ,, mn Z,[V][X]—alt modiilii olsun.O zaman

A

x*C(x) € C dir.Dolayistyla C, Z,R —toplamsal sabit devirli koddur.
4.2. Z,(Z,+VZ,)-Sabit Devirli Kodlarin Gray Goriintiisii

4 yeni gray map tanimi; S=U+VU € Z,[v] igin

w12Vl —> Zf v, Z,V] > Zf

u+vd — (34, 3u) u+vl — (3u+30,20+2u)

vy Z, V] > Z; v, Z,V1—>Z;

u+vld — (34,20 +u) u+vd — (2u+ 24,0 +u)

seklinde tammh y,,¥,,¥,, v, donisimine Z,[V] tizerinde tanimli Gray doniigiim

denir.Bu doniigiimler z,[v]” dan z2” ya genisletilebilir.

s =u+Vvl. eZ,[v],i=01,..,i-1 igin

‘//1:24[V]ﬂ %Zfﬂ
l//l(SO"""Sﬂ—l) - (3Go'----’3uﬁ—1’3uo’""’3u,5-1)

v, Z VY > 77

://z(so,....,sﬁ_l) — (3u, +300,....,3uﬂ_1+30 24, +2u0,...,2ﬁﬁ_l+2uﬂ_l)

p1
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vy 2,V > 257
Ws(SpseesSp1) —> (BUg, e 3U 5.

v ZIVY > 2
Wa(SgresSpq) = (2Ug + 20y, ..., 20

Tanim 4.2.2. Her c¢,cez,[v)’ i¢in d (c,C)=w_(c—-C) seklinde tanimlanan d

fonksiyonuna Lee uzakhik denir.

Tamm 4.2.1. W, z2 vektor uzay lizerinde tanimli Hamming agirlik olmak iizere

cez, [Vl igin W (C)=Ww, (%2’3’4 (C)) seklinde tanimlanan W, fonksiyonuna Z,

tizerinde Lee agirhg denir.

NOt. w,,., =i, ¥, w5, v, gray donisimlerini kastetmektedir.

Teorem 4.2.1.  y,,,, ' (Z,[v)’.d))—>(z?’,d,) seklinde tammlanan Gray

doniistimler uzaklik koruyan dontigiimlerdir.

ispat' Ve, ¢, e Z, V) olsun.Bu durumda Y1234(CL—C2) =V¥1234(C) —¥1254(C,) dir.

d (c,,c,) =w, (¢, —¢,)

= Wy (W1,2,3,4 (c, - Cz))

= Wiy (V1054 (6) ~¥1054(S))
= dyy (V1234 (€):¥154(C)))

esitligi elde edilir. O halde y,, ,, uzaklik koruyan doniistimlerdir.

Onerme 4.2.1. y,, Z,[v]” kiimesinden z2?” kiimesine gray déniisiimii T, — 2 sabit

devirli 6teleme, A=V ve p —devirli 6teleme operatorii olmak tizere w, T, = py, dir.
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Ispat. s, =u,+Vvi, € Z,[v], 1=01.....f-1igin s=(s;,5,,.....5,,) € Z,[V]} ve A=V

olmak tlizere

Diger yandan;

PY(S) = p(3d,,.....30,,,3U,.....3U,.,)

Gordlur ki w T, = py, dir.

Teorem 4.2.2. ¢ kodunun Z,[v] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod olmas1

icin, w,(C) kodunun Z, iizerinde tanimli 2/ uzunlugunda bir devirli kod olmasidur.

Ispat. c bir 1-sabit devirli kod, T,(C)=Cdir. (Onerme 4.2.1°den )

w,T,(C)=y,(C)=py,(C) olup y,(C), Z, iizerinde 2 uzunlugunda bir devirli
koddur.

Onerme 4.2.2. y,, z,[v]” kiimesinden z2# kiimesine gray doniisiimii T, — 1 sabit

devirli oteleme, A=V ve p-parcali devirli Gteleme operatorii olmak {tizere

w,T, =yy, dir.

Ispat. s =u+vi eZ,[v], 1=01..,8-1i¢in s=(s,,.....5,,) € Z,[v}’ ve A=V

olmak tlzere

Wl (S) =W, (A8, 4,50, Sp2)

(BUyy +30, 1,3y +30y, ..., U, +30

_ 5220, +2U,,,...,20

5o +2U 5_2)

Diger yandan
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7/1//2(S)=;/(3u0+300,....,3uﬁ71+30 20, +2Uy,..., 20, , +2u, )

-1 51

(U, +30, 4,3Uy +30y, ..., U, , +3U, 5,20, +2U, ..., 20, , +2U, ,)

Gorilir ki v, T, =y, dir.

Teorem 4.2.3. ¢ kodunun Z,[v] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod olmas1

icin , y,(C) kodunun Z, iizerinde tammli 2 uzunlugunda indeksi 2 olan bir pargali

devirli kod olmasidir.

Ispat. chbir 1-sabit devirli kod, T,(C)=C dir. (Onerme 4.2.2.’den )
w,T,(C)=y,(C)=yw,(C) olup Z,, iizerinde 2/ uzunlugunda indeksi 2 olan

parcali devirli bir koddur.

Onerme 4.2.3. y,, z,[v]” kiimesinden z2# kiimesine gray doniisiimii T, — 4 sabit

devirli oteleme, A=2+3v Ve p- devirli 6teleme operatorii olmak {tizere
wsl, = py, dir.
Ispat. s =u+vi ez, i=01..,8-1 i¢in s=(s).....5,,)€Z,[v}’ ve

A =2 +3v olmak lizere

Wal,(S) =w5(AS, 1, Spy e Sp2)

= (2u[371 +u»,,71,3u0,....,3u/372, 20, +Ug,...., 2u/372 +uﬂ72)

Diger yandan
PY3(S) = p(30y, ..., 30, 4, 20, +Ug, ..., 20, +U, )

= (2u57l +u/H,3u0,....,3u 24, +uo,....,2uﬂ72 +u572)

Gortlir ki y,T, = py, diir.
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Teorem 4.2.4. ¢ kodunun Z,[v] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod olmas1

icin , w,(C) kodunun Z, iizerinde tanimli 28 uzunlugunda bir devirli kod olmasidr.

Ispat. chbir 1-sabit devirli kod, T,(C)=C dir. (Onerme 4.2.3’den )

w,T,(C) =w,(C) = py,(C) olup Z,, iizerinde 2 uzunlugunda devirli bir koddur.

Onerme 4.2.4. y,, 7,[v]” kiimesinden z?” kiimesine gray déniisiimii T, — A sabit

devirli oteleme, A =2+3v ve y -parcali devirli 6teleme operatorii olmak iizere

wsl, =y, dir.

ispat. s =u+viez[v], 1=0L.,8-1 icin s=(s,,

A =243V olmak iizere

Wal,(8) =y, (AS5.1,S0,-1S4.5)

=(2u, , +20, ,,2u, +20,,...., 2u, ,+20, ,,0
Diger yandan

YW4(S) = y(2uy +0g, ..., 20, +0, Gy +Ug, .., Gy +U, )

=(2u,, +20, ,,2u, +20,,...., 2u, ,+20, ,,0,, +U, 0y +Ug,...., G, ,+Ug;,)

Gordlar ki y,T, = yy, dir.

Teorem 4.2.5. ¢ kodunun Z,[v] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod olmas1

i¢in, y,(C) kodunun Z, iizerinde tanimh 25 uzunlugunda indeksi 2 olan bir parcali

devirli kod olmasidir.



43

Ispat. cbir 1-sabit devirli kod, T,(C)=C dir. (Onerme 4.2.4’den )

w,T,(C)=y,(C)=yw,(C) olup Z,, iizerinde 2/ uzunlugunda indeksi 2 olan
parcali devirli bir koddur.

Simdi y, gray doniigiimii yardimiyla y, gray doniisiimiinii tanmliyoruz.

Vit Z,xZ,IVI—> Z3

v, (c,u+vld) = (C,p;, (u+va)) =(c,3G,3u) u,l,ce’,
¥, donisiminii genisletirsek,

Vi Z8xZ,vY -2z
5;1(00’01’"--00{71’50’51’ ----- ’Sﬁfl)

s, =u+vi eZ,[v] ve i=01..,6-1iin u,i,c ez, dir

z)]__, R
X = p(2) (4 =2)

A=vigin a=p ise ¥,(C), 2 indeksli pargali devirli koddur. Eger a # f ise

Teorem 4.2.6. C, de sabit devirli kod olsun.Bu durumda

¥,(C), 2indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

z)]__, R
X = p(2) (¢ =2)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.

C=(CgsCyrvrs Cogs S Sprvvves S5y ) = (Cor Cprvvmor €y Uy + Vg, Uy + VU, +V ) €C

alahm. 2 =v i¢in #(4)=1 dir. », parcali devirli 6teleme operatorii ve T, -4 sabit
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ZI\ R
-1 (00 -(4)

devirli 6teleme operatorii olsun. C, de sabit devirli kod

oldugundan,

T.(©) = (£(V)C, 1, Croreir €y (V)41 Sy S5
=(Cygs Crooe Gy (V)(Ugy +VU 5 ), U + V..o, U, VU, )

Uy +Vy,oe Uy, +V0,, ) olup

=(CygsCorernnsCygaUpy +VU Uy

Vg2

g1
, uygulanarak,

%, (T,(€)) = (C, 4, Cr-rsCy 53U, 4,30g, 30,55, 3y, ., 3U, ) elde edilir.
Diger taraftan,

AR (- €, 2,305, 30, ..., 30,4, 3U5,3U,,...., 3u,, ) dir.

Buradan,

7 (#.(6)) = (€,.1,C0, -1 C,p,3U 5 1,30, ..., 30, ,, 3, ..., 3u,,)  bulunur.

Béylece 7, (T,(c)) =y (c) dir.Eger @ =/ ise y,(C), 2 indeksli parcal devirli
koddur. Eger a # f ise y,(C), 2 indeksli genellestirilmis parcal devirli koddur.
Simdi v, gray dontisimii yardimiyla ¥, gray doniistimiinii tanmliyoruz.

Vo' Z,xZ,V1—>Z;

v, (C,u+Vvl) - (c,w,(u+vl)) =(c,3u+30,20+2u) u,l,ce”Z,

¥, doniisimini genisletirsek,
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Vot Zg<Z,Iv) —> 25

¥, (CosCyeveCyyy Spr Spreeen Sy

s, =u+vi eZ,[v] ve i=01..,6-1iin u,i,c eZ, dir

z)]__, R
X —p(2) (4 =2)

A=vicin a=p ise y,(C), 3 indeksli parcali devirli koddur. Eger a # f ise

Teorem 4.2.7. C, de sabit devirli kod olsun. Bu durumda

w,(C), 3 indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

z)]__, R
X —p(2) (4 =2)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.

€ =(Cy1Cyrvvons Cyg SrSprvvnns g ) = (G Coonvnns Cyg Uy + V0, Uy +VI, oy Uy g 4V, ) €C

alalm. 2 —v icin (1) =1 dir. 7, parcali devirli teleme operatorii ve

ZIX R
-1 (0 -(4)

T, - A sabit devirli 6teleme operatérii olsun. C, de sabit devirli

kod oldugundan,

T,(€) = (£(V)C 11 CornsCo s (V) g, Sprvme S5 )
= (CyogsCorvvns G (VI Uy +VU 5 1), Uy +VU e Uy, + V0, )

A

:(ca_l,co,....,ca_z,uﬂ_l VU, Up V0, Uy +vuﬂ_2)

olup v, uygulanarak,
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1/72 (Tﬂ. (C)) =

+30, ,,20, ,+2u 20, ,+2u, )

2 TR

elde edilir.
Diger taraftan,

20, +2u,....,20, , +2U, )

7,(c) = (Cgs-evnees Cyqy Uy +30y, 3U, +30,,.....,3U 5, +30 4,

Buradan,

7(‘/72 (C)) =

+30, ,,3u, +30,,..... ,3uﬂ72+30 20

p-1 11 +2u 71,....,2U572 +2U’672)

p-21<Ypa ¥

bulunur.

Béylece 47, (T, (c)) =y, (c) dir. Eger @ = ise 7,(C), 3 indeksli parcali devirli
koddur.

Eger a # f§ ise ,(C), 3 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.Simdi v,
gray doniisimii yardimiyla y, gray doniisiimiinii tanmliyoruz.

Vsl Z,=xZ,IV1—>Z3

¥, (C,u+Vvl) - (C,p,(u+vl)) =(c,3G,24+u) u,l,ce”,
¥, doniisimini genisletirsek,

iy Zo < Z V1P —> 25727 W3(CoiCryenniCyys gy Sprnnn Spy)

=(Cpyeerees €y 13U, 30y, ey U4, 20, +Ug, 20, + Uy, 20, +U, )

s, =u+vi, eZ,[v] ve i=01..,-1iin u,0,c ez, dir
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z] R
X)) X ~2)

A=2+3v icin a=p ise 7,(C), 2 indeksli pargali devirli koddur.Eger & # f ise

Teorem 4.2.8. C, de sabit devirli kod olsun. Bu durumda

5(C), 2 indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

zx] R
X =2 =)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.

C=(CgsCyvrir Cogs S Sprvvens S5y ) = (Cor Cprvvmor €y U + Vg, Uy + VU, +V ) €C

alalm. A =2+3v i¢in (1) =1 dir. 7, parcali devirli 6teleme operatorii ve T, -4

Z[ AL
(x“=1 (X’ =(2+3V))

sabit devirli 6teleme operatérii olsun. C, de sabit devirli kod

oldugundan,

T.(€) =(£(2+3V)C, ,Cyrvvrns Gy (24+3V)S 1, Sp1uvnns Sy, )

=(CyosCorernrCgr (24 BV) Uy + V0 5y), Ug + VU, Uy, + V0 )

=(Cy1sCoreroms Gy 2y +30, +V(3U 5y +20 1), Uy +VU, e Uy, +VU 5, )
olup ¥, uygulanarak,

W5(T,(C)) = (Cos:CpreisCpys 205 + Uy 1,30y, .0, 305, 20 + Uy, ..., 20, ,+U, )

elde edilir.

Diger taraftan,

Buradan,

7 (¥5(€)) = (C,1,Cs-1 €z, 2054 +Uyy 4, 30,y 30 55, 200 +Ug, ..., 205, +U )

bulunur.
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Béylece 47, (T,(c)) = 7(1,(c)) dir.Eger @ =f ise 17,(C), 2 indeksli par¢ali devirli

koddur. Eger a # f ise ,(C), 2 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.
Simdi y, gray dontisimii yardimiyla y, gray doniisimiinii tanmliyoruz.

W, Z,xZ,[v]—> Z2

7, (c,u+vd) - (c,p,(u+vi)) = (c,2u+204,0+u) u,G,ceZ,
¥, dontsimiini genisletirsek,

Gi: ZExZ, VY > 7

W4(C0’Cl""'ca—1lso’31’ """ ’S,B—l)
=(Cyyrreeery C, 12U, + 20y, 2u, + 20, ....., 2u, ,+20, 1,0, +Ug,...., Uy, +U,,)

ss=u+vi eZ,Jv] ve i—o,1,.., p—1 i¢in u,U,c eZ, dir

z[ R
(x*=u(2)y (X" =2)
A=2+3V i¢in a=p ise v,(C), 3indeksli pargali devirli koddur.Eger @ # 8 ise

Teorem 4.2.9. C, de sabit devirli kod olsun.Bu durumda

w,(C), 3 indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

z)]__, R
X)) (-2

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.

~

C=(CgsCyvrs Coys S Sprvvvns S5y ) = (Cor Cprvvmr €y Uy + WU, Uy + VG, Uy +V ) €C

alahm. 2 =2+3v igin 4(4) =1 dir. y, pargali devirli 6teleme operatérii ve T, — A4

z[d R
(x“=1 (X’ -=(2+3V))

sabit devirli 5teleme operatérii olsun. C, de sabit devirli kod

oldugundan,
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T.(€) = (£(2+3V)C, 1,Cyrvrrns Gy (243V)S 1,100 S )

=(Cyg1 Corvons Gy (2 3V)(Upy +V0 ), Uy + Vo Uy, + V0, )

Py

=(CysCorevoms Cyp 2y +30, +V(BUyy +20 1), Uy +VU, e Uy, +VU )

olup vy, uygulanarak,

‘/74 (Tg (C)) =

(CpgreChpps2U, +20,,,...,2U0, , +20, ,,U,  +Ug 4, Uy +Ug,.s Uy, +U, )

elde edilir.

Diger taraftan,

W,4(C) = (cy, ... Cotr 2Ug + 205,20, +20,,....., 205, + 20,0y + Uy, ..., U +U, )
dir.

Buradan,

7(‘/74(0)):

(c,4)C, 52U 51 +2u 2u/,72 +20ﬁ72,0/H +u/H,lj0 +Ug, e 0/,72 +uﬁ72)

bulunur.

Béylece 7, (T,(c)) = 7(#,(c)) dir.Eger @ =f ise v,(C), 3 indeksli par¢ali devirli
koddur.

Eger a # f3 ise ,(C), 3 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.



BOLUM 5. Z,Z,[9]— SABIT DEVIRLi KODLAR

Pargali devirli, sabit devirli gibi devirli kod iginde birgok genellestirme mevcuttur.
Lineer kodlarin 6nemli bir sinifi da sabit devirli kodlardir. Toplamsal halkalar tizerinde

birgok farkli halkanin birim elemani segilerek, sabit devirli kod incelemesi yapilmistir

[16,17,18,19,20,21,22,23,24,25]. Li ve ark. Z,Z,[u]-(1+u) toplamsal sabit devirli
kodlara ¢alismistir.[26] Islam ve ark. U =vi=u=0 igin Z_Z [u,v]toplamsal

halkasinda devirli ve sabit devirli kodlar1 incelemistir.[27] Bu béliimde, $ =2 icin
Z,(Z,+8Z,)— halkasmm yapisi verilmistir. Daha sonra ¥ =2 ve R=2,+9,

olmak iizere, Z,R, tizerinde uzunlugu tek olan 9—sabit devirli kodlar incelenip, sabit

devirli kodlar i¢in gray doniisiim tanimlanarak goriintiilerine bakilmistir.

51. 9 =2; Z,(Z,+9Z,) Halkasinn Yapist
9% =2 olmak iizere, R=2,+8Z,=27,[9] halkasin temsil etsin.

Z,+87,= Z4[19y < -2>= {p+9q:p,qeZ,} halkasikarakteristigi 4 olan 16

elemanli degismeli ve sonlu bir halkadir. Z, +3Z, halkasi sonlu zincir halkasidir ve

tek maksimal ideali oldugundan ayrica lokal halkadir.

Z4['9y <9 -2>={p+9q: p,qeZ,} olup S,=Z,+9Z,={p+99:p,qeZ,}

kiimesi de bir halkadir.

| 215/
f:2,+92, >~
Teorem 5.1.1. 4 4 <9*-2>



p+9q— f(p+9q)={p+39q} doniisiimii bir izomorfizmadir.

ispat. Tanimlanan f déniisimii kapali ve iyi tanimlidur.

VP, +399;, p, +99, €S, i¢in  f(p,+3Iq,) = f(p,+3I0,) olsun.

{p1+‘9q1}={p2+‘9q2}:
{p=p,+9(0, -0, =0=
P—-P,=¢-0,=0=
PL=P0=0,=

P, +30, = p, + 90,

elde edilir.O halde f birebirdir.

IS, =4’ =16 oldugundan f &rtendir.

f((p, +390,)+(p, +30,))

= f(p1+ p2+‘9(q1+q2))

:{p1+‘9q1}+{p2+‘9q2}

= f(p, +9a,)+ f(p, +99,)
ve

vkeZ,+92Z,

f (k( p, + ‘9q1)) = f (kp1 + l9kq1)
= k{p1+‘9q1} = kf (p1+‘9q1)

Olup f doniisiimii homomorfizmadur.

f, 1-1 6rten ve homomorfizma oldugundan bir izomorfizmadur.

Buradan;

o1
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Z,+92,= Z“[Sy <% -2>  yazlr
Bu halkanin 16 eleman ;

0,123 4,2%,39,1+9,1+29,1+34,2+ 9,2+28,2+34,3+ 4,3+24,3+39  olmak

lizere ¢ = ¢, + 99, , £, +8Z, halkasinin birimsel elemanlarini ifade etsin.

Bu halkanin birimsel elemanlarinin kiimesi

{131+ %,3+9,1+29,3+29,1+39,3+39} dir.

Bu halkanin sifir bolenlerinin kiimesi

{0, 2,9,29,2+9,2+289,35, 2+38} dir.

Z,+8Z, halkasinin idealleri;

1, ={0}

lL=lo=l =l =lay =l = lspy = lass =2, + 92,
1,y =10.8)

I, =1,,,={0,2,29,2+29)

Ly =l =1y = 5 = {0,2,9,29,39,2+9,2+29,2+39}

lhchsch=lhoscly=ly=l =l cZ,+8Z, dir.

Z,R = {(p, q):pe’,qe Rl} seklinde tammlanan Z,Z,[9] halkas1 bilinen ¢carpma

islemi altinda kapali olmadigindan R, —modiil degildir. Bu nedenle asagidaki tanimda

verilen @ doniisiimii kullanilarak yeni bir ¢arpma islemi tanimlanacaktir. Boylece bu

halkanin R, —modiil olmasi saglanacaktir.
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Tanmm 5.1.1. p,qeZ,,P+9qeR, olmak iizere,
0:R—>Z,
p+3q—>p

olacak sekilde tanimlansin.

Vp+9q,r+ 3K € R, igin

O((p+9q)+(r+9k))=0((p+r)+3(q+k))=
p+r=0(p+9q)+0(r+39k)

o(t 9q))=0(tp+ It
VteZ, igin ((p+ q)) (p+ q)
=tp=té(p+9q)

oldugundan @ doniisiimii bir halka homomorfizmasidir.

Simdi bu homomorfizma yardimi ile herhangi bir (p,q)eZ,R, ve meR, igin

carpma ; M* ( P, Q) = (19 (m) P, mQ) seklinde tanimlansin.Bu ¢arpma

z2R/ halkasina genisletilerek herhangi bir

Onerme 5.1.1. zR/ halkasi yukarida tanimlanan ¢arma islemi ile bir R, — modiildiir.

Ispat: Vs,5eR ve

VYW = (P, Pys-ves Py Ao» Opsvees Q) 1 W= (P Prveens Pypgs Uo Ty evves Tpg) €2

i¢in
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S(W‘|‘W): S(Do"‘ﬁo"‘ ..... + pa—l+ﬁa—l'q0+q0+ """ +q/}71+c_1'671)

=(0(S)(Po + Po) + -+ O(S) (P + P 1):S(Ap +To) +---+5(Ap 4 + T 1))

=(0(S) Pys-ee-s O(S) P, _1:SUgs---- sq ﬂfl) T (O(S)Pys - O(S)P,, 15Ty -eeens sq ,,H)

= SW+ SW

(s+Sw= (O(s+8)Py,-.s O(S+8) Py, (S+8)p, o.s (S+8)05y)
=((0(s)+0(8)) Py, ----s @(s)+0(35)p, 4,59, +50,,-----, Sd,, +50,,)
=(0(S)Py,---e» O(S)P,,_1,SUgs -+ sq /H) +(O(S) Py, -eeees O(5) P, 1,50y 8q /H)

= SW+ Sw

=(O(SS) Pys---ves o(sS)p,, 1,550y, ----- s§q ﬁ_l)

= (sS)w

elde edilir. Boylece z,“R” halkasi yukarida tanimlanan ¢arpma islemi ile bir R -

modildir.

Tamim 5.1.2. ZZR/ nin bos olmayan bir C alt kiimesi zZR/ nin R, —alt modiilii ise

C’ye Z,R, —lineer kod denir.
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5.1.1 $ =2, Z,Z,[9]- (@) — Sabit devirli kodun gray goriintiisii

Tamm 5.1.1.1. Herhangi bir ¢c=(p,, p,,...., D, 11 COgs Cseveees 0,,) C igin T, —sabit
devir  Gtelemesi ile T (c) :( Po-1s Posevees Pogy @054, Ggrevens qﬁ_z) eC ise

fo(Z4+324)ﬂ ninC, Z,+9Z, - altmodiiline Z,Z,[9]— lineer T, —sabit devirli
kod denir.

Not. @ =1 ise ¢ kodunun devirli kod oldugu aciktir.
Not. ¢ =-1 ise ckoduna negatif devirli kod denir.

0=31+93,3+941+29,3+24,1+39,3+39

Not. ise C koduna sabit devirli kod

denir. Bu halkada sadece 3 birim eleman segilerek ¢aligilmustir.

(Pg»-ves B, 1 Clyseerees ,,)eC kod s6zii polinom cinsinden asagidaki gibi ifade
edilebilir:

C(X) = (Py + PX A+ ot Pp g X7 1y + X+ Gy X7 = (P(X), A(X))

(p(x),a(x)) € Z4[Xy <X =1>x Rl[xy <xf —p>

Simdi; F(X)=(f, +Fx+...+Fx')eR[x] ve

(h(x),g(x))ez4[xy<xa —1>><R1[Xy<xﬁ —p> olsun.

O(F(x))=0O0(f)) +........ +0(f)x'  olmak lizere,

PO (h(x), g () = (B(FCh(), F(x)g(x))  elde edilir.
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Tanim 5.1.1.2. C ’nin Z,R, {izerinde (e, f) uzunlugunda @ — sabit devirli kod olmasi

iin gerek ve yeter sart C nin R, 5, = Z4[X]/<Xa -1 R1[X]/<Xﬁ —¢) nn Z,[9][x]-

alt modili olmasidir.

Ispat. cCbir ¢p-sabit devirli kod ve cec olsun.c(x)=(p(x),q(x))eC
yazilir.Biliyoruz ki x' #(p(x),g(x))eC i=>1 i¢in de yazilir.C nin lineerliginden
dolayr herhangi bir r(x) € Z,[91[X] i¢in r(x)( p(x),q(x))eC dir.Ohalde C, R,
" nin Z,[F][X] - alt modiilidir. Tersine C, R, , , nin Z,[J][X]- alt modiilii olsun.O
zaman X*C(X) € C dir.Dolayisiyla C, Z,R, — sabit devirli koddur. 4 yeni gray map

tammi; = p+99e€Z,[I] i¢in

$ i Z,[81—>Z; $,: 29~ 2,

p+99 — (29,2p +2Q) p+399—(p+20,2p+2q)
$1Z,[91-Z; $o 2> 2
P+9q—(29+3p,2p) p+99 — (2p+249,2Q9)

seklinde tanimh ¢;,¢,,¢5,¢, dontsimiine Z,[9] tizerinde tanimhi Gray déniigiim

denir.Bu doniisiimler z,[.9])” dan z?# ya genisletilebilir.

r=p+99 €Z,[9],i=01,...,i-1 i¢in
VAL

gl(rO""" rﬁ—l) - (2q0"""2qﬁ—1’2p0 +2q0,----, Zp/H +2q/371)

&, 29 -7
G2 (Tgyeen Tgs) = (Po + 20y Py #2054, 2P + 20,1 2P +20 )



S7

gy Z4[19]ﬁ - Zfﬂ
Gy T) = (200 +3Pgs 120,55 +3P4 4, 2Py 2P 4)

$oZ[8)V -2
Ga(lys Ty y) = (2Pg + 20, -+, 2Pg 4 +20, 4,20y, -+, 20 5. 4)
Tamm 5.1.1.3. W, Z? vektor uzay: iizerinde tanimli Hamming agirlik olmak iizere

cez,[9] icin W, (C) =W, (4’1’2’3’4 (C)) seklinde tanimlanan W, fonksiyonuna Z,

tizerinde Lee agirhg denir.

Tamm 5.1.1.4. Her ¢ ¢ez,[9) i¢in d (c,C) =w_(c—C€) seklinde tanimlanan d

fonksiyonuna Lee uzaklik denir.

Teorem 5.1.11. ¢,., ' (Z[9.d)—(Z2?”,d,,) seklinde tanimlanan Gray

dontigiimler uzaklik koruyan doniisiimlerdir.

Ispat. vc,c, ez,[9)” olsun.Budurumda ¢, ,(c,—C,) =1 ,54(C) —<ias4(c,) dir.

d, (c,c,)=w,(c,—c,)

=Wy ($1204(6 =€)

=W, (€1254(6) = 1254(C)))
=y (£125.4(6) £1234(5))

esitligi elde edilir. O halde ¢, , ,, uzaklik koruyan doniisiimlerdir.

Not. Burada ¢, ,,, =¢,,<,.<¢,, <, gray doniisiimlerini kastetmektedir.

Onerme5.1.1.1. &, z,[9) kiimesinden Z?” kiimesine gray doniisiimii T, — ¢ sabit

devirli dteleme, @ =1+8 ve @ devirli 6teleme operatorii olmak iizere ST, =@g,

dir.
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Ispat. r=p+9qeZ,[9] , i=0L...8-1i¢in r=(r,5,..r,,)eZ,[9 ve

@ =1+9 olmak iizere

évlT(p(r) = 4,1(¢)r/3—11 Toseeeess rﬁ—z)

=(2 Ps.+ zqﬁ—l' 20y, e ZQ/;Lz! 2p, +20q, -, 2 Ps2+ ZQ/xfz)
Diger yandan;

@G, (1) = @(3dy,.,30s1, 2Py + Uy -venes 2P, +0,,)
:(Zpﬁ_ﬁZqﬁ_l,Zq0 ....... 20, 5,2P, +20g,-- 2pﬁ_2+2qﬁ,_2)

Gorilir ki ¢,T, = ¢, dir.

Teorem 5.1.1.2. ¢ kodunun Z,[9] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod

olmasi i¢in , £,(C) kodunun Z, iizerinde tanimli 2/ uzunlugunda bir devirli kod

olmasidir.

Ispat. cCbhir g-sabit devirli kod,T (C)=cdir. (Onerme 5.1.1.1°den)

4T, (C)=¢,(C)=a¢,(C) olup &(C), Z, iizerinde 2/ uzunlugunda bir devirli
koddur.

Onerme5.1.1.2. {,, z,[9)” kiimesinden z2# kiimesine gray doniigiimii T, - ¢ sabit

devirli Steleme, @ =1+29 ve & -pargali devirli 6teleme operatorii olmak iizere

é’qu) =&g, dir.

ispat. r=p +99ezZ[4, 1=01..,6-1 icin r=qr,... ) eZ[9  ve

@ =1+29 olmak iizere

§2T¢ (r)= - ((Dr/f—l’ CYRTERRE r/;uz)

=(Ppa+2054, Py +20g,-s Py +2qﬂ72,2pﬂ_l+2qﬁ,_l,2p0 +20y,., 2Py, +20, ,)
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Diger yandan

&g, (N =e(p,+209,,....-, Psa+20,,,2P, +20,,--- 2p,, +2qﬁ71)
=(Pys+205 4, Py +20, 5, 2Ps0 +20, 4, 2P4 5 +20,5)

Goriilir ki ¢,T, = &¢, dir,

Teorem 5.1.1.3. ¢ kodunun Z,[9] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod

olmasi i¢in , £,(C) kodunun Z, iizerinde tanimh 2 uzunlugunda indeksi 2 olan bir

parcali devirli kod olmasidir.

Ispat. C bir g-sabit devirli kod, T (c)=c dir. (Onerme 5.1.1.2°den )

&,T,(C)=¢,(C) = &£,(C) olup Z,, izerinde 28 uzunlugunda indeksi 2 olan parcali
devirli bir koddur.

Onerme 5.1.1.3. {;, z,[.9)” kiimesinden z2# kiimesine gray doniisiimii T, — ¢ sabit

devirli Gteleme, @ =1+23 ve ¢ -pargali devirli Gteleme operatdrii olmak iizere

&1, =&, dir.

Ispat. r=p +9q €Z,[9], i=01..,6-1 icin r=(r,... ) eZ,[9”  ve
p=1+29

olmak tizere

stT,p(r) =& (¢7rﬂ—11 Moreeeesy rﬁ—z)

= (ZQ/i—l +3 Ps_s ZQO +3 Pos-es 2q/f—2 +3 Ps_2: 2 Psgs-s 2 p/xfz)
Diger yandan

&G, (r)=e(20, +3Pys----e 20,4 +3Ps1:2P0: 2Py Zpﬁ_l)
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Teorem 5.1.1.4. ¢ kodunun Z,[9] iizerinde S uzunlugunda bir sabit devirli kod

olmasi i¢in, £,(C) kodunun Z, iizerinde tanimh 2/ uzunlugunda indeksi 2 olan bir

parcali devirli kod olmasidir.

Ispat. C bir p-sabit devirli kod, T (c)=c dir. (Onerme 5.1.1.3’den )

&,T,(C)=¢,(C)=&¢,(C) olup Z,, lizerinde 2 uzunlugunda indeksi 2 olan parcali

devirli bir koddur.

Onerme5.1.1.4. £, z,[9) kiimesinden z2# kiimesine gray doniisiimii T, — ¢ sabit

devirli 6teleme, ¢ =1+39 ve @ — devirli 6teleme operatorii olmak iizere ¢ T, =@,

dir.

ispat. r=p,+99 €Z,[9] , 1=0L...,0-1 icin r=(r,r,

¢=1+39 olmak iizere

g, T,(r)= 4’4((01’&1, Fyyeeeey rﬁfz)

= (2q/H, 2P, +20y, .- 2P, 5 +20, 5,20y, nens 2q/,72)
Diger yandan;

@, (r) = @(2p, +20,,....., 2P, +20,.,, 20y, 20,.,)
=(20,.,,2P, + 205, 2P, 5 +20, 5,20y, nens 29, ,)

Gorilir ki ¢,T, =ew¢, dir.

v T5 1) €Z,[9)7 Ve
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Teorem 5.1.1.5. C, kodunun Z,[9] iizerinde B uzunlugunda bir sabit devirli kod

olmast icin , £,(C) kodunun Z, iizerinde tanimli 2 uzunlugunda bir devirli kod

olmasidir.

Ispat. chbir p-sabit devirli kod,T (c)=cdir. (Onerme 5.1.1.4’den )

&,T,(C)=¢,(C)=a¢,(C) olup §,(C), Z, iizerinde 2f8 uzunlugunda bir devirli
koddur.

Simdi ¢, gray doniisiimii yardimiyla ¢, gray doniisiimiinii tanmliyoruz.

$it Z,xZ, 081> 23
(e, p+9a) = (¢, ¢, (p+9a) = (c.29,2p+2q)  P.G.C€Z,
£, doniisiimiinii genisletirsek,
Gt Zg =< Z L9V —>z5
Ci(CorCryrnCy g Ty By Ty )
=(Cyy.ennms C, 1:20y,2G,. ... 2q [H,Zpo +205,.- 2p/,7l +2q /H)
r=p+9q €Z,[$] ve 1=01,...,0-1 icin p..q..C €Z, dir.

M R
RO )

¢=1+8 igin a=p ise £(C), 2 indeksli pargali devirli koddur.Eger @ # f ise

Teorem 5.1.1.6. C, de sabit devirli kod olsun.Bu durumda

£,(C), 2 indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

X RIX
X =8lg)) X ~g)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.
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C=(CysCorvvrCyps Tys G Ty ) =(Cor Gy C g B + Hgy Py 90,00y Py +90,,) €C
alahm. @ =1+ 9 icin 0(p) =1 dir. ¢, parcalr devirli teleme operatérii ve 1 —o

) R
(x* =1 (X -(1+39))

sabit devirli dteleme operatorii olsun. C, de sabit devirli kod

oldugundan,

T,() :(9(1+.9)ca_l,co,....,ca_z,(1+9)rﬁ_1,ro,....,rﬂ_z)
= (CytsCorerr Cops L+ APy +9054), Py + Ko Py, +:905, )
=(ca71,c0,....,cafz, Py 20,0+ (Pyy+Us0)s Po+ Iy, Pysy +L9qﬂ72)
olup 51 uygulanarak,

51 (T(p (C)) =

(cml,co,.....,cafl,2le+2qu,2q0 ..... 2q/j72,2p0+2q0 ...... 2pﬁ72+2qﬂ72)
elde edilir.Diger taraftan,

gl(c) = (Coyeeeeees C, 1,200,2G,-----, 20,.1,2P, +20,, 2P, + 20, ..., 2p,.,+2d,,) dir.
Buradan,

8(4'1(0))= (Cy1:Coreveer o1 2P0 + 20,51, 2001, 2055, 2Py + 20, - 2P, ,+20,.,)

bulunur.

Boylece .g‘w’l(Tw(c))=g§tl(c) dir.Eger @=p ise {,(C), 2 indeksli parcali devirli

koddur. Eger « = 8 ise fl(C) , 2 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.

Simdi ¢, gray doniislimii yardimriyla 5 , gray doniisiimiinii tanmlayalim.
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-

ot Z,xZ,[91 > Z]

&,(c, p+9a9) > (¢,&,(p+99) = (c, p+29,2p+2q)  P,0,CeZ,

¢, doniisiimiinii genisletirsek,
C, 2o <2, [9) —> 252
T (YOS A SO )
=(Cpyueveeny C, 1) Po+20y,-- Pya+ Zqﬂfl, 2p, +20,,...., 2 Psa +2qﬂfl)
L=p+80€Z,[9] ve 1=01...8-1icin P,,0;,C €Z, dir.

2 R
X =8p) (< ~g)

9=1+29 icin « =P ise fz(C), 3 indeksli pargali devirli koddur.Eger @ 1 ise

,(C), 3 indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

Teorem 5.1.1.7. C, de sabit devirli kod olsun.Bu durumda

z R
X =8(g)) (¥ ~p)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.
C=(CosCrevvr Gy Ty G Ty ) =(Cor Cprovenns Gy Py + Hgy Py + 9, onry Py +90,, ) €C
alalim. @ =1+ 29 icin (@) =1 dir. ¢, pargal devirli dteleme operatorii ve T —

20, R
(x* =1 (X’ -(1+29))

sabit devirli Gteleme operatorii olsun. C, de sabit devirli

kod oldugundan,

T,(C) = (O0+29)C, 1, Corvvons Gy A+ 2N, 1 s Ty, )

=(CyetsCornr Cops W29 (P g + 0 1), Py +Fgsrees Py, +9, )



64

:(Ca—l’CO"""Ca—27 pﬂ_1+‘9(2 pﬂ—1+qﬂ—l)’ Py +Hg oo Ps_2 +‘9qﬁ_2)

olup 52 uygulanarak,

52 (T¢; (C)) =

(Cogs1Chas Ppa+20, 15y Py o +20, 5,2P5 3 +204 4,---.2P, 5 +20, 5)

elde edilir.

Diger taraftan,

4’2(0) = (CyyeeesCpygs Py + 200, -+ Py +20,1,2Pp + 200, --- 2p, ,+20d,,) dir.

8(52(0))=

(CoarvrCozr Ppa #2005 400 P2 + 205 2, 2P0 + 20,50, 2P52 +20,2)  pylynur.

Boylece EZ(T(/J(C))=€EZ (c) dir.Eger a=F ise £,(C), 3 indeksli parcali devirli

koddur.

Eger ¢ 7 B ise ’ ,(C), 3indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.

Simdi ¢ 3 gray doniisiimii yardimiyla f 5 gray doniistimiinii tanmlayalim.

4/3: Z4 = Z4['9] —> Zj

&y(c, p+99) = (¢, & (p+99)) = (c,29+3p,2p)  P.G.C€Z,

-

¢, doniisiimiinii genisletirsek,

G- ZZ < Z, [ F —>zZ5r2F

C3(CosCryennCpygs Iy ey T 4)
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=(Cy.C,--sC, 1,200 +3 Py, ----s 2qﬁ71+3pﬂ71,2p0,2p1 ...... 2le)

r.i = pi +'9qi €Z4[|9] ve I :0111--"’ﬂ_1 iqin pi,qi,Ci €Z4

Z,[x] R [X]
X ~0(p)) (' —¢)

Teorem 5.1.1.8. C, de sabit devirli kod olsun.Bu durumda

@=1+29 icin a=f ise £,(C), 3 indeksli parcali devirli koddur.Eger ¢ 2P ise

-

$5(C), 3 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.

Z,[x] R [X]
X =0(g) X —p)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.

C=(CysCorevrCyps Tys G Ty ) =(Cor Gy Cgs B + Hgy Py 90,00y Py +90,,) €C

alalim. @ = 1+ 28 igin 9((p) =1 dir. ¢, pargali devirli 6teleme operatdrii ve T,-o

Z,x] ,_ RIX]
X1 (- (Lr29))

sabit devirli Gteleme operatorii olsun. de sabit devirli

kod oldugundan,

T,(€) =(00+29)C, 1,Cyrvvons Gy gy (L+2NTy 1, gy Ty, )
=(Cogs Corns Cops A+ 28)(Ppy + 95 1), Py + 9Ty eenes Py +:90., )
=(Cyys CorrrensCogr Py + 2Py + Uy y), Po+ g Py +:905, )
olup 53 uygulanarak,

& (T,0)

=(C, 41Cps++1Cp 2,205 1 +3Ps 4,20, +3 Py, ---- 20, , +3Ps 2, 2Ps - 2Ps 2)
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elde edilir.

Diger taraftan,

éls(c):(co,cl,...,cml,2q0+3pO ....... 20, ,+3Ps4,2P0: 2Py, -om 2p,.) dir.

£(£5(0)) =

(C.2:Cor--1Ch 2,20, 4 +3Py 4,20, +3Pp,-ns 20, ,+3P, 5.2P; 1,1 2Pp.5) bulunur.

Boylece gi(Tw(C)):gé(c) dir.Eger a=F ise £,(C), 3 indeksli parcali devirli

koddur. Eger 0 7 ,B ise 53 (C), 3 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.

Simdi ¢, gray doniisiimii yardimiyla 5 , gray donilisiimiinii tanmlayalim.

-

Cit Z,=<Z,[9] —> Z3

£,(c,p+90) > (¢, ¢, (p+99)) =(c,2p+29,29)  P.G,C€Z,

-

¢, donisiimiinii genisletirsek,

Cot Zo < Z[F —> Z5H2P

Ca(CoCrreeniCy gy Ty ey Ty 1)

=(Cy,----sC 1. 2Py + 205, ---- 2p[,71+2ql,71,2q0,2q1 ..... 2qu)
[=p+99€Z[9] ve i=0L...6-Ligin ,0.CeZ, dir

2 R
X~ 60p) (< ~g)

¢=1+39 i¢cin @ = ise ;(C), 2 indeksli parcali devirli koddur.Eger & %[ ise é(C)

Teorem 5.1.1.9. C, de sabit devirli kod olsun.Bu durumda

, 2 indeksli genellestirilmis pargali devirli koddur.
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zX_ RIX
X =0p)) (< ~g)

ispat. C, de sabit devirli kod olsun.

C=(CysCrrevrCyps Tys G Ty ) =(Cor Gy Cygs B + Ky Py + 90,00y Py +90,,) €C

alalim. @ =1+39 icin 19(60) =1 dir. g, pargali devirli 6teleme operatorii ve T,-p

Z,[x] « R [X]
(x* =1 (X’ —(1+39))

sabit devirli Gteleme operatorii olsun. C, de sabit devirli

kod oldugundan,
T,(€) =(O+39)C, 1,Corevnns Cyps L3,y Ty, Ty, )
=(Cyys Cprerns Copn (LH3)(Pyy + 90 ),s Py + Hgsevvns Py +90,)

:(cafl,co,....,cafz, Pps 20, + 93P,y +0s0) Py +Igsens Py +l9qﬂ72)

olup 54 uygulanarak,

54 (T(p (C)) =
(C.1:Cos--:C, 2,20, 1, 2Py +20;----, 2p, . +20, 5,200, e 2d; )
elde edilir.
Diger taraftan,
54(0): (CoreveesCp g 2P + 20y, ----r 2p,.,+20,,,20,,20,,...,20,,) dir.
Buradan,
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Boylece £, (T(p(c))=<9ét4 (c) dir. Eger a=p ise é(C), 2 indeksli pargali devirli

koddur.

Eger a # ff ise £,(C), 2 indeksli genellestirilmis parcali devirli koddur.



BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

V'=1ve R= Z,+VvZ, olmak iizere Z,R - lineer kodlar ¢alisildi.

v? =1 olmak iizere R = Z,+vZ, igin Z,R— devirli kodlar ¢alisild1. Z,Z,[v] halkasi

tizerindeki devirli kodlarin iiretegleri arastirilip geren kiimeleri olusturuldu.

V¥ =1 olmak iizere, 8 tek olmast durumunda Z,(Z,+vZ,)—(v) sabit devirli kodlar
calisild1. 4 farkli gray doniisim tanimlandi. (V)— sabit devirli kodlarin ikisinin gray
goriintlislinlin ~ genellestirilmis parcali devirli koda esit oldugu, diger ikisinin gray
goriintlisiiniin pargali devirli koda esit oldugu ispatlandi.Ayrica R iizerindeki sabit

devirli kodlarda ¢alisildi.

¥ =2 ve R =Z,+8Z, olmak lizere Z,R, —(9) sabit devirli kodlar ¢alisildi. S tek
olmak tizere 4 farkli gray doniisiim tanimlandi. R, iizerindeki sabit devirli kodlar
arastirildi. 9* = 2 igin Z .(Z, +9Z,) halkasinda skew sabit devirli kodlar aragtirilabilir

ve calisilabilir.
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