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OZET

Anahtar kelimeler: alt ve {ist ¢6ziim, ekstremal ¢6ziimler, monoton iteratif teknik,
karma monoton iteratif teknik, zaman skalasi

Bu tez 5 bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde zaman skalasinin 6nem ve
islevselliginden, tezde yapilan ¢calismalardan genel hatlariyla bahsedilmistir.

Ikinci boliimde dncelikle zaman skalasi analizi tanitilmistir. Zaman skalasinda temel
kavramlar1 vererek, ek olarak birka¢ Ornekle meselenin daha iyi kavranmasi
hedeflenmistir. Burada verilen temel kavramlar, ¢alismada kullanilacaklar ile sinirl
tutulmustur. Ayn1 sebeple zaman skalasinda sadece tiirev ve integralin temel teorem
ve ispatlar1 incelenmistir.

Ucgiincii béliimde Peano tipi varlik ve Perron tipi teklik kavramlar1 verilerek,
calismada siklikla faydalanilan Arzela-Ascoli teoremine deginilmistir. Dinamik
esitsizlikler, Lipschitz kosulu ve ekstremal ¢oziimler icerigi de ¢aligmaya hazirlik
niteliginde verilen bilgilerdir.

Dordiincii boliimde alt ve {ist ¢oziim tanimlart verilmistir. Alt ve iist ¢ézlimlerin,
Zaman skalasinda dinamik denklemlerin ¢oziimleri i¢in kapali bir aralik olusturdugu
gosterilmistir. Daha sonra monoton iterasyon teknigiyle olusturulan dizilerin,
problemin ekstremal ¢oziimlere diizgiin ve monoton yakinsadig1 saptanmaistir.

Besinci boliimde ise genellestirilmis monoton iteratif teknik tanitilmistir. Teknige ait

gerekli teorem ve ispatlar1 verilmis, ardindan ornekleri gosterilmistir. Daha sonra
karma monoton teknigi tanitilmistir.

Vi



MONOTONE ITERATIVE TECHNIQUE ON TIME SCALE

SUMMARY

Keywords: upper and lower solutions, extremal solutions, monotone iterative
technique, time scale

This thesis consists of 5 chapters. In the first part, the importance and functionality of
time scale, the studies made in the thesis are discussed in general.

In the second part, firstly, time scale analysis is introduced. By giving the basic
concepts on the time scale, it is aimed to give a better understanding of the isssue
with a few additional examples. The basic concepts given here are limited to what
will be used in the study. For the same reason, only the fundamental theorems and
proofs of the derivative and integral on the time scale have been studied.

In the third chapter, the concepts of Peano’s type existence Perron’s type uniqueness
are given, and Arzela-Ascoli theorem, which is frequently used in the stuy, is
mentioned. The content of dynamic inequalities, Lipschitz condition and extremal
solutions are also the inormations given as a preparation fort the study.

In the fourth chapter, definitions of lower and upper solutions are given. It has been
shown that the lower and upper solutions form a closed interval for the solutions of
dynamic equations on the time scale. Later, it is determined that the sequences to
created with the monoton iteration technique converged uniformly and monoticially
to extremal solutions of the problem.

In the fifth chapter, the generalized monotone iterative technique is introduced.

Necessary theorems and proofs of the technique are given, and then ewamples are
shown. Later, the mixed monotony technique is introduce.

vii



BOLUM 1. GIRiS

Zaman skalas1 ayrik ve siirekli analizi birlestiren bir sistemdir. Oldukga yeni bir konu
olmasina ragmen gittikce daha fazla ilgi ¢eken bir saha olmustur. Bu yoneltilen
ilginin temel sebeplerinden biri dinamik denklemlerdir. Dinamik denklemler;
diferansiyel denklemler ile fark denklemlerin es zamanl bir sekilde ele alinmasina
olanak verir. Biz de ¢alismamizi zaman skalasinda dinamik denklemler iizerinde
yirtittiik. Bu ¢aligmada oncelikle zaman skalasini tanitarak, sadece tezde kullanilacak

temel tiirev ve integral 6zelliklerini vermekle yetindik.

Dinamik denklemlerde alt ve iist ¢oziimler, ¢oziimlerin varligini arastirmada etkili bir
aragtir. Alt ve iist ¢oziimler ile, dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin varligi hakkinda
fikir sahibi olmakla kalmayiz; ayni zamanda herhangi bir ¢6ziimiiniin hangi aralikta
olacagin1 sdyleme imkanimiz olur. Coziimleri elde etmeden bulunduklari kapali

aralig1 belirlemek, dinamik denklem ¢alismalar1 i¢in oldukc¢a fayda saglamaktadir.

Monoton iteratif teknik ise, bize dinamik denklemin ekstremal ¢dziimlerine diizgiin
ve monoton yakinsayan diziler vermektedir. Bunun nasil gerceklestigini
gosterebilmek i¢in zaman skalasinda temel dinamik esitsizlikleri, Peano ve Perron
teoremlerinin varlik ve teklik sonuglarini incelemek gerekir. Ekstremal ¢dziimlerin

varlig1 da aym sekilde 6n hazirlik calismasi olarak yiirtitiilmelidir.

Bu calismalarin akabinde zaman skalasinda dinamik denklemlerin lineer baslangic
deger probleminin alt ve iist ¢oziimlerini baslangi¢ iterasyonu olarak kullanarak
diziler elde edilmektedir. Bu dizilerin ekstremal ¢dziimlere diizgiin ve monoton
yakinsamasi yontemin dikkat ¢eken noktalarindan biridir. f fonksiyonu 3 sag siirekli

ve monoton azalmayan fonksiyon farkindan olusacak sekilde segildigi zaman



ekstremal ¢oziimlere yakinsayan monoton iteratif dizileri elde etmek bu metodu

genellestirilmistir.

Son olarak ise, ayn1 sekilde 3 sag siirekli monoton azalmayan ve artmayan fonksiyon
farki olarak yazilma durumundaki karma monoton iteratif teknik incelenmis,

orneklendirme yapilarak ¢alisma nihayete erdirilmistir.



BOLUM 2. ZAMAN SKALASI ANALIZI

2.1. Temel Tanimlar

Tanim 2.1.1:

R nin bos kiimeden farkli kapali herhangi bir T alt kiimesine zaman skalas1 denir.

Ornegin;

R, Z, N, Ny, [1,2]U[3,4], [0,2] U N

hZ={hk:k € Z}, h>0

qVo ={g*:keNy}, qg>1

Kiimeleri birer zaman skalasidir.

Q, Cve (0,1) kiimeleri ise bir zaman skalas1 degildir.

Tanim 2.1.2:

T bir zaman skalasi olsun. t € T ig¢in ileri sigrama operatorinii

infls e T:s >t
o:T->T, o(t):= {t t ‘= sup’]I} (2.1)
Ve p geri sigrama operatoriinii
) sup {seT:s <t
o T T p(t) :={t { t=inf’]I‘} 2.2)

seklinde tanimlariz.

Tanecikli fonksiyon ise pu: T — [0, o)



W) =p(a(t)—t):=o(t)—t (2.3)
ile tanimlariz.
T bir zaman skalas1 olmak tizere

Tk = {’ﬂ“ — {m}, T sol sagilmis bir maksimum m noktasina sahipse

T, diger durumlarda (2.4)

kiimesini T de tiirevlenebilme bolgesi olarak adlandiririz.

Ve son olarak f: T — R bir fonksiyon olmak iizere her t € T ig¢in , f: T - R
fonksiyonunu f?(t) = f(o(t)) seklinde tanimlariz.

Tanim 2.1.3:
T bir zaman skalas1 ve t € T olmak lizere;

a(t) > tiset ye sag sagilmis nokta,

p(t) < tiset ye sol sagilmis nokta denir.

t noktasi hem sag sa¢ilmis hem sol sagilmis nokta ise t ye izole nokta denir.
t <sup T ve a(t) = t ise t sag yogun nokta,

t >inf T ve p(t) = tise t ye sol yogun nokta denir.

t noktas1 hem sag yogun hem sol yogun nokta ise t noktas1 yogun nokta adini alir [1].
Ornek 2.1.4:

T = [3,4] U [5,6] zaman skalasini ele alalim:

t, = 3 i¢in 6(3) = 3 oldugundan t, = 3 sag yogun nokta,

t; = 4 icin p(4) = 4 oldugundan t; = 4 sol yogun nokta,
0(4) = 5 oldugundan t; = 4 sag sagilmis nokta,



t, = 5i¢in 0(5) = 5 oldugundan t, = 5 sag yogun nokta,

p(5) = 4 oldugundan t, = 5 sol sagilmis nokta,
t; = 6 i¢in g(6) =6 ve p(6) =6 oldugundan hem sag yogun hem sol yogun
noktadir. O halde t; = 6 noktas1 yogun nokta olur.

Ornek 2.1.5:

I. T = R alalim. Bu durumda her t € R i¢in

o(t) = inf{s € R:s > t} = inf(t,0) =t (2.5)
VE;
p(t) = sup{s € R:s < t} = sup(—oo, t) (2.6)

dir. Boylece her t € R noktas1 yogun noktadir ve dolayisiyla tanecikli fonksiyonu

W) =a(t)—t=0 2.7)

dir.

ii. T = Z alalim. Bu durumda her t € Z igin

o(t)=inf{s€Z:s>t}=inf{t +1,t+2,t+3,..} =t +1 (2.8)

ve benzer sekilde;

p(t) =sup{s € Z:s < t} = sup(...,t =3, t—2,t—1)=t—1 (2.9)

olur.

Boylece her t € Z noktasi izole noktadir ve dolayisiyla tanecikli fonksiyonu



wt)=a)—t=t+1-t=1 (2.10)

elde edilir [2].

Yukarida inceledigimiz her iki durumda da tanecikli fonksiyonu sabit fonksiyondur.
Asagida verdigimiz tanimlarda tanecikli fonksiyonunun zaman skalasi analizinde
onemli bir rol oynadigini, pek ¢ok formilin u*(t) igerdigini gorecegiz. T = Z
olmasi durumunda bu terim vardir ve 1 dir, ancak T = R olmasi durumunda p(t) =
0 oldugundan bu terim kaybolur. iste bu durum diskret ile siirekli durumlar

arasindaki farkliliklarin sebebidir.

Tablo 2.1. Farkli zaman skalalarinda operatorler [2].

T w () a(t) p(t)
R 0 t t

Z 1 t+1 t—1
hZ. h t+h t—h
q" (@— Dt qt t/q
2N t 2t t/2
N§ 2Vt +1 (t+1)° (t—=1)?

2.2. Zaman Skalasinda Tiirev
Tanim 2.2.1:

f:T - R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Her £ > 0 icint nin en az bir U = (t —
6,t + 6) N T komsulugu, her s € U igin

|[f (e(®) = f()] = FAD[o () = 5]| < ela(®) = s (2.11)
esitsizligi saglanacak sekilde mevcut ise f e t noktasinda delta tlirevlenebilir
fonksiyon ve f2(t) ye f fonksiyonunun t noktasindaki delta tiirevi veya Hilger

tiirevi denir.

Her t € T* icin f2(t) mevcut ise f ye T* kiimesinde delta tiirevlenebilirdir denir.



Teorem 2.2.2:
f:T - R fonksiyonu verilsin ve t € T* olsun. Bu durumda
I. Eger f fonksiyonu t noktasinda delta tiirevlenebilirse t de siireklidir.

i Eger f fonksiyonu t de siirekli ve t sag sagilmis bir nokta ise f fonksiyonu t

de delta tiirevlenebilirdir ve
Ay _ Fa@®)-F()
frO==0 (2.12)

seklindedir.

iii. Eger t sag yogun nokta ise f nin delta tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ling TOTG) fimitinin var olmasidir. Bu durumda
S—

£A() = 1im L8 (2.13)

st t—s
Olur.

v. Eger f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise

flo@®) = f@®) +u@®F20) (2.14)
dir.
Ornek 2.2.3:

T = Rve T - Z olma durumlarin ele alalim:



- EgerT=R ise teorem 2.2.2(iii) ile f2(t) =1mtl@= () elde
S— -

ederiz.
- EgerT =7Z ise f:Z — R t noktasinda delta tiirevlenebilir ve teorem 2.2.2(ii)

ile

— 1) —
poe DO _TCED IO pyy—po =000 19

dir.
Ornek 2.2.4:

Her t € T i¢in f fonksiyonu f: T — R, f(t) = ct seklinde tanimlansin. Bu durumda

f2(t) = c oldugunu gosterelim:
Her € > 0 i¢in

[f(e(®) = f(5)] = cla(@®) = s]| = [(ca(®) = cs) = (ca(t) — cs)| = |ca(t) —
cs—co(t) +cs| =0<e€la(t) —s| (2.16)

tiim s€ T igin saglandigindan f2(t) = c olur.
Teorem 2.2.5:
f,9:T - R fonksiyonlar1 t € T¥ da tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda;
I. f + g: T - Rt noktasinda tiirevlenebilirdir ve tiirevi
f+9°® =21 + g*® (2.17)

esitligi saglanir.



i Her « sabiti i¢in af: T — R fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(af)*(®) = af*(®)

esitligi saglanir.

iii. f.g: T = R ¢arpimi t noktasinda tiirevlenebilir ve

9 @® = A9 + f(0(®)g*(®) = fF(OF®) + FA g (o)

esitligi saglanir.

iv. Eger f(£)f(a()) # 0 ise ]lc tiirevlenebilir ve

N Ja0)
(f) ©) = FOf(a®)

V. Eger g()g(o(t)) # 0 ise g tiirevlenebilir ve

AP L OV ORI RO,
(g) ) = g(g(e(®)

esitligi saglanir [3].
ispat:
V. (11) ve (iv) U kullanarak;

1

O 0=(r) ©=ro () ©+ro s

__ gi®) A 1
==f(®. g®g(a(®) + 120 g(e®)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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_ Amg-fHgh®)
=T 9ae®) (2.23)

2.3. Zaman Skalasinda integral

Tanim 2.3.1:

f: T — R fonksiyonunun T nin tiim sag yogun noktalarinda sag limit var ve T nin sol
yogun noktalarindaki sol limit degeri var ve ve bu limit degerleri sonlu ise bu f

fonksiyonuna diizenli (regulated) denir [2].

Tanim 2.3.2:

f: T — R fonksiyonunun T nin tiim sag yogun noktalarinda siirekli ve T nin tiim sol
yogun noktalarindaki sol limit degeri var ve bu limit degeri sonlu ise bu fonksiyona
sag  yogun stirekli denir. Sag  yogun fonksiyonlarin  kiimesi

Crqg = Crq(T) = Crq(T, R) ile gosterilir [2].

Diizenli ve sag yogun fonksiyonlarinin bazi sonuglarini ele alalim:

Teorem 2.3.3:

f: T — R olsun.

- f stlirekli ise f sag yogun siireklidir.

- f sag yogun siirekli ise f diizenlidir.

- Tleri sigrama operatérii o(t) sag yogun siireklidir.

- f sag yogun siirekli veya diizenli ise f° da ayni 6zelliklidir.

- f stirekli olsun. g: T — R fonksiyonu diizenli veya sag yogun stirekli ise f o

g de ayni 6zellige sahiptir [2].
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Tanim 2.3.4:
F:T—> R fonksiyonu her t€T* icin FA(t) = f(t) esitligini saglyorsa F
fonksiyonuna f: T — R nin anti tiirevi denir. Bu durumda delta integral her t € T
icin

b
fa f)At = F(b) — F(a) (2.24)
seklindedir.

Teorem 2.3.5:

f,g € Crqolsun. a,b,c € T ve a € R olmak iizere;

i LI+ g@]ae = [ F(AL+ [ g(6)At (2.25)
i, [ @) ®at = a [ f(£)AL) (2.26)
i, [Jfat=— [ f(OAt (2.27)
iv. [JFat= [CfOt+ [ (DAt (2.28)

v.  [PF(e®)g @At = (i) - (f)() — [ FADe®AY  (2.29)
Vi [PF©g* At = (i) - (D@ — [ fAD8(c()At  (230)

vii. I f®)At=0 (2.31)
viii. f>0isehera<t<bicin [ f(t)At>0 (2.32)
ix. (a,b) arahiginda [f(B)] < g(¢) ise |f) ()AL < [} g(t)At| (2.33)

dir. Burada (v) ve (vi) kismi integrasyon formiilleridir [2].

Ispat: i
f:[f(t) +g(®)]At = (F+G6)(b) — (F +G)(a) =F(b) —F(a) + G(b) — G(a) =

[} f®At+ [ g(DAt (2.34)
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[, @) (At = aF (b) - aF(a) = a(F(b) - F(a)) = a [, f(£)At

[} f(©)At = F(b) = F(a) = —(F(a) — F(b)) = — [, f(O)At

iv;

7 F(OAt=F(b) — F(a) = F(c) = F(a) + F(b) — F(c) = [% f(O)At+ [ f(D)At

f(a(©)g*® + FA(Oe®) nin  antitirevi  f(t).g(t)  oldugundan
f: [f (e(©)g"(® + fA(D)g®)]At = (fg) (b) — (fg)(a)

f:f(G(t))gA(t)At + f: fA®g®At = (fg)(b) — (fg)(a)

f:f(G(t))gA(t)At = (fg)(b) — (fg)(a) — f(f fAg®)At

Vi;

F(OFA® + FA(0)g(o()) nin antitiirevi £(t). g(t) oldugundan
LI 0g%® + fA©g(0(0)]At = (i) (b) — (f) ()

[ F®)g*®At+ [ fA(©g(a(D)At = (F2)(b) — (fg) ()

2 F(©)g*®At = () (b) — (i) () — [ fA(O)g(a(t))At

J; f(®At=F(a) —F(a) = 0
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Teorem 2.3.6:

(Tiimevarim Ilkesi) to € T icin {S(t):t € [ty, o0)}ailesinin asagidaki kosullari

saglayan durumlarin bir ailesi oldugunu kabul edelim:

- S(t,) ifadesi dogrudur.

-t € [ty,0) noktasi sag sa¢ilmis nokta ve S(t) ifadesi dogru ise S(a(t))
ifadesi de dogrudur.

-t € [ty, o) noktas1 sag yogun nokta ve S(t) ifadesi dogru ise o zaman t nin
bir U komsulugu vardir 6yle ki Vs € U N (t, o) igin i¢in S(s) ifadesi de
dogrudur.

-t € [ty, o) noktast sol yogun nokta ve Vs € [t,,t) icin i¢in S(s) ifadesi
dogru ise, S(t) ifadesi de dogrudur.

Bu durumda S(t) ifadesi t € [t,, o) i¢in dogrudur [4].

Ispat: $* = {t € [to, ®0): S(t) dogru degil} kiimesini ele alalim. S* = @ oldugunu

gostermemiz gerekir.

Kabul edelim ki $* # @ olsun. Fakat S* kapali ve bos olmayan bir kiime oldugu i¢in
infS* = t* € T olur.

S(t*) in dogru oldugunu varsayalim. Eger t* = t, ise S(t*) (i) den dolay1 dogrudur.
Eger t* #t, ve p(t*) =t* ise S(t*) (iv) den dolayr dogrudur. Son olarak eger
p(t*) <t* ise bu durumda S(t*) (ii) den dolayr dogru olacaktir. Boylece her
durumda t* & S* dir. O halde t* sag sagilmis olamaz. Oyleyse t* sag yogun noktadur.

Burada ispat tamamlanmis olur [4].



BOLUM 3. TEMEL TEOREMLER

3.1. Coziimlerin Varhk ve Tekligi

Oncelikle 4.boliimde ispatlarda siklikla kullanacagimiz Arzela-Ascoli teoremini
verelim ve teoremde gecen essiirekli ve diizgiin sinirli fonksiyon ailesi kavramlarini
tanimlayalim:

Tamm 3.1.1:

T bir zaman skalasi ve n € N i¢in f,: T = R olsun. Her € > 0 i¢in |t —s| < &
olacak sekilde § = (&) > 0 vardir dyle ki

£ () — fu(s) < e (3.1)

Esitsizligi saglanirsa {fy},ey fonksiyon dizisine T zaman skalasinda essiireklidir

denir.

Tanmm 3.1.2:

T bir zaman skalas1 ve her n € N i¢in f,,: T — R olsun. |f,,(t)| < M olacak sekilde

M > 0 varsa {f,, }nen fonksiyon dizisi T zaman skalasinda diizgiin sinirlidir denir [5].
Teorem 3.1.3 (Arzela-Ascoli Teoremi):
fn(t) kapali bir T ¢ R™ kiimesinde tanimli, essiirekli ve diizglin sinirli fonksiyon

dizisi olsun. Bu durumda T de diizgiin yakinsayan bir {f,},n = 1,2, ... alt dizisi
vardir [6].
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Simdi bu boliimde oncelikle zaman skalasinda dinamik sistemlerde baslangig¢ deger
problemini diisiinecegiz ve Peano ve Perron teoremlerine karsilik gelen varlik ve
teklik sonuglarini ele alacagiz.

Tanim 3.1.4:

f: Tk xR"™ - R™ fonksiyonu T*xR" sag siirekli olmak {izere

ub = f(t,u) teTk u(ty) = Uy (3.2)

Dinamik baslangi¢ deger problemini diistinelim.

Eger u: T - R®, f(t,u) nun bir antitiirevi ise u(t) (3.2) denkleminin ¢dziimiidiir

denir ve u(t,) = u, sartini saglar [7].

Tamm 3.1.5:

D S R" ve [t,, to + a] T*da keyfi bir aralik olmak iizere

f:[to, to + a]pkxD —» R™ fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda [ty,t, + aly
araliginda u: [ty ty + a]y » R™ fonksiyonu (3.2) nin bir ¢6ziimidiir. Her t €
[to,to + a] u delta tiirevlenebilir bir fonksiyondur u® = f(t,u(t)) ve u(ty) = u,
dir.

Lemma 3.1.6:

f:[to, to + a]ykxD — R™ fonksiyonu sag siirekli olsun. Bu durumda [t,,t, + a]

araliginda u(t) (3.2) nin bir ¢dziimiidiir ancak ve ancak

u(t) = ug + ftif(s,u(s))As, Vt € [to, to + alr (3.3)
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delta integralini saglar [5].
Ispat: Ispat1 i¢in [5] e basvurulabilir.

Teorem 3.1.7:

Ry = [to, to + a]xB, B = {u € R™: |u —uy| < b} olmak tizere f € C,4[Ry, R"]
olsun. Bu durumda (3.2) dinamik baslangic deger problemi [ty t, + aj

komsulugunda en az bir u(t) ¢oziimiine sahiptir 6yle ki a = min (a, %) ve M

f(t,u) nun R, da siiridir. Burada [to, to + a] = [to, to + a] N T dir [8].
Ispat: Ispat1 icin [8] basvurulabilir.

Simdi Peano tipi varlik sonucunu g6z 6niine alalim:

Teorem 3.1.8:

R® = [to, to + a]lxA olmak iizere f € C,.4[R° R™] fonksiyonunu tanimlayalim.

Burada [to,to+ a]l = [t to +a]lNTF, A={u€eR™|u—uy| <b} ve Rda
f(t,u) < K dir. Bu durumda 9 = min (a, %) olmak tizere (3.2) BDP [t,, ty + 9]

araliginda en az bir u(t) ¢oziimiine sahiptir [7].
Simdi Perron tipi teklik sonucunu goz 6niine alalim:

Teorem 3.1.9:
Kabul edelim ki;

G € Crq[lto, to + alx[0,2b], R*] ve her ty, < t; <ty + a araligindaki t; i¢in u(t) =

0, u® = g(t,u),u(t,) = 0 denkleminin [ty, t, + a] araliginda bir ¢oziimii olsun.
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f € Crq[Ry, R™] ve her t € [t,, ty + a] igin bir U, kapali komsulugu vardir oyle ki
8 UxB de |f(t,u)—ft,v)| < gt lu—v)) (tu),(tv) € UxB ifadesini

saglasin.

Bu durumda (3.2) baslangic deger problemi [ty,t, + a] araliginda tek bir u(t)

¢Ozlime sahiptir.

Ispat: Bu teoremin ispatin1 indiiksiyon prensibi ile yapacagiz.

A(r):ut = fU (tu), t € [ty r]ulty) = uy (3.4)
BDP nin tek bir u,(p) ¢éziimii vardir.

(1). Gergekten tek bir u: {to} = R™, ug, (to) = uo vardir ve t € {to}* = @ i¢in

ud (6) = £1 (£, () (35)
dir.

(2). r sag sacgilmis bir nokta olsun. (3.4) BDP indiiksiyon sartina gore kesin bir

sekilde u, (p) ¢ozlimiine sahiptir.
Ug(r): [to,a(r)] - R" (3.6)

u,(t),t € [to,7]

u,(r) + f(r,u. () (), t = a(r) (3.7)

Ues (1) ) = {

tanimlamasini1 yapalim. Fonksiyon siireklidir ve [t,, r]de (3.4) {in tek ¢6ziimii oldugu
icin ve [r,a(r)] de u® = f(t,u), u(r) = u,(r) BDP nin tek ¢dziimii oldugundan

dolay1 tek ¢oziimdiir.
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(3). v sag yogun bir nokta olsun. Indiiksiyon kosuluyla (3.4) iin bir u,(p) ¢oziimii
vardir. V. € U, r nin bir kapali komsulugu olsun. Perron teoremiyle her s € V., s > t

i¢in

ut = £ (tw),t € [r, s u) = u, (r) (3.8)
BDP nin v (p) seklinde bir ¢6ziimii vardir.

u‘r(t)i te [to,r]

vs(0), t € [r,s] (3.9)

us(t):{

seklinde tanimlanan ug, (3.8) BDP nin tek ¢oziimiidiir. Boylece her s € V., s > r

icin A(s) dogrudur.
(4). r sol yogun nokta olsun ve V, yi yukaridaki gibi segelim. Bu durumda s € V,
s < r olur. A(s) indiiksiyon prensibi yardimi ve Perron teoremiyle (3.4) denkleminin

u,(p) ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi (3) teki gibi gosterilebilir.

Her bir [to, 7], r = t, araliginda bir ¢6ziim var oldugu igin, [ty, t, + a] arahiginda da

vardir. Burada ispati tamamlariz [8].
3.2. Dinamik Esitsizlikler
Tanimm 3.2.1:

Bir f € C[R™ R"] fonksiyonu eger u < v ve baz1 1 <i<n i¢in u; = v; iken

fi(u) < fj(v) oluyorsa f e yari monoton azalmayan fonksiyon denir.
Tanim 3.2.2:
f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve [a, b) de tiirevlenebilen fonksiyon olsun.

Eger her t € [a, b) icin; f2(t) < 0 ise f [a, b] de azalan ve f2(t) <0 ise f [a, b]

de artmayan fonksiyon denir.
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Tanim 3.2.3:

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve [a, b) de tiirevlenebilen fonksiyon olsun.
Eger her t € [a, b) icin; f2(t) > 0 ise f fonksiyonu [a, b] de artan ve f2(t) =0
ise f, [a, b] de azalmayan fonksiyon denir [5].

Teorem 3.2.4:

T minimal eleman1 t, > 0 olan ve maksimal elemani olmayan bir zaman skalasi
olsun. Hert € T igin a, f : T = R™ sag siirekli, tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun
ve f € (4 [TxR, R] olmak iizere

at(®) < fta(t)), B >fEBE) tET (3.10)

sartin1 saglasin. Ayni zamanda f(t,u) u ya gore yart monoton azalmayanve 1 < i <

nigin f;(t, w)u*(t) + u; fonksiyonu u; ye gore azalmayan fonksiyon olsun.

Bu durumda t € T i¢in a(ty) < B(ty) oldugunda a(t) < B(t) cikar.

Ispat: A(t): a(t) < B(t),t € T ifadesine indiiksiyon prensibini uygulayalim:

(). a(ty) < B(ty) oldugundan A(t,) saglandig: asikardur.

(i). t sag sagilmis nokta ve A(t) dogru olsun. A(c(t)) nin de dogru oldugunu
gostermeliyiz. Teorem 2.2.2 (ii) kullanarak

A _a(o®)-a®)
at() =——"5 (3.11)
Ary _ Bla@®)-B(®)

Olur. Buradan
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aA(t) _ ﬁA(t) _ a(a(t))—a(;)*—(g(a(t))+ﬁ(t) (3.13)
a(o(t)) — B((a(t) = [a®(t) — BAOIu () + a(t) — B(t) (3.14)

elde ederiz. f(t,u)u*(t) +u, u ya gore azalmayan fonksiyon ve A(t) dogru

oldugundan
a(o(®)) —B(a(®) = [ft a®) — f&BENIw" ) +a(®) —p() <0  (3.15)
dir. Boylece A(a(t)) dogru olur.

(iii). t sag yogun nokta ve N t nin bir komsulugu olsun. A(t) nin dogru oldugunu

kabul edelim. s > t,s € N i¢in A(s) nin de dogru oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki dogru olmasin. Bu durumda s, € N, sy > t vardir dyle ki

a(so) < B(so) ve a’(sy) = B*(so) (3.16)
Olur. f(t,u) u ya gore azalmayan oldugundan dolay1

f(s0,a(s0)) < f(s0,B(s0)) 3.17)
esitsizligi saglanir. Buradan

a®(so) — f (S0, (s0)) = BA(s0) — f (S0, B(50)) (3.18)
elde ederiz ve ispat tamamlanmis olur.

(iv). t sol yogun nokta ve s < t i¢in A(s) dogru olsun. A(t) nin de dogru oldugunu

gostermemiz gerekir.
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a ve B nin sag siirekliligi ile

a(t) = lim a(s) < lim g (s) =p() (3.19)
Olur. Simdi t € T i¢in a(t) nin B(t) ye esit olmadigini gostermeliyiz:

Kabul edelim ki a(t) = B(t) olsun. Bu durumda

a’(t) = BA() < f(t,a(®) = f(t, ) = 0 (3.20)

dir. Tiirev tanimini kullanarak 1 < i < n i¢in
at (o) — a;i(s) — at(®)(a(t) —s) < Sla(t — )| (3.21)

B (a(®)) = Bi(s) = B (a(t) = 5) = ~la(t —3)| (3.22)

Elde ederiz. Buradan

af(0(6)) = ai(s) == lo(t = )| < af () (a(t — 5)) (3.23)
—BH(a(®) + Bi(s) +=la(t — )| < =B (o (t — 5)) (3.24)
olur ve

(@i(®©) = B (ot = 5)) = (af (a(©) =B (a())) — ai(s) = Bils) (3.25)

Dir. 6(t —s) =t — s > 0 oldugundan dolay1 A(s) dogrudur ve a(t) = B(t) dir. Bu

durumda

al(t) — B ) >0 (3.26)
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Ifadesini elde ederiz ki bu (3.19) ile celisir.

Boylelikle indiiksiyon prensibi ile t € T igin a(t) < S(t) oldugunu gostermis oluruz

[9].

Tamm 3.2.5:
filto, to + alxD - R®,D ¢ R fonksiyonu sag siirekli olmak iizere, [to,to +

a]®xD bolgesinde, (t,u), (t, v) € [ty, to + alkxD ve u > v icin eger;

fGw —fEv) <K@u-v) (3.27)
olacak sekilde bir pozitif K sabiti varsa f tek yonlii Lipschitz sartin1 saglar.

Tamm 3.2.6:

filto to + alxD - R®,D c R® fonksiyonu olmak iizere, [to,to + alXxD
bolgesinde, (t,u), (t,v) € [to, to + alXxD igin eger;

lf (6w — fE )| < Klu—vl (3.28)
olacak sekilde bir pozitif K sabiti varsa f Lipschitz sartin1 saglar.

Burada K Lipschitz sabiti olarak adlandirilir [10].

Teorem 3.2.7:

T minimal eleman1 £, = 0 olan ve maksimal elemani olmayan bir zaman skalas1

olsun.

Hert € Tigina, B € C4[T,R™]

ab®sf(ta®))asuy

BA®)2f (L)), B(to)=uo (3.29)
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f € Crq[TxR™, R"], f(t,u) uya gore azalmayan yari monoton

fonksiyon ve her t € T, 1 <i < m i¢in f;(t,w)u*(t) +u; wu; ye gore azalmayan

olsun, ayni zamanda f(t, u) asagidaki sart1 saglasin:

fit,kw) - fi(t,v) <KX (uy—vy), u=v, K>0 (3.30)

Bu durumda a(t,) < B(ty) oldugunda a(t) < B(t) dir.

Ispat: A(t): a(t) < B(¢t),t € T ifadesine indiiksiyon prensibini uygulayalim:

(). a(ty) < B(ty) oldugundan A(t,) saglandig: asikardir.

(ii). t sag sagilmis nokta ve A(t) dogru olsun. A(o(t)) nin de dogru oldugunu

gostermeliyiz. Teorem 2.2.2 yi kullanarak

A _ a(a(t))—a(t)
A _ Blo@®)-B(®)
PO =" (3.32)

Olur. Buradan

ab(6) - pA(r) = L HeONIO (333)
a(o(t) = B((a(t)) = [a®() = 2O (&) + a(t) = B(®) (3.34)

elde ederiz. f(t,u)u*(t) +u, u ya gore azalmayan fonksiyon ve A(t) dogru

oldugundan

a(a(®) = B((a(®) < [f(ta(®) = fFE& BN O +a(®) =B <0 (3.35)
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dir. Boylece A(o(t)) dogru olur.

(if). t sag yogun nokta ve N t nin bir komsulugu olsun. A(t) nin dogru oldugunu
kabul edelim. s >t,s € N i¢in A(s) nin de dogru oldugunu gostermeliyiz. T >

0 olmak tizere T n boyutlu vektor (, T, ... T),

Bo(t) = B(t) + Te+DKE=S) (3.36)

denklemini diisiinelim. s >t,s € N i¢in a(s) < By(s) oldugunu gostermemiz

gerekir.

Kabul edelim ki dogru olmasin. s, > t,s, € N ve 1 < i < n olacak sekilde i indisi

vardir dyle ki; i # j i¢in

a;(so) = Boi(so) (3.37)
a;(So) < Boj(so) (3.38)
a;(s) < PBoj(s),s € (t,sp) (3.39)
dir.

a(so — ") < Boi(so — ") (3.40)
oldugundan dolay

a(so —p*) — a(so) < Boi(so = 1) = Boi(So) (341)

Elde ederiz. (3.40) esitsizliginin her iki tarafini ui ile ¢arparsak

a’(s0) = Bo;(s0) (3.42)
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Buluruz. (3.35) ten dolay1
Bbi(so) = f(t, Bi(so)) + TK (n + 1)r+DK(=s0) (3.43)

dir. (3.29) un yar1t monoton 6zelligini kullanarak

fi(s0, @1(S0), wvr @i (S0), wvvr @ (50)) (3.44)
2 fi(SO' ,81(50), ---:.Bi(so): ---:ﬁn(so)) + TK(n + 1)eK(n+1)(SO_S)
2> f;(50, Bo1(S0)s +» Boi(S0), s Bon(S0)) + TK K+ 1(S0=5) (3.45)

> fi(s0, @1(S0), o, @i (S0), s @ (o))

Bu ¢eliski By(s) > ay(s) oldugunu ispatlar. 7 keyfi bir sabit oldugundan T — 0 igin
s>t,s €N a(s) < [(s)dir. O halde A(s) dogrudur.

t sol yogun nokta ve s <t i¢in A(s) dogru olsun. A(t) nin de dogru oldugunu

gostermemiz gerekir.

a ve f nin sag siirekliligi ile

a(®) = lim a(s) < lim () = B(® (346)
dir. Burada ispati tamamlariz [8].

Simdi calismamizin devaminda faydalanacagimiz iki sonug verelim:

Sonuc¢ 3.2.8:

p € C},[T, R"] icin

p*(6) <0, p(ty) <0 (3.47)

Ise p(t) < 0 dur.

Benzer sekilde eger
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p(t) 20, p(ty) 20 (3.48)

ise p(t) = 0 dir.

Sonug¢ 3.2.9:

t € T,M > 0iginp € CY[T, R"] olsun. Eger

pi(t) < —Mp(t), p(tp) <0 (3.49)

ise p(t) < 0 dur.

Benzer sekilde t € T, M > 0 i¢in eger

p() =2 —Mp(®), p(t)) =0 (3.50)

ise p(t) = 0 dir [5].

3.3. Ekstremal Coziimler

Bu boliimde dinamik baglangig deger problemlerinin maksimal ve minimal

¢ozlimlerinden bahsetmeden dnce K = [0, T| olmak iizere f € C[KxR, R] i¢in

u' = f(t,u), u(0) = u, (3.51)

Baslangic deger problemini ele alalim.

Tanim 3.3.1:
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r(t) fonksiyonu K da (3.53) in bir ¢6ziimii olsun. Eger her t € K ve herhangi bir
w:K - R ¢oziimii i¢in u(t) < r(t) saglanmyorsa r (3.53) denkleminin maksimal
¢Ozimiidiir denir.

Tanim 3.3.2:

p: K = R fonksiyonu (3.53) in bir ¢oziimii olsun. Eger her t € K ve herhangi bir
u:K - R ¢oziimi i¢in u(t) = p(t) saglaniyorsa r (3.53) denkleminin minimal
¢oziimudiir denir [11].

Maksimal ve minimal ¢6zlim ¢iftine ekstremal ¢oziimler denir.

Simdi zaman skalasinda dinamik denklemler icin ekstremal ¢b6ziim tanimlarini

verebiliriz:

ul = f(t,u), u(0) = u, (3.52)

Denklemini g6z 6niine alalim:

Tanim 3.3.3:

t >ty tE [ty ty+ alr igin p(t) (3.52) denkleminin bir ¢dziimii olsun. (3.54) {in
[to, to + a]r aralifinda herhangi bir u(t) ¢oziimii igin p(t) < u(t) saglaniyorsa p(t)

(3.54) {in minimal ¢éziimiidiir denir.

Tanim 3.3.4:

t >ty tE [ty ty+alr icin r(t) (3.52) denkleminin bir ¢dziimii olsun. (3.54) {in
[to, to + a]t araliginda herhangi bir u(t) ¢oziimii i¢in u(t) < r(t) saglantyorsa r(t)
(3.54) iin maksimal ¢oziimiidiir denir [12].

Teorem 3.3.5:
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f € Cr4[R° R] Ve her t € [ty ty +a] icin f(t,u).u*(t) u ya gore azalmayan
fonksiyon olsun. Bu durumda (3.52) denkleminin [t,,to + @1], @; > 0 araliginda

maksimal ve minimal ¢6ztimleri vardir [7].

Ispat: Burada sadece maksimal ¢6zliimiin varligin1 ele alacagiz, minimal ¢dziimiin

varlig1 da benzer sekilde gosterilebilir.

0<e< g olsun.

ul = f(t,u) +¢& ulty =ug+e (3.53)
baslangi¢ deger problemini diisiinelim. f;(t,u) = f(t,u) + € dir ve

Be=[u€ER: |u—(uy+¢)| < g] olmak tizere R, = [ty £t <ty + axB]
araliginda sag siireklidir. (R, € R°) Teorem 3.1.8 den (3.53) denkleminin

[to, to + B1] araliginda bir u(t, €) ¢oziimii vardir dyle ki f; = min (a, ﬁ) dir.
0<e <g <eigin

u(ty, &) < ulty, &) (3.54)
ul(t, &) < f(tult &) + & (3.55)
olur. Buradan

ul(t,e) > f(t,ult, 1)) + &, t € [to, to + Bi] (3.56)
elde ederiz. Teorem 3.2.4 i kullanarak

u(t, &) <ult, &), te€E [ty ty+ B1] (3.57)
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buluruz. {u(t, €)} fonksiyon ailesi [t,, to + B1] kapali araliginda essiirekli ve diizgiin
siirh oldugun i¢in, Arzela-Ascoli teoreminden {e,} dizisi vardir 6yle ki n — oo iken

&, = 0ve

711_1)120 u(t,e,) =1r(t) (3.58)

dir. Boylece r(ty) = u, olur.

f(t,w) nun sag siirekliliginden dolay1 n — oo iken f(t,u(t,&,)) f(t,7(t)) ye lokal
diizgiin yaklasir. Bu sebepten dolay1 f(t,r(t)) de [ty to+ f1] araliginda sag
stireklidir. Boylece r(t) nin (3.52) BDP nin bir ¢6ziimii oldugunu gostermek igin

terim terime integral alinabilir.

Simdi r(t) nin [ty, t, + B1] araliginda (3.52) BDP nin maksimal ¢6ziimii oldugunu

gosterelim:

u(t) (3.52) nin herhangi bir ¢dziimii olsun. Bu durumda t € [ty t, + B4] Ve

b. .
0<€<51g:1n

u(ty) = uy <uy + € =ulty€) (3.59)
ul () < f(tu() +¢ (3.60)
ut(t,e) = f(tu(t,e)) +e (3.61)

elde ederiz. Teorem (3.2.4) den
u(t) <u(te), te |ty ty+ il (3.62)

Elde ederiz. Buradan lirré u(t, ) = r(t) oldugundan ispat tamamlanmistir [7].
E—
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Simdi, ¢alismamizda da faydalandigimiz 6nemli bir teorem verecegiz. Karsilastirma
teoremleri dinamik esitsizlik ile, bir dinamik denklemin minimal ve maksimal
¢Ozlimlerinin hangi aralikta bulunabilecegini tahmin etmemize yardimci olur.

Teorem 3.3.6:

Teorem 3.3.5 in varsaymmlari gecerli olsun. Ilaveten her t € [to,t, + a] icin

m: [to, to + a] = R tiirevlenebilir olsun

mA(t) < f(t,m(t)), t € [ty to + al (3.63)
ve esitsizligini saglasin. Bu durumda r(t) (3.54) BDP nin [t,,t, + a] araliginda
maksimal ¢Oziimii olmak iizere m(ty) < u, esitsizligi m(t) < r(t) olmasii

gerektirir [7].

Ispat: a € T¥, t, < T <ty + a olsun. Teorem (3.3.5) den; yeterince kiiciik £ > 0

i¢in
ul(0) = feu(®) +¢& ulty) =up+¢ (3.64)

denkleminin [ty, ] araliginda maksimal ¢6ziimii r(t, ) vardir. (3.65) ve (3.66) y1

kullanarak ve teorem (3.2.4) den dolay1
m(t) <r(te), teEty1] (3.65)
elde ederiz. Her iki tarafin € — 0 iken limiti aldigimizda

lgi_r)r& u(t,e) =r(t) (3.66)

olur. Boylece m(t) < r(t) dir ki burada ispat tamamlanmis olur [7].



BOLUM 4. DINAMIK BASLANGIC DEGER PROBLEMLERI
ICIN MONOTON ITERATIF TEKNIK

Bu boliimde alt ve iist ¢dzlimleri, zaman skalasinda dinamik denklemlere uygulanan
alt ve iist ¢dziim metodunu inceleyecegiz. Ileride monoton iteratif teknigi baslangic
deger problemlerinin ekstremal ¢dziimlerini elde etmek igin kullanacagiz. Oncelikle
reel analizde alt ve tist ¢oziim tanimin1 vererek baslayalim.

4.1. Alt ve Ust Coziimler

K = [0, T] olmak iizere f € C[KxR, R] i¢in

ul = f(tr u), u(O) = U (41)
baslangi¢ deger problemini ele alalim.

Tanim 4.1.1:

t € K icin

v' < f(t,u), v(0) =u, 4.2)

Esitsizligi saglaniyorsa v € C![K, R] fonksiyonuna (4.1) denkleminin bir alt ¢dziimii

denir.
Tanim 4.1.2:

t € K i¢in
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w' = f(t,u), w(0) = u, (4.3)

Esitsizligi saglaniyorsa w € C'[K,R] fonksiyonuna (4.1) denkleminin bir iist

¢ozimi denir [11].

Teorem 4.1.3:

v,w € C1[K,R] (4.1) in sirasiyla alt ve iist ¢dziimleri olsun. a = b i¢in
f(t,a)—f(t,b) <M(a—b), (M>0) (4.4)
saglansin. Bu durumda v(0) < w(0) ise t € K i¢in v(t) < w(t) dir.

Ispat: Ispat1 icin bkz [11].

Teorem 4.1.4:

Teorem 4.1.3 iin kabulleri saglansin. Bu durumda (4.1) denkleminin

v(0) < uy <w(0) (4.5)
Olacak sekilde her u(t) ¢oziimii K da

v(t) < u(t) < w(t) (4.6)
esitsizligini saglar [11].

Simdi zaman skalasinda dinamik baslangi¢c deger problemi icin alt ve {ist ¢6zliim
metodunu inceleyecegiz. Alt ve iist ¢oziimler, ¢ozlimler icin alt ve iist sinir olarak
kullanilirlar ve alt ve iist ¢6ziim metodu monoton iteratif teknikle birlestiginde,

diferansiyel denklemler i¢in kapali bir kiimede olduk¢a kullanisli varlik sonuglari

iiretir. Once gerekli tanimlar1 verelim.
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f € Cq[TxR,R] t =0 minimal eleman ve t = T sol sa¢ilmis olmayan maksimal

eleman olmak Uizere

ud(6) = F(Ew)  u(0) = uo 4.7)

Dinamik baglangi¢ deger problemini diistinelim.

Tanim 4.1.5:

a € C}4[T,R] fonksiyonu t € T igin

al < f(t,a), a(0) < u, (4.8)

esitsizligini sagliyorsa (4.7) BDP nin alt ¢oziimiidiir.

Tanim 4.1.6:

B € CY,[T,R] fonksiyonu t € T igin

lBA = f(t! B)! B(O) = Ug (49)

esitsizligini sagliyorsa (4.7) BDP nin iist ¢oziimiidiir [13].

a < B olacak sekilde a, B alt ve iist ¢coziimlerinin varligini bildigimizde

S=[tw:alt) <u<p(), teT] (4.10)

kapali kiimesinde bir ¢6zliimiin var oldugunu sdyleyebiliriz. Boyle bir sonucu

ispatlamak icin asagidaki onermeyi vermeliyiz.
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Onerme 4.1.7:

f € Cq[TxR™, R"] ve f(t,u) her yerde sinirli olmak tiizere (4.7) sistemini

diistinelim. Bu durumda (4.7) nin T zaman skalasinda bir u(t) ¢6ziimii vardir [8].
Teorem 4.1.8:
Kabul edelim ki
i. apB€Cy[T,R] (4.7) nin alt ve iist ¢coziimleri olmak iizere a(t) < f(t)
saglansin.

ii.  f € CyqlS, R] fonksiyonu S de sinirli olsun.

Bu durumda (4.7) nin a(0) < u, < B(0) saglayacak sekilde bir u(t) ¢oztimii vardir
oyle ki a(t) < u(t) < B(t) dir [14].

Ispat: G: TxR — R olmak {izere

G(t,u) = maks[a(t),min(u,ﬁ(t))] (4.12)
Fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f(t,G(t,u)) S de smrh olan (f, S de
smirlt oldugu i¢in) TxR ye f nin bir sag siirekli genislemesini tamimlar. Onerme
(4.1.7) yi kullanarak T de,

ut = f(¢,G(t,w),  u(0) =u, (4.12)
Denkleminin bir ¢6zlimii oldugunu soyleriz.

Simdi bu ¢oziimiin a(t) < u(t) < B(t) esitsizligini sagladigini gostermeliyiz. T > 0

icin B,(t) = B(t) +t(1 +t), a,(t) =a(t) —7(1+1t) esitliklerini gbéz Oniine

alalim. Bunu ispatlamak i¢in



35

{A(t): a.(t) <u(t) < B.(t), t € T} (4.13)

[fadesi i¢in indiiksiyon prensibini uygulayalim:

a;(0) < u(0) < B;(0) oldugu asikardir. & ve B (4.7) denkleminin alt ve st
¢oziimleri oldugundan dolay1 @(0) < u(0) < $(0) dir. Dolayisiyla a,(0) <
a(0) < u(0) < B(0) < B.(0) olur.

(t) sag sacilmis ve A(t) dogru olsun. A(o(t)) nin de dogru oldugunu
gostermemiz gerekir. Kabul edelim ki {a,(a(t)) < u(a(t)) < f.(a(t))
dogru olmasin. a(t) € T i¢in [0, (t)] arahginda a,(t) < u(t) < p.(t) ve
u(a(t)) = B(a(t)) olsun. Oyleyse u(o(t)) >pB(ca(t)) dir ve
G(o(®),u((a(®)) = maks[a(a(t), min(u(a (D), le()] = B(a(t)

olur. Ayni zamanda

a(o(t) < G(a(D), ula®) < B(a(t)) (4.14)

dir. Boylelikle g {ist ¢6ziim oldugu i¢in

BA(a(®) = f(a(t),G(a(t), u(a(t)))) = u(a(t)) (4.15)
ve

2(a(®) > BA(a (D)) (4.16)
oldugundan dolay

(o) > ut(a(®)) (4.17)

elde ederiz ki u(a(t)) = B.(a(t)) oldugundan dolay1

B (o (t)—B(a(t)—u*(t)) S u(a(t))-u(a(®)-p*(®)

4,18
ur(t) ur(t) ) ( )
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Olur. Buradan

Br(a(t) — (1)) <u(o(t) —p* (1)) (4.19)

esitsizligi buluruz ve bu u(t) = B;(t) kabuliyle celisir. O halde a;(o(t)) <
u(o(t)) < B.(a(t)) dir. A(a(t)) dogrudur.

iii. t sag yogun nokta olsun ve t nin sag U komsulugundan sag sa¢ilmis olma
durumunda o(t) yerini alacak olan bir t; segelim. Buradan
a;(t) <u(t) < f(t) sonucuna variriz. Boylece s € U,s >t igin A(s)
dogrudur.

iv. t sol yogun nokta ve her s € [0,t) i¢cin A(s) dogru olsun. a,u,f

fonksiyonlar1 sag stirekli oldugu i¢in sol limit vardir ve
lim a,(s) < lim u(s) < lim B,(t) (4.20)
St~ St~ S—-t™
esitsizligi a,(t) < u(t) < B.(t) durumunu getirir.

Boylece A(t) dogru olur. 7 — 0% iken a(t) < u(t) < B(t) esitsizligini elde ederiz

[5]

Simdi (4.7) denkleminin ¢oziimlerine yakinsayan monoton dizileri veren yontemden
bahsedecegiz. Bu dizilerin her bir elemani belirli bir lineer dinamik denklemin

¢Oziimlerini meydana getirdigi i¢cin 6nemli ve kullanish bir metottur.
Teorem 4.1.9:

f € Crq[TxR,R] Ve ay, By € C}4[T, R] olmak iizere (4.7) nin alt ve {ist ¢dziimleri
olsun &yle ki ag < B, dir. Ilaveten t sag yogun nokta ise L > 0 ve t sag sacilmis

nokta ise L < 0 olmak tizere

ft,uw) —f(t,v) =—-Llu—-v), ap<v<u< B (4.21)
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Esitsizligini saglayan f fonksiyonunu kabul edelim. Bu durumda monoton {a,,(t)},
{Bm(t)} dizileri vardir 6yle ki m — oo iken a,,, = p ve 5, = r olacak sekilde lokal
diizgiin ve monoton yakinsar. Burada p,r (4.7) nin minimal ve maksimal

¢coztimleridir[5].

Ispat: Her y € C,4[T,R] ve ay <y < fB, i¢in

ut = f(t,y) —Lu—y), u(0) =1u, (4.22)

Lineer dinamik denklemini goz oniine alalim. (4.21) de v yerine y yazdigimizda

fw) —fty)=—-Lu-y) (4.23)

Buluruz ve bu da

few = fy) —Lu-y)=u (4.24)

Anlamina gelir. O halde (4.22) nin bir u ¢6ziimii vardir.

u = Ay olsun. Bu gosterimi {a,, }, {B,} dizilerini tanimlamak i¢in kullanacagiz.

. ay < Aay, By = AP,

il. [ao,ﬁo] = {u € Crd[']I', IR] (043} <uc=<s 30} (425)

bolgesinde A monoton operatordiir.

(1) ve (i1) yi gostermeliyiz. (i) yi gostermek i¢in a4 (4.22) nin tek ¢éziimii ve y = «a,

olmak iizere Aoy = ajalalim. (4.22) den,

af = f(t,ap) — Ly —ap), a;(0) =u, (4.26)
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olur. ¢ = a; — ayalalim. a bir alt ¢6ziim oldugu i¢in

‘PA =af—a€ > f(t,ag) — L(a; —ap) — f(t,ap) = —Lo (4.27)

Elde ederiz. ¢ (0) = 0 oldugundan (3.2.8) i kullanarak ¢(t) = 0 ve dolayisiyla a, <

Aa, buluruz.
Simdi Sy (t) = f;1(t) gostermeliyiz. Bunun i¢in 1 (4.22) nin tek ¢éziimii ve y = S,

olmak tizere AB, = B, alalim. ¢ = B, — f; olsun. B, iist ¢6ziim oldugundan dolay1
(4.22) yi kullanarak

9" =By — B = f(t.Bo) — f(t,Bo) + L(B1 — Bo) = Lo (4.28)

Elde ederiz. ¢ (0) = 0 oldugundan sonug (3.2.9) u kullanarak ¢(t) = 0 olur. O halde
,80 = ABO dir.

(i1) yi gostermek i¢in y; < y,olacak sekilde y4,y, € [@g, fo] secelim. u; = Ay, ve

u, = Ay, olsun. ¢ = u, — u, alarak u; < u, oldugunu gosterelim. (4.22) den

w = f(t,y1) — L(u; — y1), u1(0) =y, (4.29)

up = f(t,v2) — Luz — 1), u(0) = uq (4.30)

olur. Bu durumda ¢(0) = 0 ve

Pt =uy —uf = f(t,y2) —L(ug —v2) — f(t,y1) + L(uy — v1)
> —L(y, —v1) — L(uz —v2) + L(uy —v1)
=—Lo (4.31)

Dir. Buradan ¢(t) = 0 ve Ay, > Ay, elde ederiz.

Simdi a,,, = Aa;_1, P = APm—1 dizilerini tanimlayalim.
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Q<< LAy <P <-<P1<ho (4.32)
esitsizligi saglanir. Bu dizilerin diizgiin sinirh, esstirekli ve diizgiin yakinsak
oldugunu gostermemiz gerekir. @y, ve [, mn smirli oldugu kabulii ile K;,K, >0
vardir 6yle ki t € T i¢in |a, (t)| < K; ve |y (t)| < K, dir. Her m > 0 igin a; (t) <
Bm (©) < By (t) oldugundan dolayr {f,,(t)} diizgiin smirlidir. Benzer sekilde

{a,,(t)} nin de diizgiin sinirli oldugu gosterilebilir.
{Bm (t)} nin essiirekli oldugunu gosterelim. 0 < t; < t, ve m > 0 igin

1B (1) = B (t2)]

= o + f £, Brnr()) = LBr(S) — B () — (o
0
+ f (5, Bret(5)) = LBrn(S) — 1 ())5)
0
- f F(5,Bres(8)) = LBn(S) — B ())A\s
0

t2

~ | F5:Bnr(52) + LB () = fna (52)85)
0

< |f(5'ﬁm—1(5))| + |+L(ﬁm(s) - ﬁm—l(s))lAS

iy
+ ] [ (5, Bn-1 ()| + 1+L(Bm(S) = Bma ()] A5
0

olur. {a, (1)}, {Bm ()} diizgiin simirl oldugundan m den bagimsiz bir K vardir 6yle
Ki

1B (1) — B (t2)] < Kty — t,] (4.33)
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Dir. Buradan &>0 igin & =% vardir oyle ki |[t; —t,| <8 iken

|Bm (t1) — Bm(t2)| < & dur. Aym sekilde {a,,(t)} nin de essiirekli oldugunu
gosterebiliriz.
Arzela- Ascoli teoremini kullanarak {a,,, (t)} ve {Bn, (t)} dizileri vardir 8yle ki p ve

r ye diizgiin yakinsarlar. O halde {a,,(t)}, {Bm(t)} p(t) ve r(t) ye lokal diizgiin ve

monoton yakinsarlar.

lim_am(O)=p(t)
i B (O)=r(t)

(4.34)

olur. Simdi p(t) ve r(t) nin (4.7) nin ¢6ziimleri oldugunu gostermeliyiz.

ah () = f(t; am(t)) - L(“m+1(t) - am(t)): Um+1(0) = ug (4.35)
Brns1 (@) = (6, fn(®)) = L(Brms1 (D) = Bn(D)),  Bms1(0) = g (4.36)
Olmak tizere (4.35) ve (4.36) denklemlerin 0 dan t ye delta integralini alalim:

Aar (8) = U + [ £, @m(5)) = L(@ma1(s) — an(s))As (4.37)

Brmir () = g + [ £(5,Bm(5)) = L(Brs1(5) = Bm(s))As (4.38)

Simdi m — oo iken limit ve daha sonra delta tiirevini alarak (4.7) denkleminin p(t)

ve r(t) ¢oziimlerini elde ederiz. Bu durumda
Pt = f(t,p@®), p0) =1up) (4.39)

r2@®) = f(t, (@), 1(0) =y, (4.40)
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Olur. Son olarak p(t) ve r(t) nin (4.7) denkleminin minimal ve maksimal ¢ozlimleri
oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in eger u(t) (4.7) nin herhangi bir ¢oziimi ise;
p(t) < u(t) <r(t) esitsizliginin saglandigini gostermemiz gerekir. ap < u < f3,
oldugunu biliyoruz. m > 0 i¢in a,, < u < S, 0lsun. ¢ = u — a4, alahm. (4.21)
den
@t =ut —apyq = fGw) = f(t ) + L(@psr — @)

>—L(u—ay) +L@n—ayn) =—Llu-—ay)

= —Lg (4.41)

Olur. ¢(0) = 0 oldugundan sonu¢ (3.29) dan @,,,; < u buluruz. Ayn1 sekilde ¢ =

Bm+1 — u alarak ve (4.21) i kullanarak

@t = BrAn+1 —u® = f(t,B) — L(Bms1 — Bm) — f(t, 1)
> —L(Bm —u) = L(Bm+1 — Pm)

(0) =0 oldugundan ve sonu¢ (3.23) den u < fB,,4+1 elde ederiz. Boylece

A1 S U< Bpgq dir. m — oo iken p(t) < u < r(t) olur ve ispati tamamlariz [15].

Sonug 4.1.10:

Teorem 4.1.9 un kabullerine ilave olarak

ftuw)—ft,v)<Lu—-v), ap <v=<u<p, (4.43)

Olsun. Bu durumda p(t) = u = r(t) (4.7) BDP nin tek ¢éziimiidiir [16].
Ispat: Ispati igin bkz [16].



BOLUM 5. GENELLESTIRILMIS MONOTON ITERATIF
TEKNIK

Monoton iteratif teknik alt ve iist ¢oziim metoduyla birlestiginde, ele alinan
denklemin ¢Oziimiinii elde etmek icin esnek bir mekanizma sunar. Biz bu boliimde
alt ve iist ¢oziim ¢iftlerini kullanarak monoton metodu genellestirdik. Monoton
metodun, problem {ic monoton fonksiyonun farkindan olustugu duruma
genisgletmenin miimkiin olup olmayacagi sorusu ile yola ¢iktik.  Alt ve {ist ¢oziim
¢iftinin muhtemel 7 versiyonunu da diislinerek iteratif teknik olusturmay1 hedefledik.

Bu boliimde [17], [18], [19], [20] ¢alismalarindan ilham aldik.

5.1. Genellestirilmis Monoton iteratif Teknik

ut(t) = it w) — fo(6, W—f3(t,w), u(0) = ug (5.1)
baslangi¢ deger problemini diislinerek asagidaki tanimlari yapalim:

Tamm 5.1.1: a; , By € C4[T, R] olsun. Eger t € T igin g , Bo;

absfi(t.ag)—fa(t.ao)—f3(t.ap) (5.2)
B42£1(t,B0)~f2(tBo)—f3(t.Bo) '

sartlarin1 saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin dogal alt ve iist ¢éztimleri denir.

()
ah < fi(t, Bo) — f2(t, ap)—f3(t, ap)

BE = fi(t, ag) — fo(t, Bo)—f3(t, Bo) (5:3)

sartlarin1 saglarsa a ve B, a (5.1) denkleminin 1. tip alt ve iist ¢oziim ¢ifti denir.
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(i)

ay < fi(t, ap) — fo(t, Bo)—f3(t, ap)

B = f(t, Bo) — folt, a0)—f(t, Bo) (5.4)

sartlarin1 saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin Il. tip alt ve {ist ¢6ziim ¢ifti denir.

(iii)
ay < fi(t, ay) — fo(t, a9)—f3(t, Bo)

BS = f1(t, Bo) — fa(t, Bo)—fa(t, ao) (5.5)

sartlarin1 saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin Il tip alt ve iist ¢dziim ¢ifti denir.

(iv)
ay < fi(t, Bo) — f2(t, Bo)—f3(t, o)

B = fi(t, ap) — fo(t, @) —f3(t Bo) (5.6)

sartlarini saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin IV. tip alt ve iist ¢6ziim ¢ifti denir.

v)

ay < fi(t, Bo) — f2(t, ag)—f3(t, Bo)

B = fi(t, ag) — fo(t, Bo)—f3(t, o) .7)

sartlarin1 saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin V. tip alt ve tist ¢oziim ¢ifti denir.

(vi)
af < fi(t, a0) — f2(t, Bo)—f3(t, Bo)

BS = fi(t, Bo) — fo(t, ao)—f3(t, @) (5.8)

sartlarin1 saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin V1. tip alt ve iist ¢6ziim ¢ifti denir.



(vii)
ay < fi(t, Bo) — f2(t, Bo)—f3(t, Bo)
6 = fi(t, ap) — fo(t, ap)—f3(t, ag)
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(5.9)

sartlarin1 saglarsa a, ve B, a (5.1) denkleminin VILtip alt ve list ¢6ziim ¢ifti denir.

Tamim 5.1.2: v, w € C4[T, R] fonksiyonlar eger;

vA() = f1(t, v(®) — fo(t,v(D) — fz(t, v(@®)), v(0) = v,
wh(t) = fi(t, w(®) — (6, w(®)) — f5(t, w(©)), w(0) = wy

Ise dogal ¢oziimler denir.

vA() = fit, w(®) — fa(t,v(@®) — f3(6,v()), v(0) = v,
wh(t) = fit, v(D) — f2(t, w(®)) — fs(6, w(©)), w(0) = wy

Ise I. tip ¢oziim ¢ifti denir.

vA) = f1(t, v (D) — ot w(®) — f3(t6,v(D), v(0) = v,
wh(t) = fi(t, w(®) — fo(6,v(®)) — f(6, w(©)), w(0) = wy

Ise I1. tip ¢dziim ¢ifti denir.

VA1) = f1(t, v(®) — fo(t, v(D) — fs(t, w(D)), v(0) = v,
wh(t) = fi(t, w(®) — (6, w(®) — f5(t, v(©)), w(0) = wy

Ise I11. tip ¢Oziim ¢ifti denir.

vA(t) = fit, w(D) — (6, w®) = f5(t, v(©)), v(0) = v,
wh(®) = f1(t,v(®) — (6, v(@®) — f3(6, w(®)), w(0) = w,

Ise IV. tip ¢dziim ¢ifti denir.

vA(t) = fit, w(D) — (6, v(1)) — f(t, w(D)), v(0) = v,
wh(®) = f1(6,v(®) — (6, w(®) — fz(t, v(©)), w(0) = w,

Ise V. tip ¢bziim cifti denir.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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vA(t) = fi(t,v(®) — fz(t»W(t)) - fs(t»W(t)).V(O) =V

5.
WA = £ (6 w(D) — Fo(6 v(0) — (6 v(0), w(0) = wo (>:16)
Ise VL. tip ¢dziim ¢ifti denir.

VA1) = fi(t, w(®) — (6, w(®) — fo(t, w(®)), v(0) = v, (5.17)

wh(t) = f1(t,v(0)) — f(t, v(®) = f3(t, v(©)), w(0) = wy
Ise VII. tip ¢dziim ¢ifti denir.

Tamim 5.1.3:Her v, w ¢dziim cifti icin x = p,r = w saglaniyorsa p, 7 € C}4[T, R]

¢ozlim ¢iftine minimal ve maksimal ¢6ziim ¢ifti denir [5].

Inceleyecegimiz siradaki teoremde (5.1) denkleminin VI. tip ekstremal ¢dziimlerine
diizgiin ve monoton yakinsayan dizileri elde edecegiz. Bunun i¢in VI. tip alt ve iist

¢ozlim ¢iftinden faydalanacagiz.

Teorem 5.1.4: a, ve B, (5.1) denkleminin VI. tip alt ve st ¢oziim ¢ifti olsun ve

ap(t) < u < fo(t) sartini saglasin.

fi, frve fz3 € Cry [Tka, R] ; fai(t,w), fo(t,u) ve f3(t,u) u ya gore azalmayan

fonksiyonlardir. Bu durumda

{an, ()}, { Bm(t)} monoton alt dizileri vardir 6yle ki a,,(t) = p(t) ve Bn(t) —»

r(t) diizgiin ve monoton yakinsar.

p(t) ve r(t) (5.1) denkleminin VI. tip minimal ve maksimal ¢6ziim ciftidir ve

asagidaki sistemi saglar:

p () = fi(t, p(®O)=fo(t, 7)) = f3(t.7(®)), p(0) =g

(@) = it v @) — (&6, p(®)—f3(t, (@), 7(0) = u, (5.18)

Ispat: vm > 0



Am1=f1 (& @) = f2(6 Br)—f3(t, Bm), ms1(0) = ug
ﬁrAn+1=f1 (t, ﬁm) - fz(t; am)_f3 (t; am)» ﬁm+1(0) = Uy

sistemini diisiinelim.

ay < u < B, oldugu asikardir.
m = 0 i¢in (5.19) dan

ai-fi(t, ap)—f2(t, Bo)—f3(t, Bo), a1 (0) = ug
:81A=f1(t' :80) - fZ(tl aO)_f3 (t, ao); ﬁl(o) = Uy

olur. Oncelikle

ay<a; <u<p; <P

oldugunu gostermeliyiz.

@ = 1 — Py alalim.

¢(0) = B1(0) = Bo(0)
=up — Bo

<0

dir.

A—pA _ pA
»°=p1 — Bo
< fi(t, Bo) —f2(t, ap)—f3(t, ag) — f1(t, Bo) +12(t, o) +£3(t, @)

<0

dir.

@(t) < 0 oldugundan (3.2.8) den B, < f3, olur.
Simdi ¢ = a5 — a; olsun.
@(0) = ap(0) — a1 (0)

=0y — Ug

46

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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dir.

A—, A A
@ T=ap — a1

< fi(t,ao) —f2(t, Bo)—f3(t, Bo) — f1(t, ) +/2(t, Bo)+13(t, Bo) (5.24)

<0

olur.

fi, f> Ve f3 azalmayan fonksiyon oldugundan ¢(t) < 0 olur. Bu durumda ay, < a,

gelir.

Simdi ¢ = u — f; olsun.

®(0) =uy — B1(0) = 0 dur.
ot =ut - p}
< it w) — (6w —f3(tw) — f1(t Bo) f2(t ao)+/3(L, o) (5.25)

<0

olur.

©(0) < 0ve ¢® < 0 oldugundan (3.2.8) den ¢(t) < 0 olur. O halde u < f5;

¢ = a; —u alirsak @(0) = 0 dur.

o = ad —ub

= fi(t, ao) —f2(t, Bo)—f3(t, Bo)—f1(t,u) +fo(t, w)+f5(t, u) (5.26)

<0 olur.
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Bu durumda a; < u olur.

¢ =ay — 7 olsun.

®(0) =a;(0) — £1(0)
=Up — Up

=0

dir.

pi=a; — By
= f1(t, Bo) —f2(t, ao)—f5(t, ap) — f1(t, Bo) +/2(t, ag)+15(¢, ap) (5.27)

<0
olur.
(0) < 0ve ¢* < 0 oldugundan (3.2.8) den ¢(t) < 0 olur. O halde a; < B dir.
Boylece k = 1i¢in oy < ay < u < f; < f, gerceklenir.
Simdi k > 1 igin
-1 S A SUS B < P (5.28)
ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda
A < A1 S US Pria < Pr (5.29)
oldugunu gostermemiz gerekir. Bunu ispatlamak i¢in ¢ =f,1 — S} alalim.
@(0) = 0 dur.
P =Bir1 — B
=f1(t, Br) —f2(t, a)—f3(t, ar) — f1(t, Br-1) +/o(t, ar-1)+/f3(t, ar-1)  (5.30)

<0

dir.



@(t) < 0 oldugundan Sy, < By dir.

Simdi ¢ = aj — @44 Olsun. @ (0) = uy — uy = 0 dir.
A=~
=f1(t, ax—1) —f2(t, Br-1)—f3(t, Bk—1) — f1(t, @) +12(t, Bi)+13(t, Bi)

<0

dir.

O halde aj, < a4 dir.

@ = U — Pi4+1 alalim.

@(0) = 0 dur.

A _ A A
=u" — Bry1

= fi(t,u) —fo(6, W —f3(t,w) — f1(t, Br) +f2(t, ar)+f3(t, ay)

<0

Y

dir.

Bu durumda u < [, olur.

Simdi ¢ = ay,, — u alalim. ¢(0) < 0 dur.

A— A A
P =041 — U

= fi(t, ax) —f2(& Br)—f3(t, Br) — f1(t,w) +1f2(t, w)+f3(¢,w)
<0

dir.

@(t) < 0 oldugundan a;,; < u olur.
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(5.31)

(5.32)

(5.33)
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Boylece indiiksiyon prensibi ile
Q<o < <Ay <uUusfn<-<B1<pB (5.34)
Mliskisini elde ederiz.

Simdi dizilerin diizglin yakinsakligin1 ispatlamak i¢in diizgiin sinirli ve esstirekli

oldugunu gostermeliyiz.

ay(t), Bo(t) nin sinirh oldugu kabuliinden Ym = 0 igin ay(t) < B, (t) < Lo(t)

dir. Oyleyse

0< |Bm(t) — ap ()] < |Bo(t) — ap(t)| olur. Boylelikle { B, (t)} diizgiin sinirlidir.
Benzer sekilde

ao(t) < am(t) < Bo(t)

0< |ap (t) — ap(t)| < |Bo(t) — ay(t)| oldugundan { @, (t)} diizgiin simirhdir.
Simdi { B,,,(t)} nin essiirekli oldugunu gosterelim.

0< t; < t; ve m>0 igin

1B (t1) = Bm(E2)] =

|uo + fotl[fl(sy Bm-1(5)) — fz(s, “m—1(5')) - fs(s, “m—1(5))]A5 —Ug —
fotz [f1(s; :Bm—l(s)) - fZ (S, am—l(s)) - f3 (S' am—l(s))]AS|
= |f0tl[f1(sl Bm-1(5)) — f2 (S: am—l(s)) —f3 (S' am—l(s))]AS -

fotz [fl(sr ,Bm—l(s)) - fZ (5' am—l(s)) - f3 (S, am—l(s))]As|
(5.35)

= ftzz[fl(sj ﬁm—l(s)) - f2 (S: am—l(s)) - f3 (5: am—1(s))]AS|
= ftt12|f1(5J ﬁm—l(s)) - f2 (S: am—l(s)) - f3 (5: am—1(s))|AS




51

{an ()} ve { B (t)} dizgin sinirh ve f;(t,up), fo(t, u) ve f3(t,uy) T de smurh

oldugundan n den bagimsiz bir L > 0 vardir dyle ki;

|Bm(t1) — Bm(t2)| < L|(t;) — (t,)]| olur. Boylece £>0 igin m den bagimsiz § = - >

=~ m

0 vardir dyle ki;

vm igin |t; — t,| < & oldugunda |B,,(t1) — Bm(t2)| < €olur.

Benzer sekilde {a,,, (t)} nin de essiirekli oldugunu gosterebiliriz.

Boylece Arzela-Ascoli teoremini kullanarak {a,, ()} ve {Bm, ()} alt dizilerinin

p(t) ve r(t) ye diizgiin yakinsadigini gérmiis oluruz.

Simdi p(t) ve r(t) nin (5.1) denkleminin VI. tip ¢6ziim ¢ifti oldugunu gosterelim:
(5.19) u kullanarak 0 dan t ye delta integral alirsak

Ui = o + [ [[1(5, @m(5)) = fo(5, B () = fa(5, Bm(s))] s

" 5.36
Pm+1 = Up + fo [f1(5: Bm(s)) — f2 (5: am(S)) —f3 (5: am(s))]As ( )
elde ederiz.
m — oo iken delta tiirev ile
pt = f1(t'P(t)) - fz(tﬁ"(t)) - f3(t'7”(t)), p(to) = ug (5.37)

rd = f(6,7(0) = fo(t, p(©) — fa(t, (D), T(te) = ug
buluruz.

ay < ay < u < By < Py oldugundan m — oo iken limit aldigimizda

ay < p <u<r < fysonucunu elde ederiz.

Boylelikle p ve r nin (5.1) denkleminin VI. tip minimal ve maksimal ¢oziim g¢ifti

oldugunu gostermis oluruz.
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Sonug 5.1.5: Teorem 5.1.4 {in kabullerine ek olarak f, = 0, f; = 0 alirsak da teorem

saglanir.

Simdi inceleyecegimiz teoremde (5.1) denkleminin VI. tip ekstremal ¢oziimlerine
diizgiin ve monoton yakinsayan dizileri elde edecegiz. Bunun i¢in I. tip alt ve {ist
¢ozlim ¢iftinden faydalanacagiz.

Teorem 5.1.6: ay, B, (5.1) denkleminin I. tip ¢ift alt ve st ¢6ziim ¢ifti olsun ve
ay < PBo sarti saglasmn. fi, fo, f5 € Crq [T*xR™, R"] ; fi(t,0), fo(t, w) Ve f5(t,u)
u ya gore azalmayan fonksiyon olsun. Bu durumda;

{am () }, { Bm ()} monoton alt dizileri vardir 6yle ki

A< S S A <P < <P <P (5.38)

[fadesini ve

Ams1=f1(t, @) = f2(t Brn)—f3(t, Bm) » &m+1(0) = ug (5.39)
Bms1=f1(t Bm) — fa(t, ) —f3(t, @m) , Bms+1(0) = ug '

Olmak iizere g < a4, f1 < Py sartlarini saglar.

Ayrica {a,,(t) } ve { B ()} p(t) ve r(t) ye diizgiin yakinsar. Burada p(t) ve r(t)

(5.1) denkleminin minimal ve maksimal ¢6ziim ¢iftidir ve asagidaki sistemi saglar:

pt = fi(t,p) — fo(t, 1) — f3(t,7), p(0) = u,

rd = fi(t,7) = fo(t,p) — fs(t,p), 7(0) = ug (5.40)

Ispat: @y < B, hipotezden dogrudur. (5.40) dan
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ai-fi(t, @) — f2(t6, B)—f3(t, Bo), a1 (0) = ug
Bi=fi(t, Bo) — fo(t, ao)—f3(t, @), B1(0) = uy

ay < a; < B4 < By oldugunu gosterelim:

(5.41)

Oncelikle ¢ =a; — f3; olsun.
®(0) =a,(0) — B1(0)

=Up — Up

-0

dir.

p*=af - 7
=f1(t, ao) —f2(t, Bo)—f5(t, Bo) — f1(L, Bo) +/2(t, ao)+f5(t, ap) (5.42)
<0

dir.

»(0) <0, ¢® < 0oldugundan ¢(t) < 0 olur. O halde a; < f3, dir.

Boylelikle ay < a; < 1 < fo k = 1 igin gergeklenir.

Simdi k > 1 i¢in ay_; < ay < fi < fx_1 ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.

Oyleyse

A < Ay1 < Pr+1 < Pk (5.43)
Oldugunu gostermeliyiz. Bunu gostermek i¢in ¢ =f,1 — B alalim.

@(0) = 0 dur.
<PA=,3:§+1 - ﬁle
=f1(t, Br) —f2(t, ar)—f3(t, ar) — fi(t, Br-1) +/2(t ar—1)+f3(t ax—1)  (5.44)

<0
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dir.
@(t) < 0 oldugundan By, < By dir.

Simdi ¢ = aj, — @44 Olsun. @ (0) = 0 dur.

A_, A A
P =q — Apyq

=f1(t, ax—1) —f2 (&, Br-1)—f3(t, Bx—1) — fi(t, ar) +f2(t, Br)+f3(t, Bx)  (5.45)
<0

Olur. O halde ay < Ap+1 dir.

Son olarak ¢ = a;, — B olsun. ¢(0) = 0 ve
@°= @i — Biss (5.46)

= f1(t, ax—1) = f2(t, B-1)—f3(t, Bx-1) — f1(t, Br—1)
+ f2(t, ag—1)+f3(t, ag—1) (5.47)

dir ve bu durumda a;, < B dir.

Boylece indiiksiyon prensibi ile

QS S S ap <P <-=<P1=<Po (5.48)

iliskisini elde ederiz.

Simdi dizilerin diizgiin yakinsakligin1 gostermek i¢in diizgiin smirli ve essiirekli

oldugunu gostermek gerekir.

ay(t), Bo(t) nin siirl oldugu kabuliinden Vm = 0 igin ay(t) < B (t) < Lo(t)

dir. Bu durumda,

0< |Bm(t) — ap ()] < |Bo(t) — ap(t)| olur. Boylelikle { B, (t)} diizgiin sinirlidir.
Benzer sekilde
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{ a,, (t)} nin de diizgiin sinirh oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
{ Bm ()} nin essiirekli oldugunu gosterelim.

0< t; < t, ve m>0 igin

|ﬁm(t1) - ﬁm(tz)l

Uy

t1

+ j [fl(s' .Bm—l(s)) - fz(S: am—l(s)) - f3 (5, am_l(S))]AS — Uy

0

ty
- j [f1(5, Bm-1()) — fo (s, am-1(5)) — f3(s, am-1(s))]As
0

ty
j [f1(5' Bm-1(8)) — f> (5: am—1(5)) - f3 (5' am—1(5))]A5
0

(5.49)

[ A6 Bna ) = (51 ma®) = £5(5 tma (53]
0

[ 1G5 Bnea (5 = £o(5 s (90) = fo (5 tma () s

2
=< j |f1 (s, Bm-1(5)) — f> (5» am—1(5)) - f3 (S' am—1(5)) |AS

{an,(t)} ve { B ()} dizgin smurlt ve f;(t,u), f,(t,u) ve f3(t,u) T de smirh
oldugundan n den bagimsiz bir L > 0 vardir dyle ki;

~m

|Bm (t1) — Bm(t2)| < L|(t;) — (t;)] olur. Boylece £>0 i¢in m den bagimsiz § = - >

0 vardir dyle ki;

vm igin (t; — t,) < § oldugunda |B,,(t;) — Bm(t2)]| < € olur.
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Benzer sekilde {a,,(t)} nin de essiirekli oldugu gosterilebilir. Béylece Arzela-Ascoli
teoremini kullanarak {am, (£)} ve {Bm, ()} alt dizilerinin p(t) ve r(t) ye diizgiin

yakinsadigin1 gérmiis oluruz.

Simdi p(t) ve r(t) nin (5.1) denkleminin VI. tip minimal ve maksimal ¢6ziim gifti

oldugunu gosterelim.

(5.39) u kullanarak 0 dan t ye delta integral alirsak ;

Ui = o + [, [[1(5, @m(5)) = fo(5, B () = fa(5, Bm(5))]As

Bms1 = to + [y [f1(5, B () = fols,am(s)) = fo(s, am())]As o0
m — oo iken delta tiirev ile

p =+ f, [fi(s,p()) = fos,7()) = fols,r(s))] As

r=uo+ [, [(s,7()) = fo(s, () = fa(s,7(s)] As ©>D
olur.

Bu durumda

p® = fi(t.p(D) = fo(t,7(6)) = f(E (1)), p(to) = ug 552)

ri = f1(t:7”(t)) - fz(t'P(t)) — f3(t,p(t)) , T (to) = uo
bulunur.

ay < &y < Bm < By oldugundan m — oo iken limit alindiginda ay < p <r < B,

sonucu elde ederiz.
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Boylelikle p ve r nin (5.1) denkleminin VII. tip minimal ve maksimal ¢6ziim ¢ifti

oldugunu gostermis olduk.

Ornek 5.1.7:

W= (4 -4 (%), wo=1 tefo] (5.53)

3 3
dinamik baslangic deger problemini diisiinelim.

vt € [0,1] igin ay(t) = —1 ve By (t) = 2 olsun.

ag =0 < fi(t,Bo) — fo(t, ap) — f(t, ap)

4,1, 158
9 2127 54
Bs =0 = fi(t, ay) — fo(t, Bo) — f3(t, Bo)
1_4,_8__3
) 27 27

Boylece oy ve [y m L. tip alt ve iist ¢ozlimler oldugunu gérmiis oluruz.
a(t) =— % t+1vep,(t) = i—i t + 1 fonksiyonlarimi ele alalim.

Bu durumda ay < a; < f; < By siralamasini ve teorem 5.1.6 nin tiim sartlarini

saglamis oluruz.

Teorem 5.1.6 y1 uygulayarak ve (5.39) u kullanarak monoton dizi varligindan sz

ederiz Oyle ki [-1,2] araliginda minimal ve maksimal ¢oziimlere yakinsar.

Teorem 5.1.8: ay , B, (5.1) denkleminin V1. tip alt ve iist ¢coziim ¢ifti olsun ve ay <

u < B, sartin1 saglasm. fi, fo, f3 € Crq [T*XR,R] ; fi(t,w), fo(t,u) ve f3(t,u)
fonksiyonlart u ya gore azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda;

Ami1=f1(E Bn) — fo(t, @m)—f3(t @) » As1(0) = ug

Brsr=fi(t, @) = fo(t, Bm)—fs(t, Bm) + Bms+1(0) = ug (5.54)
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ile tammlanan diziler; {aym, Bom+1} V€ {Bam Aam+1} Monoton alt dizilerini tretir

ve bu diziler oy < f; < u < ay < By bagmtisini saglanmak iizere

Ay < 1< < m < Poms1 SUS Ay S Pom < - < ag < Py (5.55)

siralamasini gergekler. Ayrica {®am, Bam+1} V€ {@zm+1, B2m} Monoton alt dizileri

p" = fi(t,p) — fo(t, 1) — f3(t,7) ,p(0) =y,

rh = fl(t; T) - fz(t, p) — f3(t,p) ,r(O) = Ug (556)

sistemini saglayan ve problemin VI. tip p ve r minimal ve maksimal ¢oziimlerine

yakinsar.

Ispat:

af = f1(t,Bo) — f2(t, ag)—f3(t, ap) ,a1(0) = ug (5.57)
Bt = fi(t,ag) — f2(t, Bo)—f2(t, Bo) ,B1(0) = ug .
Oldugu (5.54) den elde edilir.

Q< fi<a,<B3u<az;<fB,<a, <pP, Iifadesinin k=1 igin dogru

oldugunu gosterelim:

@ = fi—a, alalim. @(0)=uy — uy=0

olur.
@ =pr—aj
= [fi(t, @p) — f2(t, Bo)—f3(t, Bo)] — [f1(t, B1) —f2(t, a1)—f35(t, a1)]
=f1(t, ao) — f2(t, Bo)—f5(t, Bo) — f1(t, B1) +f2(t, ar)+/5(¢, ay) (5.58)

= [fi(t, ap) — f1(t, B1) + [f2(t, a1) — f2(t, Bo)] + [f5(t, a1)—f3(t, Bo)]



<0

olur.
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f1, f» ve f3 azalmayan fonksiyon ve ¢(0) < 0, ¢* < 0 oldugundan ¢(t) < 0 olur.

O halde g, < a, dir.

@ = a,—f, olsun.

@(0)=uy — uy=0 dir.

pt=a3—p

=f1(t, B1) —f2(t, a))—f3(t, 1) — f1(t, a1) +f2 (L, B1)+15(L, 1)

< 0 olur.

@(t) < 0 oldugundan a, < B, dir.

Simdi p=5—a3 olsun.
¢*=p3—a3

=f1(t, az) —f2(t, B2)—f5(t, B2) — f1(L, B2) +/2(t, az)+f5(t, az)

< 0 olur.

Buradan 5 < a; gelir.

(,0:,32—6{1 0|Sun

®(0)=B(0)—a,(0)
=uy — up=0 dir.

¢i=p;—ai

=f1(t, ay) —f2(t, B)—f3(t, B1) — f1(t, Bo) +12(t, ag)+15(t, ap)

<0

dir.

©(0) < 0ve ¢® < 0 oldugundan ¢(t) < 0 dir.
O halde g, < a, dir.

(5.59)

(5.60)

(5.61)
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Simdi ¢ = a, — u alalim:

(0)=a3(0) —ug
=ug—ue=10 dir.
oi=ab — ub

=f1(t, 1) — f2(t, a)—f3(t, 1) — f1(t, ) +f2(6,w)+f3(E,u) (5.62)

<0

dir.

@(t) < 0 oldugundan a, < u olur.

@ = u — B, olsun. ¢(0)=0 dir.

oo g8
=fi(t,w) —f2(t, W—f3(w) — f1(t, a1) + f2(t, f1)+13(t, B1) (5.63)
<0

dir.

(3.2.8) den ¢(0) < 0 ve @2 < 0 oldugundan ¢(t) < 0 olur.

Boylece u < B, dir.

@ = u — az olsun. ¢(0)=0 dir.

pi=ut — ag=fi(t, W) —LEW—f3(t,w) = it B) + (L @) +f3(t @) (5.64)
< 0 dr.

Buradan u< a; olur.

Son olarak ¢ = B3 — u olsun.

@ (0)=0 dur.

o=p3 - ut

=f1(t, az) — f2(t, B2)—f5(t, B2) — fi(t,w) +f (¢, w+f3(t,w) (5.65)
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< 0 dir.

Buradan B; < u elde edilir.

Boylece k=1 i¢in

ay S fi<a, <35 u<saz; <P, <a; < Pyoldugunu géstermis olduk.

Simdi k>1 i¢in

Aop—2 S Pok—1 < A < Pors1 S US Uopqq < Poi < dop—1 < Pok—2 (5.66)

ifadesinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

Aok < Poks1 S Az S Pokrs S U S dopes < Pokrz S Aopkrr < Pak (5.67)

esitsizliginin de dogru oldugunu gostermeliyiz:

@ = Ay — Pk Olsun. ¢(0) =0

dir.

A_ A A
O =k —Bok+1

=f1(t, Bak-1) — f2(t, azk—1)—f3(t, azp—1) — f1(t, @zi) + fo (¢, Bai) +f5(t, Bar) < 0(5.68)
dir.

f1, f>,ve f3 azalmayan fonksiyonlar oldugundan ve (3.2.8) den

U2k < Porsq dir.
Simdi @ = ayp41 — B2 Olsun. ¢ (0)=0 dir.
P =%y 41—Bok

=f1(t, B2i) — f2(t, az) —f3(t, azi) — f1(t, azp—1) + f2(t, Bok—1)+3(t, Bar—1) < 0 (5.69)
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dir.

@(t) < 0 oldugundan a,j,q < By dir.

@ = Pak+1 — Azi2

=f1(t, azi) — f2 (&, Bar) —f3(, Bar) — [1(t, Baks1) + 2 (6 Qzpes1) Hf5(E @apq1)
<0 (5.70)

dir.

f1, f2,ve f3 azalmayan fonksiyonlar oldugundan @(t) < 0 Ve for41 < dppy dir.

@ = Pak+2 — Azx41 OlSUN.

@(0) = up—u,=0

P =Bz = Ao
=f1(t, A1) — 2t Baks1)—f3(t, Bak+1) — fi(t, Bax) + fo(t, azi ) +15(t, azp)
=0 (5.71)

olur.

¢(0) <0ve ¢* <0 oldugundan (3.2.8) den ¢(t) < 0 dir.
O halde Bor42 < agr4q dir.
Simdi ¢ = fop41 — Qi 41 alalim:
@(0) = uy—uy=0 dir.
P =Bok+1 — Ao
=f1(t, azi) = f2 (& Bar) —f3 (L, Bax) — f1 (L, Bar) + f2(t azi)+/3(8 az)  (5.72)

<0

olur.

@(t) < 0 oldugundan Byp41 < @yp4q dir.
® = Aar42 — Pak+z Olsun. ¢(0) = 0 dir.

A_ A A
©° = Agps2 — Bok+2
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= f1(t, Bak+1) — [2(t A1) —f3 (L, aaps1) — f1 (6 Qopr1)

+ f2(t, Bak+1) +f3(t, Bar+1) (5.73)
<0

dir.

Buradan a,x4, < Sars+ €lde edilir.

Indiiksiyon prensibi ile

WS S StmSPumt1 SUS U1 S P S < <Py (5.74)

iligkisini ispat etmis oluruz.

Simdi {a,, (t)} dizisinin diizgtin simirh oldugunu gosterelim:

ay(t) ve Bo(t) nin T de sinirli oldugu kabulii ile (5.74) den dolay1 {a,,,(t)} dizisi
diizgiin siirhidir. Aymi seklide {Bome1(t)}, {@ame1(t)} ve {Bom(t)} de diizgin

sinirl1 olur.

{a,m (t)} nin essiirekli oldugunu gosterelim:

|a2m (t1) — azm (t2)] =
%1

Uy + f [f1(5; Bam-1(s)) — fz(s» aZm—l(s)) - f3(5, “2m—1(5))]A5 — Up

0

~ [ TG Bamer 5 = fols: tom1(52) = f5 (5 om 1 (5))]s
0
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= f [f1(5' Bom-1(5)) — fz(s» a2m—1(5)) —f3 (5' a2m_1(s))]As
- f [f1(5' Bom-1(5)) — f> (5, aZm—l(s)) —f3 (5' a2m—1(5))]A5
J. [f1(5» Bom-1(5)) — fz(s» a2m—1(5)) —f3 (S: “2m—1(5))]A5

< [ 1A:(5:Bams(®) = £o(5, o 1(9)) = fo (5. toma (D) s (5.75)

{a,m ()} ve {Bom(t)} diizgiin smirh oldugu ve f;(t,u), fo(t,w) ve f53(t,u) T de

sinirli oldugu i¢in n den bagimsiz L > 0 vardir dyle ki;
|a2m (t1) — Ao (E2)| < L(t; — £2) (5.76)

olur. Boylece Ve > 0 i¢in m den bagimsiz § = % > 0 vardir oyle ki;

vm igin |t; — t,]| < & oldugunda |a,,, (t;) — @y, (t2)| < €olur.

Benzer sekilde {Bm(t)}, {adom+1(t)} Ve {Bom+1(t)} nin de essiirekli oldugu

gosterilebilir.

Béylece Arzela-Ascoli  teoremini  kullanarak — {azm, (t), Bam,.,, (O} ve

{“2mk 1 (&), Bam,, (t)} alt dizileri vardir dyle ki p ve r ye diizgiin yakinsarlar.
Simdi p ve r nin (5.56) y1 sagladigini1 gosterelim:

Oomi1=f1(E Bam) = fo(t, om)—f3(t, A2m),  Aams1(0) = ug

BA _fi(t, dzm—1) — f2(t, Bame1)—f3(t, Bame1), Bam(0) = up (5.77)



65

(5.77) nin 0 dan t ye delta integralini alirsak;

Aoym+1 = Up + fot[fl(s» Bom(S)) — f2 (5' azm(s)) —f3 (5' a2m(s))]AS

B = o+ A G (5~ fos B 00) — s Brma )as 7
elde ederiz.

m - oo iken limit aldigimizda

r=uo+ J. [i(s,7(9) = fos,p()) = fa(s,7(s))] As

p =1+ [L[fi(5,0()) = fol5,7()) = fo(s,7(s))] As &7
olur.,

Bu durumda

rf=ftr) - L) — fstp), 1(0) =u, (5.80)

pt = fi(t,p) — fo(t,7) = f3(t, 1), p(0) =u,

Ifadesi elde edilir ve buldugumuz sonug (5.56) denklem sistemidir.

Son olarak p ve r nin (5.1) baslangi¢ deger probleminin VI. tip minimal ve maksimal

¢ozlim ¢ifti oldugu gosterilmelidir:

Bunu gostermek i¢in;

Aop—z < Pok—1 < Ao S U Bop < g < Pok—, ifadesinin k>1 i¢in dogru

oldugunu kabul edelim:

Ao < Pok+1 S Aoz S U S Pogsr < Uoprr < Pok (5.81)

oldugunu gostermeliyiz.
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(p = ﬁ2k+1 —Uu OISUn

@(0) = ug—uy=0 dur.

‘PA:.BzAkH —u
=f1(t, azi) — f2(t, Bai)—f3(t, Bax) — fi (6, ) + fo(t,w) + f5(E,u) (5.82)
<0

dir.

¢ (0) <0ve ¢* <0 oldugundan (3.2.8) den ¢(t) < 0 dir. Boylece Bor41 < u olUI.
Benzer sekilde

U< Aops1r U < Pogsz Ve Aapyn < u oldugu gosterilir. Boylelikle

S S StmSPomt1 SUS U1 S P S <1 <Py (5.83)
bagintisini elde ederiz.

m — oo iken limit alirsak;

ay < p <u<r < f,buluruz ve ispat tamamlanmis olur.

Ornek 5.1.9:

2
WA () = ”7 _u— ; w@© =1 te[0]] (5.84)

Baslangi¢ deger problemini ele alalim:

vt € [0,1] igin @y (t) = —1 ve By(t) = 2 olsun.
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ag =0 < fi(t, ap) — f2(t, Bo)—f3(t, Bo)

S
_§+ -5=

Bo =0 = fi(t, Bo) — fot, ag)—f3(t, )
—9_> 3_ 3
Tt fT 2T 2

Boylelikle ay ve By in VL. tip alt ve list ¢oziim olduklarini géstermis olduk.

a,(t) = %t + 1 ve B,(t) = —3t + 1 fonksiyonlarini ele alalim:
ay(0) < a;(0) ve ay < af oldugundan ay(t) < a,(t) dir.

B1(0) < Bo(0) ve B2 < B oldugundan B, (t) < Bo(t) dir.

a,(0) < $,(0) ve ad < B2 oldugundan a, (t) < B4 (t) dir.

Buradan a,(t) < a;(t) < B1(t) < Bo(t) sralamasii ve teorem 5.1.8 in tim
sartlarin1 saglamis oluruz. Teorem 5.1.8 i kullanarak monoton dizi varligindan s6z
ederiz dyle ki [-1,2] araliginda minimal ve maksimal ¢dziimlere yakinsar.

5.2. Karma Monotonluk Yontemi

g € Crq[T*xR™, R"] olmak iizere

ud = g(t,u), u(0) = u, (5.85)
dinamik baslangi¢ deger problemini ele alalim. Eger u(t) g(t,u) nun bir antitiirevi
ise ve u(ty) = up saglarsa u:T* - R™ fonksiyonu (5.85) denkleminin bir

¢oziimiidiir. Burada T* = [0,],] N T, J, > 0 dur.

Tammm 5.2.1: G € C,4[T*xR"xR"xR",R"] olsun. Eger g:T*xR"™ > R"™ ve
G(t,u,u,u) = g(t,u),

G(t,u,v,w) fonksiyonu T* da u ya gore azalmayan, v ye gore artmayan, w ya gore

ise azalmayan fonksiyon
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olacak sekilde g fonksiyonu varsa G ye karma monoton denir.

Teorem 5.2.2:(5.85) denklemini ele alalm.G (t,u, v, w) € C,4[T*xR*xR"*xR"™ R"]
fonksiyonu asagidaki kosullart saglasin:
G (t,u, v,w) fonksiyonu T* da u ya gére azalmayan, v ye gore artmayan, w ya gore

ise azalmayan fonksiyon olsun.

G(t,u,v,w) = g(t,u),

a® < G(t, ag, Bo,, ap) Ve ,BOA > G(t, By, @y, o) esitsizliklerini saglayan

o, Bo fonksiyonlart ag(t) < Bo(t) olmak iizere T* da diferansiyellenebilir olsun. bu

durumda monoton ve yakinsak {a,,(t)} ve {f,(t)} dizileri vardir 6yle ki a,, = p,

Bm — 1 dir ve bu p, r fonksiyonlar

p" =Gt p,1,p), p(0)=0
rd =G(t,r,p,r), 1(0)=0

(5.86)

Sistemini saglar. Ayrica,

(G(t, w,v,w) —G(t,v,u, W)) < K(u—v) kosulu saglaniyorsa p(t) =r(t) =u

fonksiyonu (5.85) probleminin tek ¢6ziimudiir.

ispat:
a14n+1 = G(t, ) P » A, Am+1(0) = ug (5.87)
ﬁrAn+1 = G(tr ﬁm' A, ﬁm)' ﬁm+1(0) = Uy (588)

olarak tanimlayalim.
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ab < G(t, ag, Bo,, p) = af ve ay(0) < a4(0) oldugundan a,(t) < a,(t) dir.

B6 = G(t, Bo, ag, Bo) = B Ve B1(0) < B, (0) oldugundan B, (t) < B, (t) olur.
at = G(t, ag, Bo,, ao) < G(t, By, @, Bo) = Bt Ve a1(0) = uy = B;(0) oldugundan
a; < By dir.

Boylelikle aq(t) < ay(t) < B1(t) < Bo(t) saglanmis olur.

Simdi k > 1 igin aj_1(t) < a(t) ve Br(t) < Pr-_1(t) oldugunu varsayalim. Bu

durumda

ai(t) = G(t, 1, Br-1,, a-1) < @f = G(t, @, B, @) = 1 (8) (5.89)
Ve a,41(0) = a,(0) oldugundan a (t) < a4 (t) olur.

Ayni sekilde

Bier1 (1) = G(t, Bi, @, Bic) < G(t, Br—1, Ak—1, Br-1) = B (1) (5.90)
Ve Br+1(0) = B (0) oldugundan B, (t) < B (t) dir.

ap(t) = G(t, ap—1, Br-1,, —1) < G(t, Br—1, Ap—1, Br—1) = Br(t) (5.91)
Ve a, (0) = uy = B (0) oldugundan a; (t) < B (t) dir.

Boylelikle indiiksiyon prensibi ile

A< ;< <ty <Pm<P1=<Po (5.92)
Siralamasini elde ederiz.

{a,, ()} ve {Lm(t)} dizileri diizgiin simirh ve G sinirhi oldugu igin |am(t)A| ve

|,Bm(t)A| de smirlidir. Aymi zamanda {a,,(t)} ve {B,(t)} dizileri essiireklidir.
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Arzela-Ascoli teoremini kullanarak {ay,, (t)} ve {Bm, (t)} dizileri vardir dyle ki T*

da diizgiin yakimsaktirlar. {a,, (£)} ve {B,,(t)} T* da lokal diizgiin monotondurlar.

Buradan lim a,,(t) = p(t) ve lim B,,(t) = r(t) olur.
m—oo m—oo

Simdi p ve 7 nin delta tiirevlerinin

p® =Gt p,1,p), p(0)=0
rd=G(t,r,p,r), r(0)=0

Esitliklerini sagladigini gosterelim:

(5.87) ve (5.88) in 0 dan t ye delta integralini alirsak

t

a1 (8) = a1 (0) + f G(S, @ (S), B (S), ()5
0

t

Bs1 () = Brss (0) + f G5, B (S), @m(5), B (5))As

0

elde ederiz.

(5.93)

(5.94)

(5.95)

m — oo iken limit aldigimizda {a,,(t)} ve {Bn(t)} dizileri diizgiin yakinsak

oldugundan

t

p(6) = up + j G(s,p(s),7(s), p())As

0

t

r(t) =uy + j G(s,r(s),p(s),r(s))As

0

(5.96)

(5.97)
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dir.

(5.96) ve (5.97) nin delta integralini alirsak

pA(t) = G(t, p(t), m(t), p(t)), p(0) =0
rA(t) = G(t,r(t),p(t),r(t)), r(0)=0

(5.98)
buluruz.

Simdi g = r — p alalim. Hipotezdeki kosulunu kullanarak

q*(t) =) — pA() < G(t,7(8), p(t), 7 (1)) — G(t, p(1), T(t), p(1)) < Kq (5.99)
Elde ederiz. q¢(0) = 0 oldugundan sonug (3.2.8) den g(t) < 0 dur.

O halde r(t) = p(t) = u olur.

G(t,u,v,w) = g(t,u) oldugundan r(t) = p(t) = u tek ¢6ziimdiir.

1-u?

Ornek 5.2.3: u® = —, w0 =up, u#0 (5.100)

Dinamik baslangi¢ deger problemini diigiinelim:

gt,u) = 1—u_u2 olur.

G(t,u,v,w) =u+ % — 2w alalim. Bu durumda G (t,u, u,u) = g(t, u) saglanir.
ay =—1, By = 1olsun.

ay <G(t,-1,1,-1)=—-1+1+2=2
Be=G(t1,-1,1)=1-1-2=-2
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Olur. Oyleyse {a,,(t)} ve {B,,(t)} monoton dizileri vardir Syle ki p ve r ye lokal

diizgiin ve monoton yakinsar.
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