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OZET

Anahtar kelimeler: Komiitatif kuaterniyonlar, komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen
temel matrisler, Euler ve De Moivre formiilii, RGB renk uzay1, goriintii iyilestirme.

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Giris boliimiinde konu ile ilgili literatiirde yer alan
calismalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde ¢alismamiz boyunca kullanacagimiz komiitatif kuaterniyonlar ve
onlarin temel matrislerinin temel kavram ve teoremleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen 4x4 tipindeki temel
matrislerin Euler ve De Moivre formiilleri elde edilmistir. Elde edilen bu formiiller
yardimiyla temel matrislerin z inci mertebeden kokleri ve kuvvetleri hesaplanmistir.
Son olarak da temel matrislerin koklerini ve kuvvetlerini hesaplayan pseudo kodlar ve
MATLAB ortaminda siiflar gelistirilmistir.

Dordiincii boliimde ise renkli bir goriintii komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen
temel matrisler yardimiyla 6rneklenerek bu goriintiiniin bloklar1 temel matrisler olan
filtreler ile bozulma-iyilestirme siirecleri incelenmistir. Ayrica goriintiiniin yeniden
inga siirecindeki relatif hatalar incelenerek yontemin verimliligi ortaya konmustur.
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EULER-DE MOIVRE FORMULAS FOR FUNDAMENTAL
MATRICES CORRESPONDING TO COMMUTATIVE
QUATERNIONS AND THEIR APPLICATIONS IN COLOR
IMAGE RESTORATION

SUMMARY

Keywords: Commutative quaternions, fundamental matrices corresponding to
commutative quaternions, Euler and De Moivre formulas, RGB color space, image
restoration.

This study consists of four parts. The first part is an introduction devoted to the
literature knowledge.

In the second part of this study the fundamental definitions and theorems related to the
commutative quaternions and commutative matrices are given.

In the third part, Euler and De Moivre formulas of real matrices of the 4x4 type
corresponding to commutative quaternions are obtained. With the help of these
formulas obtained, n. order roots and power of fundamental matrices are calculated.
Finally, pseudo codes and classes in the MATLAB environment that calculate the roots
and power of matrices corresponding to commutative quaternions have been
developed.

In the fourth part chapter, a color image is sampled with the help of fundamental
matrices corresponding to commutative quaternions, and the distortion- improvement
processes of this image are examined with filters, the blocks of which are the
fundamental matrices. In addition, the relative errors in the image reconstruction
process are examined and the efficiency of the method is revealed.
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BOLUM 1. GIRIS

Reel kuaterniyonlar 1843 yilinda Hamilton tarafindan tanimlanmistir [1]. Reel

kuaterniyonlar climlesi

K={a=a,+ai+a,j+ak:aya,a,,a,€R vei,jkegR} (1.1)

biciminde ifade edilir. Burada i, j,k birimlerinin ¢arpimi

i2:]‘2:k2:—1,ij:—ji=k,jk=—kj=i,ki:—ik:j (1.2)

bicimindedir. Bu ¢arpim kuralindan reel kuaterniyonlar da ¢carpma isleminin degisme
ozelligi olmadig1 goriilmektedir. Reel kuaterniyonlar ciimlesi, iizerinde tanimlanan
toplama ve skalarla carpma islemleri ile birlikte kompleks sayilar climlesi iizerinde 2-

boyutlu, reel sayilar ciimlesi iizerinde ise 4-boyutlu vektor uzayidir [2].

Reel kuaterniyonlarin hareket geometrisi, diferensiyel geometri, sayisal goriintii
isleme, bilgisayar programlama, kuantum mekanigi gibi bir¢ok alanda 6nemli
uygulamalar1 mevcuttur [3-6]. Fakat reel kuaterniyon cebrinin ¢arpma islemine gore
degisme 6zelliginin olmamas1 ve kompleks sayilar ile reel sayilar ciimlesine giden yap1
koruyan doniistimlerinin karmasik olmasi bu uzayda gelistirilen algoritmalarin zaman

ve bellek karmagalarinin yiiksek olmasina sebep olmaktadir [7].

Hamilton’un bulusundan sonra Segre, 1892 yilinda komiitatif kuaterniyonlar
climlesini tanimlamistir [8]. Komiitatif kuaterniyonlar da reel kuaterniyonlar gibi
kompleks sayilar climlesi tizerinde 2-boyutlu, reel sayilar climlesi iizerinde ise 4-
boyutlu vektor uzayidir. Reel ve komiitatif kuaterniyonlari birbirinden ayiran iki temel
unsur vardir. Bunlardan birincisi komiitatif kuaterniyonlar carpma islemine gore

degisme ozelligine sahiptir. Ikincisi ise komiitatif kuaterniyonlar ciimlesi sifir bolen



elemana sahiptir [9]. Bunun yani sira komiitatif kuaterniyonlar climlesinde tanimli
carpma, bolme, kuvvet alma, kok hesaplama vb. bir¢ok cebirsel islemin algoritmik
karmagiklig1 diger degismeli olmayan dort boyutlu hiperkompleks sayilara gore biiyiik
Ol¢iide dusiiktiir. Bu durum da bu sistemi diger degismeli olmayan dort boyutlu

hiperkompleks sayilara gore daha avantajli bir hale getirmektedir [7].

Komiitatif kuaterniyonlarin uygulama alanlar1 da olduk¢a genistir. Bunlar, hareket
geometrisi, diferensiyel geometri, sayisal goriintii isleme, sinyal isleme, bilgisayar
programlama vb. dir. Scorza-Dragoni [10] ve Morin [11] komiitatif kuaterniyon
degerli fonksiyonlarin diferensiyellenebilmesi iizerine ¢alismalar yapmislardir. Pei ve
ark. komiitatif kuaterniyonlar1 ve bu kuaterniyonlarin Fourier doniistimlerini
kullanarak goriinti ve sinyal isleme gibi siireglerde pek ¢ok uygulama
gergeklestirmistir [12]. Pei ve ark. komiitatif kuaterniyon matrislerinin 6zdeger-
O0zvektor, tekil deger ayristmi ve pseudo terslerinin hesabina dair algoritmalar
gelistirmistir [7]. Catoni ve ark. komiitatif kuaterniyonlar1 » boyutta ifade ederek bu
sayl sistemlerinin geometrik anlamlarint ¢alismislardir. Ayrica komiitatif
kuaterniyonlarin holomorfik fonksiyonlarini, kutupsal gdsterimlerini ve konformal
doniigiimlerini de elde etmislerdir [13]. Komiitatif kuaterniyonlari kullanarak Isokawa
ve ark. Hopfield sinir aglarim1 incelemislerdir [14]. Kosal ve Tosun komiitatif
kuaterniyon matrislerinin temel cebirsel Ozelliklerini komiitatif kuaterniyonlara
karsilik gelen temel matrisler yardimiyla incelemislerdir [15]. Kosal ve ark. komiitatif
kuaterniyon degerli matrisler iizerinde eslenik benzerlik bagintisini tanimlayarak
komiitatif kuaterniyon degerli matrislerin eslenik 6zdeger ve eslenik Ozvektor
kavramlarini tanimlamislardir [16]. Kosal ve Tosun, komiitatif kuaterniyonlar ve
onlarin matrisleri tizerinde eslenik benzerlik, yar1 benzerlik ve eslenik yar1 benzerlik
gibi denklik bagntilar1 elde etmislerdir. Ayrica Sylvester-s-Eslenik komiitatif
kuaterniyon matris denkleminin ¢6ziimiinii bu denklik bagmtilart yardimiyla
vermislerdir [17]. Kosal ve Tosun bir baska ¢alismalarinda komiitatif kuaterniyonlar
ve onlarin matrisleri iizerinde evrensel benzerlik esitligini elde ederek her iki uzayda
da temel denklemlerin ¢ozlimlerini elde etmislerdir [18]. Son olarak, Kosal komiitatif
kuaterniyon matris uzayimda AX = B denklemin en kiiciik kareler ¢oziimiinii elde

ederek bu teorinin renkli goriintii iyilestirmedeki uygulamalarini ¢alismistir [19].



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Komiitatif Kuaterniyonlarin Cebirsel Ozellikleri

Komiitatif kuaterniyonlarin ciimlesi

H={a=a,+ai+a,j+ak:a,,a,a,,a;eR vei,jkeR]} (2.1)

biciminde gosterilir. Burada i, j,k kuaterniyonik birimleri arasindaki iligki

P=k=-1, "=l ij=ji=k, jk=ki=i, ki=ik=—j (2.2)

bicimindedir. Son ifade de birimlerin ¢arpimindan aciktir ki H climlesi ¢arpma

islemine gore degisme 6zelligine sahiptir [20].

a=a,+ai+a,j+ak, b=b,+bi+b,j+bk € H ve AeR olmak ilizere H

climlesi lizerinde toplama, carpma ve skalarla ¢carpma islemleri sirasiyla

a+b=(a,+by))+(a,+b)i+(a,+b,)j+(a,+b,)k,

ab=(ayb, —ab, +a,b, —ab,)+(ab, +a,b, +ab, +a,b,)i
+(a,b, +a,b, —a,b, —a;b)) j +(ab, + ab, + ab, + a,b)k

ve
Aa=Aa,+ai+a,j+ak)=Aa,+Aai+ Aa,j+ Aa,k

esitlikleri ile tanimlanir [20]. a =a, +a,i+a,j+ak € H komiitatif kuaterniyonunun

3 tip eslenigi mevcuttur. Bunlar



1a=a0—a1i+a2j—a3k,
2_ . .
a=a,+ai—a,j—ak,
3_ . .
a=a,—ai—a,j+ak

(2.3)

seklindedir [20].

a=a,+ai+a,j+ak € H komiitatif kuaterniyonun normu

[|all= i/a(?)(?)(?) = ‘\‘/[(ao + a2)2 +(a, + a3)2][(a0 —a2)2 +(a, —a3)2]
esitligi ile tanimlanir [20].

||a|| # 0 olmak tizere a komiitatif kuaterniyonunun garpma islemine gore tersi a'

olmak tizere

o Lela)e)

o]
dir [20].

2.2. Komiitatif Kuaterniyonlarin Kutupsal Formu

la|| # 0 olmak iizere bir a = a, +a,i+a,j+ak € H komiitatif kuaterniyonu
a =||a|(cos §+ising)(cosh &+ jsinh§)(cosy +ksiny ) (2.4)

bigiminde yazilabilir. Burada ¢ ve y Oklid agis1 @ ise hiperbolik agidir ve



1 4 2(aya,—a,a,)
=—tan
¢ 2 (az

2 2 2
o —a; —a; +a,

2

0= L tanht | 2Lt d;) 2.5)
2 a, +a; +a; +a,

= ltan_] [ 2(aya, — a\a,) j
2 2

2 2 2
a, +a; —a; —a,

dir. (2.4) ifadesine a komiitatif kuaterniyonunun kutupsal gosterimi denir [20].

a =||a|(cos ¢ +isin $)(cosh &+ jsinh 0)(cosy +ksiny)
ve
b=|b|(cos¢'+ising')(cosh & + jsinh &) (cosy’ +ksiny’)

olmak iizere bir komiitatif kuaterniyonun tamsay1 kuvveti, tersi ve iki komiitatif

kuaterniyonun ¢arpimi kutupsal gosterim yardimiyla asagidaki gibi hesaplanir.

a" =|a||" (cosng+isinng)(coshnd+ jsinhn@)(cosny +ksinny), neZ,

a’ :||a||_1 (cosg—ising)(cosh@— jsinh&)(cosy —ksiny ), |af = 0

Ve

(cos (p+¢")+isin(g+ ¢'))(cosh (6+6')+ jsinh(0+ 9’)) |

b= b
a ||a|||| ” (COS((//+W')+kSiH(l//+§[/’))

Ayrica e, %/ ve ¢’* ifadelerinin Taylor agilimlar



¢ P

e =l+ig————i—+ T+
20 31 41
2 4 3 5
=1—¢—+¢——...+i(¢—¢—+¢——...j
2! 4l 35!
=cos¢@+ising,
0 2 3 94
J — / - — 4 —
e —1+]9+2!+]3!+4!+
A ( o O ]
=l+—+—+. .+ j| O+—+—+..
21 4! 315!
=coshd+ jsinh @,
2 3 4
S Py Ay AN A
2! 31 41
2 4 3 5
:l—y/—+l//——...+k(w—l//—+l//——...]
21 41 315!
=cosy +ksiny

i¢in a(|a|# 0) komiitatif kuaterniyonunun Euler formiilii
a= ||a|| ek (2.6)
bigimindedir. a=|afe”*”™"* ve b=|p|e”*"""* olmak iizere bir komiitatif

kuaterniyonun tamsay1 kuvveti, tersi ve iki komiitatif kuaterniyonun ¢arpimi Euler

formiilii yardimiyla agagidaki gibi hesaplanir [12].

" ngi+n0j+nyk
e¢ J '//’

a”z”a nez,

-1 -1 _gi-0j-yk
a' =[] e,

a|| =0,

ve

ab =||al|[pf| " eI < |ab|| e O OE,



2.3. Komiitatif Kuaterniyonlarin Temel Matrisleri

a=a,+ai+a,j+ak € H igin ¢, (x)=ax seklinde ¢, :H —H lineer doniistimii

tanimlansin. ¢ lineer doniisiimiiniin {1, i, j,k} tabanina karsilik gelen matrisi

@, (1) =(a, +ai+a,j+ak)

@, (i)=(a,+ai+a,j+ak)i=—a +aj—a,j+a,k
o, (j)=(a,+aji+a,j+ak)j=a,+aji+a,j+ak
o, (k)=(a,+ai+a,j+ak)k=—a,+aj—aj+ayk

olmak tuzere

a
p(a) = 2.7
a

bicimindedir. Bu matris a € H nin temel matrisi olarak adlandirilir [9].

Ayrica R*" matris ciimlesi ile H komiitatif kuaterniyonlar ciimlesi arasinda bir cebir

izomorfizmasi tanimlanabilir. Bu izomorfizma

r:H—R*
4
: . : . aq
ay+ai+a,j+ak —>(ay+ai+a,j+ak)=
a4,
a4

seklinde ifade edilir. Dolayisiyla



a=a,+aji+a,j+ak=

yazilabilir [9].

Yukaridaki ifadeden yola ¢ikilarak iki komiitatif kuaterniyon a = a, +a,i +a,j+ak

ve b=>0b,+bi+b,j+bk nin ¢arpimi

ab = =@(a)b

S
[\S)
|
N
W
N
(=}
|
£
&~

seklinde de yazilabilir [9]. ¢ fonksiyonu i¢in

p(ab) = p(a)p(b)
p(a+b)=p(a)+ o)

esitlikleri dogrudur. Dolayisiyla ¢ bir cebir izomorfizmasidir. Ayrica,

100 0 0 -1 0 0
0100 1 0 0 0
*W=l5 o 1 o7 0=y ¢ o |7B
00 0 1 0 10
0010 00 0 1
00 0 1 0 0 -1 0
- _E: o(k)= -E
?(D=| o o o5 e)=| ¢ | o=
0100 10 0

oldugundan



EE =—1,, EE,=1, EE =-I,

EE,=E,E =E,, E,E,=EE, =E,, EE,=EE =-E,
dir. Sonug olarak E,, E,, E;, matrisleriile i, j,k elemanlar: birbirlerine izomorftur [9].

Teorem 2.3.1. a,b € H ve A € R olmak iizere temel matrisler i¢in asagidaki esitlikler

dogrudur [20].
L. o(ab) = p(a)p(b),
2. p(p(a)b) = p(a)p(b),
3. a=b<s ga)=0),
4. ga+b)=p(a)+ (),
5. p(la)=A¢(a),

1— 2— 3—
6. iz(p(a))=a+ a+ a+ a,

4
7. |a|" = det(p(a)).
Teorem 2.3.2. a =a,+aji+a,j+ak € H olmak iizere

Pdiag (a, ‘e, 'a, 3E)P’1 =p(a)

esitligi mevcuttur. Burada
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1 1 1 1 1 i k

- 1 i - B —i —k
P=— ] |ve PP =—

207 J =) ) L =i —j k

-k k -k k 1 i —-j —k

dir [18].

Pdiag(a, a, "a, a)P~' = p(a) ifadesine evrensel benzerlik esitligi denir. Bu ifade

yardimiyla asagidaki sonuglart syleyebiliriz [18].

1. H ctimlesi

tay,a,,a,,a; €R

cumlesine izomoftur. Bu iki ciimle arasindaki cebir izomorfizmi

p:H—> H

a=a,+aji+a,j+ak —> ¢(a)=

seklinde ifade edilir.

2. Her a=a,+aji+a,j+ak € H komiitatif kuaterniyonu
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p(a)=

matrisi ile ifade edilebilir.

3. H' ciimlesinin her bir eleman1 H ciimlesi iistinde tek bir sekilde

kosegenlestirilebilir.



BOLUM 3. KOMUTATIF KUATERNIYONLARA KARSILIK
GELEN TEMEL MATRISLER ICIN EULER VE DE
MOIiVRE FORMULLERI

Bu béliimde a (|la]#0) komiitatif kuaterniyonuna karsilik gelen

a, —a 4, —d;
a a a a
1 0 3 2
p(a) =
a, —d; 4, —q
a a, a  q

temel matrisin kutupsal formu ile Euler ve De-Moivre formiilleri elde edilecektir.

3.1. Komiitatif Kuaterniyonlara Karsiik Gelen Temel Matrislerin Kutupsal

Formu

a (”a” # 0) komiitatif kuaterniyonu i¢in
a=a,+ai+a,j+ak= ||a||[(cos ¢+ising)(cosh&+ jsinh@)(cosy +ksin l,y)]
idi. Bu esitlikten

o(a)= M(det((p(a))) (cos@l, +(i)sing)(cosh 01, + (j)sinh @) (cosy 1, + p(k)siny )
3.1)

ifadesi elde edilir. Burada /,, 4 x4 birim matris,



cosgp —sing O 0
sing cos¢ 0 0

[, +p(i)sin g = ,
cospl, +p(i)sing 0 0 cos¢g —sing
0 0 sing cos¢
cosh @ 0 sinh @ 0
hol, +p(j)sinh @ 0 cosh @ 0 sinh @
cos sinh @ =
+TOU sinh® 0  cosh® 0
0 sinh @ 0 cosh @
ve
cosy 0 0 —siny
0 cos sin 0
cosyl, +p(k)siny = vV v

0 —siny cosy 0
siny 0 0 cosy

dir. (3.1) ifadesine ¢ (a) temel matrisinin kutupsal formu denir.

Teorem 3.1.1. 4,0, €R ve neZ olmak iizere

1. (cos@l, +@(i)sing)" = cosngl, + ¢(i)sinng
2. (cosh @1, +¢(j)sinh @)" = coshnfl, + ¢( j)sinh nd

3. (cosw I, +g(k)siny)" =cosnyl, + p(k)sin ny

dir.

Ispat. 1. sik icin ispat1 timevarim yontemi ile yapalim.

n =2 igin

13
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2

cos¢g —sing 0 0
. 2 |sing cosg 0 0
(cosgl, +@(i)sing) = 0 0 cosg _sing
0 0 sing cos¢
(cos¢ )2 —(sin ¢)2 —2(sing)(cos¢ ) 0 0
| 2(sing)(cosg) (cosg ) - (sin 9 0 0
- 0 0 (cosg )’ - (sin $)  —2(sing)(cos¢ )
0 0 2(sing)(cosp)  (cos¢ )2 —(sin ¢)2
cos2¢ —sin2¢ 0 0
| sin2¢  cos2¢ 0 0 o820l “sin 2
B 0 0 cos2¢ —sin2¢ = cos2pl, +o(i)sin2¢
0 0 sin2¢ cos2¢

elde edilir. Sonug olarak 1. sik ifadesi » = 2 i¢in dogrudur.

n=k icin (cos@l, +@(i)sin@)" =coskgl, +p(i)sink¢ ifadesi dogru olsun ve

n =k +1 i¢in ifadenin dogru oldugunu gosterelim.

(cos @I, + @(i)sin )" = (cos @I, + @(i)sin )" (cos pI, + p(i)sin §)

coskg —sinkg 0 0 cosgp —sing 0 0
| sink¢g  cosk¢ 0 0 sing cos¢ 0 0
1o 0 coskg —sinkg 0 0 cos¢g —sing
0 0 sink¢ cosk¢ 0 0 sing cos¢
cos(k+1)¢ —sin(k+1)¢ 0 0
sin(k+1)¢  cos(k+1)¢ 0 0
- 0 0 cos(k+1)¢ —sin(k+1)¢
0 0 sin(k+1)¢  cos(k+1)¢

=cos(k+1)@l, +p(i)sin(k +1)¢
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elde edilir. Sonug olarak 1. sik ifadesi » = k +1 i¢inde dogrudur. Dolayisiyla Vn e N

icin de dogru olur.

Ayrica (cospl, +p(i)sin @)™ = cos @I, — p(i)sin ¢ = cos(—@)I, + ¢(i)sin(—¢)

oldugundan
(cos@l, +@(i)sing) ™" = (cosngl, +@(i)sinng)~" = cos(—nP)I, + @(i)sin(-ng)
elde edilir. Sonug olarak verilen ifade Vn € Z i¢in dogrudur.

2. ve 3. siklarin dogruluklart benzer yolla gosterilebilir.

Teorem 3.1.2. (De-Moivre formiilii) a (||| #0) herhangi komiitatif kuaterniyon ve

ona karsilik gelen temel matris gp(a) olsun. Her n tamsayisi i¢in

p(a) =4 /(det((p(a))) (cos@l, +(i)sing)(cosh 1, + (j)sinh @) (cosy 1, + p(k)siny )

matrisinin #z. kuvveti

o(a)' = :‘I(det(go(a)))n (cosngl, + p(i)sinng)(coshndl, + ¢(;j)sinh n@)(cosny 1, + p(k)sinny )
(3.2)

dir.

Ispat. Vi e Z icin

p(a) = (4 (det(¢p(a)))(cosgl, +@(i)sing)(cosh 01, + p(j)sinh 0)(cosy 1, +¢)(k)sinl//))n

= j‘/(det(go(a)))n (cosgl, + (i)sing)" (cosh &1, + ¢(j)sinh &) (cosy I, + p(k)siny )’
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yazilabilir. Teorem 3.1.1.’den
p(a)' = :‘/(det ((p(a)))" (cos ngl, + (i)sin n¢)(cosh n@l, + ¢(j)sinh n@)(cos nyl, +@(k)sin m//)

esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.3. a herhangi bir komiitatif kuaterniyon ve ona karsilik gelen temel matris

¢(a) olsun. Budurumda X" =¢(a) denklemi n’ tane koke sahiptir ve bu kokler

go(a)% = det(go(ao +a, +(aq +a3)i))41” (o(cos(%j+isin(@ﬂ¢(%+%jj

+det((0(ao —a, +(q, —a3)i))41n (/{COS(%]‘”‘QH(L’?@D(/{%—%]}

bigimindedir. Burada &,k, =1,2,...,n dir.

Ispat. a=aqa,+ai+a,j+ak komiitatif kuaterniyonunu asagidaki bigimde ifade
edebiliriz.

a =(a0 +a1i)+(a2 +a3i)j

= (ao +a,+(a, +a3)i)[%j+(ao —a,+(q —%)ﬂ[%)

Bu durumda

(p(a):go(a0+a2+(a1+a3)i)go(%j+(p(ao—a2+(al—cg)i)go(%j
_ AV iy 1+
_(det((p(ao+a2+(a1+a3)z))) q)(cos¢+zsm¢)gp( 5 j (3.4)

+(det((p(a0 —a, +(aq, —a3)i)))‘l‘ @ (cosg' +isin ¢')¢’(%)



17

yazilabilir. Elde edilen ifade de (p(“—Tjj ve (o(l_Tjj matrisleri idempotenttir ve

VneN igin

dir. Buradan

((P(a))% = (det<(p(a0 +a,+(q, +a3)i)))@ @ (cos¢+isin ¢)% KlTj)n

I |-

+(det((0(ao —a, +(a1 —a3)i)))4l” ¢(cos¢ +zsm¢) go(lTjj
= (det((ﬂ(ao +a,+(a +a3)i)))4l" ¢;(cos¢+lsm¢ n T])

+(det<(p(00 —a, +(q _a3)i)))

-lk‘,_

"p(cos¢g' +ising’ ) (Tjj

1 1
elde edilir. (cosg+ising)r, (cos¢'+ising')r ifadeleri normlari 1 olan kompleks

1
sayilardir ve her birinin en fazla n tane kokii mevcuttur. Bu durumda X = (p(a);

denkleminin en fazla n* tane kokii mevcuttur ve bu kokler k,k,=12,..,n igin

¢(a)% = det(go(ao +a,+(a, +a3)i))4l" go(cos(¢+2ﬂk‘ )+isin(¢+2”kl D(p(lJrljj
+det((p(a0 ~a,+(a, —a3)i))41"(p(cos(

esitligi yardimiyla bulunur.



11
2 2 2 2
r 1 11
Ornek 3.1.4. 4= ? f 12 21 temel matrisinin karekokiunti Teorem
2 2 2 2
111
2 2 2 2

3.1.3.”e gore bulalim.

Coziim. A4 temel matrisini asagidaki bigcimde de ifade edebiliriz:

o1y oy 1
2 2 2 2
1000 . (o =10 : .
010023 %311 0 o0 o - 0 -7
=10 01 o1 1 Mo o o 1] 1 1
— 0 =0 .= 0o = 0
000 1)]2 2 00 1 0) 2 2
o Lo o -L o 1
2 2 2 2

Bu durumda 4 matrisi
.. 1+ T .. T -7
A=g@(cos0+isin0)p| —= [+ | cos=+isin = |p| —=
2 2 2
dir. Sonug olarak

1 .
A7 = | cos 0+2rk, +isin 0427k, 0 1+
2 2 2

£+27rk2 z+271'k2 1—
+@| cos ZT +isin| 2 gp( ]j

2

elde edilir. Burada k,k, =1,2,... dir.

Buradan ise 4 adet kok asagidaki gibidir.
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2442 V2o2-2 V2
4 4 4 4
V2 2442 V2o2-\2
s 4 4 4 4
2-2 2 242 2
4 4 4 4
\/5 2—\/5 \/5 2+\/§
4 4 4 4
2-V2 2 2+2 2
4 4 4 4
\/5 2—\/5 \/5 2+\/§
s 4 4 4 4|
2+\/§ x/E 2—\/5 \/5
4 4 4 4
\/5 2+x/5 \/5 2—\/5
4 4 4 4

3.2. Komiitatif Kuaterniyonlara Karsihk Gelen Temel Matrisler icin Euler

Formiilii

A matrisini 4 = @(@)p(j)e(k) olacak bigimde se¢elim. Burada

(p)) ==1,, (o())) =1, .(pk)) =

¢(1)¢ e’V ve

dir. ¢ e”" ifadeleri Taylor serisine agilirsa

B PN 01 S (. 0T W C Y)W

2! 3! 4!
=1, +p()p-1 %—¢(1)¢—+I %+

_ ¢ .8 g 9
= 4(1—34' 41 j+(0(l)(¢—;+;—j

=cos¢l, +p(i)sing,
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IR C, 1)) W U, 1)) MR G V)

2! 3! 4!
, 0’ N o
=Lt (DO L+ (D + LT+
0> o , 0 &
_]4(HE+Z+"']+¢(‘])(H+§+§+mj
=cosh@1, +¢(j)sinh @

ve

Y Z [+ ol +(¢>(1;)!t//) +((p(/;)!w) +(co(/;)!!//) L

_ A y ¥
=1, +ok)y -1, o (k) 3 +1, A +...

=cosy I, +p(k)siny

elde edilir. Buradan

eI PNTeO — (cos I, +@(i)sin @) (cosh O 1, +¢(j)sinh O)(cosy I, + p(k)siny )

cos¢g —ising 0 0 cosh @ 0 jsinh @ 0
_|ising  cos¢ 0 0 0 coshd 0 jsinh @
o 0 cos¢g —ising || jsinh@ 0 cosh @ 0

0 0 ising cos¢ 0 jsinh @ 0 cosh @
cosy 0 0 —ksiny

0 cosy  ksiny 0
0 —ksiny  cosy 0
ksiny 0 0 cosy

esitligi elde edilir. Sonug olarak a herhangi bir komiitatif kuaterniyon ve ona karsilik

gelen temel matris ¢(a) olmak lizere
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(p(a) =3 (det((p(a)))e<ﬂ<i)¢+w(1>9+qa(k)y/ (3.5)

dir. Bu formiile ¢(a) temel matrisinin Euler formiilii denir.

Teorem 3.2.1. a,be H ve ||a b|| # 0 i¢in

2

(p(a) _ 4/(det(¢(a)))ew(i)¢+w(.i)0+¢(k)w’ ¢(b) _ 4/(det((p(b)))ew<i)¢’+w(_/>e'+¢<k>w’

olsun. Bu durumda

gp(a)" = (det(go(a)))n PO ooty 7

go(a)—l _ (4 (det((o(a))>)1 o PDI-0(-plhw det(go(a)) 40,

(o(a)go(b) _ ‘\‘/det (o(a)det ¢(b)ew(i)(¢+¢’)+¢(j>(9+6")+¢(k>(w+u/’)

dir.

Ispat. Teoremin ispat1 agiktir.

11
2 2 2 2
L
Ornek 3.2.2. 4= f f 12 21 matrisi i¢in A'* matrisini Teorem 3.2.1."e
2 2 2 2
1111
2 2 2 2

gore elde edelim.

Coziim. A nm bir temel matris oldugu asikardir ve det(4)=1. Simdi ise

A = 3det(A4) e? V7OV formiiliindeki ¢, @ ve w agilarini bulalim.
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o oo | 1 (1
a,—a, —a, +a; ) 2 0) 4

0= ltanh*1 Aaya, ;) | _ ltanhfl(O) =0
2 a 2

2 2 2 2
o +a; +a, +a,

Ve
W= %tan_l ( 22(904213 - ‘?az)z J _ ltal’l_l (__lj _
a, +a; —a; —a; 2 0

dir. Bu durumda 4 matrisinin Euler formila

NG

NTT . z
A= 4/det( A) POy Sy

bicimindedir. Teorem 3.2.1°ye gore

T T T T

1000(i)Z+100p (k)= 1000()Z  100p(k)%
100

A" =e 4 ‘t=¢e ‘e 4

= (_14)(_]4) =1,

elde edilir.

3.3. Komiitatif Kuaterniyonlara Karsilik Gelen Temel Matrislerin Kuvvet ve Kok

Hesaplari icin Pseudo Kodlar

Verilen bir temel matrisin Teorem 3.1.3. ve Teorem 3.2.1.’e gore istenen bir kuvvetini

veya kokiinii hesaplayan algoritmanin sézde kodlar1 asagidaki gibidir.

Algoritma 1.

1. Basla

Temel matrisi ve temel matrisin hesaplanacak kuvvetini gir
Temel matrisin determinantini hesapla

Denklem (2.5) e gore fi, teta, psi agilarin1 hesapla
Denklem (3.5) e gore Euler formiiliinii hesapla

Teorem 3.2.1. e gore temel matrisinin kuvvetini hesapla
Kuvvet Yaz

Dur.

e BN i
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Algoritma 2.

1. Basla

Temel matrisi ve temel matrisin hesaplanacak kokiinii gir
Temel matrisi (3.4) denklemine gore yaz

Teorem 3.1.3. e gore temel matrisinin kokiinii hesapla
Kok veya Kokleri Yaz

Dur.

AN O i

Asagidaki grafik rastgele tiretilen bir temel matrisin kuvvetini siradan matris ¢arpimi
ve Algoritma 1 yontemleri ile MATLAB ortaminda hesaplarken gecen siireleri

gostermektedir.

%108
T

7.5 T T T T T T T

— Algoritma 1
Siradan Matris Garpim | |

-
T

W\/M

@
5]
T

Gecgen Sdre (Saniye)
B o
o o o [=:]
T T } T
s
=
1

25
10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Hesaplanan Kuvvet (x100)

Sekil 3.1. Algoritma 1 ile siradan matris ¢arpiminin siire bakimindan karsilastirilmasi
Grafikten aciktir ki temel matrisin kuvveti i¢in 6nerdigimiz Algoritma 1 siradan matris

carpmasina gore daha kisa slirede sonuca ulasiyor.

3.4. MATLAB Ortaminda Komiitatif Kuaterniyonlara Karsihk Gelen Temel

Matrislerin Smifinin insaas:
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Asagida teorik olarak Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.1°e dayanan on yedi adet 6zellige

ve biri kurucu fonksiyon olmak iizere toplamda ii¢ adet metoda sahip temel matrislerin

siifinin MATLAB kaynak kodlar1 verilmistir.

classdef class _of basic _matrix

properties

all=0;
al2=0;
al3=0;
al4=0;
a21=0;
a22=0;
a23=0;
a24=0;
a31=0;
a32=0;
a33=0;
a34=0;
a41=0;
a42=0;
a43=0;
a44=0;
dett=0;

end

methods

function obj =

class_of basic_matrix(A)

if size(A,1) ~= 4 || A(L,1)~= AC2.2) |l A,2)~= AG.3)]].
A(3,3)~= A4, DIl A(,2)~=- A2,DI]I A(1,3)~= A, D).
Il A(L,4)~=- A4, D] A2,3)~= -AG,2D || A2,4)~= A(4,2)..

A@B,4)~= -A(4,3)

error("BasicMatrix:constructor*
not the basic matrix...%)

, The matrix entered

else

end

end

obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj
obj

.all=A(1,1);

.al2=A(1,2);

.al3=A(1,3);

.al4=A(1,4);

.a21=A(2,1);

.a22=A(2,2);

.a23=A(2,3);

.a24=A(2,4);

.a31=A(3,1);

.a32=A(3,2);

.a33=A(3,3);

.a34=A(3,4);

.a4l1=A(4,1);

.a42=A(4,2);

.a43=A(4,3);

obj.ad44=A(4,4);
obj.dett=((A(1,1)+AE,1))"2+(A(2,D)+A4,1))H)2)..
*((A(1,1D)-AG,IDH)2+(A2,D-A,1D)H)2);

is..



end

end
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function result=Ffind_power(A,n)

end

fun

end

fi=(0.5)*(atan((2*(A.all*A.a21-A.a31*A.a4l))/(A.all2-..
A.a217"2-A.a31"2+A.ad41"2)));
teta=(0.5)*(atanh((2*(A.all*A.a31+A.a21*A.a41))/(A.all"2+..
A.a21"2+A.a31"2+A.a4172)));
psi=(0.5)*(atan((2*(A.all*A.ad4l-A.a21*A.a31))/(A.all"2+..
A_a2172-A_a31"2-A.a41"2)));

Al=[cos((100*n)*Ffi) -sin((100*n)*fi) O 0; sin((100*n)*fi)..
cos((100*n)*fi) 0 0; O 0 cos((100*n)*fi1) -sin((100*n)*fi)..
; 0 0 sin((100*n)*fi) cos((100*n)*fi)];
A2=[cosh((100*n)*teta) 0 sinh((100*n)*teta) 0; O ..
cosh((100*n)*teta) 0 sinh((100*n)*teta);..
sinh((100*n)*teta) 0 cosh((100*n)*teta) 0; O ..
sinh((100*n)*teta) 0 cosh((100*n)*teta)];
A3=[cos((100*n)*psi) 0 0 -sin((100*n)*psi); O ..
cos((100*n)*psi) sin((100*n)*psi) 0; 0 -sin((100*n)*psi)..
cos((100*n)*psi) 0; sin((100*n)*psi) 0 O ..
cos((100*n)*psi)];

result=(A.dett)"(100*n)*A1*A2*A3;

ction find_root(A,n)

fizatan((A.a21+A.a4l1)/(A.all+A.a31));
fis=matan((A.a21-A.a41)/(A.all-A.a3l));
Al=[A.all+A.a31 -A.a21-A.a4l 0 0; A.a2l1+A.ad4l A.all+.
A.a31 0 O0; O 0 A.all+A.a31 -A.a21-A.a4l1l; 0 0 A.a21+..
A.ad4l A.all+A.a31];

A2=[A.all-A.a31 -A.a21+A.a4l 0 0; A.a21-A.a4l A.all-..
A.a31 0 0; O 0 A.all-A.a31 -A.a21+A.a4l; 0 O A.a2l1-..
A.a4l A.all-A.a31];

E1=0.5*[1 010; 0101; 1010; 010 1];
E2=0.5*[1 0 -1 0; 010 -1; -1 010; O0-10 1];

for i=1:n
for j=1:n

det(ADNA/(A*n))*[cos((Fi+2*pi*i)/n) —.
sin((Fi+2*pi*i)/n) 0 0; sin((Fi+2*pi*i)/n)..
cos((fi+2*pi*i)/n) 0 O0; O O cos((fi+2*pi*i)/n) —.
sin((Fi+2*pi*i)/n); 0 0 sin((Fi+2*pi*i)/n)..
cos((Fi+2*pi*i)/n)]*El+det(A2)"(1/(4*n))..
*[cos((Fis+2*pi*j)/n) -sin((Fis+2*pi*j)/n) 0 O;..
sin((Fis+2*pi*j)/n) cos((Fis+2*pi*j)/n) 0 0; 0 O..
cos((fis+2*pi*j)/n) -sin((Fis+2*pi*j)/n); 0 0 ..
sin((Fis+2*pi*j)/n) cos((Fis+2*pi*j)/n)]*E2

end

end
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Bu siniftan bir nesne

Command Window

Jx >> class_of_basic matrix(R):

Sekil 3.2. Temel matris sinifinda nesne olusturma

komutu ile tiretilmektedir. Burada 4 matrisi komiitatif kuaterniyonlara karsilik

gelen temel matristir. Bu nesnenin 7. kuvveti hesaplanmak istenildiginde

Command Window

f{ >> find power (A,n)

Sekil 3.3. Temel matris sinifinda kuvvet alma

fonksiyonu kullanilir. Nesnenin #. dereceden kokii hesaplanmak istenildiginde ise

Command Window

Sekil 3.4. Temel matris sinifinda kok alma

fonksiyonu kullanilir. Burada ne€Z dir. Sinif ismi ile aym1 isme sahip kurucu
fonksiyon ise girilen matrisin temel matris olup olmadigini kontrol ederek temel matris

degil ise asagidaki hata mesajin1 vermektedir:

Command Window

>> A=ones(4):
»> class_of basic _matrix(A);

g class of basic matrix (line 28)

anteared i not the basi
enteread 3 not toe ba

Sekil 3.5. Temel matris sinifinda alinan hata mesajt

Girilen matris temel matris ise matrisin bilesenlerini ve determinantini nesnenin

Ozelliklerine aktarmaktadir.



Command W

>> A=0.5*(2 -1 11;11-12111-1;-1111);
>> class_of_basic _matrix(A):

obj =

class of basic matrix with properties:

all: 0.5000

al2: -0.5000
al3: 0.5000

al4: 0.5000

a2l: 0.5000

a22: 0.5000

a23: -0.5000
a24: 0.5000

a3l: 0.5000

a32: 0.5000

a33: 0.5000

a34: -0.5000
a4l: -0.5000
a42: 0.5000

a43: 0.5000

a44: 0.5000

dett: 1

Sekil 3.6. Temel matris sinifinda kurucu fonksiyon

27



BOLUM 4. KOMUTATIF KUATERNIYONLARA KARSILIK
GELEN TEMEL MATRISLER YARDIMI IiLE
RENKLI GORUNTU iYILESTIRME

Dogada renk cesitliliginin fazla olmasi nedeniyle bu renkleri gruplama ihtiyaci
dogmustur. Renkleri gruplamak ve standartlasgtirmak i¢in ise renk uzayi kavrami
ortaya ¢cikmistir. Bir renk uzayinin amaci, genellikle kabul gordiigli bigimde bir takim
standartlar ile renk tanimlamalarini kolaylastirmaktir. Bugiin kullanilan pek ¢ok renk
uzay1 donanima (renkli monitdrler veya yazicilar gibi) ya da renk manipiilasyonlarinin
hedeflendigi uygulamalara (animasyon icin renkli grafiklerin {iretilmesi gibi)
yoneliktir. Sayisal goriintli isleme acisindan, pratikte yaygin olarak kullanilan renk
uzaylar1 donanima yonelik modeller renkli monitdrler ve renkli video kameralarin
genis bir sinifi i¢in RGB (kirmizi, yesil, mavi), renkli baski i¢in CMY (camgdbegi,
galibarda, sar1) veya CMYK (camgobegi, galibarda, sari, siyah), ve insanlarin rengi
tarif ve yorum sekline yakindan uyan HSI (renk tonu, doygunluk, yeginlik) renk
uzaylaridir [21]. Internet, renkli monitédrler ve video kayit cihazlar1 gibi onemli ve sik
kullanilan ortamlarda RGB renk uzayinin kullanilmasi sebebi ile bu ¢alisma da renk

uzay1 olarak RGB renk uzay1 kullanilacaktir.

RGB renk uzayinda her renk, onun kirmizi, yesil ve mavi ana spektral bilesenleri
seklinde goriiliir. Bu renk uzay1 kartezyen koordinat sistemini baz alir. RGB renk uzay1
Sekil 4.1.'de gosterilen kiiptiir. Burada RGB ana renk degerleri kiipiin ii¢ kdsesinde;
ara renkler camgobegi, galibarda ve sar1 diger ii¢ kosesinde; siyah orijinde; beyaz da
orijinden en uzaktaki kdsesinde yer alir. Bu uzayda gri 6l¢ek, siyahtan beyaza dogru
bu iki nokta arasini birlestiren dogru boyunca yer alir. Bu uzayda farkli renkler kiip
izerinde veya igerisindeki noktalardir ve bu noktalar orijinden uzanan vektorler ile

tanimlanirlar. Kolaylik i¢in tiim renk degerlerinin normalize edildigi varsayilir, bu

nedenle Sekil 4.1.’deki kiip birim kiiptiir. Yani tim R, G ve B degerlerinin [0,1]

araliginda oldugu kabul edilir [21].
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Mavi | 0 , Camgobedi
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Sekil 4.1. RGB renk uzay1

4.1. Renkli Goriintiiler

Renkli goriintiiler RGB renk uzayinda R(Kirmizi), G(Yesil), B(Mavi) ile ifade edilmis
ayni cisme ait li¢ adet gri diizeyli goriintiiniin {ist iiste ekranda gosterilmesi ile olusur.
Ug renk tonunun kombinasyonlart ile renkli gériintiiler elde etmek miimkiindiir. Renkli

goriintliyll olusturan bu ii¢ renk bant olarak da isimlendirilir [21].
Renkli bir goriintiiniin kirmizi, yesil ve mavi tonlar1 matris olarak da ifade edilebilir.

Matris anlaminda diisiiniildiigiinde dogal renkli 2 boyutlu bir RGB gériintii, her biri

mxn boyutunda {i¢ matrisin bilesiminden olusur ve

{I(R’ G, B) | R, G, BeRmxn}

bi¢iminde ifade edilir. Burada R, G ve B matrislerinin her birinin elemanlar1 0 ile

1 arasinda degerler alir.



30

E j; /| I(R00)
1 :i 7
 1(008) —HHH 1

Sekil 4.2. RGB renk uzayinda bir goériintiiniin m>n boyutlarindaki matris gésterimi (Gonzales, Woods)

Renkli goriintiiniin yesil ve mavi bantlarina iliskin goriintiilerin sifir alinmasiyla
sadece kirmizi bandin goriintiisii elde edilir. Boylece, RGB gosterimi kirmizi yapay
renklendirilmis goriintiisiine ulasir. Bu durumda kodlama RGB = R00 seklinde
olacaktir. Benzer sekilde, yesil ve mavi yapay renklendirilmis goriintiiler de sirastyla
RGB = 0G0 ve RGB = 00B olacaktir. Bu sekilde olusan yapay renklendirme
goriintiileri agagidaki gibi olacaktir [22].

(a) Dogal renkli goriintii

Jv_(b) Kirmizi band (R00) ~1>(C)Yesil band (0G0) —4' (d)Mavi band (00B)

Sekil 4.3. Yapay renklendirilmis goriintiiler

RGB formatinda dogal renklerden olugmus renkli bir goriintii i¢in bantlarin dogru
birlesimi 1-2-3 (Red, Green, Blue) sirasiyla olmalidir. Eger RGB gosterimde bant
birlesimlerinin yerleri degistirilecek olursa renkler de degisecektir. Bu sekilde olusan
goriintiilere yapay renkli goriintiiler ad1 verilir [22]. Asagidaki resimler bununla ilgili

ornekleri gostermektedir.
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Dogal renkli goriintii; Yapay renkli goriintii;

Bant birlesimi (G,R,B)

Bant birlesimi (R,G,B) .

Yapay renkli goriintii; Yapay renkli goriintii;

Bant birlesimi (G,B,R) Bant birlesimi (R,B,G)
T £

Sekil 4.4. RGB renk uzayinda elde edilmis yapay renkli goriintiiler

4.2. Renkli Goriintii Iyilestirme

Birgok goriintiileme uygulamasinda gozlenen goriintii, orijinal gdriintiiniin bozulmus
bir tasviridir. Bu bozulmalarin sebebi giiriiltii, piksel degeri hatalari, sensor
bulanikligi, kamera sarsintilar1 veya sahnedeki nesnelerin hareketlerinden
kaynaklanan goriintli bulanikligi olabilir. Dijital goriintii iyilestirme modelleri,
gorilintiilerin  elde edilmesi sirasinda meydana gelen bozulmalarin ortadan
kaldirilmasini veya azaltilmasini amaglar. Goriintii iyilestirme teknikleri, gogu zaman
gercek goriintii hakkinda 6nceden bilgi sahibi olarak bozulmus goriintiiden istenen

ozelliklere sahip bir ¢6ziim elde etmek icin kullanilir [23].

Genel olarak bir goriintiiniin bozulma siireci dogrusal degildir ve uzayda degiskendir.
Fakat uygulamali bilimlerde goriintliniin bozulma stireci dogrusal ve uzayda degismez

kabul edilerek LSI (Linear Shift Invariant) bozulma modeliyle incelenir. Bir LSI
sistem i¢in  f (x, y) orijinal goriintd, g(x, y) gozlemlenen goriintii, h(x, y)

goriintiileme sisteminin PSF (Point Spread Function) nokta yayilma fonksiyonu ve
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n(x, y) ilave giiriiltii olmak tizere goriintiiniin bozulma siireci asagidaki formiil ile

ifade edilir:

g(x,y)=h(x,p)* f(x.y)+n(x) (@.1)

Burada "*" iglemi konvoliisyon islemini ifade etmektedir. Ayrica, goriintii iyilestirme

formiilasyonu matris-vektor formu veya Fourier serileri ile de ifade edilebilir. g, 1 ve
n sirastyla g(x, y), f (x, y) ve n(x, y) fonksiyonlarmin matris (veya vektor)
gosterimleri olmak {izere (4.1) denkleminin matris-vektor formiilasyonu g = Hf +n
bi¢cimindedir. Burada H , elemanlar1 h(x, y) 'den alinan iki boyutlu seyrek matristir.

Ote yandan, goriintiileme modelinin Fourier-doniisiimii versiyonu
G(u,v) = H(u, v)F(u, v)+N(u,v)

bi¢imindedir. Burada G(u,v), H (u,v),F(u,v) ve N(u,v) doniisimleri sirasiyla

g(x,»), h(x,»),f(x,») ve n(x,y) fonksiyonlarnin Fourier doniisiimleridir [19].

Bir goriintii iyilestirme siirecinde goriintiiye etki eden bozulma modellenir ve bu
modellemenin tersi goriintiiye uygulanarak iyilestirilmis goriintii elde edilir (Sekil

4.5.) [24].

Orjinal Gariinti —————m=|  Omekl - PSF H ,U
5

Gurliti

Nues snwinzog

Iyilestirilmis

Goriinti
et Ters Omekl -
Goriinti s

v 4 L # Iyilegtirme Filtresi | g=Hf+n

Sekil 4.5. Goriintii iyilestirme siireci
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4.3. Renkli Goriintiilerin Komiitatif Kuaterniyonlara Karsihk Gelen Temel

Matrisler Yardimu ile ifade Edilmesi

Komiitatif kuaterniyonlarin bir reel ve {i¢ imajiner kismi mevcuttur. RGB uzayinda
ifade edilmis renkli bir goriintiiniin ise her bir pikselinin kirmizi, yesil ve mavi olmak
lizere lic temel renk bileseni igerdigi daha once sdylenmisti. Bu bilgilerden yola
c¢ikilarak renkli bir goriintliniin her bir pikseli bir piir imajiner komiitatif kuaterniyon
ile ifade edilebilir. Renkli goriintiilerin komiitatif kuaterniyon modeli ilk kez Pei
tarafindan 2004 yilinda verilmistir [12]. Bu gosterime gore renkli goriintiilerin her bir
pikselinin kirmizi, yesil ve mavi bilesenleri piir imajiner komiitatif kuaterniyonlarin

i,j ve k bilesenlerine karsilik getirilir. Dolayisiyla mxn piksel ¢oziiniirliige sahip

renkli bir gorilintii

Q0 =Ri+Gj+ Bk

bigiminde komiitatif kuaterniyon matrisi olarak ifade edilebilir. Burada R,G,B € R™

matrisleri renkli goriintiiniin sirasiyla kirmizi, yesil ve mavi bilesen matrisleridir.

Her bir komiitatif kuaterniyona 4x4 tipinde bir reel matris karsilik geldiginden her
bir renkli piksel ayni zamanda 4x4 tipinde bir reel matris yardimiyla da ifade

edilebilir.

Ornegin deniz yesili rengine sahip bir pikselin komiitatif kuaterniyon ve temel matris

gosterimleri Sekil 4.6.”de verilmistir.

(0 —0.1804 05451 -03412)
0.1804 0 0.3412 0.5451 |
05451 03412 0  —0.1804
(03412 05451 01804 0

= 0.1804i +0.5451,+0.3412k
—_— g ¥ —_—

Sekil 4.6. Deniz yesili renginin temel matris gosterimi

Sonug olarak mxn ¢oziintirliige sahip ii¢ kanalli renkli bir goriintii tek kanall1 olarak
4mx4n boyutunda bloklar1 komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen temel matrisler

olan reel matrisler ile ifade edilebilirler (Sekil 4.7.).
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AR (0 G2 - @)
TITIT I Renkli goriintiiniin komiitatif kuaterniyon matris temsili
- |9 9= - G
H- - B > 0= :
T RE
\ Tt Tmz = Dowr e
Renkli goriintiiniin bloklar1 temel matrisler olan temsili Komiitatif kuaterniyon matrisin bloklari temel matrisler olan temsili
(o(q) o(9n) - o(a.))
?(gy) olgn) ... ela,)]
E— Q - . .

o(0) @(a) — o(a.)). .

il

Sekil 4.7. Renkli bir goriintiiniin bloklar1 temel matrisler olan reel matris ile ifadesi

4.4. Komiitatif Kuaterniyonlara Karsihk Gelen Temel Matrisler ile Orneklenmis

Renkli Goriintiileri iyilestirme Siirecleri

Bu boliimde 512x768 piksel ¢oziiniirliige sahip monarch.ppm (Sekil 4.3.-(a)) adli
renkli gbriintli oncelikle komiitatif kuaterniyonlara karsilik gelen temel matrisler ile
orneklenecektir. Sonrasinda bloklar1 temel matrisler olan reel filtreler yardimi ile
bozulacak ve en kii¢iik normlu en kii¢iik kareler iyilestirme filtresi yardimi ile bu

bozulmusg goriintiiden iyilestirilmis goriintii elde edilecektir. Sonug olarak

|H(K)H(f)-H(f")|=min (4.2)

biciminde en kiigiik kareler problemi elde edilecektir. Burada f test goriintiisii olan
monarch.ppm’yi, H( f ) bu test goriintiisiiniin bloklar1 temel matrislerden olusan reel
temsilini /' bozulmus goriintiiyi, H( f ') ise bozulmus goriintiiniin bloklar1 temel

matrislerden olusan reel temsilini ifade etmektedir.

Siirecin bir sonraki asamasinda (4.2) ifadesindeki en kiigiikk kareler problemi

MATLAB yardimiyla ¢oziilerek yeniden insa edilmis goriintliniin bloklar1 temel



35

matrislerden olusan matris temsili elde edilecektir. Sonrasinda ise bu yeniden insa
siirecindeki relatif hatalar incelenecek ve yontemin verimliligi arastirilacaktir. Bu

calismanin Ozeti Sekil 4.8.’de verilmistir.

A Renkli goriintiiniin bloklar1 temel matrisler yardimiyla rnekleme (ela) () - old))
afusass ] | 4 1 f7 N8 ‘
o 22 > H(f)=| olgy) elgs) o(q.,)
(o(au) olaw) -~ ol0m))...

H( f) matrisi ile ifade edilmis renkli goriintiiniin bloklari temel matrisler olan reel filtreler ile bozulmasi

Tyilestirilmis goriintiiniin dijital ortamdan analog ortama aktarilmas1

o R (¢(q) ¢(a:) - ¢(a.))
[ | | 9lay) ¢lan) - ¢las)]|
L Pae— Hx)= Y ! !

HLL

(¢(gu) @(gu) - v'frf.,}-l.“..,.

f

H( /') matrisine en kiigiik normlu en kiigiik kareler iyilestirme filtresinin uygulanmasi

x Xy Tyt
A X3 4m
H(f") = = 2
\Mmit Smiz = Kisaan L .
et
s Bozulmus goriintiiniin dijital ortamdan analog ortama aktarilmasi
Sekil 4.8. Calismanin 6zeti
Renkli goriintiiniin -~ kirmizi bilesen = matrisi R olmak  {izere

fspecial ('motion‘, len =15, theta = 30" ), 2 boyutlu filtre ile R matrisini garparak R’

matrisini elde edelim. K = R'R i¢in H(K )H( f ) bozulmus goriintiisiinii elde ederiz.

Bu goriintiiye /' der isek
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esitligi elde edilir. Bu esitlik MATLAB’ta en kiiciik kareler yontemi ile ¢oziildiiglinde

H(X)=(H(K)) H(/")

elde edilir. Bu denklemden elde edilen goriintiiler Sekil 4.9.’da verilmistir. Burada

HH(K)H(X)—H(f’) =2.2054x107" dir. Relatif hata ise

Retat Hata N HON 3 o100
el

dir.

Ayrica giris gorlintiisii len=9, 0° <theta<90" ve 1<len<200, theta=30

degerleri i¢in orijinal gdriintli bozulursa elde edilen iyilestirilmis goriintiiniin relatif

hatalarinin grafikleri Sekil 4.10.’da verilmistir.

©

Sekil 4.9. Sirasi ile orijinal goriintii (a), bozulmus goriintii (b) ve iyilestirilmis goriintii (c)
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Sekil 4.10. Degisken len ve Theta degerlerine karsilik elde edilen relatif hatalar

4.5. Sonug

Bu ¢alismada RGB renk uzayinda temsil edilen renkli bir goriintii bloklar1 komiitatif
kuaterniyonlara karsilik gelen temel matrisler ile ifade edilerek bu matrisler yardimi
ile goriintii iyilestirme stirecleri arastirilmigtir. Renkli bir gorlintiiyti 3 bant
goriintlisline ayirmadan yapilan bu islem goriintii iyilestirme siirecinin algoritmik
karmasikligini ciddi oranda azaltmistir. Ayrica farkli 6telemeler ve donme degerlerine
kars1 bulunan relatif hatanin ¢ok kiiclik ve neredeyse degismez olmasi ifade ettigimiz

yontemin gegerliligini ve verimliligini kanitlamaktadir.
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