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OZET

Anahtar kelimeler: Ters problem, Asimptotik davranis, Lineer olmayan hiperbolik
denklemler, Céziimlerin patlamasi, Hafiza terimi

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezde kullanilan notasyonlar ve temel esitsizlikler verilmistir. Ayni
zamanda Genellestirilmis Konkavlik Lemmas1 ve ispati verilmistir. Ayrica Sobolev
uzaymin tanimi ve bazi teoremleri ile Sobolev-Poincare esitsizligi ve ispat1 verilmistir.

Ikinci boliimde, ters problem drnekleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde, hafiza terimli lineer olmayan hiperbolik denklemler igin ters
problemin ¢éziimiiniin asimptotik davranisi incelenmistir.

Dordiincii boliimde, hafiza terimli lineer olmayan hiperbolik denklemler i¢in ters
problemin ¢éziimiiniin patlamasi incelenmistir.

Besinci boliimde ise tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar ve oneriler belirtilmistir.



ASYMPTOTIC BEHAVIOUR AND BLOW UP OF THE
SOLUTION OF THE INVERSE WITH MEMORY TERM
PROBLEM FOR NONLINEAR HYPERBOLIC PARTIAL

DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Inverse problem, Asymptotic stability, Nonlinear hyperbolic equations,
Blow up, Memory term

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, notations and main equalities used in the thesis are given.
Furthermore, Generalized Concavity Lemma and it’s proof are given. In addition to,
definitions and theorems of Sobolev Spaces, Sobolev-Poincare Inequality and proof of
Poincare Inequality are given.

In the second chapter, inverse problem examples are given.

In the third chapter, asymptotic behaviour of the solution of the inverse with memory
term problem for nonlinear hyperbolic partial differential equations is examined.

In the fourth chapter, blow up of the solution of the inverse with memory term problem
for nonlinear hyperbolic partial differential equations is examined.

Finally in the fifth chapter, the results and suggestions are stated gained through the
study of thesis.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Notasyonlar

Bu boliimde semboller ve isaretler tanitilacaktir.

R", n boyutlu Oklid uzayidir.

Q , R™ de siirh bir bolgedir.

d0Q , Q bolgesinin diizgiin smiridir.

C™, m. mertebeye kadar tiirevli ve siirekli fonksiyonlar uzayidir.
u = u(x,y,z) R3 ten bir fonksiyon ve F = (Fy, F,, F3) vektor olsun.
Vu = gradu = (uy, uy, u, ),

V.F =divF = (F, F,,F;)

Au = div( gradu) = V.Vu = Uy, + Uy, + Uy,

Vul?> =u, 2 +u, 2 +u,?

V.V=V2=A

Lp(Q), (p = 1) Q bolgesi iizerinde Slgiilebilir fonksiyonlar1 iceren Banach uzayidir

ve

1
lellpo = (f, lul? dx) (1.1)
sonlu norma sahiptir.

L,(Q) dekinorm, || .|| seklinde gosterilmistir. u ile v nin skaler ¢arpimu,



(w,v)q = Jjuvdx (1.2)

seklinde gosterilir.

lully = (Jlul? dx) (13)
IVull, = ( f,IVul? dx) "2 (1.4)
Green Ozdesligi,

Z—Z , N dis normaline gore tiirevi gostermek lizere 6zdeslik Kismi integrasyonun

genellestirilmis halidir ve
Joudv dx = —fQVu.Vvdx+fang—Z ds (1.5)

seklindedir.

Leibniz Formiili,
F(x) = f;;lf(x, y) dy iken
= () f e y) dy)
= [ Ry dy + () v’ = F() v’

seklindedir.



1.2. Temel Esitsizlikler

1) Cauchy Esitsizligi:
a, b sabit reel sayilar olmak tizere

a’?  b?

ab < > + > (1.6)
dir.

2) e-Young Esitsizligi:

1

T
q

a,, b, € pozitif reel sayilar ve q,q" > 1 igin = 1 olmak iizere,

Q| R

el a,? b4
q'eq

a,b < (1.7)

seklindedir.
3) Holder Esitsizligi:
1<pgqg<oove $+$ = 1 olmak iizere, u € L,(Q), v € Ly(Q) ise bdlge iizerinde
Jo Tuvldx < lullylivil (1.8)
dir. Esitsizlikte 6zel olarak p = g = 2 alinirsa, Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir.
4) Genellestirilmis Konkavlik Lemmasi:
Bir Y (t)eC?, ¥(t) > 0 fonksiyonu, y > 0, ¢;,c, = 0 reel sayilari igin

P (OPO) — A +y)Q'(0)?* = —2c, p(OP'(£) — c; P* (D) (1.9)
esitsizligini saglarsa
(1) Yi=— ¢ tya?+ye

V2= —C —+C1 Z+yc, (1.10)

olmak tlzere



Y(0) >0, Y'(0) > =y, ¥y "(0), ¢; +c, >0 (1.12)

olmasi halinde t, sayisi

1 Y1 ¥ (0)+y'(0)
1 1.12
1/C12+C22 n Y2 11[)(0)+VII),(0) ( )

tz =
formiiliinden hesaplanmak tizere Oyle bir t; < t, pozitifreel sayisi1 vardir ki

t—>t; icin P(t) o> oo (1.13)
olur.

(i)  ¥(0) >0, ¢¥'(0) ¢; =c, =0 olmast halinde t, sayisi

_ ¥
2= 0o (1.14)

formiiliinden hesaplanmak tizere dyle bir t; < t, pozitif reel sayis1 vardir ki

t -t igin P(t) - oo (1.15)
olur.

Ispat.

() @) =77 (t) (1.16)

olsun. Buradan tirev alinirsa

A 4 O]
d) (t) - y 1/)1"'7’(15)

ey — L, P OP'O-0+y) @'(1)?
¢" () = -y e (1.17)

elde edilir. (1.16)-(1.17) esitlikleri (1.9) esitliginde yerine yazilirsa
" () +2¢; ¢'(t) —yc, (1) = f (1) <0 (1.18)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin c¢; +c, > 0 olmasi halinde ¢6ziimii

B1, B2 sayilari



B1 + B2 = ¢(0)
V1B + v2B2 = ¢'(0)

Sisteminin ¢0ziimleri olmak iizere ve

1

[, f@(72D —et=D)d()

D) = By e+ fyerit +

ile (1.19) un ¢oziimi

1
Y2—71

B = [yy'(0) + v,y (0)] =177 (0)

1
Y1— Y2

B = [y'(0) + y13(0)] ¥~177(0)
elde edilir. (1.10) ve (1.11) esitlikleri kullanilarak
yi—v2>0, y¥'(0) + y,%(0) >0

olacagindan £, > 0 bulunur.

f1 <0, y1 >y, ve P(0)>0

olmasi sebebiyle

Y1i—v2>0, y¢¥'(0) + y,3(0) >0

olacagindan £, > 0 bulunur.

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Diger taraftan (1.20) esitliginin sagindaki integralli terimin integrand1 pozitif, ¢arpani

Y2 — ¥1 < 0 oldugundan
0<¢p(t)< By et + B, e?2t
elde edilir.

pi <0,B, >0

olmasindan dolay1

ﬁl ey1t+ BZ eVZt :0

(1.24)

(1.25)



denkleminin

L _ b
m— In( . ) (1.26)

t =

gibi pozitif sonlu bir ¢dziimii vardir.
t—>t; icin ¢(t)—>0

olur ki

o) = P7r()

olmasindan dolay1

t>t; icin P(t) » o

elde edilir.

(i) ¢4 =0, c, = 0 olmasi halinde hipotez fonksiyonuy > 0, ¢; = ¢, = 0 sayilar1

icin (1.18) esitliginden,

¢'"(t) <0

olur. Iki defa integrasyon ile

¢'(t) - ¢'(0) <0

o) — ¢'(0)t— $(0) <0 (1.27)
bulunur ki,

0< ¢(t) < ¢'(0)t+ ¢(0) (1.28)
esitsizliginden,

bh=—20 (1.29)

pozitif zamaninda t - t; i¢in ¢(t) — 0

olurkibuda t = t; icin ve P(t) = oo demektir. Boylece ispat tamamlanur.



1.3. Sobolev Uzaylan

Tanm 1.1. Qve 0/, Q' c Q olacak sekilde R™ de iki bdlge olsun. Q' < Q ise Q'

bolgesine Q bdlgesinin kesin i¢ bdlgesidir denir ve Q' cc Q seklinde gosterilir.
Yani hem Q' hemde € niin kapanisi Q bdlgesinin alt kiimesidir.

Ornek 1. Q, = (1,7) ve Q, = (2,4) olsun. Burada Q, = [2,4] olur.
Q,cOve Q,cQ

oldugundan

Q, cc ),

olur.

Tanim 1.2.

LY .(Q)={wue LP(Q), vQ cc}

Sonug 1. LP(Q) c LY, (Q) olur.

Tamm 1.3. (Zayif Tiirev)

u € Lj,.(Q) ve a ¢oklu indisi verilsin. VpeCs®(Q) igin

Joovdx = (=D [ uDI*pdx

ise v € LI,.(Q) fonksiyonuna u nun a. zayif (genellestirilmis) tiirevi denir ve
v = D%u seklinde yazilir.

Tamim 1.4. Q, R™ de bir bolge, m negatif olmayan herhengi bir tamsay1 ve

1 < p < o olmak iizere

wmr(Q) = {ue LP(Q): D%ue LP(Q),0 < |a| < m}



olacak sekilde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Kendisi ve m. mertebeye kadar

biitiin genellestirilmis tiirevleri LP (1) uzaymda olan uzaya Sobolev uzayi denir.

Sobolev uzayinda normlar: 1 < p < oo igin

1

lll wmpcay = el = (Zosiatzmll DXl p gy )7

Ve p = o i¢in

lull wmeogay = ltllimeo = max | D*ull”,

olarak tanimlanur.

Notl. W™P(Q) uzaymnda

m=20ise WoP(Q) = LP(Q) ile

p=2ise W™2(Q) = H™(Q) ile gdsterilir.

el oy = N19ull 120y

Agirlikli Lebesgue (LY, (Q)) ve Sobolev (W, P (Q)) Uzaylar:

Tammm 1.5. Hemen hemen her x € R" i¢in w(x) >0 olacak sekilde lokal

integrallenebilir w(x) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

Tanmm 1.6. Q c R" agik bir bolge 0 <p < oo ve w(x) fonksiyonu agirhk

fonksiyonu olmak iizere
Joq () lu(x)|Pdx <

sartim1  saglayan Olgiilebilir u(x) fonksiyonlarinin olusturdugu smifa agirlikli

Lebesgue uzay denir ve L? (Q) ile gosterilir.

Bu uzayda norm

lullpw = (J @) u@x)Pdx )P

dir.



Tamm 1.7. (Sobolev Uzay1). Q, R™de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tam

say1rve 1 < p < o olmak lizere

WP Q) ={uelf Q) : Del? (Q),0 < |a| <m} seklinde tanimlanan uzaya

agirlikli Sobolev uzay1 denir.

Sobolev uzayinda norm (1 < p < )

1
— — p p
lully 0y = Mellmpo = (Zostersmll D“ully o)

olarak tanimlantyor.

1.4. Sobolev Gomme Teoremleri

Tanim 1.8. X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger

I. X in biitiin elemanlar1 Y de ise (X c Y) ve

ii. u dan bagimsiz bir ¢ sabiti ve her u € X i¢in

lully < cllullx

oluyorsa X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X & Y seklinde gosterilir.

Tanmm 1.9. Koni Kosulu. R"de Bp (x) ve x noktasm icermeyen By, (y) agik

yuvarlar1 i¢in

K, = Br, (x)N {x+AMz—-x):z€ Br, (¥),A > 0} kiimesine tepe noktasi x olan
bir sonlu koni denir. Q, R™ de ag¢ik bir bolge olmak iizere, eger Q bolgesinin her x
noktas1 bir K, < ( Konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir sonlu K konisinden
izomorfik ve izometrik doniisiimlerle elde edilebiliyorsa, o zaman () bolgesi koni

kosulunu saglar denir.

Teorem 1.1. (Sobolev Gomme Teoremi). , R" de koni 6zelligine sahip acik bir

bolge, m > 1 ve j = 0 tam sayilar ve 1 < p < oo olmak {izere

i. mp > nise



WP (Q)  cl(Q)

gomiilmesi elde edilir.

i.mp =nise

WSTP(Q) o WI(Q),  p<q<o
yadaj = 0 ise

wmP(Q) o Li(Q), p<q<
gomiilmesi elde edilir. Ayricap =1 alinirsa
W Q) & CH

elde edilir.

iii. mp < nise

wirmr(Q) o Wh(Q), p<q<p’
yadaj = 0 ise

wmp(Q) o Li((), p<q<p*

gomiilmesi elde edilir. Burada

n—mp

. P ,n>mp
p =
400 n<mp

seklindedir.

10

Teorem 1.2. (Sobolev-Poincare Esitsizligi). 2 < g <o ve 2<q < nZTnZ (n=3)

olsun. Bu durumda u € Hj () i¢in
llully < cllVull;
olur. Burada ¢ = c(Q,p) dur.

Ispat. Sobolev gomme teoreminden



np
qus{n—mp m > mp
+o0 ,n<mp

i¢in
WP (Q) & LI(Q),

dir. m = 1 ve p = 2 alinirsa

2n
+o0  ,n<2
i¢in
1,2 q
Wy (Q) & L1(Q),
yani
”u“q < c||Vu||W01,z(Q)

olur. Ayrica

lully .20y = N1Vl 20 = IVl

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

¢ = Bg almrsa |[ullgr, < B,4lIVull,

olarak yazilabilir.

Teorem 1.3. (Poincare Esitsizligi). u € I/I/E)l'2 (a,b) i¢in
llull; < cllw’ll,

dir. Burada ¢ = 7 dir.

ispat. u € W,"*(a,b) oldugundan

u(a) = u(b) = 0 dur.

11



12

ulx) = f‘: u'(v) dr

oldugundan, Hoélder esitsizligi kullanilirsa
u(x) < (7 12 doya(f o' (@) do):
u(x) <Vx—allwll;

bulunur. Her iki tarafin karesi alinir ve (a, b) araliginda integrallenirse
J; w2 dx < [ (x - @) w'li3d
JdUdx <) (x u'[l5dx

— 2 (P

=[lu'll3 [ (x — @) dx

b-a)?
= 220 w13

b-a)?
113 < =2 |13
bulunur. Boylece
b—a
lull, < 2211,
esitsizligi elde edilir. Ustteki esitsizlikte 8 = b% ve |[u'|l, = [|Vull, alinirsa
lull? < 62]|Vull?

bulunur.



BOLUM 2. TERS PROBLEMLER

Bu boliimde birbirine ters olan bazi basit 6rnekler sunulacaktir.
Ornek 2.1.

X1, X5, ..., Xy kOkleri verilen n. dereceden bir p polinomunun bulunmasi problemiyle
verilen bir p polinomunun bulunmast problemi birbirine ters problemlerdir. Bunun

¢Ozlimii ¢ keyfi bir sabit olmak {izere,
p(x) = c(x — x1)(x — x3) ... (x — x;,) seklindedir.
Ornek 2.2.

Apxn matrisi ile A4, ..., 4, Ozdegerlerine sahip A 4+ D seklindeki bir D kdsegen
matrisinin bulunmas1 problemi ile verilen A+ D matrisinin 6zdegerlerinin

hesaplanmas1 problemi birbirine ters problemlerdir.
Ornek 2.3.

Genellikle yeryiiziinden Ol¢lim yaparak jeolojik bulgularin yerini, seklini ve
parametrelerini hesaplama problemidir. Bir boyutlu basit bir problem cle alalim ve
asagidaki ters problemi ifade edelim. x degisim kuvvetinin f, (x) diisey bileseninin
Ol¢timlerinden h derinligindeki farkli bir bolgenin kiitle yogunlugunun p = p(x)

0 < x <1 degisimleri belirlenir. p(x")Ax" , x" in bir hacim elemaninin kiitlesi ve

\/ (x —x")? + h? uzakligidir. Yer ¢ekimi degisimi, y yer ¢ekimi sabit olmak tizere

f=v :n—z Newton’un yercekimi kanunu ile tanimlanmistir.

Diisey bilesen i¢in,
_ p(x)Ax' _ hp(x")Ax'
Aﬁ’ (x) =Y (x—x")2+h2 cos o = 14 [(x—x’)2+h2]3/2

yazilir.
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Boylelikle,

v

-— x —»

[] >

0 x' 1 X

Sekil 2.1 Jeolojik bulgulardan degisim kuvvetinin diisey bilesenine ait sema (Tung, 2009).

Bu esitlik, p nin belirlenmesi i¢in asagidaki integral denklemini verir.

f,,(x):yhfol[(L"')dx' 0<x<1 2.1)

x—x’)2+h2]3/2 ,
Ornek 2.4. (Ters Sacilma Problemi)

Elektromanyetik dalga veya sesin yogunlugu verldiginde sacilan cismin seklini bulma
problemi ters problemdir. Direk problem ise verilen cismin sagilan dalgalarin
hesaplanmas1 problemidir. Ters sacilma problemleri yikict olmayan materyallerin
testinde, jeofizikte, sismik ve elektromanyetik arastirmalarda, tomografide ¢esitli

kullanimlara sahiptir.
Ornek 2.5. (Bilgisayar Tomografisi)

Radon déniisiimiiniin en gdze ¢arpan kullanimi tibbi gériintiilemedir. Ornegin, bir
insan viicudunda bir bolge ele alindiginda (p(x,y), (x,y)) noktasindaki yogunluk
degisimini gostersin ve L, diizlemde bir dogru olsun. L boyunda viicuda bir X dalgas1

gonderildiginde viicuttan akan yogunlugun ne kadar oldugu 6l¢iiliir.
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»
!

s 6\

» X
Sekil 2.2. Bilgisayar tomografisine ait sema (Tung, 2009).

L, (s,8) ile parametrize edilmistir. Burada s € R ve § € [0,m) dir. L5 15mnmin

koordinatlari:

se® +jue® € C, ueRr (2.2)
I yogunlugunun degisimi yaklasik olarak y sabit olmak iizere

dl = —ypldu

ile belirlenir. Isin boyunca integral alinirsa

Inl(u) = —y le) p(se'® + iue®)du

veya, p nin bir kompakt destek oldugunu kabl ederek yogunluk kaybi

Inl(o) = —y [~ p(se®d + iue’®)du

ile hesaplanir. Prensipte, azalma faktorlerinden tiim ¢izgi integralleri hesaplanabilir:
(R, )(s,8) = [ p(se®® + iue®)du, s € R (2.3)

R, ,p nin radon doniisiimii olarak adlandirilir. Direk problem, p verildigi zaman R,
radon doniisiimiiniin hesaplanmasidir. Ters problem ise verilen bir R, radon
doniisiimii icin p yogunlugunun belirlenmesidir. p nin acisal olarak simetrik kabul

edildigi yerde sadece diisey 1sinlar alimir. O zaman p = p(r), r = \/x2 +y? ve

(x, 0) noktasindan gegen L, 1sm1 (x,u),u € R ile parametrize edilebilir.
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(V,x) :=Inl(o0) = =2y fooop(\/x2 + u?)du
p, {x:|x| < R} de kompakt destek olsun. u = Vr? — x? degisken degisimi ile
) r R r
V(x) = =2y [, s5==p@)dr = =2y [ -==p()dr (2.4)

yazilir. z=R? —r? ve y =R?—x? degisken doniisimi z - p(VR? —2)
fonksiyonu icin asagidaki Abel integral denklemi elde edilir:

v(JRE=y) =—yf0yp(?vi;z)dz, 0<y<R (2.5)

Ornek 2.6. (Abel Integral Denklemi)

h > 0 seviyesinde bir p, noktasindan h = 0 seviyesindeki bir p, noktasma I' egrisi
boyunca bir kiitlenin hareketini ele alalim. Bu kiitleye etkiyen tek kuvvet mg yer

cekim kuvvetidir.

P1

Fix=19(y)

v

Po X

Sekil 2.3. Egri boyunca bir kiitlenin hareket semasi (Tung, 2009).

Direk problem, T egrisi verildigi zaman p; den p, a hareket eden elemanin T
zamanmin belirlenmesidir. Ters problem ise, gesitli h degerleri i¢in T = T (h)
zamaninin Olglilmesi ve T' egrisinin belirlenmesi problemidir. Egri x = (y) ile
parametrize edilsin. p nin koordinatlari: (¥ (y),y) olur. Enerjinin korunmasi yasasi

ile,

E+U=%v2 + mgy = sabit
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yazilir. Buradan hiz denklemi,

a=v=20(-Y)

elde edilir. p, den p, a kadar toplam T zamani

= _ (Prd_ (h /M
T=T(h)=["—=1J 20ty @ >0

seklindedir.

Y =1+ @' O))?

olsun ve f(h) := T(h),/2g verilen fonksiyondur. O zaman

foh ”Pff )y dy = f(h), h>0 (2.6)

Abel integral denkleminden bilinmeyen ¢ fonksiyonu belirlenmek zorundadir. Bir
benzer problem de sismolojide yer almaktadir. Bu, sismik dalgalarin varis siiresi

Olciimlerinden, diinyanin ¢ hiz dagiliminin belirlenmesi problemidir.
Ornek 2.7. (Geri Is1 Denklemi)

Bir boyutlu 1s1 denklemini ele alalim.

du(xt) _ 9%u(x,t)

at dx2 (2.7)
u(0,t) =u(mt) =0, t=0 (2.8)
u(x,0)=u,(x) =0, 0<x<m (2.9)

(2.8) sinir kosullar1 ve (2.9) baslangi¢ kosuludur. Degiskenlerine ayirma metodu ile
u(x, t) = z a,e ™t +sin(nx) (2.10)
n=1

ay == [} uo ()sin(ny)dy

¢coziimii elde edilir. Direk problem baslangi¢c sinir deger probleminin ¢oziilmesidir.

Verilen uy baslangic sicaklik dagilimi ve son T zamam ile u(.,T) belirlenir. Ters
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problemde ise, u(.,T) son sicaklik dagilimi 6l¢iiliir ve t < T daha 6nceki zamanlarda
sicaklik belirlenmeye ¢alisilir, 6rnegin u(.,0) baslangic sicakligi gibi. (2.10) ve

asagidaki integral denklemden u, belirlenir.

u(x,T) = %f:k(x, Nu,(V)dy, 0<x<m (2.11)
Burada,

k(x,y) := Z:; e T sin(nx) sin(ny) (2.12)
Ornek 2.8.

Homojen olmayan bir ortamdaki 1s1 yayilimi

du(xt) 1
at ¢

div(kgradu(x, t)),x eED,t>0 (2.13)

denklemi ile tanimlanir. Burada c bir sabittir ve k = k(x) ortamla ilgili bir

parametredir. k sabit olmasi durumunda, D bolgesinde
div(kgradu) = 0 (2.14)

denklemine indirgenir. Direk problem, verilen u|dD simir degeri ve k fonksiyonu i¢in
bir sinir deger probleminin ¢oziilmesidir. Ters problem ise, u ve dD sinir1 {izerindeki

du

5 akisini ve D deki bilinmeyen k fonksiyonunu belirleme problemidir.



BOLUM 3. HAFIZA TERIMLI LINEER OLMAYAN
HIPERBOLIK DENKLEMLER ICIN  TERS
PROBLEMIN COZUMUNUN ASIMPTOTIK
DAVRANISI

Bu bolimde asagidaki ters problemin {u(x,t),f(t)} ¢6ziimlerinin asimptotik

davranisi incelenecektir.

Uy — Au — div(|Vu|™Vu) + fot g1 (t — 1) Au(r)dt+u, + alulPu

= h(x, t,u,Vu) + f(Hw(x), x € Q, t >0, (3.1)
u(x,t) =0, x €T, t>0

% t) = [ gy (=D (o Dde — [VulmVu+au,  xely >0 O
w(x,0) = up(x),  u(x,0) = uy(x), X€EQN (3.3)
Joutx, Hw(x)dx = ¢(t), t>0, (3.4)

Burada Q, R"(n = 1)de sinirli bir bdlge ve 0Q, dQ = I’y U I'; olacak sekilde diizgiin
smiridir. a reel bir say1, a ise negatif olmayan sabit bir sayidir. Ayrica p, m pozitif reel
sayilardir. Diger yandan ¢(t), w(x), g,(t), h(x,t, u, Vu) fonksiyonlar1 6zel sartlarda

daha sonra tanimlanacaktur.

Uy € Hy(Q) NIP*2(Q) N L™2(Q), uy € L2(Q), [ uew(x)dx=1; (3.5)
w € H2(Q) N H}(Q) LPY2(Q) n L™+2(Q), Jo@*(x)dx = 1; (3.6)
Ih(x, t,u, Vul < L(Vul? + ul?), (3.7)

Burada L > 0 dir. Kullanilacak olan tiim fonksiyonlar gercek degerli olarak

diistiniilecektir.
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Il .llr, deT;smirlarinda normlar1 ifade etmektedir.

Ayrica, (.,.) L? de i¢ ¢arpimi temsil eder. H%O, H? bilinen fonksiyon uzaylarini ifade

edecektir.

U — Au — div(|Vu|™Vu) + fot g1 (t — 1) Au(r)dt + u, + alulPu

= h(x, t,u,Vu) + f(H)w (%), x€Qt>0, (3.8)
u(x,t) =0, x €Ty, t>0

Z—Z(x, t) = fot g, (t— T)z—z (x, t)dt — |Vu|™Vu + au, x€l, t>0 (3.9)
u(x,0) = uy(x), u:(x,0) = uqy(x), X €N (3.10)

(3.8) esitliginin her iki yan1 w(x) ile ¢arpilip Q bolgesinde integre edilirse

(Uee, 0) — (Au, ) — ((div(|Vu|™Vu), w) + fn(fot g1 (t — 1) Au(1))wdt)dx
+(up, w) + a(lulPu, w) = (h(x, t,u,Vu),w) + (f o (x), w) (3.11)

olur. (3.4) esitliginin t ye gore iki kez tiirevi almirsa

(up, w) = ¢'(2), (3.12)
(Uee, w) = ¢" (D) (3.13)
olur.

FOw ), w@) = f(O) f w?(x)dx

(3.6) sartindan

fOw), w(x) = £ (3.14)
bulunur. (Au, w) igin Green 6zdesligi uygulanirsa

(Aw, w) = [, whudx = — [ VoVudx + [, @3- (x, )ds

olur. Ustteki esitlikte son terim (3.6) dan 0 a esit olur ve

(Au, w) = —(Vu, Vo) (3.15)



bulunur.

fn ( fot g1 (t —1)Au (T)a)dr) dx esitliginde parantez igine Green

uygulanirsa

Ja (fot g1 (t —DAu (r)wdr) dx

t 9
= [(— fo g1 (t — DVwVu(1r)dr + fan g, (t— T)wﬁ (x,7)ds)dx
olur. Ustteki esitligin son terimi (3.6) dan sifira esit olur ve

fﬂ(fot g1 (t = DAu (D)dr)wdx = — [ ( f(f g1 (t — DVwVu(1)dr)dx

bulunur. Ustteki esitligin saginda integrallerin yeri degistirilirse
t t
Jq (fo g1 (t —1)Au (‘r)wdr) dx = — fo 91 (t = ) (J, Vo Vu(1)dx)dt

== fot g1 (t — 1) (Vu(r), Vw) dt
olarak yazilir.
(div(IVul"Vu), ) = [, V. (IVu["Vi)wdx

Ustteki esitlige Green 6zdesligi uygulanirsa

um

i 9 +1
((div(|Vu|™Vu), w) = —fQ Vo |Vu|™Vudx + faan(x' t)ds

21

0zdesligi

(3.16)

bulunur. Ustteki esitligin son terimi (3.6) dan w = 0 olacagindan 0 a esit olur ve

((div(IVul™Vw), w) = — [, Vo|Vu|™Vudx
((div(|Vu|™Vu), w) = —(|Vu|™Vu, Vw)
seklinde yazilir.

h(tu):= h(x,t,u,Vu)

Simdi de (3.12)-(3.18) esitlikleri (3.11) esitliginde yerine yazilirsa

(3.17)

(3.18)
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¢" () + (Vu, Vo) + (|Vu|"Vy, Vo) — [ Ot g, (t =) (Vu(r), Vo) dr + ¢ (1)

+a([uPlu, w) = (h (t,w), w) + f(t)

f@®=¢"®)+ ¢' () + (Vu,Vw) + (IVu|"Vy, Vw)
—J5 91 (t = D (Vu(@), Vo)dr + a(fulPy, ) — (& (¢, 1), )
elde edilir.

91(s) = e®g(s) esitligi kabul edilirse

g(s) =20,  g'(s)<-21g(s);

1- [ g:(dt=1>0

(3.19)

(3.20)

(3.21)

olur. Asimptotik kararlilik ispatini kolaylastirmak i¢in a = 1 alinir ve (3.8) esitligi

nin her iki yan1 u, ile carpilip Q bolgesinde integre edilirse

fﬂ UppUpdx — fn Auu,dx — (div(|Vu|™vVu),u,)

+ [ ue (fotgl (t—1)Au (T)d‘[) dx + [, uudx
Jo TuelulPudx = [ u (h(x,t,u,Vu) dx + [, f()w(x)u dx
bulunur.

10 J 1
fQuttutdx = Ja Qutzdx = 5(5”%”2)

a 9 .1 +2
p -2 p+2 =2 p
fQ 1u,|ulPudx = — ( fﬂu dx) = - (p+2||u||p+2)

1
p+2
fQ f(®w(x)u.dx esitligi i¢in (3.4) esitliginden yararlanilirsa
[y fFO0Eudx = F() = (£) = £(1) ¢'(t)

bulunur.

I} 0 uh(x, t,u, Vu)dx ifadesinde (3.18) dikkate alinirsa

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



23

fﬂuth(x, t,u, Vu)dx = fﬂutﬁ(t,u)dx (3.26)
olur.
fg Uuedx = fg utdx = |Jull? (3.27)

—(div(|Vul™Vu),u,) = — [ V. (IVul"Vw)u.dx

Ustteki esitlige Green dzdesligi uygulanirsa ve 0Q = 'y U I‘1 esitligi dikkate alinirsa

~(div(|Vul™Vw),u,) = [, Vu (|Vu|™)dx - faﬂut (x t)ds

. )
—(div(IVul™Va), u) = = (= IVulipi3) - f u 25— " (x, t)ds (3.28)
bulunur.

- fﬂ Auu,dx ifadesinde Green 6zdesligi uygulanir ve 9Q = I'y U T'; esitligi dikkate

almirsa

— [ Auudx = [, Vu,Vudx — faﬂutZ—Z(x, 7)ds
=2 6tf |Vul|?dx — f uta % (x,t)ds — f u,ta Y (x,7)ds

olur. Ustteki esitligin 2. terimi (3.9) dan sifira esit olacagmdan

—f Auu,dx = ( |Vl )— frl utZ—Z(x, t)ds (3.29)

seklinde yazilir.

Jo ue ( fot g, (t —1)Au (‘L’)d‘[) dx ifadesinde integrallerin yeri degistirilirse

Jo ue (fot g1 (t —1)Au (‘L’)d‘[) dx = fot g1 (t = 1) [, ueAu(r)dx dt

bulunur. fﬂ u;Au(t)dx ifadesinde Green 6zdesligi uygulanip 9Q =Ty U Iy esitligi
ve (3.9) dikkate alinirsa

)
Jo uebu(m)dx = — [, Vu,Vu(r)dx + faﬂutﬁ(x, 7)ds
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= — [, Vu Vu(r)dx + frl utZ—Z (x,7)ds

olarak yazilir. Ustteki esitligin her iki yan1 g, (t — 7) ile carpilip 0 dan t ye integre
edilirse

fot g1t —1) fn uAu(t)dx dt
=[5 g1 (t = O (— [, Vu,Vu(D)dx + Jr, utg—z (x, 7)ds) dt
- — fot g1 (t = 1) [, VuVu(r)dxdr + fot g, (t—1) frl Up z—z (x,7)ds) dt (3.30)
bulunur.
Jy g1 (¢ — D) [, Vu,Vu()dxdr = [ g, (t — ) [, YV, () [Vu(r) — Vu(t)]dxdr

+ 1L g1 (6 =D [, Vu () Vu(D)dxdr (3.31)
Ustteki esitligin son teriminde t — 7 =t/  ddniisiimii yapilirsa

fot g1 (t = 1) [, Vu ()Vu(t)dxdr = fot g1 (@) [, Vu (O)Vu(t)dxd v’

Ustteki esitlikte T = 7’ doniisiimii yapilirsa

[f g1 (6 =D [, Vu(OVu(®)dxdr = [ g, () f,, Vu (£)Vu(t)dxde

olur. Ustteki esitlik (3.31) de yerine yazilirsa

fot g1 (t = 1) [, Vu,Vu(r)dxdr = fot g1 (t = 1) [, Vu (O[Vu(r) — Vu(t)]dxdr
+[£ 91 (@ [, Vu(£)Vu(t)dxde

olarak yazilir. Ustteki esitlikte tiirev operatorii yardimiyla

Jy 91 (£ =) [, VuVu(@dxdr = =3 [ g1 (¢ = D) 5 (J, [Va(®) = Vu(®)[Pdxdr
+1,9:® (%% Jo IVu(®)1?dxdr (3.32)

bulunur. Ustteki esitligin ilk terimini bulmak icin Leibniz formiilii uygulanirsa



2 (Jy 91 (t = ) (J, IVu(®) — Vu(®)|dxdr)
= Jy 2 (g1 (¢ = ©) ([, IVu(®) — Vu(t) Pdx)dr
+g1 (t = t) [, [Vu(t) — Vu(t)|?dx1 —g, (t - 0) [, [Vu(0) — Vu(t)|*dx0

= Ot% (91 (t - T) (fﬂ |Vu(T) - Vu(t)lde)dT

bulunur. Ustteki esitlikte carpiminin tiirevi alinirsa
d

Py (fot g1 (t = 1) (J, [Vu(r) — Vu(t)|*dxdr)

= [£ 9,'(t = D (J, IVu(@ — Vu(®)|2dx)dr

+ 15 (g1 (t = D= (J,, IVu(r) — Vu()Pdx)dr

olur. Ikinci terime Leibniz formiilii uygulanirsa

%fot(éh () (fQ |Vu(t)|?dx)dr

_cta

= Jy 3; (91 @O (Jo IVu(@®)*dx)dr

+(g1 (8) Jo IVu(®©)|?dx)1 = (g4 (0) J, IVu(6)|?dx)0

2 J3 (g1 @ (J, IVu(®)Pdx)dr

= Jy 2 (91 @ J,, IVu(®) Pdx)dz + (g () [, IVu(e) [2dx)

bulunur. Ustteki esitligin saginda ¢arpimun tiirevi kullanilirsa

2[5 (9 (@ U, IVu(®)Pdx)dr

= Iy 3: (91 @) Up IVu(O2dx)de + f; g1 (2 5; (J, [Vu(®) 2dx)de

+(g1 () [, IVu(®)[*dx)

olur. Ustteki esitligin ilk terimi sifir olacagindan
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(3.33)

(3.34)



2 %091 @ U IVu®Pdx)de = [} g1 @) 2 (J,, [Vu(®)?dx)de
+g1 () [, IVu(®)|*dx

bulunur. (3.33) ten
J5 (g1 (€ = ) 2 (J, IVu(@) = Vu(®)[2dx)dz
=2 (Jfy 9 (t = 1) (J,, IVu(2) — Vu(t)|?dxdr)

t !
—J, 90"t = D) (J, IVu(r) — Vu(t) [2dx)dr
olur. (3.35) te esitligin sagmdaki ilk terim yalniz birakilirsa

Jy 91 @ 2 (J,, Ivu(®)|?dx)de

= %fot(éh (@) (J, IVu(®) [*dx)dt — g, (O) [, |Vu(t)|*dx

olur. (3.36) ve (3.37) esitlikleri (3.31) esitliginde yerine yazilirsa
fot g, (t—1) fn Vu,Vu(t)dxdt

= =22 (f, 91 (¢t = ) (J,, IVu(x) — Vu(t) *dxdr)
+%f0t g1 '(t—1) (fﬂ. IVu(z) — Vu(®)|*dx)dz

22 13 (91 (@ (J, IVu(O Pdxydr =2 g, (©) f, IVu(®)|Pdx

+26t

olur.

(g1 *v)(@©) = [} g1 (t = v (®) — v(s)lI2ds

almirsa

fot g1(t—1) fQ Vu,Vu(t)dxdt
= —% (% (g1 * Vw)(t) —gfot g1 (8)ds||Vu(@®)|?)

= _% (% (g1 * Vu)(t) _%fot g1 (s)ds||Vu(t)||2)
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)



+30y 90 (€= ) (, IVu(@) = Vu(®) Pdx)dr - 5.9, () J, Vu(t) dx)
olur. Ustteki esitlik (3.30) esitliginde yerine yazilirsa

fot g1 (t—1) fn uAu(t)dxdr

=2 (2(g1 *Vw)(® =1 [} g1 ()ds. IVu(®)]I?)

~1 i gyt =) (, IVu(@) - Vu(®)Pdx)dr + 2 g, () [, IVu(®)|2dx

+Jy 91 (=D, 1 2 (x, 1)ds) dr

bulunur. Ustteki esitlikteki son terimde integraller yer degistirilirse

fot g1 (=7 fp ue 3—2 (r,T)ds)dr = [, u, fot g1 (t—1) Z—Z (x,T)ds drt

olur. Ustteki esitlikte (3.9) sart1 uygulanilirsa

fot g1 (t—1) frl Uy g—z (x,7)ds) dt

= frl Up g—z (x,t)dt + frl u | Vu|™Vudr — «a frl uudt

bulunur.

a frl wudt = %(% llull?)

olur. Sonug olarak (3.41)-(3.42) esitlikleri (3.40) da yerine yazilirsa

fot g1 (t = 1) [, ueAu(r)dx dt

=2 (5(g: * V(®© —3 f; g1 (dsIVu(®)1?)

_%fot g1'(t = ) (J, IVu(r) — Vu(t)|*dx)dr + %gl (t) [, IVu(®)[*dx
+ [ w3t G Odr + [ w | Vul™ T — = Glull?y)

bulunur. (3.23)-(3.43) esitlikleri (3.22) esitliginde yerine yazilirsa
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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0 0 du d m
2 el + = Va2 = [, ue 22 Cx, )ds + = (== 1Vullpi3)
m+1
= w75 G s + 2 (5 (g1 * Tu)(©) = fy 91 ()dsIVu(@)I?)
— 2[5 90"t =) (J, IVu() — Vu(®) Pdx)dr + 2 g, (8) f, IVu(t) dx

+ i e 2 Ce 0T + [ Vul™dr = (Sluli2, ) + @I + 5 (=5 ubt?)

at p+2 p+2

= Joue(h (t,wdx + £(8) ¢ ()

olarak yazilir. Ustteki esitlikte diizenleme yapilirsa
d 1 1 t 1 1
2 [ ez +2 (1 = fy g2 A NITuCOI? +2 (g1 * V) (@) + — |Vul7it

1 2 P
+p+2 g-:-z _” 1%, ]+ lu(II* - fl"l utﬁ(x, t)dT+fr1 u | Vu|™ dr

—3 1 91" (€ = D IVu(@® - Vu(®)Pdx)dr + 5 g, () [, IVu(®)|*dx
= [oue(h (G wdx + £(8) ¢' (1)
bulunur. Tirev parantezi igindeki ifade sistemin enerji denklemi olarak alinir

t
E@®) =3 lluell? +5 (1 = [ g1 (9)ds)IVu®II? +3 (g1 * Vi) (©) + — [IVulli3
1 +2 a
ot 5 Il

seklinde yazilirsa

%E(t) = —|lu.l|? +%fot 91"t — 1) (J, IVu() — Vu(t)|?dx)dr

=291 (® J, IVu(®2dx + f ue(h (6, w)dx + £(£) ¢'() (3.44)

olur.



29

Teorem 3.1.

(3.5)-(3.7) ve (3.20)-(3.21) sartlarim saglayan ¢, ¢’,¢" fonksiyonlari, [0, o)
araliginda tanimli siirekli fonksiyonlar, ¢" smirli bir fonksiyon ve ¢, ¢’ fonksiyonlari
da t sonsuza giderken 0 a yaklasan fonksiyonlardir. M ve N yeterince biiyiik ve

a,&ve d ise

6 < min {2 ?,ﬂ}, a <t 23;29 , f g1 (s)ds < Iken

(3.1)-(3.4) probleminin ¢6ziimii asimptotik olarak kararl ve

lim E(t) =0 (3.45)

t—+o00

dir.
¢(t) = k ve a = —1 igin (3.1)-(3.4) probleminde v(x,t) = et u(x, t) doniisimii
yapilirsa u = ve?t olur. Déniisiimiin x ve t ye gore tiirevleri alinirsa

u, = viet + vett

Uy = eM(A%v + 240, + vyy) (3.46)
Au = A(vet) = e*Av (3.47)
|lulptt = |ve’“|p+1

= |v|PvetPteit (3.48)
bulunur.
alu|Pu ifadesinde a = —1 alinir ve u = ve** doniisiimii yapilirsa
alulPu = — |ulPtt = —|p|P+1 (ett)PH1 (3.49)
elde edilir.

m+1

div(|Vu|™Vu) = div(|e*Vy| = e?mteltdiy(|Vv|™Vr) (3.50)

seklinde yazilabilir.



30

g1(s) = e g(s) esitliginde s = t — 7 almirsa
g1t —1) = et Dg(t — 1) (3.51)

olur. (3.47) ve (3.51) esitliklerinden
J; 91 (t = DAu(D)de = [) XD g(t — D)eM Av(r)dr
= eMt fotg(t — DAv(t)dr (3.52)
bulunur. (3.46)-(3.52) esitlikleri (3.1) esitliginde yerine yazilirsa
eM(Q%v + 22v, + vy) — eMAv — ermEe A div(|Vv|™VY)
+elt fotg(t — )Av(7)dt + vd e? + v,ett — |p|PHt (e’“)p+1
= u,(h (t,e*v) + f(t) w(x)
elde edilir. Ustteki esitligin her iki yan1 e “**ile carpilirsa
20+ 20v, + vy — Av — e div(|Vo|™Vv) + fotg(t —Av(t)dt + vA
v, — [v|PH1ePt = e~ (R (t,eMv) + e Mf(t) w(x)
olur. Ustteki esitlikte diizenleme yapilirsa sonug olarak
Ve + 22+ Dvp + A(A + 1) v — Av—e?™ div(|Vv|™Vv) fotg(t —1)Av(t)dr
=e M (h (t, eMv) + e |v|Pv + e HMf(t) w(x), x€EQt>0 (3.53)
bulunur. (3.2) esitliginde v(x, t) = e *u(x,t) doniisiimii yapilirsa

v(x,t) =0, x€ly, t>0

e/ltz_z (x, t) = fot exl(t—r)g (t _ ‘L')e’ltz—z (x, ‘r)d‘r _ (elltlvvl)mﬂ + qelty
= fot ety (t- T)Z—Z (x,7)dt — eMM+D|yy|m+1 4 gpeit

olur. Ustteki esitligin her iki tarafi e ~*¢ ile carpilirsa
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v(x,t) =0, X€ET, t>0

.54
Z—Z(x,t) = fotg(t—r)%(x,r)alr—e’“"tIVvaJr1 + av, x€T, t>0 (3.54)

bulunur. (3.3) esitliginde v(x, t) = e **u(x, t) doniisiimii yapilirsa

v(x,0) = u(x,0) = uy(x)

olur. v(x,t) = e * u(x,t) esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa
ve(x, t) = —2e Mu(x, t) + e Mu,(x,t)

olur. Ustteki esitlikte t = 0 yazilirsa

ve(x,0) = —Au(x, 0) + u.(x,0)

olur. Ustteki esitlikte (3.3) dikkate almirsa

v(x,0) = —Auo(x) + uy(x)

ve(x,0) = uy(x) — Aup(x) (3.59)

bulunur. (3.4) esitliginde ¢ (t) =k alinrr ve v(x,t) = e Mu(x,t) doniisimii

uygulanirsa
fﬂv(x, eMw(x)dx =k
Jo v, Dw(x)dx = ke At (3.56)

olur. (3.53) esitliginin her iki yan1 w ile carpilip Q bolgesinde integre edilirse
(W, ) + A+ D (v, ) + 24+ 1) (v, w) — (Av, w)

—e™ ((div(|Vv|™Vv), w) + (fotg (t — 1) Av(7)dr, a))

= et (|v|Pv,w) + e (A (¢, e*v),w) + (e™Mf(t) w (x), w(x)) (3.57)
bulunur. Ustteki esitlikteki terimler ayr1 ayr1 incelenirse

(e"“f(t)a) (x),a)(x)) = e Mf(t) [,w?dx

dir. Ustteki esitlikte (3.6) esitliginden
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(e ()0 (), 0(0)) = e £(6) (358)

olur.

(Av, w) ifadesinde Green 6zdesligi uygulanirsa

(Av,w) = — [, VwVvdx + [, wsz—st

olur. (3.6) esitliginden w = 0 olacagindan iistteki esitlikteki son terim 0 a esit olur ve
(Av, w) = —(Vv,Vw) (3.59)
bulunur.

et ((div(|Vv|™Vv), w) = e?™ fQV. (Vo™ 1 w)dx

A(ly|m+1
— e)lmt (_ fﬂ Vw(|Vv|m+1)dx + fagw%ds)

Ustteki esitligin son terimi (3.6) esitliginden w = 0 olacagindan

et ((div(|Vv|™Vv), w) = —er™ (|Vv|™Vv, Vo) (3.60)
olur.

(fotg (t — 1) Av(z)dr, a)) = [y a)(fotg (t — 1) Av(t)dr)dx

Ustteki esitlige Green 6zdesligi uygulanirsa

(5 9 =D av@dr0) = - [, Vol g (¢~ DVv@dD)dx + o0 5 ds

bulunur. Ustteki esitligin son terimi (3.6) esitliginden w = 0 olacagmdan

(fotg (t — 1) Av(t)dr, a)) = — fotg (t — 1) (Vv(1), Vw)dt (3.61)
olur. (3.56) esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevleri alinirsa

9 _0 -At
Py Qv(x,t)a)(x)dx = (ke™"t)

fQ v (x, ) w(x)dx = —Ake



Jo ver (x, () dx = A2ke?

bulunur. Ustteki esitliklerden

(Ve w) + A+ D (v, 0) + A4+ 1) (v, w)

= ke ™ + 24+ 1)(—2Ake ™) + A(A + Dke ™ =0

elde edilir. (3.58)-(3.62) esitlikleri (3.57) de yerine yazilirsa

0 — (= (Vv,Vw)) — (—e*™(|Vv|™ Vv, Vw)) — f; g (t — ) (Vv (2), Vw)de
=e M (h(t,eMv),w) + et (|v|Pv, w) + e Hf (L)

bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse

e f(t) = (Vv,Vw) + e ™ (|Vv|™Vy, Vo) — fotg (t — 1) (Vu(r), Vw)dt
—e™t(|v|Pv, w) — e (R (t, e*v), w)

olarak yazilir.

(3.53) esitliginin her iki tarafi v, ile ¢arpilip Q bdlgesinde integre edilirse
Wi, ) + A+ D) (v, v) + AA + D (v, vy) — (Av,v,)

—e?™mt ((div(|Vv|™Vv), v,) + Jo v fot g (t — 1) Av(t)drdx

= [ e Mvh (t,eMv)dx + [, e?Pv|Pvvdx + [ e M f(t)v, w(x)dx
olur. Ustteki esitlikteki terimler ayr1 ayr1 incelenirse

(Vee, V) = [ Veevedx = % (% lv:11%)

22+ D@ ve) = 22+ Dllvell®

A(A+1)
2

A+ D)(@,v) = A4 + 1) fyvvdx = = (2 vl|?)

olarak yazilir.
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(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)



(Av,v,) = [, veAvdx
Ustteki esitlikte Green 6zdesligi ve dQ = 'y UT; esitliginden

9
(Av,v,) = — [, Vv, Vvdx + | | vtﬁds

_90., 1 2 v v
_6t( 2||Vv|| +fr0vtands+fr1vtands

olur. Ustteki esitligin 2. terimi, (3.54) ten v, = 0 olacagmdan 0 a esit olur.

5}
—(v,v) == (GIVoli?) - [, v ds
seklinde yazilir.

e f v (6e*v)dx = e R (h (6, #v),v,)

(3.56) esitliginin t ye gore tiirevi alinirsa

if v(x, How(x)dx = 9 (ke™t)

at’Q ’ at

fﬂ v, (x, ) w(x)dx = —Ake ™

bulunur. Ustteki esitligin her iki yan1 e "t £ (¢t) ile carpilirsa

Joe M f () ve(x, Dw(x)dx = e M f(t) (—Ake ™) = —Akf(t)e 2*

seklinde yazilir.

p+2 . .. . . . .
p+2 ifadesinin her iki yanmin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

/1pe +2
) =2 wlnit +

(p+2 p+2 p+1Vt

olur. Ustteki esitlikte son terim yalniz birakilirsa

Jg e Pt y|Pyy,dx = —(

Apapt p+2
) - 2L el

p+2
bulunur.

—e ™ (div(|Vv|"V), v,) = —e*™ [ V(|Vu|"Vv)vedx
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(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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olur. Ustteki esitlikte Green dzdesligi uygulanirsa

avm+1

—e ™ (div(|Vv|" V), v,) = ™ [ [Vu|™ Vv dx—e ™ Jsa v ——ds

bulunur. 0Q =Ty U T, esitliginden

—e™t (div(|Vv|™Vv), v,)

_ _Amt,9 1 m+2y\__,Amt ov™mHt

=€ (6t m+2 144 mi2) e fr1 Ut on ds

_ 9 imt ( 1 m+2) _ Ame _1 m+2_ ,Amt vt

=~ (e — IVv||mt2) ) —Ame — IVv||mt—e frl v —5—ds

olarak yazilir. Ustteki esitlik diizenlenirse

—eM™t (div(|Vv|™Vv), v,)

_ 0 etmt m+2 Am_amt m+2 Amt oyt

= a(m+2 Vo] m+2)_me IVvliniz—e f]"l Ut =, ds (3.72)

bulunur.

f. oVt ) Ot g (t — 1) Av(t)dtdx terimi i¢in integrallerin sirasi1 degistirilirse

fQ v, fotg (t — 1) Av(r)dtdx = fotg (t—1) fQ v, Av(T)dxdt

olur. [, v, Av(t)dx ifadesinde Green 6zdesligi uygulanirsa

Jove Av(D)dx = — [, Vv, Vo(2)dx + [, UCZ—ZdS

= — [, Vv Vo(n)dx + frl th—Z ds

bulunur. Ustteki esitligin her iki yan1 g (t — 1) ile ¢arpilip 0 dan t ye integre edilirse
Iy 9t =) [ v dv(@dxdr = [ g (¢ =) (= [, Vv, Ww(D)dx + [ v, 5> ds)dr
fotg (t — 1) [, ve Av(r)dxdr = — fotg (t — 1) J, Vv, Vv(r)dxdr

2
+ fotg (t—1) frl v, ids dr (3.73)
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olarak yazilir. (3.40) esitliginde u yerine v ve g, yerine g yazilirsa

Jy 9t =) [ verv(Ddxdr = (3 (g« W) (©) = [ g(s)ds. [Vw()]I?)

ot \2
—2Jy g'(t =) (J, V(@) = Vo (B) Pdx)dr
+29(0) J, IVo(©)2dx + [; g(t = ([, ve 5= (x, T)ds) d

olur. Ustteki esitligin son teriminde integrallerin siras1 degistirilirse

Jy 9t =D [, verv(@dxdr = £ (5 (g V) =3 [; g()dslIVv(O)11?)

at \2
=~ Jy 9't =) (J, IVo(@) = Vo(®) Pdx)dT +3 g(8) f,, [Vv(£)|?dx
)
+ frl v, fot gt —1) ﬁ (x, T)dsdt
olarak yazilir. Ustteki esitligin son teriminde (3.54) esitliginden
¢ . NOv _ v Amt +1 _
fo gt—1) -~ (x,7)dt = p (x,t) + e*™t|Vp|™ av
esitligi kullanilirsa
ft (t—1) [, v Av(T)dxdr = 9 (1( * V) (t) — lft (s)dsIIVv(t)IIZ)
0 g ot “at\2 ) 270 g
—%fotg’(t ) (fQ [Vv(r) — Vo (t)|?dx)dt + %g(t) fQ |[Vv(t)|?dx
+ frl vt(g—f1 (x,t) + er™t|Vy|™ ! — qu)dr
olur. Ustteki esitlikte diizenleme yapilirsa

Jy 9t =D f, verv(dxdr = 2 (2 (g Vo) (©) = 2 [ g(S)ds Ve (D) I1?)

at \2
~102 g/t = D) (f, I90(@) = Vu(O)Pdx)dr +2 g(0) f, 1Tv(0)|?dx

2 2
+ frl vt(ﬁ (x,t)dt + frl ety |Vy|mHidr — = (% Ivllf) (3.74)

bulunur. (3.65)-(3.74) esitlikleri (3.64) esitliginde yerine yazilirsa
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2 ( llve 112 )+ A+ DllvlI? + (m+1)” I ) G”W”z) . th—st

at

m+1

5 a
+E( /‘lmt( v %15)) —Amelmtﬁllv Imi5—e?mt fn Vg Van ds
S (GO -3 [ 9©)dsIve©IP)

~10 gt =0 (J, 1o = W@ Pdx)de +2g(0) [, 1Vo(0) 2dx

v Amt +19. _ 0 @y 2
+fFl v (5 (x, )dt + frle T Vv dr — — CHIvlIE)

v p+2)

= %(e_lt fﬂ vh (t,e*Mv)dx) + de = fﬂ vh (¢, ev)dx + %(;T’;

Ap e pt p+2 —2At
T2 € P ||V||p+2 — kAf (e

bulunur. Ustteki esitlikte diizenleme yapilirsa

a
ot p+ p+2

>+ 2 IlE, = lvll? + 22+ Dlwli?

m+2
m+2

+(1 - J; g(ds)IVv®OI1? + (g * Tv)(©)

A '
= 22+ Dllvll? — = (|vwlizt? - %fotg (t—1) (fQ IVu(t) — Vu(t)|2dx)dr

+2g(0) [, 1Vv(6)[2dx — e~ [ 2

+ kAf (e~ 22

p+2

+ kAf(t)e 22 (3.75)

p+2
olarak yazilir. Ustteki esitlikte — % nin ¢arpani olan ifade

I(w(®) == (lvell> + 2@ + Dllvll?

+(1 = [, g(s)ds)Iv(@®)|I?

m+2 (3.76)

a . . : . . .
alinirsa ve " parantezindeki ifade sistemin enerji denklemi olarak alinirsa
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el

pt
Ex(0) = 2 oll} i3 + S Ivli?, = 51(v(©) (3.77)

seklinde yazilabilir. Boylelikle

P A el
aEA(t) = A+ Dlv? - m—inz IVol|mt2 — e~ (R (t, e*v), v,)

+p% e Pt ||vl[L5 + kAf (e 24t — %fotg’(t — 1) (J |V (r) — V(D) |?dx)dT

+-9(0) [, IVo(t)|2dx (3.78)
esitligi bulunur.
Lemma 3.1.

Teorem 3.1. sartlar1 altinda (3.44) esitligindeki E (t) enerji fonksiyonu

ZE(®) < llucll? + fu(®h (twdx + £(0) ¢' (1) (3.79)
esitsizligini saglar.

Ispat.

(3.20) den

g1(s) =etg(s) =0

olur ve

—%gl @®) J, IVu(®)|2dx < 0 (3.80)
bulunur.

g1(s) = e g(s) esitliginin her iki yanmnin s ye gore tiirevi alinirsa

g:'(s) = e™g'(s) + Ae*g(s)

olur. Ustteki esitligin ilk terimi i¢in (3.20) den

9:'(s) < —2e%g(s) + Ae*g(s)

bulunur. 1 > 0, g(s) = 0 oldugu i¢in
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g1'(s) <0

olur. Dolayisiyla

~Jy 91"t =) (J IVu(z) — Vu(®)|?dx)dr < 0 (3.81)
olur. (3.80) - (3.81) esitlikleri (3.44) te dikkate alinirsa

[7] N ’

S E@® < =lluell® + fue(h (G wdx + £(8) ¢' (1) (3.82)
bulunur. Béylece Lemma 3.1. ispat1 tamamlanmis olur.

Lemma 3.2.

Teorem 3.1. sartlar1 altinda ve (3.19) esitliginde tanimlanan f(t) fonksiyonu,

M,N > 0vey,,y;: > 0iken

, SNB? M 1-1 M M
IM'(£) + Np(O)I £ (1) < (5= + 2% + 2 10| + 20 || vcat3 + 22 |57

+10 gy * V) (©) + H(t) (3.83)

esitsizligini saglar. Bu esitsizlikte § > 0 ve

HE) = IM$'(©) + No Ol (0) + ¢ (0] + MO (g | _Lyyg2

Mo’ (®+Np )™ maz2 o Mo’ ®+NpP T p+2
+ Ttz Vol 2t — ol 2
(me+2)[Mrolmt2) T ey M) Pt
12| Me' )+Np|> , 1 1 )
+ =+ )|lw 3.84
" (. yl)II Il (3.84)
seklindedir.

Ispat. (3.19) esitliginde tamimlanan f(t) nin her iki tarafi |[M@'(t) + Np(t)| ile

carpilir ve a = 1 alinirsa
|M¢' () + Np(D)f (t)
= [M¢'(t) + No(D)|(¢" () + ¢'(t)) + IM¢'(t) + N(O| (|Vu™|Vy, Vw)
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—IM@' () + No (DI [} g1 (¢ — D(Vu(), Vw)dt — M’ () + Np(®)] (R (t,w), w)
+[M@'(t) + Nop(t)|(lulPu, w) + [M@'(t) + Nop(t)|(Vu, Vw) (3.85)
bulunur.

(3.85) esitliginin sagindaki terimlerin her birine Holder ve € —Young esitsizlikleri

uygulanacaktir.
IM@'(t) + Nop(t)|(Vu, Vw) = fﬂ VulM@'(t) + Np(t)|Vwdx
dir. Ustteki esitlikte ¢ = ¢’ = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

|M¢' () + Np(£)|(Vu, Vo)

1 1
< IM¢' () + NI, IVul?dx) /2 ([ [Vwl?dx) /2
olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
IM@'(t) + Np(O)|(Vu, Vw) < [M¢p'(t) + Np(O||IVull[IVwll,

bulunur.  Ustteki esitsizlikte a, = ||Vull, , b= |M¢'(t) + No(O)|||Vwll, |,

q=q' =2, ¢= (6N92)1/2 icin € —Young esitsizligi uygulanirsa

M@’ () + N$(®| (Ve Vo) < (SN62) 2 [[Vau] | VeI, LD
(5N62)' /2
. SNO2 ' 2
M’ (0) + Np(D)| (T, V) < 2 92 + HEOBOOL g2 (3.86)

elde edilir.
1M (t) + Np(®)|([ulPu, ) = [M¢' () + Np(®)| [, |ul"* wdx

Ustteki esitlikte g = Z—:i, q' = p + 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

IM¢'(t) + No (O] (lulPu, w)

p+1

P42 i N
<|M¢'(t) + Nqb(t)l(fﬂlu|p+1(p+1)dx)p ’ (fQ|w|p+2dx)p+2
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< IM@'(©) + N(OI(f, [ulP*2dx) ([l

< M@’ (&) + N llullp 3 Nlwllp

bulunur.

p+2

Ustteki esitsizlikte a; = IIuIIg: b =|M¢p'(t) + N¢(Olllwlly42, ¢ ="

My, p+2

q =p+2 &= ( )P+2 icin € —Young esitsizligi uygulanirsa

M +2 M t+Np(t
M@’ () + NGOl (ulPu, @) < (L2 o1 O OGOy oy

My1p+2

Qa2
<(mp+2)z—3<z—ii> Il A | Mo o+ne@[Pt loll?*2
4 p+1 p+2 (p+2) M Z:i)gi;(mn p+2
M4/ (0) + NIl ) < 22l 23 + LEGRIOEZ oz a)
ipa
elde edilir.

IM¢'(t) + Nop(t)| (|[Vu™|Vu, Vw) = |[M@'(t) + No(¢)| fQIVuIm“dex
Ustteki esitlikte g = Z_:i’ q' = m + 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

M@’ (t) + Np()|(IVu|"Vu, Vw)

m+1

1
m+2

< [M¢'(8) + Np (O] (f,|Vau| ™+ m+1)dx) (Jo| V| ™+2dx)m+2

m+1

< M@’ () + NI ([, Vul™*2dx)™+2 Vol
IM¢' () + NpOI(IVul™Vu, V) < IM@'(®) + N OIVullZ 2 IVollmy

olur. Ustteki esitsizlikte a; = ||[Vu||?tl , b= |M¢'(t) + No(O|IVwllmiz

m+1

mt )m+2 icin € -Young esitsizligi uygulanirsa

My m+

2
q= 1,q—m+2 £ = (4

m+

IM¢'(©) + Nop(O|(IVu|"Vu, Vo)
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Myo m+2 M¢'(t)+N¢(t)
< (e vul i O Ve,

4 m+1) m+2

Mygmaz M 2y o mel(GED Mgl @ +Ng (o)™
< Yot ey s G ||Vu|| m+1’ Vol m+2

(4 m+1) m+2 (m+2)(M102:i)m_:(m 2) m+2
M@’ (£) + No(OI(IVu|™Vu, Vo)

My, M@'(t)+N¢(t)
<% a3 + L 2)(MYO(m+2)')mH|| 2 (3.89)

a4m+4

bulunur. (3.7) esitligi ve (3.18) esitliklerinden

h(t,w) < L(Vulz + [ul?)

olur. Ustteki esitsizligin sagmdaki pozitif ifadenin iisleri 1 artilirsa
h(tw) < LOVulz™ + [ulz™)

bulunur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi w ile carpilip Q da integre edilirse
(h (t,w),w) < fQL(IVuI%+1 + Iulgﬂ)wdx)

olur. Ustteki esitsizligin her iki yan1 |[M¢'(t) + N¢(t)] ile carpilirsa
IM¢'(£) + Nop(©)I (R (t,u), w)

< IM¢' () + NI [, L(Vulz ™ + [ulz ™ wdx)

< LIM@'(6) + No(®)] [ |Vul 2 wdx + LIM@'(®) + NI [ [ul’z wdx
olarak yazilabilir. ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa
M@’ (t) + Nop(£)|(h (t,u), w)

< LIM¢'(t) + Nqb(t)l(fQIVuIm”dx)% , a)zdx)%

LIM@'(t) + Nqb(t)l(fﬂlulp”dx)% , a)zdx)%
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1 1

bulunur. Ustteki esitsizligin sag tarafi ( y") ve ( ) ile carpip diizenlenirse

1
’ N 2 L|M N
M’ (©) + NoOI(R (¢, 1), 0) < (ML) |1vulz LA O MOl

(e

MV1 LMo’ (t)+N¢(t)|IIwIIz
ulls,

(e

m+2
olarak yazilabilir. Ustteki esitsizligin sagindaki ilk terime a; = ||Vu||m+2,
1
! ! M
b=LIM@'(t) + NoMlllwll,,q=q" =2 €= (%)2
p+2 2

2terime a, = Ilull,%, . b =LIM$'(®) + Nop(®lllwllo, g =q' =2, e = (*22)?,

icin € —Young esitsizligi uygulanirsa

M@’ (£) + N(®)I(h (£,1), ) <=2 [[Vulld + =2 [ullb3]

M @+Np@®[° 1 1.0

+ > Gt olwll (3.89)
bulunur.

IM¢'(t) + Nop(t)| fot g1 (t — ) (Vu(r), Vw)dr

= [M¢'(t) + No(D| [} g, (¢ — D) [, Vu(®)Vwdxdr

= M¢'(t) + Nop(@®)| [, Vadx [, [, g1 (t — DVu(r)dr dx

olarak yazilan esitlikte ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

1Mo’ (£) + NI [ g1 (¢ — D) (Vu(o), Vw)dr

1

< [M¢'(6) + N(DI(J, [Vwo|2dx)? ( [ ([ g1 (6 —DVu(@)dr) ozx)E

olur. Ustteki esitsizlikte ¢ = q' = 2 olacak sekilde £ —Young esitsizligi uygulanirsa
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1M’ (£) + No(®)| [, g1 (t — D (Vu(2), Vw)dr

2
< |M¢'(t)+Nq§(t)|2||Vw||2 n fg(fotgl (t—‘L')Vu(‘L')d‘r) dx
- 2 2

(3.90)

bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde iicgen esitsizligi uygulanirsa
|la + b| < |a| + |b| den

[Vu(t)| = |Vu(r) — Vu(t) + Vu(t)|

[Vu(®)| < |Vu(r) — Vu(t)| + |Vu(t)]

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizlik (3.90) esitsizliginde uygulanirsa
, t
IM¢'(6) + Np(D)] f; 91 (¢ — D (Vu(z), Vw)dr

2
_ Mo’ @ g Ivol? N Jo(J§ 1 (=D (vu@) -vu@® |+ |vu(t)dr) dx
- 2 2

(3.91)

bulunur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

IMo' (£) + Np(@®)| [ g1 (¢ — D) (Vu(o), Vw)dr

2
_ Mo @+no @ Ivel? N Jo(Js 91 t-D)IVu(m)-Vu(t)ldr+fy g1 (t-1)|Vu(®)ldr) dx

; . (3.92)

olur. Ustteki esitsizligin son teriminde Schwarz esitsizligi uygulanirsa

llx + ylIZ < llxl1> + 2llx [yl + llyll* den
o (J 91 (6 = DIVU®) = Vu(@©ldr + f} g (¢ = ) [Vu(®)ldr) dx
< o ([ 91 (£ = DIVu®) = Vu®)ldr) dx+ f, ([ g1 (6 = D) [Vu(©)ldr) dx

2f, (f3 91 (¢ = DIVu(@) = Vu®ldr) (f, g: (t = ) IVu(®)ldr) dx (3.93)

bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde

a; = fot g1 (t — D)|Vu(r) — Vu(t)|dz, b = fot g1 (t — 1) |Vu(t)|dr
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q=q =2, e¢= (17—1)% olacak sekilde € —Young esitsizligi uygulanirsa
2(f; 91 (¢ = DIVu@ — vu®ldr) (f; g1 (¢ = D) [Vu(®)ldr)

1-1.1 ot 1\t t
=2((EH2 J; g1 (6 — DIVu(@) — Vu®ldr )z f, g, (¢ — 1) [Vu(®)ldr)

< (9 (S 91 (£ = DIVu®) - Vu®ldr) + = (g1 (¢ =) Vu(®)ldr) (3.94)

elde edilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilirse

2 fg (fot g1 (t — D|Vu(r) — Vu(t)ldr) (fot g, (t—1) |Vu(t)|dr) dx

< (B9 1, (F 91 (¢ = DIVu@) - Vu(©)lde) dx

l

+ L1 (g1 (6 =) Vu(lde) dx (3.95)

bulunur. Ustteki esitsizlik (3.93) iin son teriminde yerine yazilirsa
Jo (1§ 92 (6 = (VU@ = Tu(O] + [Vu(© ) dx
t 2 ¢ 2
< Jo (J 91 (t = DIVu(®) = Vu©ldr) dx + [, (f; 9. (¢ = ©) [Vu(t)ldr) dx
(17_1) fQ (fot g1 (t —D)|Vu(r) — Vu(t)ldﬂc)2 dx
+ifﬂ (fot g1 (t—1) IVu(t)Idﬂc)2 dx

olur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa
t 2
Jo (J5 g1 (¢ = (V@) = Va(®)| + [Vu(D))dr) dx
<11 (ff gy (t = DIVu(D) - Vu(®)ldr) dx
S 17 \’o

+ 21 (e gy (e =) IVu(®)ldr) dx (3.96)
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olur. Ustteki esitligin son teriminde t — T = s degisken degisimi yapilirsa
t t
fo g1 (t — ) [Vu(t)ldt = |Vu(t)| fo g1 t—1)dr

= [Vu(®)] f; g1 (s) ds

bulunur. Ustteki esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa

(I 9 (e = D 19u®ldr)” = 19u(F? (5 9: () ds)

olarak yazilir. Ustteki esitligin her iki tarafi Q bolgesinde integre edilip 1%1 ile

carpilirsa

1

L (g (-0 1vu®)ldr) dx = 2 vu@F ([ g, () ds) (3.97)

1

olur.

2
( fot g, (t =1 |Vu(r) — Vu(t)ldr) terimi ¢arpanlara ayrilip Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

(fot g1 (¢ = D|Vu(z) — Vu(t)ldr)z

2

= (5} (91 (e = 0))* (g (¢ = )% 19u(@) — Vu(ldr)

< [{ g1 () ds J g1 (¢ — DIVu(@) — Vu()|2de

bulunur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilip % ile carpilirsa

Lo (J g1 (=) IPu(®) - Vu()ldr) dx

<

1
l

S Jy 91 (s)ds [ g1 (t = DIVu(®) — Vu(t)|*dr dx (3.98)

olur. Ustteki esitsizligin soluna (3.97) esitliginin solundaki terim, sagina da (3.97)

esitliginin sagindaki terim eklenirse
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1 t 2 1 t 2
=1 ([ 9: ¢ =D 1vu®ldr) dx+ 7 [, (J; 91 (6 =0 [Vu(@) - Vu(®)ldr) dx
<1 loJs 91 () ds [ g1 (t = DIVu(@) — Vu(t)|?dr dx

+ 2 vu@ P2 (J} g (s) ds)’
bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlendiginde
L (g e =D Vu®lde) dx+2 [, ([ g1 (6 =0 I7u(@) - Vu(®)ldr) dx
<15 91()ds [, [ g1 (t = DIVu(x) — Vu(t)|?dr dx
+ = Va2 (fot 91(s) ds)2 (3.99)
olur. Sistemin enerjisinde kullanilan
(g1 *¥)(®) = [, g1 (t = )lw(®) — v(s)lIPds
esitliginde v yerine, Vu ve s yerine t yazilirsa
(g1 *VW)(®) = [ g1 (¢ = DIIVu(®) — Vu(@)|*de
(g1 * V(@) = [, fot g1 (t — D) |Vu(r) — Vu(t)|?dr dx (3.100)
olarak yazilabilir. (3.21) ifadesinden

fot g1(s)ds < [° g1(s)ds
[y g1(s)ds <11 (3.101)

olur. (3.100) ve (3.101), (3.99) esitsizliginde yerine yazilirsa

L (g =D Vulde) dx+ 20, ([ g1 (6 =) IVu(@) - Vu(®)ldr) dx

1-1

o~

< (g1 * V) (®) + = IVu() 121 — 1)?

bulunur. Ustteki esitsizligin sol tarafi (3.96) esitsizliginin sag tarafi oldugu igin
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Jo (I3 91 (6 = D(AVu(D) = Vu(®)] + 1Vu(ODdr) dx
< (=D IVu®I? + 5 (g1 * Vw)(®) (3.102)

olur. (3.92) esitsizliginin en sagindaki terim (3.102) nin ilk terimi oldugundan (3.102),
(3.92) de yerine yazilirsa

1Mo’ (£) + N ()| [ g1 (¢t — D) (Vu(o), Vw)dr

! 2 2 _ —
< POOMPOLIVOL 4 209y )12 + 2L (g, V) (0) (3.103)

bulunur. (3.86)-(3.89) ve (3.103) esitsizlikleri, (3.85) esitliginde yerine yazilirsa

IM¢'(t) + Np(O|f ()

! n ! 6 62 ! 2
< IM'(©) + N$(DI(@" () + ¢'(©)) + 2 | vulf2 + LEOHLOL g2

My p+2 , |Me' ©+Np )P p+ MV 1-l
4+ =2 [|u “p+2 (p+2 )(Myl(p+2))p+1 ” I p+2 -I- i 1) ||Vullﬁig + 7(g1 * Vu)(t)
4p+4
|M¢) (t)+N¢)(t)|m+2 ”V “m+2 _I_MVO ”V “m+2 MY1 ” ”p+2
(m+2)(—Mﬁ‘,’1§TIZ))m“ mrz me2 ¥ pr

+

12|M¢’ (O+N(®) Mo’ (O+N O IVwll? | 1-1
g’ Qg (L4 L) |2 4 L ORIOTII | 221 g
Yo 2 2

olarak yazilir. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

IM¢'(t) + Nop(0)If ()
SN6Z M 1-1 M M 1-1
< (—2 +% + 7) IVul? + %IIV ul|miz + =2 “ llullys + = (g1 *Vu)(t)
HMQ'(©) + Np®I(@"(®) + ¢'(6)) + HEONOL (1 4 L))
Me' @) +Ng (0] miz . MY ONS@®IP | pe2
+ =1 IVolliniz + Nl
() (ML2AD) ™ " @+2) (T 2y pre

L2M¢'(t)+Nd)(t)2 1 1
$ LHPONPOL (L g L )j)j2
Vi Y1
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seklinde yazilabilir. Ustteki esitsizligin son 5 terimi H(t) olarak alindiginda

H®) = Mg/ () + NI () + ¢/()) + QMO8 g

N Mo’ (0)+Np ()| IVeol™*2 + IM¢’ (&) +Np ()7 lo|P*2
Myo( ) m+1 m+2 My1( ) p+1 p+2
(m+2)(F2 ) w+2 ()

+

L2\ M@’ (t)+N (t)2 1 1
|M¢ . (@) (—+—)”(U”2
Y Y1

olur. Ustteki esitlikten
SNO My0 2 Myo m+2
M$'(£) + NpOIF (1) < (2= + 220 4 ) Jlpul)? + 222 |l ul i3 +

+ (g1 * V)(6) + H(®)

elde edilir. Boylelikle Lemma 3.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.1. in ispati

2%
1+2§

£€>0, f g1(s)ds <
ve
i (0 = fyuue dx+ 5 llull?

Yo () = = [ [ 91 (s — DI (Vuls) — Vu(o)|1? dr ds
olacak sekilde

F(t) = ME(t) + N(1(t) + &, (1))
tanimlansin.

(3.104) ifadesinin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa

i’ (t) = [ueupdx + [iuug dx +%fQ 2uu, dx

6N92

IVoll?)

1 g
p+2

(3.104)

(3.105)
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= llue l1? + [ uue dx + [ uu,dx (3.106)

¥, (8) = [ g1 (s = DII(Vuls) — Vu(o)||? dr
olur. Ustteki esitlikte s yerine t yazilirsa
o' = [ g1 (¢ — OIITu®) - Vu()|? dr
olarak yazilabilir. Ustteki esitlikte T yerine s yazilirsa
Yo' = [ g1 (¢ = I Tut) — Vu(s)|1? ds
olur. Ustteki esitlikte (3.100) dikkate alinirsa
P2 () = —(g1 * VW)(1) (3.107)
seklinde yazilir. (3.105) esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa
F'(t) = ME'(t) + Ny, (t) + N, (t) (3.108)
olur. (3.82), (3.106) ve (3.107) esitlikleri tistteki esitlikte yerine yazilirsa
F'(t) < —Mllull”> + M [, u,(h (t, w)dx + Mf ()¢’ (0, (£)
+N(Jlug 1% + Jo wueedx + [ uu, dx) + NE(=(g; * Vu)(t))
bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse
F'(t) < (N = M)lucll? = N§(gq * Vu)(t) + N f[yuuedx + N(ug,,u)
+M(h (t,w),u,) + Mo’ (£)f(£) (3.109)
olur. (3.8) de u;; terimi yalniz birakilirsa

Uy = Au + div(|Vu|™Vu) — fot g1 (t — 1) Au(r)dt — u; — alulPu

+h(x, t,u,Vu) + f(H)w (x)

bulunur. Ustteki esitligin her iki tarafi u ile carpilip Q bdlgesinde integre edilirse
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(Uee, ) = (u, Au) + (u, div(|Vu|™Vu)) — (u, fot g1 (t — ) Au(r)dr) — (w, uy)

—(alulPu,u) + (h(x, t,u,Vu),u) + (u, f(H)w x))

bulunur. Ustteki esitligin sagmda terimler tek tek incelenirse

—(uw,u) = - f[yu udx
a = 1igin —(alulPu,u) = — [ ululPudx
+2
= —lullb};

olur. (3.18) den

(h(x, t,u, Vu),uw) = (h (t,w),u)
olarak yazilrr.

(u fOw ®) = = [uf (Do ) dx
Ustteki esitlikte (3.4) ten

(w,f(Dw ®)) =d®)f ()

bulunur.

(u, Au) = fQ ulAu dx

dir. Ustteki esitlikte Green 6zdesliginden

ou
(w,Aw) = — [, VuVudx + [ u—

bulunur. Ustteki esitligin en sagindaki terimde (3.9) kullanilirsa

(u, Au) = —||Vull? + faﬂu(fot g1 (t— r)z—Z(x, 7)dt — |Vu|™Vu + au)ds

olur. 90 =T, U T, esitliginden

(u, ) = —|IVull? + [, (J; u(®)g; (t = D) Z2dr)ds — f, ulVul™*ids

+allullf,

(x,t)ds

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)



olarak yazilir.
(u, div(|Vu|™Vw)) = Jo, V(Vul™Vu). u dx

Ustteki esitlikte Green 6zdesliginden

m+1
(w, div(|Vu|™vVw)) = — [, Vu. |Vu|"Vu dx + fmu—a(u an)(x't) ds
olur. 3Q =T, U I'; esitliginden

i 0 m+1 t
(w, div(IVul™Vw)) = —||Vullpi3 + f, u =20
olarak yazilir.

- (u, fot g, (t —1)Au (T)d‘[) = - fQu(fO't g1 (t — ©)Au (7)dr)dx

= — [, (Jy 91 (t = Du(t)Au (1)dr)dx
Ustteki esitlikte integrallerin siras1 yer degistirilirse
— (u, fot g, (t —1)Au (T)d‘[) = — fot g, (t—1) fﬂu(t) Au (7)dxdt
seklinde yazilir.

Jou) Au(r)dx teriminde Green 6zdesligi uygulanirsa

Jou@®) du(t)dx = — [, Vu(t)Vu(z) dx + faﬂuau(:r) ds

0

olur. Ustteki esitlik —g, (t — 7) ile carpilip (0, t) araliginda integre edilirse

- fot g1 (t = 1) [yu(t) Au(r)dxdr = fot g1 (t = 1) [, Vu(t)Vu(z) dxdr

— (t—1) w2450 g6 dr
fo gl ry

on

bulunur. (3.117)-(3.118) esitliklerinden

_ (u, fot g1 (t —1)Au (r)dr) = fot g1 (t =) [, Vu(t)Vu(z) dxdr

52

(3.116)

(3.117)

(3.118)
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- fot g1 (t—1) frl u au;:ﬂ ds dt

bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse

—(w fy 91 (¢t = D)du (D)dr) = [ g1 (¢ — D) (Vat, Vu(D))dr

—Jy 91 (= Oy, u™ED ds) dr (3.119)

olarak yazilir. (3.111)-(3.119) esitlikleri (3.110) esitliginde yerine yazilirsa

(u, Aw) = —||Vul|? + frl(fotu(t)gl (t — T);—Z(X, 7)dt)ds — frl u|Vu|m*1ds

um+

d H(x, t
+allullz, —1IVullnis + frlu%ds + J; 91 (t = D (Vu, Vu(r))dr

—Jy 91 ¢ =D, u TR ds) dr — [ udr—lullbys + (R (6,w),0)

+o()f ()

bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse

(u, Au) = —[[Vul 2= IVull23 + allullZ, —llulbi; — fu wdx
+ fot g1 (t = D) (Vu, Vu(n))dr + (h (t,w),u) + ¢)f(t) (3.120)

olur. (3.105) ve (3.109) dan
F'(t) + 6F(t) < SME(t) + 6Ny, (t) + SENY, (t) + (N — M) ||u.l?

—NE(g; *Vu)(t) + N [ uuedx + N(ue e, u) + M(h (t,0),ue) + Mp' (D f(0)
bulunur. Ustteki esitsizlikte (3.104) ve (3.120) esitlikleri kullanilirsa

F'(t) + 6F (t) < SME(t) + 6N ( [y ue dx +3 |[ull?)

+8EN (= [ (fy g1 (s = DI(Vuls) = Vu@I? dr) ds + (N — M) lu|I?

—NE§ (g * VW) () + N [, uuedx — N[[Vull? = N||Vull3i3 + Nallullf,
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—NIIullgig —~N [ jucudx +N fot 91 (t = )(Vu, Vu(z))dt + N(h (t,w),u)
NGO () + M(R (6,w),u) + M@ (D (©)

bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

F'(t) + 6F(¢)

< SME(t) + 8N [juu, dx + - ull® + [Mg'(£) + Np(D)f (1)

—8EN [, (f3 g1 (s = DI (Vuls) — Vu(@)|[? dr) ds — (M — Nl |1

—NE (g, * Vw)(t) + M(h (t,u),u,) — NlIVull? = N||Vull;ii3 + Nallullf,
—NIIullgig + N fot g1 (t = )(Vu, Vu(z))dt + N(h (t,w),u) (3.121)
elde edilir. Sistemin enerjisi olan

t
Et) =3 lluell? +2 (1 = f; g1 ($)ds)IVu®)II? +3 (g * Vi) (®) + — [[Vullini3

Lo pt2 a2
+p+2 Up+2 2 el Iy

esitligi, (g, *v)(t) = fot g1 (= 9)|lv(t) —v(s)||*ds esitligi ve

1- fot g1(s)ds < 1 esitsizligi i¢in (3.121) esitsizligi diizenlenirse

F'(t) + 6F(t)

< MG llull? +5 (1 = f; g1 (d) Va1 +3 (g1 * V) (© + — [IVullzi3

+——ubtS = Slull? ) + ON [ uu, dx + 2 [lull? + [M¢' () + ()£ (£)

p+2 PH2
—8EN fot(fos g1 (s = DI(Vuls) — Vu(r)||? dr) ds — (M — N)|lu,||?
—NE (g, * Vu)(t) + M(ﬁ (t,u),ut) — N||Vu||? — N||Vu||*+2 + chIIuII%1

—N|ullP*2+ N fot 91 (t — ) (Vu, Vu(z))dr + N(h (¢, u),u)

p+2
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bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse
F'(t) + 6F(t)
8 ) s
<~ = = Mlluel? = (V= >DIVull? = (Vg =) (g1 * Vu)(©)

adM

+M(R (6w, u) = (N = 225 ) 1Vullmtd + (535 = V) Iell}33 + (N =Dl
+N (R (&, w),u) + N [ g1 (¢ = D (Vu, Vu() )de + 6N [ uu, dx

+IM$'(©) + Nop ()| f ()

+ 2 Jlull? = 8EN [ (J; 91 (s = DIIVuls) — Vu(@I1? dr) ds (3.122)

SN [, uu, dx ifadesinde g = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

SN [ uu, dx < SN(fQIuIde)% (S lue Izdx)%

olur. Ustteki esitsizlikte ¢ = ¢’ = 2 olacak sekilde £ — Young esitsizligi uygulanirsa
SN [ uu, dx < %NIIuIIZ +%N||ut |2

bulunur. Teorem3. ten

Ml < o2 ||vul|?
2 2

olur. Boylelikle

ON fyuuy dx < lug |12 + 2= |Vull? (3.123)

olur. Mutlak deger tanimindan

h (t,u) < | (t,w)| esitsizligi, (3.7) ve (3.18) den

A (tw)| < L(Vul? + [ul?)

bulunur. Ustteki esitsizligin sagindaki pozitif ifadenin iisleri 1 artilirsa
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A (6w < LOVulz* + Julzth (3.124)

olur. Ustteki esitsizlik u, ile carpilip Q da integre edilir ve M ile garpilirsa
~ m p

M|(h (&, W), u )| < M [ L(IVulz™ + [ulz )y, dx)

bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
- m+2 p+2

M|(h (tw),u)| < LM [ |Vu| 2 uedx + LM [ |u| 2 u.dx

olarak yazilir. Ustteki esitsizlige q = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi

uygulanirsa
M| (R (t,w), ue)| < LM([|Vul™2dx)? ([ |u.|2dx)?
+LM ([ lulP*2dx)? ([ lucl*dx)?

.. 1 1, .
bulunur. Ustteki esitsizligin sag tarafi (My,)z ve (My,)z ile ¢arpip diizenlenirse

LM LM
MIG (e, )] < (o3 Tl 2y 20 4 oty 2, Ml
(M Vo) (Myq)2
m+2
bulunur. Ustteki esitsizligin sagindaki ilk terime a; = ||Vu||m+ » b=1LM Nl

pt+2

q=q' =2, ¢= (M)/o)z 2.terime a, = ||u||p+2 b =LMllucll,, g =q" =2,

1
e = (My,)2z igin € —Young esitsizligi uygulanirsa

M|(R (&, w),ue)| < =22 (IVullmi3 + =2 D)2 + LM(i + )l (3.125)

p+2

bulunur. (3.124) esitsizliginin her iki tarafi u ile garpilip Q da integre edilir ve N ile
carpilirsa

N|(h (6w, )| < N fL(Vul ™ + fulz ™ u dx)

olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
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R m+2 p+2
N|(h (t,w),u)| < LN [ |Vul 2 udx + LN [ |ul| z udx

bulunur. Ustteki esitsizlige ¢ = g’ = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

N|(h (t,w),u)| < LN(fQIVuIm”dx)% (fﬂlulzdx)%

+LN ([ lulP*2dx)> ([ lul?dx)>

.. 1 1
olur. Ustteki esitsizligin sag tarafi (Ny,)z ve (Ny;)z ile carpip diizenlenirse

LN LN
NI 6w, w)] < (Wi lvull, 2y, 02 1 vy ||,,+2 S
(N Vo)z (Ny)2
m+2
bulunur. Ustteki esitsizligin sagindaki ilk terime a; = ||Vul|, 2 ey b= LN|[ull,,

+2

q=q =2, ¢= (N)/O)z 2.terime a, = ||u||p+2, = LN||ull,,q=q' =2,

1
e = (Ny,)z i¢in € —Young esitsizligi uygulanirsa

I’N 1

N N N 2
N[ (G w )] <770 IVl + 7 el + 57 G-+ Dllull?

olur. Teorem 1.3. ten

2N ,1 | 1 2 _ L*N
— (—+ Ilull* < —=—06%||Vull?
> Gt Dl < 570 |vull

olur. Boylelikle

~ N N +2
N|(h (6w, w)| <=2 I1Vulliis + = llullbi; +

(3.126)

N fot g1 (t — )(Vu(r),Vu)dr = N fot g1 (t = 1) [, Vu(r)Vudxdr
=N [, Vudx [, fot g1 (t — )Vu(r)drdx

esitligi bulunur. Ustteki esitlikte ¢ = q’ = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi

uygulanirsa
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N fot g1 (t — ) (Vu(r), Vu)dr

1

< N(fQ|Vu|2dx)% (fﬂ (fot g, (t— T)Vu(‘[)d‘[)z dx)2

bulunur. Ustteki esitsizlikte g = q' = 2 olacak sekilde & — Young esitsizligi

uygulanirsa

N [} g1 (t = D)(Vu(o), Vu)de

2
<N <|l\7121||2 N fo(fy 91 (t—‘L’;Vu(‘L')d‘L') dx>

N N t 2
<7 [IVull? + ;fﬂ (fo g, (t— T)Vu(r)dr) dx (3.127)
bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde iicgen esitsizligi uygulanirsa
|la + b| < |a| + |b| den
[Vu(t)| = |Vu(r) — Vu(t) + Vu(t)|
[Vu(t)| < |Vu(r) — Vu(t)| + |[Vu(t)|
olur. Ustteki esitsizlik (3.127) de yerine yazilirsa

N fot g1 (t — ) (Vu(r), Vu)dr

<X pvull? +2 1, (g2 (6 = (V@) - Vu@)| + [Vu(@®Ddr) dx  (3.128)
olur. Ustteki esitsizligin en sagidaki terimde (3.102) den

N fot g1 (t — ) (Vu(r), Vu)dr

< ZNvull? + 5 (1= 0 IVull? + 5= (g1 * Va)(t)

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

N fot g1 (t — ) (Vu(r), Vu)dr
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<N (1-3) IVl + 252 (g1 * V)(©) (3.129)

bulunur. (3.123), (3.125), (3.126), (3.129) ve (3.83) esitsizlikleri (3.122) de yerine

yazilirsa

F'(t) + 6F(t)

sM sM oM
—(M — == N)|lull> = (N —T)IIVuIIZ - (N§— 7)(91 * Vu) (t)

My My I’M ,1
VUl + Sl + + 57 G-+ Dl

M M
— (V= ) IVl + (535 = V) lullh 3 + (N = “D)llull?,

N Ny
+ 22 ||Vullis + = lullls

21,1 2 1 2
=+ DIVull? + N (1-3) Ivul

l
+ 8020 (g ) () + g 112 + 255 a2 + H (D)

SNO M M M
(B 4 Mo 20 vul)? + 22 vl + 2 B + 2 (g, + Vu) ()

S
+ X llull? = 88N [ (3 g1 (s — DII(Vuls) - Vu(@)|? dr) ds
olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

F'(t) + 6F(t)

<—(N-2L — sngz Mo N(1—é)—1‘l—”9( + ))IIVuII2

2

_ 6(M+N)

M M1 1
Fa(V ="PDllullf, - (M =N =5 G+ ) e 2

M 1-1 oM N
(Mg -V + DED) (g2 + V() — (N — = My, — 2 [|Vull343
1)
— (N = 22— Myy =) [ullB3 + HCO + S lull

p+2 p+2

—8EN L[S g1 (s = DI(Vuls) — Vu(D)|? dr) ds (3.130)
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elde edilir.

§<ZiginN—22>0 (3.131)
olur. Sobolev-Poincare esitsizliginden ¢ = B, , ¢ = 2 igin

||u||2,r1 < B,||Vull;

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafinmn karesi alinirsa

lullf, < B*IIVull?
olur. Ustteki esitligin her iki tarafi a(N — (%M) ile carpilirsa
a(N ——) lull?, < aB,®(N ——) lIVull? (3.132)

seklinde yazilir. (3.130)-(3.131) esitsizlikleri (3.130) da yerine yazilirsa

F'(t) + 6F(t)
<—ml2(1=-)m2—2(V+ )M —12m2 (= + Z)]
— (w2 - v+ 1) () (g £ v
——[(L - 2aB,” — 260?)N? + (a6MB,” + L — 1 — 6M — My, )N
_12N2p2 (i + y_ll) ] Vw2 — (N — 20— My, - M) IVullnis
— (V=S5 = Myy =) ullh + H ()
+ X llull? = 88N [(J3 g1 (s — DII(Vuls) — Vu(@)|? dr) ds (3.133)
Poincare esitsizliginden ||u||? < 6?||Vu/||? nin her iki yan1 571\/ ile ¢arpilirsa

6N SN2
— llull? < == IVull?

olur. Ustteki esitsizlik (3.133) te yerine yazilirsa
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F'(t) + 6F(t)

<—ml2(1=g)m2—2(v+ )M - 12w (= + 2 ) w2

2M

— (w2 - v+ 1) () (g £ v
—iN [(1 - 2aB,® — 3662)N? + (a6MB,* + | — 1 — 6M — My, )N

~I?N? 92( )] IVul2 = (N — =2 — My, — "2 [|vull;212

+2

M Ny p+
— (V= %= Myy =)l + H ()

—8EN [ (fS g1 (s — DI(Vuls) — Vu(@)|? dv) ds (3.134)

olur. Ustteki esitsizligin son terimi, (3.20) den g; (s—7) >0, £€>0ve Lemma

(3.2) den 6, N > 0 oldugundan negatif bir terim olacagindan
—8EN [L(fS g1 (s = DI(Vuls) — Vu(@|2 dr) ds < 0 (3.135)

olur. Ustteki esitsizlik (3.134) te yerine yazilirsa

F'(t) + 6F(t)

<-Ll2(1-2)m—2 (v + 2 M — 2m? (2 + 1)l 2

~ (w2 — v+ 1) () (g = V)

——[(1 - 2aB,* — 3862)N? + (a6MB,* + 1 — 1 — 6M — My, )N

S
—12N262 (= + )| Va2 = (N = 25 — My — 22 Va3
N
— (V=S5 — Myy =) lullh + H () (3.136)

elde edilir. Ustteki esitsizlikte y, = y; = 1 icin
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+2 2M(8+p+2)

||u||§ 4+ hin katsayismm kokii; N = vz [IVu||™*2 nin katsayismin koki;

SMI-1+1

N = % , (g1 * Vu)(t) nin katsayisinin kokii; N = i1 bulunur.

M? nin katsayisinm kokii; § = 2, N? nin katsayismin kokii; a = L;fo - , 0= 31“?
olur.

|IVw]|? nin katsayzst;

(1 — 2aB,® — 3866%)N? + (a8MB,* + 1 — 1 — M — My, ) — 2L*N?6>

e ll? nin katsaysst; 2 (1 - ) M2 — 2 (N + %) M — 217M dir.

(1 — 2aB,®> — 386%)N? + (a8MB,* + 1 — 1 — M — My, ) — 2L*N?6% = 0
2(1-2)M? —2(N + ) M - 212M? = 0

Ustteki denklemlerin maksimum kékleri N, ve M, olmak iizere

Yo =1 = 1 almir ve

5 < min {Z,SL?,%} La< L;‘Zfz , fooo g1 (s)ds < %

N > e (M, e S )y

alinirsa

F'(t) + 5F(t) < H(t) (3.137)

elde edilir. (3.84) esitliginde

t > woiken ¢(t) > 0ve ¢'(t) — 0 alinirsa
H(t) — 0 iken

(3.137) nin her iki tarafi e%¢ ile carpilirsa

eSt(F'(t) + 8F (b)) < e®*H(t)
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olur. Carpimin tiirevinden

2 (e%F () < e%H (D)

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi (0,t) araliginda integre edilirse
e%tF(t) — F(0) < e%tH(t)

olur. H(t) - 0 iken

e%tF(t) < F(0)

F(t) < e ®F(0)

olur. t - oo iken e~%t = 0 olacagindan
Ft)<0

bulunur. Pozitif bir C sabiti i¢in

E(t) < CF(b)

olur. Yani

AmE@ =0

elde edilir. Boylelikle Teorem 3.1. in ispat1 tamamlanmis olur.



BOLUM 4. HAFIZA TERIMLI LINEER OLMAYAN
HIPERBOLIK DENKLEMLER iCiN TERS
PROBLEMIN COZUMUNUN PATLAMASI

Bu boéliimde yeterince biiylikliikteki baslangic sartlar1 i¢in sonlu bir zamandaki
patlama ¢oziimlerinin bazilarinimn ispat1 yapilacaktir. (3.53)-(3.55) problemi i¢in bir

lemma tanimlanip pozitif baglangi¢ enerjisi ile Teorem 4.1. ispatlanacaktir.
Teorem 4.1.

Uy € Hy(Q) NLPF2(Q) N L™*2(Q), uy € L2(Q), [ uo()w(x)dx = 1;
w € H2(Q) N H(Q) LPY2(Q) n L™+2(Q), fQ w?(x)dx = 1;
|h(x, t,u, Vu| < L(IVuI% + Iulg),

g1(s) = e g(s) esitligi kabul edilirse

g(s)z0,  g'(s) =-21g(s);

1- [ g:(dt=1>0

sartlar1 altinda

Dy = k222 (24 —2 ) Va2 + kA (EZED) 2

2 IA(p+m) A(p-m)
kmt2) kP+2} 2
oo IVollnis + ———— loll>)? (4.1)
(m+2)(8m+8) (p+2 (m)

_ k*(a+i(p+m)) 2 2kL? (p+m+4) 2
D, = B |72 + (ZEEED) o

2l(p+m)
K™ m+2 KkP+? p+2
ot IVl + e ol (4.2)
(m+2)((p m)) (p+2 ((p m)) p
am+4 4p+4
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2(1-1)
l(p+m)

A = max {1y, 2;, 20,2 > 0ve p>m=>2

p+m+12 l(4—p—m)—4}

a< m'n{ - )
T 287 orm)” 282 (pvm)

%) . \p+m+4 p+m+12+2a[322(p+m) A(p+m)
<
fo g(s)ds < min {p+m+8 ’ p+m-8 "A(p+m)+2

icin

2(D1+ADy)

lugll > 0, Ey(0) = 2Ex222)

(4.3)

esitsizligi saglanir. Ve Oyle bir t; sonlu zamani vardir ki (3.1)-(3.4) probleminin

¢Oziimii sonlu bir zamanda patlar.

t - tyiken [lu(@)ll - oo (4.4)
olur.

Lemma 4.1.

(3.5)-(3.7) ve (3.20)-(3.21) sartlar1 altinda

I(4-p-m)—4 [ A(p+m)
S 2B, (p+m) 'fO g(s)ds < A(p+m)+2

a
p-mp+m+8)A2+4(p—mA—4L2(p+m+4)=0

esitliginin maksimum kokii A, olmak iizere

2(1-D)
l(p+m)

A =max{2,, }igin

2D
E;(t) = E;(0) — m

esitsizligi saglanir.
Ispat.
(3.78) esitliginde, A > 0 ve (3.20) den

—%fotg'(t — 1) (J, IVv(®) = Vw(t)|?dx)dr = 0 (4.5)
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olur ve (3.20) den
~g(®) [, IVu(®)]2dx = 0 (4.6)

olur. (3.78) esitliginde (4.5)-(4.6) dan

0 A 2 A
5 B0 2 @2+ Dllvell? + 75 eHlvlipl; - 25 e ™ IVvlini3
—e M (h (t,e*v),v,) + kAf ()e M (4.7)

bulunur. (3.63) iin her iki tarafi kAe ~*¢ ile ¢arpilirsa

ke 22 £ (1)

= kdle M (Vv,Vw) + k e MDD (|Vp|mVp, Vw)—kAe @Dt (|y|Pv, w)
—kae ?(h (t,e*v),w) — kae ™ fotg (t — 1) (Vv (1), Vw)dr

olarak yazilir. Ustteki esitlik (4.7) nin son teriminde yerine yazilirsa

9 2, W apt p+2 _ Am  amg m+2
5 (0 2 22+ Dllvell* + 72 e vl — == e ™ lIVllnis

—e (R (t,e*v),v,) + ke M (Vv,Vw) + kAeAM=DE(|Vy|™Vv, Vw)
—k2e?®=Dt(|y|Py, w) — kAe 24 (R (t, e*v), w)

—kle Mt fotg (t — )(Vv(1), Vw)dr

bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde integrallerin siras1 degistirilirse

fotg (t — 1) (Vv(1), Vw)dt = fot g (t—1) [, Vv(t)Vwdx dt

= [,Vo@) [} g (t - 1) f, Vv (z) dr dx

olarak yazilir. Ustteki esitlik esitsizlikte yerine yazilirsa
]
5 Ea(®)

24 A _apt p+2 _ Am ame +2 “At(F At
> 22+ Dllvell? +27 e lwllp}] - 2% e ™ Ivollis — e (R (¢, e*v), v,)



67

+kdle M (Vv, Vw) + ke Mm=DE(|Vy|mVp, Vo) —kAe @Dt (|p|Pv, w)
—k2e 2 (h (t,eMv),w) — ke ™ [ Vw(x) fot g (t—1) [, Vv(r) dr dx (4.8)

bulunur. (3.7) esitligi ve (3.18) esitliklerinden

A (t,w)] < LAVul? + [ul?)

olur. Ustteki esitsizligin sagndaki pozitif ifadenin iisleri 1 artilirsa

~ m p
|2 (&, w)| < LAVulz*™ + [ul2*h)
olarak yazilir. v(x,t) = e * u(x, t) doniisiimiinden

n P
|fl (t’e)ltv)l < L(lee’lt|2+1 n |ve’1t|2+1)

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi v, ile carpilip Q da integre edilirse

m+
2

- 2 mez p+2 p+2
|(h (¢, e*v),v)| < Le™ )thIVvl 2 vdx + Le?2 )t Jo vz vedx

bulunur. Ustteki esitsizlikte g = g’ = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa
N At l(m—”)t m+2 9.3 272
R (¢, %), v0)] < Le* 2 ) (VoI 2dx)? ([ v, |dx)?

L T [ P2 )2 2 10y
A (f, ol 2dx)? (J,lveldx)

p+2

m+2
-~ 1 & ¢ £y =
loell, + Le 2V Nwwll 2, v,

< 1) v

2
m+2

A
bulunur. e’l(mTH)t = e’l(mTH) e7t ve e (%) = e'l(pTH)te% seklinde parcalanirsa

m+2 p+2

(5 (&, e%v), v))| < U)Wl 2 Lilvell e + e vl 2

. 2
m+2 p+2L”vt”262

.. 1 1, . .
olur. Ustteki esitsizligin sag tarafi (¢5)z Ve (&;)2 ile ¢arpip diizenlenirse

m+2 At
2

(A (t,e%v),v)| < (80)591("17“)twv”m—+2%
£0)2



At
L””t”ze2

p+2 1
(e1)2

+(et vl 2

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin sagindaki ilk terime

m+2

A2 L :
a; =e IVoll,2,. b = Lllvell,ez, g = q' = 2, & = (&)z

pt2

At
2terime @, = e )| V|2 b=Llvlez , q=q =2,

p+2

icin € —Young esitsizligi uygulanirsa

|(h (¢, e*v),v,)|

22t 2,2t
< &0 pA(m+1)t m+2 4 L2 |[ve||%e e Mp+1)t p+2 LZ]lvell%e
IVvllmiz + + vl

-t

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi e ¢ ile carpilirsa

e | (A (t, e* v),v,)|

L||v||Z € +2 L|Iv||2
<2 Imt ||yy||mts 4+ S0 S e ez Pl

olur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

e M| (R (t, e*Mv),vy)|

£ _imt m+2 4 &1 _pt p+2 L2 1 1. 2
<5 eIVl +5 e vl + 5 (C+ Dllvell

elde edilir. (4.9) esitsizligi (4.8) de yerine yazilirsa

Ap_ +2 im
2B () 2 @1+ Dllv > + 2 et |lwllp}] — 2 edme||yy||mi2

_ (& _amt m+2 4 &1 _Apt p+2 | LF 1 1 2
(%2 ePme wwllzt3 + 2 et llvlipil +5 G+ Dllveli?)
+kde M (Vv, Vw) + kle A Mm=DI(|Vp|mVv, Vo) —kle P~V (|y|Pv, w)

—k2e M (h (t,eMv),w) — ke ™ [ Vw(x) fotg (t — 1) [, Vv(r) dr dx

bulunur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

68

e = (e)2

(4.9)



69
G| > (1 1 Ap £ 1 p+2
SEO= (222 (24 2) + 1) vl + (5 - 2) e vl
— (224 22) M| VullmiZ + +hae ™ (Y, Vo) + kAe ™ DE(|9w| ™Yy, Vo)
—k2e?®=Vt(|y|Py, w) — kAe 24 (h (t, e*v), w)
—kAe™ [ Vo (x) [} g (t — DVv(t)drdx (4.10)

bulunur. (4.10) esitsizliginin her iki tarafindan (Ap — &;(p + 2))E;(t) terimi ¢ikarilir
ve (3.76)-(3.77) esitlikleri yerine yazilirsa

ZE(0) — (p — &a(p + 2)Ex(0)

_E 1.1 2 A_p_f_l) Apt p+2
= (ZA 2 (eo + 51) + 1) ”vt” + (p+2 2 € ||v||p+2

- (% + E;") et ||Vy||TE2 + kde =M (Vv, Vw) + kAer ™ DE(|Vy|™Vy, V)

—k2e?®=Vt(|y|Py, w) — kAe 24 (R (t, e*v), w)

—kle™M fn Vo(x) fotg (t—1) fﬂ Vo(r)drdx — (Ap — &,(p + 2))

[ e/pt
p+2

272 + S 11wlz, =2 (w2 + 2G + DIV + 1 = f; g()ds) Vo ()]

Zelmt

+(1 = [; 9T + (g = o) (©) + 2 [wlini3)|

m+2

olur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa
d
B0 = (p — &1(p + 2))E; (0)

A Ap—ei(pt2) &) Lapt pt2 _ & _ 2
> (15— PR = 9) el S (p — e (o + ),

Ap—e1(p+2)  Am _ﬂ) Amt m+2
+( m+2 mrz  2/)°€ Vvl

(242D DL ) 1) o2

/lp_slz(p+2) (g % V'U)(t) + )l()l+1)()lp2—£1(p+2)) ||17||2
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=a1®B (1 — f5 g()ds) IVwll* + ke ™ (Vv, Vo) + kae ™ =DE(|9w|™ Vv, Vo)

—k2e?®=Vt(|y|Py, w) — kAe 24 (h (t, e*v), w)
—kAe™ [ Vo (x) [} g (t — 1) [, Vw(r) dr dx (4.11)
bulunur. Ustteki esitsizligin sagindaki son 5 terim igin kestirimler yapilacaktir.

kie *|(Vv,Vw)| ifadesi i¢in q =q =2 olacak sekilde Holder esitsizligi

uygulanirsa

ke *|(Vv,Vw)| < kae ([, |Vv|2dx)? ([ |Vw|?dx)?

< kde ™ ||Vvl,lIVwll,
bulunur. Ustteki esitsizligin sag tarafindaki terimler

_ 1
(M) 2 ile (;arplhp boluniirse

-At l(/lp—£1(p+2))) 1 ket
fede va' Vw)l = ( 2 ZHVUHZ (l(Ap—s1(p+z)))% ”V(UHZ
2

l(Ap—€1(p+2))

..
. ) 2 i¢in € —Young

olarak yazilir. Ustteki esitsizlige g = q' =2, & = (

esitsizligi uygulanirsa

—2At
e ™ | 1vw]|? (4.12)

it =1 ®+42) g 2 4 oA
kle=*|(Vv,Vw)| < 2 Ivvll +l(/1p—sl(p+2)

bulunur.
ke Mm=Dt|(|Vp|™Vy, V)| ifadesi igin

kAeAM=Dt|(Vp|mVy, V)| = Jo kAeMm=Dt|yy|m+1|yy|dx

olarak yazilir. Ustteki esitlikte g = :—:i, q' = m + 2 olacak sekilde Holder esitsizligi

uygulanirsa

ke Mm=Dt|(Vp|mVy, Vo)
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m+1

m+2

m+2 1
< kAeAm=DE( [ [Tu| ™ D dx) ™ ([ Vo™ 2dax)me

< kAe M=V vy || ||Vl 42

bulunur. Ustteki esitsizlikte e2(m=Dt = 4™ Gi3) oz geklinde garpanlarina ayrilirsa

m+1 —2At
ke =Dt (Vy| Yy, Ve)| < e Gni2) ||Vo|| Tt L kAemez ||Vl s 2

m+1
- e CL 2)\m+z .
bulunur. Ustteki esitsizligin sagidaki terim (%)Wr2 ile ¢arpilip boliiniirse
m+1 a1 —24t
2 m+1 klem+2||V
ke eI (Vo Py, V)| < ()" e e Il S e
(so(m+2))m+2
4(m+1)
mt1

olarak yazilr. Ustteki esitsizlikte q = m—+2, q=m+2, €= (M)Wr2

m+1 4(m+1)
icin € —Young esitsizligi uygulanirsa
ke m=Dt|(Vy|mVy, Vo)

+1 mi2
m
(80(m+2))melmt($—i;)||Vv||m+1 mrt —2At m+2
4m+1) e 1 [ KAemFZ (Vo llms
S m+2 + m+1
Py m+2 (so(m+2))m
4(m+1)
olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
ke M=Dt|(Vp|mVy, Vo)
€ gm+2 ym+2,-24t
< DM |yylmis + A Vwip (4.13)
(s

olarak yazilir.

kie=?*(h (t,eMv), w) ifadesi igin (3.7) ve (3.18) esitliklerinden

A (tw)| < L(Vul? + [ul?)

olur. Ustteki esitsizligin sagindaki pozitif ifadenin iisleri 1 artilirsa
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~ m p
| &, w)| < LAVulz* + [ul2*h)
olarak yazilir. v(x,t) = e * u(x, t) doniisiimiinden

n P
|ii (t,eltv)l < L(lvvelt|2+1 n |velt|2+1

)

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizlik w ile carpilip Q da integre edilirse

(R (t,e™v), w)| < Le™ 2 >tf Vol 2 |wldx + Le*"Z >ff w7 | wldx
bulunur. Ustteki esitsizlikte ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

| (t.e*v), )] < L7 (f lvwlm*2dx)? (] |wl2dx)?

+LA (L o2y () |wl2dx)?
e Q v X Q w X

m+2 +2

A5 (C ey
<lLe IVl 2 lwll, + Le vl 2 llwlls

.. 1 o .
bulunur. Ustteki esitsizligin sag tarafi (82—0)2 ve (82—1)2 ile ¢arpip diizenlenirse

~ m+ P +
Gh (. e¥u),0)] < 3 TNl Lt 4 e (5 o 5, Ml
)

m+2 (0 £1
2 2

m+2
seklinde yazilabilir. Ustteki esitsizlikte a, = e ( ) ||Vv||m o b = Ll|wll,,
/ ) 1
q=4q =2, g:(?)z
. A(BE2)e Ptz el .
2.terimea, = e ||Vv||p+2, =Llwll,,g=q' =2, €= (7)2 icin € —Young

esitsizligi uygulanirsa

(R (t,e*v), w)|

m+2

< £o pA(m+2)t |||tz 4 Llel ? IIwII _|_€4_1 e,1(p+2)t”v”z¢§ n L?||lw]|?

—2At

bulunur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi kAe ile ¢arpilip diizenlenirse
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ke 2% |(h (t,e*v), )|

kA kA 2 1 1
< TR et ([VolTE + 2 e vll}l] + LPRAG + Dlwll? (4.14)
elde edilir.

ket fn Vo (x) fot gt—1)/ Vv (t)dtdx  ifadesinde  integrallerin  sirasi

degistirilirse
kle™* [ Vaw(x) fotg (t — 1) [, Vv(r) drdx
= ke ™ [ g(t — ) (Vo (1), Vo (x))dr (4.15)

olarak yazilabilir. Ustteki esitlikte (3.103) teki |M¢'(t) + N¢(t)| terimi yerine

ke *t, g, (t — 7) yerine g (t — 7) ve Vu(r) yerine Vv (r) yazilirsa
kie fot gt — 1) (Vv(1), Vo (x))dT

kle=M)2 1V ell2 1-1 1-1
< (e TVITOl 4 G0 yw||2 + 122 (g, + V) ()

olur. Ustteki esitsizlik diizenlenir ve (4.15) dikkate alinirsa
-1 t
ke th Vo(x) fo gt—1) fQVv(t) dt dx

292 ,—2At 2 - -
< L IOl 4 8D g2 + 2 (g, + V) (1) (4.16)

bulunur.

ke P~V (|v|Pv, w)|

ifadesinin saginda q = Z—:i, q' = p + 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

p+1

pt2 p+2 L
< klel(p_l)t(fﬂlvlp+1(p+1)dX)p+ (fQ|w|p+2dx)p+2

— +1
< k2er @V |y||D o wll s
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p+2, -—2At

elde edilir. Ustteki esitsizligin saginda e?®-Dt = ¢™* Gieprz olarak carpanlara
ayrilirsa

- W) p1, o T
ke @D ([v]Pv, w)| < e™ o |vllh ) kAe v ||wll 4

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizligin sag tarafi ( 1(p )P+2 ile carpip diizenlenirse

—2At
£1(p+2) Apt(p +1 ke Ptz [lwll
kAe @~V (|v]Pv, w)| < (41( +1))”“e Z e v |[] | P
(31(p+2))p+2
4(p+1)
. o Aty g
Ustteki esitsizlikte a; = e p+1 ||17||p+2 b = kler+z||wllyyz,
2 .. e e
q= 511 q =p+2 e= %:12)) icin € —Young esitsizligi uygulanirsa
ke @~V (|v]Pv, w)|
p+1 s
(sl(p+z))p+zelpt(p+1)” ”p+1 P —z}Lt pt2
< 4(p+1) p+2 L k/lep ”(U||p+2 ” ”
= % p+2 (81(P+2))p1; p+2
4(p+1)
bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
+2 kp+zlp+ze—21t +2
k@D (Jv[Pv, )| < ePH|vllpl; + s llwllh s (4.17)
p +2 (81(P+2) p
@ 4p+4 )
elde edilir.
(4.12)de |a]l < bise a < b den
At - _ 1(Ap—e1(p+2)) 2 k2A2e—24 2
Ao~ (T, V) = - 0D gy |2 - Ly | (4.18)

olarak yazilabilir.
(4.13)te |la] < bise a = —b den

ke M=Dt(|yp|mVy, Vo)



gmt2  m+2, —2At

£
= _:oe/lmtllvv”mi% - ( (so(m+2))m+1 ”le mi%

am+4

olur. (4.14) te |a| < b ise —a = —b den
—kAe (A (t,e*v),w)

kAgo amt +2 _klei apt p+2 201, 1 2
> — 0 pime gyl|psz — o ot )22 — sz + Lol

olarak yazilabilir. (4.16) esitsizliginin her iki tarafi (-1) ile ¢arpilirsa
-1 t
~kAe ™ [ Vw(x) fo g (t—1) [, Vv(r) drdx

k22%2e2Mt|\vw|2  (1-1 1-1
> — e Il _ B iow)|2 - 2 (g, + V) (0)

seklinde yazilir.
(4.17)de |a| < b ise —a = —b den

—k2e* @Dt (|y|Py, w)

£ +2 kPt2)p+2,-2At +2
> = LM |u|Pt) - P
(p+2)( ap+4 )

olarak yazilir.

llullgr, < BqllVull, Sobolev-Poincare esitsizliginde g = 2 alnip
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

v(x,t) = e *Mu(x,t) doniisiimii yapilip esitsizligin her iki tarafinin karesi alinirsa

2
02, < B2 1IVvll2

bulunur. Ustteki esitsizligin her iki yan1 — % (Ap — &, (p + 2) ile garpilirsa

—> =& + 2Vl = =5 (A — & (p + 2)B,* Vw2

seklinde yazilabilir. (3.20) ve (3.21) ve g;(s) = e*g(s) den

1-— fotg(s)ds >0

(4.23)

(4.24)
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Alp

_m)
olur. g = o alinirsa

Ap—€,(p+2) — Alp+m) >0
2 4 -

(4.25)

bulunur. (4.24) ve (4.25) ten
w(l — fotg(s)dS)”VvII2 >0 (4.26)
elde edilir. (4.12)-(4.26), (4.11) de yerine yazilirsa

ZE(0) — (p — &a(p + 2)Ex(0)

A Ap— 2
> (2 2B 2 oMty D3E - £ (2p — £ (p + 2))8,° Vw2

Ap—e1(p+2)  Am _ﬁ) Amt m+2
( m+2 miz 2/¢ IVvlimis

+ (224 2aex2 —L;(i +2)+1) vl

Ap— +2 A(A+1)(Ap— +2 L(Ap—- +2
+ 14 512(19 )(g*vv)(t)_l_ ( )( PZ &1(p ))”UHZ_ (Ap 5:(27 )) ”vv”Z

km+2/1m+ze—2/1t
mT1 ||Vw||$I%

LR g — % pAme || gy ||z -
(A +2 m go(m+2)
p=ea(p+2) (m+2)(557)

DP+2,p+2
5_1€}_pt”v”p+2 k A e” p+2

4 p+2 - £1(p+2) p+1 ” ||p+2
@+ )

ke 0

ke +2 1
L et IVulims — = e I — kAL + Dlloll?

p+2

_ kz/'lze'ZMHVa)llZ

) = 2 |vwll2 - 2 (g, + V() (4.27)

bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
)
B0 = (p — &1(p + 2))E; ()

> (224228 B (L4 L) q) o2 + (22222 - 1) (g 4 v ()

2 \g& 2
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Alp—m)—e1(p+2)  3&0 kA& ame m+2 4 2! _
+( m+2 4 4 )e IVollmiz + [4 (Ap e1(p + 2))

2 1-1 A(A+1) (Ap—e1(p+2
_“iz (Ap — & (p+2)) — T] Ivvl|? + (A+1)( pz £1(p+2)) lv||2

()l_p Ap—¢&1(p+2) &1 &1 klsl) elpt”v”p+2

p+2 p+2 2 4 4 p+2
e k22 (3 + ————) IVl l2+kAL2 (= + Dllw]?
l(Ap—¢e1(p+2)) & &
gmt2m+2,-21t ma2 kPt2)p+2,-2 p+2
(m+2)(80(m+2))m+1 Vol m+2 +2 (s1(p+2))p+1 llw ”p+2 (4.28)
am+4 4p+4
- C o Ap- A(p-
bulunur. Ustteki esitsizlikte son terimin i¢inde &, = % Ve g = % alinip

diizenlenirse
d
5 Ea() = (p — &1(p + 2))E; (0)

Ap—e(p+2) LP(1 | 1 2 Ap—e,(p+2)  1-1

Ap—-m)—e1(p+2) 38 kA& _amt m+2 4 |2t _
4 (Hmmealed 36 _800) odmt vt + |3 (p — & (0 + 2)

2 1-1 A(A+1)(Ap—¢;1 (p+2
— B (p — e4(p + 2)) — ] llvw||? + HEREEZA @D )2

(ﬂ._p )lp—sl(p+2) &1 &1 k/lsl) e/'lpt”v”p'l'z

p+2 D42 2 4 4 p+2
o2t |22 2 2 ptm+4 2
k222 (3 T ))IIVa)II +2kL2 G ol
Kkm+2) kPt2)
+ p—— RS IVollmis — Wllwllﬁiﬁ (4.29)
(m+2)(8m+8) ( +2)(8P+8)

olarak yazilir. (4.29) ve (4.1) den
S Ey () — (Up — & (p + 2)E;(8)

> (2242280 B (L4 L) 4 q) 2 + (222 1) (g 4 v ()

2 \g& 2



78

Alp—m)—e1(p+2)  3&0 kA& ame m+2 4 2! _
+( m+2 4 4 )e IVollmiz + [4 (Ap e1(p + 2))

2 1-1 AA+1D) (Ap—e4 (p+2
“iz p — &,(p + 2)) _T] Vw2 + (A+1)( pz £1(p+2)) Bk

A dp- A
+(_P_L(P+2)_f_1_f_1_ki) e’lptllvllgig —e~2tp, (4.30)

bulunur. (4.30) da g, = % ve g = A;Z;T) alinip diizenlenirse

ZE(0) — (p — &a(p + 2)Ex(©)

_Alp—-m)

Ap 2p+4 (p+2) L? [2m+2p+8 2
2(2/‘1+ - (B + 1) vl

Alp-m) Alp-m) 2
+
+ <—2";+4 1- k/l)) et || vv|Imis + <% (1- kl)) elpt”v”gﬁ

2
[—_l (ﬂp _ Alp-m) (p + 2)> - aﬁzz (Ap — Ap—m) (p+2) - 174] Ivv||?

4 2p+4 2p+4

R e N )
Il + | —*5——

22p+4— ZPJ; _ 12__ll> (g * Vv)(t) — e_ZAtDl (4.31)

bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

%El(t) — (Ap— & (p + 2))E;(2)

(p—m) (p+m+8)+44(p—m)—4L*(p+m+4) 2 prm 2y, 1=l 5
> ( A(p-m) Y lwell? + [222 (1 - 2a8,%)2 =] livvll

2 —
FELEED p)j2 + (3 +m) = F) (g + Vo)(©) — e 24D,

Ap-m) Alp—-m)
+ (%(1 - u)) e ™| Vw7t + (%(1 - k@) e wllb (432)
elde edilir.

A>0,p >m > 2 oldugundan
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MHUHZ >0 (433)
ve
PR (1 2aB,%)2 > B2 (1 - 2ap,7) (4.34)

olarak yazilabilir. (4.33)- (4.34) ve (4.32) den
ZE\(D) — (p — & (p + 2)E; (©)

- ((p—m) (p+m+8)+4A(p—m)—4L? (p+m+4))
- 4A(p—m)

llvell?

[NTm (l - 20‘.322) —17_1] Ivvll? + G (p+m)— 12—_11) (g *Vv)(t) —e2MD,

p+2

Ap-m) AMp—m)
+ (% (1- k/l)) e mt||vy||miZ + <% (1- kl)) et ||y||P+2 (4.35)

elde edilir. Ustteki esitsizlikte kA <1 almirsa esitsizligin son terimi pozitif
olacagindan

0 (p+m)
P E;(t) — /'lTE;L(t)

> ((p—m) (p+m+8)+4A(p—m)—4L? (p+m+4))
- 4A(p—m)

llvell?

1-1

2= 20828+ (40 ) 900

—e~2Mp, (4.36)
bulunur.
2 skii [pmm—
|[Vv||* nin katsayisinin kokii RIS
2(1-1)

(g * Vv)(t) nin katsayismin koki ||v¢I? nin katsayisinin kokii A,
g y y

I(p+m)’
p—-mp+m+8)+4A(p—m)—4L2(p+m+4)=0

denkleminin maksimum kokii olmak tizere
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2= Wa-p-m)—4 < Atm)
AZmax{Ao,l(p+m)},aS 2522 () f g(s)ds < FTeTEm—

iken (4.36) da kokler yerlestirilirse

2 Ep(6) - " E () 2 —e 724D, (4.37)

A(p+m)

bulunur. (4.37) de === yerine A ve e 24t D, yerine B yazilirsa

E}(t) — AE;(t) = —B (4.38)

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi e =4

ile carpilirsa

e AE;(t) — e M AE;(t) = —Be 4t

olur. Ustteki esitsizlikte carpimin tiirevinden

(e™E;(t)) = —Be™4t

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi (0, t) araliginda integre edilirse

(e Ey () dt > — [ Be™* dt

e Ey(t) = E;(0) — [ Be ™ dt (4.39)

/1(p +m)

bulunur. Ustteki esitsizlikte A yerine =—— ve B yerine e 2t D, yazilirsa

A(p t _Mpt+m+a)t

e E,l(t) > E;(0) =D [je 2 dt

olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

A(p Alp+m+4)t

e E/l(t) = EA(O) + (e_f - 1)

p+m+4

_Ap+m)t
bulunur.e™ 2z > 0 oldugundan

_A(p+m+4)t
E,(£) = E; (0) + (e R 1)

p+m+4

Alp+m+4)t

bulunur. Ustteki esitsizlikte e~ 2 > 0 oldugundan
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E(6) 2 B (0) - > (4.40)
bulunur. Béylece Lemma 4.1 ispatlanmis olur.

Teorem 4.1. in Ispati

Y@ = llv@®I? (4.41)
olarak almir ve (4.41) esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevleri alinirsa

Y'(t) =2(v,v,) (4.42)
P"(6) = 2(v,vy) + 2w lI? (4.43)

bulunur. (3.53) esitliginin her iki yan1 v ile ¢arpilip Q bdlgesinde integre edilirse

(W, v) = =21+ D(v,v) — A4+ 1)(v,v) + (Av,v)

+(v, e?™t(div(|Vv|™Vp)) — (v, fotg (t—1) Av(r)dt)

+ (v, e~ Mp (t, e’“v)) + (v, e’lptlvlpv) + (w, e Mf(Hw (x)) (4.44)

bulunur. Ustteki esitlikteki terimler ayr1 ayr1 incelenirse

-2+ 1D(,v) = -2+ D]v]|? (4.45)
(v, e h (t, e’“v)) =e M (h (t eMv),v) (4.46)
(v, e?t|v|Pv) = e’lptllvllgig (4.47)

(Av,v) = fﬂ vAvdx esitliginde Green 6zdesligi uygulanirsa

v (x,t)
o ds

(Av,v) = — [, VoVvdx + [, v
olur. Ustteki esitlikte (3.54) esitliginden

(Av,v) = —||v||? + frl v (fotg (t — r)z—z (x, r)dr) ds — frl vermt|yy|mtids
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+ frl av?ds
bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse
9
(Av,v) = —||v||? + frl (fotv(t)g (t—1) %(x, T)dT) ds — frl v ermt|yy|m+igs
+allvllf, (4.48)

olarak yazilir.

(v,e ™M f(t)w (x)) ifadesinde (3.56) dan

(v.e M f(w () = ke 2 f(2) (4.49)
olur.
(v, ™ (div(|Vv|™Vp)) = ermt Jo, V. (IVv|™Vv)vdx

Ustteki esitlige Green 6zdesligi uygulanirsa

. 9 m+1
(v, e*™ (div(IVoI™70)) = (= [ Vo™ dx + [, w22 as)

bulunur. Ustteki esitlikte dQ = T, U I'; dikkate alinip diizenlenirse
(v, e’ ™ (div(|Vv|™Vv)) = —e ™t ||Vy|| 12 + eAmt frl v%ds) (4.50)
olarak yazilir.
- (v, fotg(t —7)Av (‘L’)d‘[) = — va(fotg(t — 1)Av (1)drt)dx
= — fQ(fOtg(t — Dv(t)Av (1)dt)dx
seklindedir. Ustteki esitlikte integrallerin sirasi yer degistirilirse
- (v, fot gt —1)Av (‘L’)d‘[) = — fotg(t — 1) J,v(t) Av (r)dxdr (4.51)
olur.

fﬂ v(t) Av(r)dx ifadesinde Green 6zdesligi uygulanirsa
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ov(x,7)
o ds

Jov(@® Mv(Ddx =~ [ Vo(®)Vv(r) dx + [, u
olur. Ustteki esitlik —g(t — 1) ile carpilip (0, t) araliginda integre edilirse

- fotg(t — 1) J,v(t) Av (r)dxdt = fot g(t —1) [, Vo(©)Vv(z) dxdr

— s 9t =) f, v ds dr (4.52)

bulunur. (4.51) -(4.52) esitliklerinden

—(v.Jy 9(t = DAv (Ddr) = [} g(t = ) [, Vo () Vw(r) dxdr

— fotg(t - 1) frl v av;:ﬂ ds dt

bulunur. Ustteki esitlik diizenlenirse

_ (v, fot gt —1)Av (‘r)dr) = fotg(t —1)(Vv, Vo (1))dT

t ov(x,1)
— [, 9t - T)(frlv ———ds)dt

olur. Ustteki esitligin son teriminde integrallerin siras1 degistirilirse

— (v, fot gt —1)Av (T)d‘[) = fotg(t —1)(Vv, Vo (1))dr

t ov(x,1)
— frl Jyv®gt—1) ——drds (4.53)

olarak yazilir. (4.45)- (4.53), (4.44) esitliginde yerine yazilirsa

Ve, v) = —(22 + 1) (v, v) — A4 + D]|v]|? — ||Vv||? — e*™||Vv||m+2
[ v (ft (t—1) L (x ‘L')d‘[) ds — [ ve*™ V| ds +a||v||?

Iy 09 on >’ ry Iy

a(|v|m+1)

Amt
e V——
+ fF1 on

ds) + fotg(t —1)(Vv, Vu(1))dr + ke 2M £ (t)

— frl fotv(t)g(t — T)%drds +e M (h(t, e*v),v) + e’“’tllvllzg

olur. Ustteki esitlik diizenlenirse
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Ve, v) = =24+ 1)(v,v) — A+ Dv|I? - ||V17||2+6¥”17”l%1 _ elmt”vv”mi%
+ fotg(t —0)(Vv, Vo(2))dt + e |lv||IP 2 +e A (R (¢, e*v), v) + ke 2A £ (L)

p

(4.54)
bulunur.
(3.63) ifadesi ke~ ile carpilirsa (4.54) iin son terimi olur. Boylece
Ve, v) = =24+ D (v, v) — 2@ + DIwll* = IVoll*+allvlif, — e?™ Vo3
+ [ g(t — (Y, V(D) dt + e ||v]|P} 3 +e 2 (R (t,eMv), v) + ke 2 (Vv, V)
—ke (R (t, eMv), w) + ke M=DE(|Vy|™Vy, Vo)
—ke 27t fotg (t — 7)(Vv(1), Vw)dr—ke*®P~Dt(|p|Py, ) (4.55)
bulunur.
fotg(t — 1) (Vu(7), Vu(t))dr
= fotg(t —17) fn Vo (t)Vu(t)dxdr
= [, Vv(®)dx [, fotg(t — 1)Vu(r)dr dx
olarak yazilan esitlikte ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

fot gt —)(Vu(r), Vu(t))dr

1

1 2 >
< (fQ|Vv(t)|2dx)2 (fﬂ (fotg(t — r)Vv(r)dr) dx)
olur. Ustteki esitsizlikte ¢ = g’ = 2 olacak sekilde & —Young esitsizligi uygulanirsa
fot gt — ) (Vv(r), Vv(t))dr

< IIvat)llz N Jolly g (t—T)ZVV(T)dT)de

(4.56)



bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde {iggen esitsizligi uygulanirsa
la + b| < |a| + |b| den

|[Vv(t)| = |Vv(r) — Vo (t) + Vu(t)|

[Vv(t)| < |Vu(r) — Vv (t)| + [Vv(t)]

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizlik (4.56) esitsizliginde uygulanirsa
Jy 9 (t =D (@), Vv ())dr

2
< e | Jo(fy 9 =D (Vv (@) -Vo ()| +|Vo())dr) dx
- 2 2

bulunur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

[y 9 (t = D(@v(@), Vo(t)dr < IVo(0)]1?

t t 2
+%fQ (fo g (@t —1)|Vv(r) — Vu(t)|dr + fo g(t—1) |Vl7(t)|d‘[) dx
olur. Ustteki esitsizligin son teriminde Schwarz esitsizligi uygulanirsa

llx + ylI? < llxlI? + 2llx[lllyll + llylI* den

Jo (fotg (t — 1) |Vv(r) — Vv (t)|dr + fotg (t—1) IVv(t)Idr)2 dx

t 2 ¢ 2
< Jy (fo gt —o)|Vv(r) - Vv(t)ldr) dx + [, (fo gt—1) IVv(t)Idr) dx

2 [, (f; 9 ¢ = DIVw(@) = vo@ldr) (f, g (t — 1) IVv(0)ldr) dx
bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde
a; = [, g(t = DIVw(z) = Vo(®)ldr, b = [} g (t — 1) [Vv(®)|dr

g1
q=q =2, ¢= (1TL)5 olacak sekilde € —Young esitsizligi uygulanirsa

2(f; g (t = DIVu(z) - Vu()ldr) (f, g (¢ — ) IVw(b)ldr)
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(4.57)

(4.58)

(4.59)



= 2((EY: J; g (¢ ~ DIVw(@ — V(©ldr )z [} g (¢ — 0 [Vw(©)ldr)
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< (5 (s g - DIve@) - Vv(t)ldr)z +=(fyat-1 IVv(t)IdT)Z (4.60)

elde edilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilirse

2 [, (f; 9 ¢ = DIVv(@) = vo@ldr) (f, g (t — D) IVv(0)ldr ) dx
< (9 4, (Ji (e = DIvw () - Vo(©)ldr) dx

+1L—lfﬂ (fotg(t - 1) |Vv(t)|df)2 dx

bulunur. Ustteki esitsizlik (4.59) iin son teriminde yerine yazilirsa

Jo (I} 9t = D (V0@ = 7] + [Wo@)lydr) " dox

< Jy (fotg(t — )|V (r) — Vv(t)ldr)2 dx + [, (fotg(t - 1) |Vl7(t)|d‘[)2 dx

(4.61)

(1T_l) fﬂ (fotg(t —17)|Vv(7) — Vv(t)ldr)2 dx + ﬁfﬂ (fotg(t —-17) IVv(t)IdT)2 dx

olur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa
t 2
fo (fy 9t = D(UT0(@) = ¥o(O)] + IV0(®)]dr)” dx
2
<1l (f 9t —DIvw(@ - w(oldr) dx

+ ifn (fotg(t —17) |V77(1f)ldr)2 dx

olur. Ustteki esitligin son teriminde t — T = s degisken degisimi yapilirsa
t
Jy gt =D IVv(D)ldr = [V (t)] fotg(t — 1) [Vv(t)|dr

= |vu(®)| [, g(s) ds

bulunur. Ustteki esitligin her iki tarafinmn karesi alinirsa

(4.62)
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(I 9 = D1wwldr)” = 19w (J g(s) ds)

olarak yazilir. Ustteki esitligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilip 1%1 ile

carpilirsa

et UNCIGEED) |\7v<t>|dr)2 dx = = |Vu(0)I? (5 g(s) ds)z (4.63)

olur.

2
( fot gt —1)|vv(r) — Vv(t)ldr) terimi carpanlara ayrilip Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

(J£ gt = DIVo(@) - To(o)ldr)

2

= (fot (gt — r))% (gt - r))% V() — Vv(t)ldr)

< fotg(s) ds fotg(t — ) |Vv(t) = Vv(t)|?dt

bulunur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilip % ile carpilirsa

%fﬂ (fotg(t - 1) |Vv(r) — Vv(t)ldﬂc)2 dx

< %fﬂ fotg(s) ds fotg(t — )|V (r) — Vu(t)|?dr dx (4.64)

olur. Ustteki esitsizligin soluna (4.63) esitliginin solundaki terim, sagina da (4.63)

esitliginin sagindaki terim eklenirse

L p (J g =D 1v®ldr) dx+2f, (1 gt - Vo) - W(®)ldr) dx

<

1
l

Jq fotg(S) ds fotg(t — D)|Vu(r) — Vu(t)|?dT dx

+ 190 ([ g(s) ds)’

bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlendiginde
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e UNCIGEED) |Vv(t)|dr)2 dx +3f, (fy 9t =) [Vv(x) - Vv(t)ldr)z dx

<1y 9(s)ds [, f, gt — DIVw(®) — Vv(t)|?dr dx

1 2 ( t 2

+ 51V 12 (f; 9(s) ds) (4.65)
olur. Sistemin enerjisinde kullanilan
(g *v)(t) = fotg(t —)|lv(t) — v(s)|l2ds
esitliginde v yerine, Vv ve s yerine 7 yazilirsa
(g1 *V)(t) = fotg(t —D)|IVv(t) — Vv(o)||?dr
(g *)@®) = [, [, 9(t = DIVw(@) - Vo(0) [2dr dx (4.66)
olarak yazilabilir. (3.20)-(3.21) den
fotg(s)ds < fooo g(s)ds

t
Jyg(s)ds <1-1 (4.67)

olur. (4.66) ve (4.67), (4.65) esitsizliginde yerine yazilirsa

ﬁfﬂ (fotg(t ) IVv(t)Idﬂc)2 dx + %fn (fotg(t — 1) V() — Vv(t)ldr)2 dx

<= (g Vw)(®) + S IVv@ 121 - D?

bulunur. Ustteki esitsizligin sol tarafi (4.62) esitsizliginin sag tarafi oldugu i¢in
t 2
o (Iy 9t =D (170@) = W (©)] + [V (©)])dr) " dx

< (1 =D IVo(O)I? + == (g * Vu)(t) (4.68)

olur. (4.58) esitsizliginin en sagmdaki terim (4.68) in ilk terimi oldugundan (4.68)
(4.58) de yerine yazilirsa
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[} (& — D), Vu(t))de

< IO L ZHvu@1? + 5 (g + W) (@) (4.69)

bulunur. Ustteki esitsizlikte a < |a| esitsizliginden

Jy 9t = DIWv(@), Vo) dr < (1 = DNVv(@OII7 + (g * W)(6) (4.70)
olarak yazilir.

(3.7) ve (3.18) esitliklerinden

A (6 w)| < L(Vul? + |ul?)

olur. Ustteki esitsizligin sagmdaki pozitif ifadenin iisleri 1 artilirsa

A (6, w)] < LOVulz™ + Julzth

olarak yazilir. v(x,t) = e * u(x, t) doniisiimiinden

)

UL P
|i\l (t’eltv)l < L(lvveltl z+1 n |‘Ue/1t|2+1

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi v ile ¢arpilip Q da integre edilirse
m+
T2

~ 2 m+2 +2 +2
(B (£, e%v),v)| < Le 2 [ Vo 2 vdx + Le* 2 [ vl 2 vdx

bulunur. Ustteki esitsizlikte g = g’ = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

m+2
2

|(h (¢, e*v),v)| < Le )t(fQIVvlm”dx)% (fﬂlvlzdx)%

+Le’1(pT+2)t(f |v|p+2dx)% (/. Ivlzdx)%
Q Q

1 m+2 t mrz A pt2 t 2
< 12wl 2, il + Le 2 vl 2, vl

m+1 At p+2 p+1 At

m+2) = el(T)te7 ve e (T)t = e'l(T)te7 seklinde parcalanirsa

bulunur, (2t

-~ (ML), mrz At (B pi2 At
| (£ %), v)| < X5 Nwwl, 2, LlIvlloe ™ + 203 wwll 2, Livlle
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.. 1 1 .
olur. Ustteki esitsizligin sag tarafi (%)2 ve (%)2 ile carpip diizenlenirse

m+2 At

L 2

|k (6.e%0), v)] < (e (5Nl 2, ke
(2

2

At
+(“1)z AT Vv || " Uvllze?

p+2 (m)%

2

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizligin sagindaki ilk terime

/’l(mH) m+2
a; =e Ivvll 2, b L||17||ze2 q=q' =2 €= ( )2

. 2B btz At it
2.terime a,=e ||VU||p+2 , b=1L|vl,ez , q=q' =2, €= (7)2

icin € —Young esitsizligi uygulanirsa
|(h (¢, e*v),v)|

A A
<o pAmet |yy|miz 4 KL 4 1 e |2tz 4 Ko
0

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi e “** ile carpilirsa

e"“|(fl (t,e’“ v),v)|

o L2w||2 | u +2 LIIVII
<o ormt ||yy||mig + S 4 21 papt P22 4

olur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

e |(h (t,e*v), )|
+2 1 1
< MVl + 5 et vl + LG+ D lIvll? (4.71)

bulunur.

ke=*|(Vv,Vw)| ifadesinde ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

1 1
-2 -2 2 2
ke |(Vv,Vw)| < ke t(fQIVvlzdx) (fQIVwIde)
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< ke~ |lVvll;lIVwll,

.. 1,
bulunur. Ustteki esitsizligin sag tarafindaki terimler ((pZ—m)l) 2 ile garpilip boliiniirse

—At (p+m)l
V0, V0)| < (T2 2wy ||z(p+mﬂ)1|| wll,
1
olarak yazilir. Ustteki esitsizlige q =q' =2, ¢ = (@) 2 icin € — Young
esitsizligi uygulanirsa
ke 2| (V0 V)| < Z gp)j2 4 222 g2 (4.72)
e v, V)| <~ o V@ .

ke m=Dt|(|Vy|mVy, V)| ifadesi igin g = Z—z, q’ = m + 2 olacak sekilde Holder

esitsizligi uygulanirsa

ke Am=Dt|(|Vy|™Vy, V)|

m+1
m+z

1
< ke)t(m 1)t(f |Vv|m+1(m+1)dx) (fﬂlvwlnwzdx)m

< ke V|| IVollnya

m+1, -2t

Am=1t = o213 emaz geklinde carpanlaria ayrilirsa

bulunur. Ustteki esitsizlikte e

Ame (2L i
ke =Dt (|Vy|mVp, Vo)| < ™™ me? ||Vo||m il kem+z||[Vw]l

m+1
bulunur. Ustteki esitsizligin sagindaki terim (%)m“ ile carpilip boliiniirse
m+1 —2At
ke =V (|70, Va)| < (%)m“ MM G |||ty eIl
(uo(m+2))m+2
2(m+1)

m1

olarak yazilir. Ustteki esitsizlikte q = m—+2 q =m+2, = (%)m+2

icin € —Young esitsizligi uygulanirsa

ke Mm=Dt|(|Vy|™Vy, V)|
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m+2

+1
(Mo(m+2))m+2 Amt(mi;)uvv”rrwl m —2At m+2
2(m+1) e 1 [ kem+Z|Vollnz
= m+2 + m+2 mtl
m+1 (#o(m+2))m+2
2(m+1)
olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
ke Mm=Dt|(|Vy|™Vy, Vw)|
km+2e—21t
< o game||yp|mtz 4 — L0 g |miz (4.73)
(m+2)(0—)
2m+2

olarak yazilir.

(3.7) esitligi ve (3.18) esitliklerinden
~ m p

|2 (e w| < LAVulz + Jul?)

olur. Ustteki esitsizligin sagmdaki pozitif ifadenin iisleri 1 artilirsa

~ m p
| (&, w)| < LAVulz*™ + [ulz*h)
olarak yazilir. v(x,t) = e * u(x, t) doniisiimiinden

| (t,e*v)| < L(|Vve’1t|%+1 + |ve/1t|§+1)

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi w ile carpilip Q da integre edilirse
|(h (¢, e*v), w)| < Le 2 )tf |VU| 2 a)dx+Le’1( )tf |v| 2 wdx

bulunur. Ustteki esitsizlikte ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa
P At l(m—u)t Mm+2 9.3 2002
|(h (¢, e*v), w)| < Le" U2 )5 ([ Vo™ 2dx)? (f,|o|?dx)?

+Le’1(pT+2)t(f |v|p+2dx)% (. Ia)lzdx)%
Q Q

m+2 p+2

m+ pt
< 1 vl 2ol + Le 9ol 2 loll,

m+2

bulunur.



m+2 p+2

(5 (&, e*v), )| < 5wl 2 Lllwl,e + G vl 2.

m+2 p+2

.. 1 1 .
olur. Ustteki esitsizligin sag tarafi (%)2 ve (%)2 ile carpip diizenlenirse

I (6. %v),0)] < X5 ol 2, Lk

m+2 " g 1
&)

1 p
(0t A, Ml

p+2 4, 1
(52

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin sagindaki ilk terime

m+2

ay =NVl 2y b = Lol g =g’ =2 &= (2

pt2

i (%)
2terime  a,=e Vvl ?

icin € —Young esitsizligi uygulanirsa
|(h (¢, e*v), w)|

Ho +2)t +2 4 Lloll® | B Ap+2)t p+ LZIIwII
<52 A |Py||iE + 2 4 5L AN | + =

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi ke =24t

ile carpilirsa
ke 22| (A (t, e v), w)|

o L||w||2 U +2 | Plol*
<bo ehme ||gp|eg + el 4 B vt fly|py7 4 el

olarak yazilir. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

ke *|(h (t,e*v), w)|
ku u +2 - 1 1
<5 MV + kS e I + ke PG+ Dol

bulunur.

ke™ [7 g(t — )(Vw(1), Vw)dr ifadesi igin

p+2 ] b=L||w||2 ] CI:CII:Z,

93

at
Lllwllze>

e= (5 :

(4.74)
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— Lp—At (¢

=ke™ [ gt — 1) [, Vv(©)Vwdxdr

= ke ™ [ Vwdx [, fot g1 (t — )Vu(r)dr dx

olarak yazilan esitlikte ¢ = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

ke™ [7 g(t — D)(Vw(2), Vw)dt

1

1 2 2
< ke"‘lt(fQIlezdx)2 (fﬂ (fotg(t - T)VU(T)dT) dx)2
olur. Ustteki esitsizlikte ¢ = ¢’ = 2 olacak sekilde ¢ —Young esitsizligi uygulanirsa

ket fot gt —1)(Vv(7), Vw)dr

< %(ke""lt)ZIIVa)II2 + %fﬂ (fotg(t - T)VU(T)dT)Z dx (4.75)
bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde iiggen esitsizligi uygulanirsa

|la + b| < |a| + |b| den

[Vv(r)| = |Vv(r) — Vu(t) + Vu(t)]

|[Vv(D)| < |Vu(t) — Vu(t)| + [Vv(t)|

olarak yazilabilir. Ustteki esitsizlik (4.75) esitsizliginde uygulanirsa

ke fotg(t — 1) (Vv(1), Vw)dr < %(ke_’u)Z”VwHZ

+210 (1 gt =D (Ivu() = To ()] + [Vo(®))dr) dx (4.76)

bulunur. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa

ke™ [} g(t = D) (Vo (1), V)dr < 3 (ke )2 [[Va|?

+2 1, (Jy 9t = DIVw(@) = Vo(@®ldr + [ g(t — 1) IVv(t)IdT)Z dx (4.77)

olur. Ustteki esitsizligin son teriminde Schwarz esitsizligi uygulanirsa
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llx + ¥l < llxlI? + 2llx[lllyll + llylI* den
o ([ 9t = DIT0(@) = Vo()lde + [ gt — ) [To(D)ldr) dx
< J, ([ gt = D1w(@) — Vo ()lde) dx + [, (J} gt — D) [Vu(®)ldr) dx

+2 f, (f; 9t = DIVv(@) = Vo®ldr) (f, 9(t — ) IVv(©)ldr) dx (4.78)

bulunur. Ustteki esitsizligin son teriminde

a, = [, g(t = DIVw() - Ww(®)ldr, b= [, g(t — 1) |[Vv(t)|dr

gq=q =2, e= (17‘1)§ olacak sekilde &€ —Young esitsizligi uygulanirsa
2(Jy 9(t = DIVu(®) = Vo(©)ldr) (f; 9(t = ) ITw(0)ldr)

= 2 (&Y [ gt - DIVu(®) - To(O)ldr (1) [ gt — ) [Vv(©)lde)

< () (Jy 9 = oIvve —wwoldr) + 55 ([ e = [Wwldr)  (479)

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilirse

2 fQ (fotg(t — 1) |V (r) — Vv(t)ldr) (fotg(t - 1) IVv(t)Idr) dx
< (17_1) Jo (fotg(t - )|V (r) — Vv(t)ldﬂc)2 dx

+ L p (gt =D Ivo(@)ldr) dx (4.80)

bulunur. Ustteki esitsizlik (4.78) in son teriminde yerine yazilirsa

Jo (1} 92 = DATo@ = To(®)] + [T0(D])dr) " dox
< Jo ([ gt = DIvw(@) = Vo(®ldr) dx + [, (J} g(t =) Vo()ldr) dx

(59 1, (JE g (e = DIvw(e) — To(Oldr) dx + - [, (JF 9t =) 90(O)ldr) dx
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olarak yazilir. Ustteki esitsizlikte diizenleme yapilirsa
t 2

o (Iy 9t =170 = W (©)] + [V(®)dr) " dx

<21 (JE gt = DITo(@) - Ww(O)ldr) dx

— 172 \’0

+ 21 (g - 19o(0)ldr) dx (4.81)
olur. Ustteki esitligin son teriminde t — T = s degisken degisimi yapilirsa
[y 9t =D Ive@®ldr = [Vo(®)] [ g(t — 7) dr

= |vw(®)| f, g(s) ds

bulunur. Ustteki esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa

(I 9t = D1ww0ldr)” = 19w (J g(s) ds)

olarak yazilir. Ustteki esitligin her iki tarafi Q bodlgesinde integre edilip ﬁ ile

carpilirsa

1 t 2 1 ¢ 2
— (fo g(t—1) IVv(t)Idr) dx = —|Vv(t)|? (fo g(s) ds) (4.82)

1-1

olur.

2
( fot gt —1)|Vu(r) — Vv(t)ldr) terimi carpanlara ayrilip Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

(f; 9t = DIvw() - Vv(t)ldr)z

2

= (J; (=) (9t = DY 190 - Vo(®)la)

< J, 9(s) ds f; g(t = DIVw(x) - Vv(0)Pdr

bulunur. Ustteki esitsizligin her iki tarafi Q bdlgesinde integre edilip % ile garpilirsa



L (I 9t =) [99(0) — Vo(e)ldr)’ dx

<1loJs 9()ds f; g(t — DIVv(x) — Vu(t)|?dr dx
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(4.83)

olur. Ustteki esitsizligin soluna (4.82) esitliginin solundaki terim, sagma da (4.82)

esitliginin sagindaki terim eklenirse

et UNCICEED) IVv(t)Idr)z dx +3 f, (fy 9t =) Vv (x) - vp(t)|df)2 dx

<:loJs 9()ds f; g(t — DIVu(®) — Vu(t)|?dr dx

+ L@ (Jf g(s) ds)

bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlendiginde

L (g - 19o(ldr) dx +2f, (J gt — 0 IVo(x) - To(©)ldr) dx

< %fotg(s) ds fn fotg(t —17)|Vv(t) — Vv (t)|?dt dx

+ =Vl (f; 9(s) ds)2

olur. Sistemin enerjisinde kullanilan

(g1 *v)(©® = [, g1 (£ = v (®) — v(s)II2ds

esitliginde v yerine, Vv ve s yerine T yazilirsa
(g *V0)(®) = [, g (t = DIIVu(®) — Ww(D)|I?de

(g * V() = J, [; g (¢ = DIV (@) — Vo () |dr dx

olarak yazilir. (3.20)-(3.21) den
fotg(s)ds < fooog(s)ds

fotg(s)ds <1-1

(4.84)

(4.85)

(4.86)
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olur. (4.85) ve (4.86), (4.84) esitsizliginde yerine yazilirsa

i UNCIGEED) |Vv(t)|dr)2 dx +3 f, (fy 9t =) Vv (x) - Vv(t)|d1-)2 dx

<= (g * V)(©) + S IVe ()12 - D?

bulunur. Ustteki esitsizligin sol tarafi (4.81) esitsizliginin sag tarafi oldugu icin
t 2
Jo (J3 9t = (0@ = V()] + [Vu(D))dr)  dx

< (=D IVv®I? +7 (g * Vo)) (4.87)

olur. (4.77) esitsizliginin en sagindaki terim (4.87) nin ilk terimi oldugundan (4.87)
(4.77) de yerine yazilirsa

ket fot gt —1)(Vv(1), Vw)dr

-t — —
< e el 1 I gp@)l2 + 2 (g * W) (©) (4.88)

bulunur. Ustteki esitsizlikte a < |a| esitsizliginden

ke fotg(t —1)|(Vv(1r),Vw)ldt < 17_1 Ivu(®)II* + 12—_11 (g *Vv)(t)

kze—z)lt
+— IVwl|? (4.89)
olarak yazilir.
ke*®=Dt|(|p|Pv,w)| ifadesi igin q =Z%, q' =p + 2 olacak sekilde Holder

esitsizligi uygulanirsa

p+1

Ap-DEt|(||P A(p-1)t pr1Erd) | Ptz P42 g
ke [(|v[Pv, w)| < ke (fQIUI P+ dx) (fQIa)I dx)p+2

— +1
< kAP V|2 ]l

-2t
Apt p+1 2
e G)

bulunur. Ustteki esitsizlikte e#®~Dt = p+2’ ¢ p+2 geklinde garpanlarina ayrilirsa



99

_ Ap
ke =Dt | ([v|Pv, )| < e <p+z)||v||p ke ||w||,,+2

p+1
olur. Ustteki esitsizligin sagindaki terim (%)wr2 ile ¢arpilip boliiniirse
p+1 —2At
- +2)\p+z Apt ke P+2 ||w]|
e e R e
(u1(p+2))p+2
2(p+1)
p_H
- : oo _pt2 — (Ha(P+2)\p+2
olarak yazilir. Ustteki esitsizlikte g = o’ 4 =P +2 , €= (2(p+1))
icin € —Young esitsizligi uygulanirsa
pi1 pii +2
<(—“1<”“))1’+2 A7), ||”i$> e Y
2(p+1) 14 ke P+2
ke?@=Dt|(|v|Pv, w)| < - o %
pt1 pt2 (u1(p+2))m
2(p+1)
olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
2 EP+2o—24t 2
ke P-VE|(|u]Pv, )] < B e o212 + — w22 (4.90)
(p+2)(HL 222
2p+2
(4.71) de |a] < bise a = —b den
A - 2 1, 1
e M (h (t,e*v),v) 2 =2 M IVWll] — 2 et Ivllp); — LG+ D lIvll?
(4.91)
olur. (4.72) de |a] < b ise a = —b den
Sk ety e 2K
ke 1V, V)| = = 2 w2 - 22 gy (4.92)
bulunur. Benzer sekilde (4.73) ten
ke M=Dt(|yp|mVy, Vo)
km+2 —2At
> —22em ||Vl — — IVl (4.93)

m+2
Ho(m+2)
m+2)(“$57)
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olur. (4.74) ten

ke—/ltl(ii (t, e’“v), w)l
kp K +2 - LI
> Mo odmt |yy|imid — ki oMt |lD)] — ke PR+ Dwl? (4.94)

olarak yazilir. (4.89) dan

ke™ [T g(t — DI(Vo(7), Vo) |dt

1-1 1-1 k2e~2At
> ——IVv(OII* = - (g * V) (©) - ez IVwll? (4.95)
bulunur. (4.90) dan
ker®=Dt|(|p|Py, w)|
+2,-2At
> g pt||p|pt2 K e lwl?*? (4.96)
2 p+2 (p+2)(#;;p++22))p+1 p+2

olur. (4.70) ten

Jy 9t = DIW(D), Vo)l dr = = (1= 3) Vw2 = (g *Vw)(H)  (497)
(4.91)-(4.97) esitsizlikleri (4.55) te yerine yazilirsa

(Wer, V) = =24+ 1) (v, v) — (2 + Dvll? = [IVollP+allvllE, — e ™ |[Vvlni3

l 1-1 2_k
= (1=2) IV =2 (g« To)(©) + e IwllE s — 22 eAmt ||yy]mi3

Zkze—z)lt

IVwl|?

L pt p+2 _ 4 —2aty2,1 , 1 2 _ (p+m)l 2
kG- e vlp)s — ke M 12+ Ollwll? — = IVwl]? - =

—u u +2 1 1 u
= e VllRiE — 5 et vl — 126+ DlIvll? — S ™ IvvllRis

4 p+2
km+Ze—21t 1-1 1-1 kZe—ZAt
- ey IVollRis —— VoDl ——= (g * W) () ———[IVwl|?
am+2) (")

p+2,-2At
_ﬂelpt”v”p-f'z k e

2 p+2 p1(p+2)
@+2)(*5557)

1 llwllh (4.98)
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bulunur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

(Ve v) = —(22 + 1) (v, v) — (A2 + DIl — (M+g— D) Ivoli2+allvliZ,

8
3 k 3 2
— (B4 2o yehmt |[Ty||mi — = (g V) (O)—(E2 + 22— Dyt |vllp )
G+ 2ol + ki? (2 +2) IVl + ——E Vo3
V2 Uy m+1 m+2
oo o "t () (5522
kPt p+2|  —2a¢
(o) (122" ”“’”NZ] ¢ (4.99)
2p+2

bulunur. Ustteki esitsizlikte u, = Zpﬂ_lj:; ve U, = fp_—f; olarak yazilirsa

(Ve v) = —(22 + 1) (v, v) — (AZ + A+ 17 (4 i)) Bk
Ho U1

+m)l 5 3 k
— (B2 4 2 1) 9wl allvliE, - CEe + 2 + 1)ehmt || 9wl

— (g W) (- + 2 — et vl

k2 (4+1(p+m)) 2 (ZkLZ(p+m+4)) 2 gmt2 m+2
- [ vl + (MR 0l + —— G Tl
kP*2 +2 | _
W”w”z” e At (4.100)
(p+2)(4—p+4—)
olur. Ustteki esitsizlikte son terimde e~24* > 0 ve
k2(4+l(p+m)) 2 2kL? (p+m+4) 2 Emt2 +2
D, =———||Vw (—) wl|* + Vol
, = EEHCH) 7| ) Nl + o V0
kP2 p+2
W”w”p”
()

almirsa
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(Ve v) = —(2 + 1) (v, v) — (AZ A s ﬁ) lv]|2

+m)l 5 3 k
— (TS = 1) IveliP+allvllf, -5 + 22 4 Detm [[vvllzt

— (g * V)(O)—CE + L — 1)t |lv||P13-D, (4.101)
bulunur.

(3.76) ve (3.77) den

et a 1 A(A+1)
Ex(0) = S W5 + S Il =5 Ivell2= 252 [lvl|2

Amt
~1 (1= [y gaIVLOI? ~3 (g« V(O — S IWlim3 (4102

olarak yazilir. Ustteki esitsizlik R e carpilirsa

p+m+4 p+m+4 +2 a p+m+4
—, — Exlt t) = e lpt||v||5+2 to@+m+ Yllvlig, - " [FAR

— HEDEI 2 P () 1 g(5)ds) Vw12 — B (g + ) (6)

_ p+tm+4  ame m+2
2m+4 € ”V‘U”m+2

olur. Ustteki esitlik diizenlenirse

p+m+4— A(A+1D)(p+m+4) ”UHZ

E; () + — 5@ +m+Dlvli

ptm+4  Ar +2 p+m+4 p+m+4 /1 t p+2 p+m+4 2
“mra © M| vvllnis + (g *Vv)(t) — 2pia € P,z + vl

p+m+4(1 — [, 9(8)ds)IVv(®)II2 = 0

bulunur. Ustteki esitlik (4.101) in sagina eklenirse

p+m+4 A(A+1) (p+m+4)
>—— vl

4

E; () + —~(p+m+ Dl

(Vee, V)

p+tm+4  anr m+2 p+m+4 p+m+4 Apt p+2
Soa €IVl + (g * Vo)) = e vl
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p+m+4 2 {52 2(1 , 1 2
+ B 2= (22 + 1) (v, v) (A +A+L (MO+H1)> vl

(p+m)l | 5 3 k
— (TS = 1) IveliP+allvllf, -5 + =2 4 Dyetm [[vvllzts

— (g * VW) (- + 2 — 1)et||y|P1 D,

+ B2 (1 - [ g()ds) IV (0|2 (4.103)
g1(s) = e* g(s) esitligi, (3.20) ve (3.21) den

(1 - [} g(s)ds)Ive@®II* = 0

olarak yazilir. Dolayisiyla (4.103) iin son terimi

p+m+4

(1= [ g(s)ds)Ive@®II> = 0 (4.104)

olur. (4.103) ve (4.104) ten

p+m+4

(Ve V) 2 E;(t)—(2A+ 1) (v, v)

(e (e 2) A g (252

oc(p+m) 3u ku p+m+4
IvllE, -2+ =2+ 1= —)e ™ [IVvllni3

2m+4 m+2
p+m+4 3#1 ks ptm+tdy Apt p+2
FEIE 1 (g« Vo) (0) — (At 4 M 1 EE ooty 12
+ 22 |, ||2-D, (4.105)
bulunur.

llullgr, < BqllVull, seklindeki Sobolev-Poincare esitsizliginde q = 2 alnir ve

v(x,t) = e * u(x, t) doniisiimii kullanilirsa
—llvllz, = —B, IVl

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi alp+m) ile garpilirsa
Y g 2 p



104

2
_ a(p:m) ”U”12“1 > _ b2 ip+m) IVv||2

olur. Ustteki esitsizligin her iki tarafina — (—(p+8m)l

+ g - l) IVv||? eklenirse

_ (et 5 2 _ alptm) 2
(B2 2 0) Iwll? - 2 w12,

_(®B +m) | (prm)l | 5 2
> — (Ll B 2 ) vl (4.106)

bulunur. (4.105) ve (4.106) dan

(Vee, V) =

E;(©—Q24+ 1) (v, v)—D,

ptm+4
2

_ (12 + /1+L2 (#_10 + i) _ /1(/1+1)(f+m+4)) ||U||2

2
— (PP T 1) Vw2 A 4 e+ 1 - B ye e |72

4 8 4 2m+4
FETE - I (g r W) () - G4 EE 4 TR et
+ B 2 (4.107)
olur. Ustteki esitsizlikte k < —1 alinirsa
(v, v) = EZE2 By ()= (24 + 1) (v, v)
= (22 4 212 (o + ) - HEREED) ) 2
_ (aﬁzchm) " (p+8m)z + g _ l) A
— (o + 1= Emhedme ||ypmiZ + (B2 — 25 (g + Vo) (8)
—(uu + 20 = DI + P vl P-D, (4.108)
olarak yazilir. Ustteki esitsizlikte u, = 2171;:14 e U = sp_—r; p >m = 2 almirsa ve
(Vs v) 2 B2 B (8- (24 + 1) (v, v)
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— (A2 4 212 (- 4 ) - HEREER) 2

2( +m) (p+m)l 5 +m+4 1-1
— (A 2 ) | 9wl)? 4+ (B - E(g + Vo) ()
bulunur.

|lv|I? nin katsayis1 olan

B+ A+12 (- +

i) _ A(A+1)(p+m+4)
Ho Ha

4

p—-m
2m+4

ifadesinde u, = e U = Sp_—ﬁ olarak yazilirsa

22 + A+L2 (2m+4 + 2p+4) _ /1(/1+1)(f+m+4)

p-m p—m

olur. Ustteki esitlik diizenlenirse

ptm .5 | ptm ., 212
AT p_m(p+m+4)

bulunur. Boylece ||v||? nin katsayismm maksimum kokii A; olmak iizere

ptm .5 | ptm ., 212 _
AT p_m(p+m+4)—0 (4.110)

alinir.
[IVv||? nin katsayist i¢in

2
aB,”(p+m) + (p+m)! _I_E —1=0
4 8 2

esitligi diizenlenirse
2aB,°(p+m)+ (p+m—8)I+20=0
ve

2
1—1]= pt+m+12+2a B, (p+m) (4.111)
p+m-8
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(3.20) ve (3.21) den
Jg(s)ds<1-1 (4.112)

olur. (4.111) ve (4.112) den

f g(s)ds < p+m+12+2a B, (p+m) (4.113)

p+m-8

bulunur.

(g * Vv)(t) ifadesinin katsayis1 i¢in

+m+4  1-1

prmr* _ 2P
4 l

esitligi diizenlenirse

1 - =bm (4.114)

p+m+8

olur. (4.112) ve (4.114) ten

J g(s)ds < 2222 (4.115)

p+m+8
bulunur. (4.111) in sagindaki

p+m+12+2aﬁ22(p+m)
p+m-—8

=0

esitliginin kokii

_ p+m+12
%= T2 m (4.116)

olur. (4.109) da (4.110)-(4.116) esitsizliklerinden

p+m+12 (oo . (p+m+4 prm+12+2aB,%(p+m)
A>A, a< _m'fo g(s)ds < min {p+m+8, ptm-8 }
alinirsa
+m+4 +m+4
Ve, v) 2 FEER B (0+E2 2 lvl|2 — 24+ 1) (v, v) D, (4.117)
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bulunur. (4.3) ve Lemma 4.1. den

2(D1+ADy) 2Dy
Alp+m+4) A(p+m+4)

E,(t) =

olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse

ptm+4

P E(0)-Dy 2 0 (4.118)

bulunur. (4.117) ve (4.118) den

p+m+4

(Vee, V) = 2

lvell? — (224 + 1) (vg, v) (4.119)
olarak yazilir. (4.43) ten

(W, v) = M (4.120)

olur. (4.42) esitliginin her iki tarafinin karesi alinirsa

2
W' (t)? = 4([, vv.dx) (4.121)
bulunur.

fﬂ vv.dx ifadesinde g = q' = 2 olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

Jovvedx < (fyv? dx)%(fQ vtzdx)%

seklinde yazilir.Ustteki esitsizligin her iki tarafinin karesi alinirsa

(f, vvtdx)2 < [yvidx [ v 2dx (4.122)
olur. (4.121) ve (4.122) den

AlvliPvll? = @'(0)? (4.123)

bulunur. (4.119), (4.42) ve (4.120) den

")-2 2 +m+4 (t
P ()2 [[vel Zp 7: ||Ut||2—(2/1+1)¢2()

olur. Ustteki esitsizlik diizenlenirse
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p+m
8

Pr(e) = 4(1+27) vl = 22+ Dy’ (1) (4.124)

olarak yazilir. Ustteki esitsizligin her iki tarafi ¥ (t) ile ¢arpilirsa

P OP©) = 4(1+25) o2 (e) — 22+ DY ©Op() (4.125)

8
olur. (4.125) ve (4.41) den
P OP© = (1+22) 4llv P oI - 224 + Dy (O (0)

olarak yazilir. Usteki esitsizlikte (4.123) ten

' OW(© 2 (1+757) (' (0)? ~ @4+ DY (0P (4.126)
bulunur. Usteki esitsizlikte y = pJFTm, c; = 2/1;1 ve ¢, = 0 alinirsa

P OPO) - A+ 0)* 2 —2c,POYP' (1) — c;P2(1)

elde edilir. Boylece Genellestirilmis Konkav Lemmasi saglanmis olur. Bu durum da
(3.1)-(3.4) hafiza terimli lincer olmayan hiperbolik tipten ters probleminin

¢oziimlerinin sonlu zamanda patladig1 anlamina gelir.

Boylelikle teoremin ispati tamamlanmis olur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinda [8] nolu kaynakgada belirtilen problem ayrintili bigimde ¢aligilmis
olup belli kosullar altinda hafiza terimi igeren hiperbolik tipten lineer olmayan ters
problemin ¢oziimlerinin sonlu zamanda patladigi goriilmistiir. Ayn1 zamanda
¢ozlimlerin uygun kosullar altinda t — oo iken sifira yaklastigi yani asimptotik

kararlihig1 incelenmistir.

Bu sonuglarin elde edilebilmesi icin hangi uygun kosullarin konulmasi1 gerektigi

incelenmistir.

Farkli kosullar altinda buna benzer problemlerde ¢ozlimlerin asimptotik davranisi ve

¢Ozlimlerin patlamasi arastirilabilir.
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