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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

Rnxl
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A= (ay)
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r(A)
AQ®B

[A B]
Cov(.)
E()

BLUE
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SUR

: n boyutlu reel vektor kiimesi

: mxn boyutlu reel matris kiimesi

. Vektorler

: Matrisler

: Elemanlar1 (a;;) olan A matrisi

: nxn boyutlu birim matris

: A matrisinin transpozu

: A matrisinin tersi

: A matrisinin Moore-Penrose genellestirilmis tersi

. A matrisinin dik izdiisiim matrisi

. A matrisinin izdlisiim matrisleri

. A matrisinin siitun uzay1

: A matrisinin ranki

. A ve B matrislerinin kroneker ¢arpimi

: Pargalanmis matris

: Kovaryans operatoru

: Beklenen deger operatorii

: Ispat sonu

: En 1iyi lineer yansiz tahmin edici
(Best linear unbiased estimator)

. En 1yi lineer yansiz 6n tahmin edici
(Best linear unbiased predictor)

: Goriiniirde iligkisiz regresyon

(Seemingly unrelated regression)



OZET

Anahtar kelimeler: BLUE, BLUP, kovaryans matris, rank, SUR model

Goriiniirde iliskisiz regresyon (SUR) modelleri denklemler arasindaki hatalarin iligkili
oldugu coklu regresyon denklemlerinin ele alindig1 lineer regresyon modellerinin
uzantilaridir. Bu calismada, iki SUR model ve bu modellerin blok matrisler
kullanilarak birlestirilmesi ile elde edilen genel lineer modeli ele alinmistir. Ele alinan
modeller altinda &n tahmin problemi incelenmistir. Iki SUR modeli ve bu modellerin
genel modeli altinda tiim bilinmeyen vektorlerin en iyi lineer yansiz 6n tahmin
edicilerinin (BLUP’larinin) istatistiksel 6zellikleri tizerine ¢esitli sonuglar verilmistir.
Ozellikle, matrislerin bazi rank formiilleri kullanilarak ele alinan modeller altinda
BLUP’larin kovaryans matrisleri {izerine bazi sonuclar elde edilmistir.

Calisma bes boliimden olugmaktadir. Calismanin ilk boliimii giris bolimiidiir. Bu
bolimde, konu ve konunun 6nemi hakkinda bazi bilgiler verilmistir. Ayrica SUR
modelleri ile ilgili literaturde mevcut olan bazi ¢alismalardan s6z edilmistir. Calisma
boyunca kullanilan bazi teorem, kavram ve 6zellikler ikinci boliimde yer almaktadir.
Calismanin ti¢iincii boliimiinde SUR modelin tanimi, matematiksel olarak ifadesi ve
ozellikleri verilmistir. Ele alinan modeller altinda, bir genel lineer fonksiyonun tahmin
edilebilirligi incelenmis ve ayrica tahmin ve On tahmin ediciler aciklanmistir.
Dordiincii boliim ana sonuglari igeren boliimdiir. Bu béliimde, ele alinan modeller
altinda ortak bilinmeyen vektorlerin BLUP’lar1 ve onlarin kovaryans matrisleri ile
ilgili baz1 esitlikler matrislerin ranklar ile ilgili bazi temel 6zellikler kullanilarak elde
edilmistir. Ayrica ele alinan modeller altinda 6zel durumlara karsilik gelen sonuglar
verilmistir. Son boliim sonug ve tartismalar boliimiidiir.



SOME EQUALITIES FOR THE COVARIANCE MATRICES OF
PREDICTORS IN SEEMINGLY UNRELATED REGRESSION
MODELS

SUMMARY

Keywords: BLUE, BLUP, covariance matrix, rank, SUR model

Seemingly unrelated regression (SUR) models are extensions of linear regression
models by considering multiple regression equations with correlated errors among
equations. In this study, two SUR models are considered with their general linear
models which is obtained from combining the models by using block matrices. The
prediction problem is examined under considered models. Several results are given on
statistical properties of the best linear unbiased predictors (BLUPs) of all unknown
vectors under two SUR models and under their general model. Especially, some results
established on covariance matrices of BLUPs under two models by using some rank
formulas of matrices.

The study consists of five sections. The first part of the study is the introduction. Some
information about the subject and its importance are given in this section. Some of the
existing work related to SUR models considered before in the literature are also
discussed. Some theorems, concepts and properties used throughout the study are
given in the second section. In the third section of the study, definition, mathematical
expression and properties of SUR models are given. The predictability of a general
linear function under considered models is examined and in addition, estimators and
predictors are described. The fourth section contains the main results. In this section,
some equalities are obtained related to BLUPs of joint unknown vectors and their
covariance matrices under considered models by using some basic properties related
to ranks of matrices. The results corresponding to the special cases are also given. The
last section is the conclusion and discussions section.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Istatistik, rasgelelik igeren olaylar, siiregler, sistemler hakkinda modeller kurmada,
gozlemlere dayanarak bu modellerin gegerliligini sinamada ve modellerden sonug

¢ikarmada gerekli bazi bilgi ve yontemleri iceren bilim dalidir (Oztiirk, 2011).

Giintimiizde, teknolojinin gelismesi ile birlikte veri sayis1 giderek ¢cogalmaktadir. Bu
durum birgok detay igeren sorunlari beraberinde getirmektedir. Bununla birlikte az
verinin oldugu problemlerde ele alinmakta ve bu durum karmasik bazi islemlere yol
agmaktadir. Tim bu durumlar, incelenmesi gereken sistemlerin Ozelliklerine ve
amaclarina bagli olarak farklilik gostermektedir. Bu farkliliklardan meydana gelen
detayli sorunlar1 kolay, anlagilabilir seviyede tutmak ve agiklamak, birbirinden
bagimsiz gibi goriinen olaylar arasinda iliski kurmak zamanla daha da 6nemli bir hal
almigtir. Bu karmasik yapiya sahip sistemlerin, varliklarin ve siireglerin incelenip
arastirilmasi, gercege uygun bir takim kanun ve kurallara dayanan varsayimlarla
basitlestirilmesi model kavrami, baska bir deyisle modelleme {izerinden

yapilmaktadir.

Karmasik yapida, az ya da ¢ok sayida veri ile karsilasilmast durumlar1 gz oniine
alindiginda verilerin 6zelliklerini incelemek ve aralarindaki iligkilere ait olusturulan
modellerdeki parametreler i¢in tahmin tekniklerini kullanmak 6nem kazanmustir.
Parametrelerin uygun tahminlerini belirlemek igin farkli dlciitler vardir. Ornegin,
tahmin edicilerin performanslarini karsilagtirmak igin siklikla kullanilan ve iyi bilinen
Olglitlerden biri hata kareler ortalamas1 olarak bilinen kovaryans matris
karsilagtirmasina dayanan olgiittiir. Ayrica biiylik 6rnekler s6z konusu oldugunda bazi

asimptotik 6zellikler dikkate alinir. Bu durum asimptotik etkinlik olarak diisiiniilebilir



Ve veri sayisinin sonsuza gitmesi durumunda tahmin edicilerin etkin olmasi seklinde

ifade edilebilir (Kmenta, 1986, s. 52).

Goriiniirde iliskisiz regresyon (SUR) modelleri, regresyon denklemleri arasinda
iliskili hatalarin oldugu lineer regresyon modellerinin bir uzantisidir. Giinliik hayatta
karsimiza ¢ikan problemlerde veriler arasinda birtakim iligkilerin olmasi veya
iliskilerin beklenmesi dogaldir. Baska bir deyisle, veriler arasinda iliski olmadigi
varsayimi ¢ogu zaman gercek hayata uymaz. Bu noktada SUR denklemleri igeren
model ve bu modelin parametre tahminleri onemli bir rol {stlenir. SUR modelleri
adindan da anlasilacagi gibi klasik tahmin yontemlerinden farkli temellere
dayanmaktadir. Bu nedenlerden dolayi, farkli amagclar i¢in farkli durumlarda
kullanilabilmektedir. SUR modelin 6zelligi verilerin istatistiksel iligkileri arasinda
varolabilen sezilmesi zor etkilesimleri miimkiin oldugunca hesaba katmasidir
(Srivastava ve Giles, 1987). Yani bu modeller birbirinden bagimsiz olarak
diigiinebilen ve istatistiksel yontemler kullanarak agiklanabilen olaylar arasinda,
etkilesim olabilecegini kabul eder. Bu etkilesim farkli metotlar kullanilarak tespit
edilebilir ve sonrasinda bu modeller altinda bilinmeyen parametreler farkli tahmin
yontemleri ile tahmin edilebilir. Belli bir donemde ayn1 sektordeki baz1 sirketlerdeki
yatirimlar {izerine yapilan bir ¢alisma bu modeller igin bir 6rnek olarak verilebilir.
Her sirket ayn1 sektorden geldiginden ve ayni donemlerde ele alindigindan dolayi
benzer faktorlerden etkilenebilir. Bu durumda, her bir sirket i¢in dikkate alinan
modeller kiimesinin hata terimleri es zamanli olarak iliskilendirilebilir. Yani tamamen
veya ¢ogu ayni olacak sekildeki verileri kullanan lineer regresyon modelleri arasinda
iliskili hatalar olabilir. Boylece modelleri ayr1 ayr1 ele almak yerine, model grubuna

bir yaklagim benimsemek ¢ogu zaman daha dogru ve etkili bir yoldur.

SUR modelleri ilk olarak Zellner (1962) tarafindan 6nerilmistir. Zellner ¢alismasinda
bu modellerin temelini olusturmus ve SUR modelin parametrelerinin asimtotik
etkinliginin diger metotlarla karsilastirmasini yaparak bu modellerin uygulamasini
vermistir. Zellner (1962, 1963) ile Zellner ve Huang (1962), iliskili hatalara sahip



coklu denklemleri birlestirerek sistemdeki bilinmeyen katsayilar i¢in tahmin yontemi
onermisglerdir. Daha sonra Kmenta ve Gilbert (1968) tarafindan farkli tahmin ediciler
gelistirilip, tartisilmistir. Kmenta (1986, s. 517) zaman serisi {izerinde yapilan
gozlemlerle, farkli endiistriler i¢in {iretim fonksiyonlar1 veya ¢esitli mallar i¢in talep
fonksiyonlarmin SUR modelin 6rnekleri olacagini belirtmis ve General Electric ile
Westinghouse firmalarinin yatirirmlarin1 SUR modeli kullanarak bir arada ele almistir.
Bu modeller sosyoloji, iktisat, saglik ve fen bilimleri gibi bircok alanda uygulama
alanina sahiptir. Ozellikle istatistik ve ekonometri literaturiinde teorik ve uygulamali
olmak iizere, bu modellerle ilgili birgok calismaya rastlamak miimkiindiir. Ornek
olarak, Theil (1971), Rao (1974), Phillips (1977), Dwiwedi ve Srivastava (1978),
Baksalary ve Kala (1979), Srivastava ve Raj (1979), Srivastava ve Giles (1987),
Baksalary ve Trenkler (1989), Foschi ve Kontoghiorghes (2002), Liu (2002), Qian
(2008), Sun ve ark. (2014) ve Gong (2019) galismalar1 verilebilir.

Istatistiksel sonuclar elde edilirken lineer regresyon modellerinin bilinmeyen
parametre vektor tahminleri karsimiza ¢ikan klasik kavramlardir. Dogrusal regresyon
modellerden istatistiksel sonuglar ¢ikarilirken, modellerdeki bilinmeyen tiim vektorler
cesitli yontemlerle tahmin edilebilir. Parametre tahminleri i¢in farkli olciitler ve
dolayis1 ile farkli tahmin ediciler vardir. Istatistik literaturiinde, istatistiksel ve
matematiksel agidan basit dzelliklere sahip iyi bilinen ve popiiler olan 6n tahmin ve
tahmin ediciler sirastyla en iyi lineer yansiz 6n tahmin edici (BLUP) ve en iyi lineer
yansiz tahmin edicidir (BLUE’dur). Bunlar sirasiyla, bilinmeyen parametrelerin
yansiz 6n tahmin ve tahmin edicileri arasinda Lowner siralamasina gore en kiigiik
kovaryans matrisine sahip olan 6n tahmin ve tahmin ediciler olarak tanimlanir. BLUP
ve BLUE’larin kovaryans matrisleri, diger tip yansiz 6n tahmin ve tahmin edicilerin
kovaryans matrisleri i¢in Lowner siralamasina gore bir karsilastirma Olg¢iitii olarak
kullanilir. Bu tiir tahmin ediciler iizerinde literaturde bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir.
Bunlara 6rnek olarak, Goldberger (1962), Drygas (1975), Henderson (1975), Rao
(1975), Harville (1976), Robinson (1991), Searle (1997), Liu ve Xia (2013),
Arendacka ve Puntanen (2015), Tian (2015a, 2015b, 2017a), Tian ve Jiang (2016a)

calismalari verilebilir. Ayrica farkli varsayimlar altinda BLUP’ larin karsilastirilmasi



tizerine ornek olarak, Haslett ve Puntanen (2010, 2011), Liu ve Wang (2013) ve Dong

ve ark. (2014) ¢alismalar1 verilebilir.

Bu ¢alismada iki SUR model ele alinmistir. Bu modeller
Myiyr = XiBy + & ve My, =XaB2 + & (1.1)

olarak ifade edilebilir. Burada y; € R"*1, X; € R%*P ve g € R%*P, n = n; + n,,
i = 1, 2°dir. Bu iki model blok matrisler yardimi ile birlestirildiginde, bu modellerin

bir genel lineer modeli

e =[]+ 0

1

olarak veyay = gz

], X = [))é;] vee = [2] olmak iizere,

M:y=XB+¢ (1.3)
seklinde ifade edilebilir.

Calismada M, M; ve M, modelleri altinda ortak bilinmeyen parametrelerin
BLUP’lar1 ve iliskili olarak BLUE’lart ile ilgili ¢esitli sonuglar elde edilmistir. Diger
bir deyisle, bu 6n tahmin ve tahmin ediciler SUR modeller iizerinden karakterize
edilmistir. Ayrica ¢alismada elde edilen sonuglar 6zel durumlara da indirgenmistir.
Calismanin asil amaci, SUR modeller altinda BLUP’lar arasindaki bazi kovaryans
matris ozelliklerini vermektir. Ozellikle, BLUP’lar ve BLUE’lara ait kovaryans

matrisleri ile iligkili bazi esitlikler elde etmektir.



M, M, ve M, modelleri yapi olarak benzerlik gosterselerde, bu modeller altinda ele
alinan ortak bilinmeyen vektorlerin 6n tahmin ve tahmin edicileri farklilik gosterir.
Dolayisi ile bu 6n tahmin ve tahmin edicilerin istatistiksel 6zelliklerini karsilastirmak
onemlidir. Sonuglara ulasilirken matrislerin ranklar ile ilgili baz1 o6zellikleri
kullanilmistir. Kovaryans matrisleri ve iligkili 6zellikler elde edilirken matrislerin
Moore-Penrose genellestirilmis ters matrislerinide iceren karmasik yapida matris
ifadeleri ile karsilasilmaktadir. Bu karmasik yapili matrisleri ve denklemlerini
basitlestirmek ve karakterizasyonlarini yapmak i¢in matris cebirine bagvurulmaktadir.
Ozellikle matrislerin bazi rank formiilleri, elde edilen karmasik yapilar
sadelestirmede oldukc¢a kullanighidir. Simetrik matrislerin ranklari {izerine daha fazla
detay i¢in Tian (2010, 2012), Puntanen ve ark. (2011), Tian ve Jiang (2016b)

calismalarina bakilabilir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu béliimde, sonraki boliimlerde gerekli olan bazi tanimlar ve ispatsiz olarak bazi

sonuclar verilmektedir.

2.1. Matris Cebiri ile Ilgili Baz1 Temel Bilgiler

Tanim 2.1.1. ¢;X; + 3%, + -+ + ¢cyX, = 0 olacak sekilde tiimii birden sifir olmayan
Cy,Cy, ..., ¢y Skalerleri varsa, xi,Xs,...,%, € R™! vektorlerinin kiimesine lineer

bagimlidir, aksi taktirde lineer bagimsizdir denir (Magnus ve Neudecker, 1988).

Tanm 2.1.2. A € R™", a,, a,, ..., a, sltunlarmma sahip olan bir matris olsun. x" =
(X1, Xp, ., Xp) vektorii igin Ax = xqa; + Xya, + -+ + xqa, ifadesi A matrisinin
stitunlarinin bir lineer kombinasyonunu gdsterir. A matrisinin siitunlarinin lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilen tiim vektdrlerin kiimesine A matrisinin siitun
uzay1 denir ve C(A) = {y € R™1:y = Ax, x € R"™1} seklinde ifade edilir. C(A), A
matrisinin siitunlar1 tarafindan {retilir (Venit ve Bishop, 1985; Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).

Tamim 2.1.3. A € R™™ matrisinin a,, a,, ..., a, satirlar tarafindan iiretilen R"*1’in
alt uzayma A matrisinin satir uzayr denir. A matrisinin satir uzay1 C(A") olarak

gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tamm 2.1.4. A matrisinin siitun uzaymnin boyutuna A matrisinin siitun ranki, satir

uzayinin boyutuna ise A matrisinin satir ranki denir (Venit ve Bishop, 1985).

Tanmm 2.1.5. Asagidaki ozellikleri saglayan bir matrise satir indirgenmis eselon

bigimdedir denir (Venit ve Bishop, 1985).



a. Tim elemanlar sifir olmayan herhangi bir satirda, sifirdan farkl ilk eleman
1’dir (bu eleman 1 bas elemani olarak adlandirilir).

b. 1 bas elemanini igeren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.

C. Sifirdan farkli eleman igeren herhangi iki satirda, daha biiylik numarali satirin
1 bas eleman1 daha sagda bulunur.

d. Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farkl

eleman iceren diger satirlardan daha asagidadir.

Tamm 2.1.6. Bir A € R™*™ matrisine uygulanan agagidaki islemlere elementer satir

islemleri denir (Seber, 2008).

a. A matrisinin herhangi iki satirinin yer degistirilmesi,

b. A matrisinin herhangi bir satirinin sifirdan farkli bir say1 ile ¢arpilmasi,

C. A matrisinin herhangi bir satirinin belli bir katinin diger bir satira ilave
edilmesi.

Eger A matrisinin satirlari r; (1 < i < m) ile gosterilirse, bu durumda yukarida verilen

a, b, c ifadeleri sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir:

!

a. Ir; © r]',
b'. k # 0 olmak iizere r; — Kkrj,
c'. k # 0 olmak iizere r; - 1j + Kr;.

Tanim 2.1.7. Bir A € R™*™ matrisine uygulanan asagidaki islemlere elementer siitun

islemleri denir (Seber, 2008).

a. A matrisinin herhangi iki siitununun yer degistirilmesi,
b. A matrisinin herhangi bir stitununun sifirdan farkli bir say1 ile carpilmast,
C. A matrisinin herhangi bir stitununun belli bir katinin diger bir siitununa ilave

edilmesi.



Eger A matrisinin siitunlar1 ¢; (1 <j < n) ile gosterilirse, bu durumda yukarida

verilen a, b, ¢ ifadeleri sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir:

!

a. C]' < Cj,
b’. t # 0 olmak lizere ¢; — t;,
c'. t # 0 olmak lizere ¢; — ¢; + t;.

Tamm 2.1.8. Bir A matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢imindeki sifirdan farkli
satirlarinin sayisina A matrisinin ranki denir ve r(A) ile gosterilir (Venit ve Bishop,

1985).

Tamm 2.1.9. Bir A € R™" matrisinin satir ranki, siitun ranki ve ranki esittir (Venit

ve Bishop, 1985).

Tamm 2.1.10. B € R™" matrisi, A € R™" matrisinin satir indirgenmis eselon
bigimi olsun. A matrisinin satir uzay1 ile B matrisinin satir uzayr aynidir (Venit ve
Bishop, 1985).

Tamm 2.1.11. A,B € R™" olsun. Eger B matrisi, A matrisinin elementer satir veya
stitun islemleri tarafindan elde edilirse, A matrisi B matrisine denktir denir (Seber,
2008).

Teorem 2.1.12. A matrisi B matrisine denk ise r(A) = r(B)’dir (Seber, 2008).

2.2. Kuadratik Formlar ve ilgili Bazi Tanimlar

Tanim 2.2.1. y = (y;) € R™*" vektorii ve simetrik bir A = (a;;) € R™™ matrisi i¢in



Qly) =y'Ay = Zn: z“: Yi¥jaij

i=1j=1
ifadesi, y;,y5, ..., yn elemanlarinin bir kuadratik formudur. Burada A matrisine bu
kuadratik formun matrisi denir. Kuadratik form vasitasiyla asagidaki tanimlar

verilebilir (Graybill, 1969; Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

a. Vy # 0 i¢in y'Ay > 0 ise A pozitif tanimlidur.
b. Vy # 0 i¢in y'Ay < 0 ise A negatif tanimlidur.
C. Vy i¢in y'Ay = 0 ise A pozitif yari-tanimlidir.
d. Vy i¢in y'Ay < 0 ise A negatif yari-tanimlidir

Tamim 2.2.2. A ve B simetrik matrisler i¢in A > B ifadesinde ““>* ile gosterilen kismi
siralama Lowner siralamasi olarak tanimlanir (Bhatia, 2007). A uygun boyutlu
simetrik matris olsun. A matrisinin pozitif tanimli, pozitif yari-tanimli, negatif tanimli,
negatif yari-tanimli matris oldugu, Lowner siralamasina gore sirasiyla A > 0, A > 0,

A < 0 ve A < 0 esitsizlikleri ile gosterilir.

A ve B ayni1 boyutlu simetrik iki matris oldugunda A — B matrisinin pozitif tanimli,
pozitif yari-tanimli, negatif tanimli, negatif yari-tanimhi oldugu, Lowner siralamasina

gore sirastyla A > B, A > B, A < B ve A < B esitsizlikleri ile gosterilir.

Tanim 2.2.3. A ve B pozitif yari-tanimli matrisleri i¢in B — A pozitif yari-tanimli ise
Lowner siralamasina gére A matrisi, B matrisinden kiigiiktiir denir. A < BveyaB > A
ile gosterilir. Eger B — A pozitif tanimli ise, bu durumda A matrisine kesinlikle B
matrisinden kiigiiktiir denir. A< B veya B> A ile gosterilir (Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).
2.3. Parcalanmis Matrisler
Tamm 2.3.1. Bir kiimenin pargalanmasina benzer olarak bir matrisin parcalanmasi,

orijinal matrisin her bir elemaninin, parcalanisin yalniz ve yalniz bir alt matrisine

diisecek sekilde karsilikli ayrik alt matrislerine ayrilmis halidir.
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Ornegin, A € R™™ matrisi i¢in

A A
A= [ 11 12]
Az Ap

ifadesi, A matrisinin bir pargalanigidir. Burada m; + m, = m ve n; + n, = n olmak
ﬁzel‘e All € lexnl, A12 € lexnz, A21 € Rmzxnl Ve A22 € Rmzxnz’dir (SE‘ber,
2008).

Daha genel olarak ifade etmek gerekirse, bir matrisin satirlar1 veya siitunlari arasina
hayali yatay veya dikey cizgiler ¢izilmesi ile bu matris alt matrislere pargalanabilir.

Boylece olusan matrise parcalanmis matris ve alt matrislere de bloklar denir. Eger

All A12 nen Alc
Arr Az o Apc

matrisi par¢alanmis ise, i.satirdaki alt matrisleri A;q, Ajz, Ajs, ..., Ajc Olup her birinin
satir say1si esittir ve benzer sekilde j. siitundaki alt matrisleri Ayj, Ay, A, ..., Ay 0lup
her birinin siitun sayisi esittir. Ayrica Aj; alt matrisi, yukaridaki pargalanmig matrisin
i,j blogu olarak tanimlanir ve eger r = c igin i = j ise A;; alt matrisine, A matrisinin

kosegen blogu denir (Harville, 1997).

2.4. Matrisin Moore-Penrose Genellestirilmis Tersi

Tanmm 2.4.1. A € R™™ bir kare matris ve I € R™ " birim matris olmak {izere, AB =
BA = I, olacak sekilde bir B € R™™ matrisi varsa, bu durumda B matrisine A
matrisinin tersi denir ve B = A™1 ile gosterilir. Tersi olan (tersinir) matrislere diizgiin

(tekil olmayan) matrisler de denir (Tasg1, 2011).

Tamm 2.4.2. A € R™ " matrisi igin, AGA = A sartin1 saglayan G € R™™ matrisi, A

matrisinin genellestirilmis tersi olarak tanimlanir ve G = A~ ile gosterilir (Seber,

2008).
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Teorem 2.4.3. A matrisi i¢in, A~ genellestirilmis tersi her zaman vardir, ancak tek

degildir (Seber, 2008).

Teorem 2.4.4. A € R™ ™ matrisi i¢in, asagidaki dort sart1 saglayan tek bir G € R™™
matrisi vardir. Bu G matrisi A matrisinin Moore-Penrose genellestirilmis tersidir ve

G = A" ile gosterilir (Harville, 1997).

a. AGA = A (G, A’nin genellestirilmis tersidir),
b. GAG = G (A, G’nin genellestirilmis tersidir),
C. (AG)' = AG (AG simetriktir),
d. (GA)" = GA (GA simetriktir).

Teorem 2.4.5. (A")*™ = (A™)"’dir (Harville, 1997).

2.5. Lineer Denklem Sistemleri

Tamm 2.5.1. X{,X,,X3, ..., Xy ler bilinmeyenler, a;, a,, as, ...,a, ve b skaler olmak

uzere

d1Xq + X,y + -+ ApnXy = b (22)

seklindeki denkleme, bir lineer denklem denir. Eger b = 0 ise, bu durumda (2.2)

denklemine, bir homejen lineer denklem denir (Tasc1, 2011).

Tanim 2.5.2. Birden fazla lineer denklemden olusan

d11Xq + dq12Xo + -+ d1nXp = b1

doy1Xq + do2Xo + -4+ dopnXp = b2

Ami1X1 +F apeXy + o+ apnXy, = by (2.3)
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seklindeki sisteme, lineer denklem sistemi denir. Burada a;; (1< i<m,1 <j<n)ve

b; (1< i < m)’ler bilinen sayilar ve x; (1 <j < n)’ler bilinmeyenlerdir.

Eger (2.3) sisteminde b; = b, =b; =+ =b,, = 0 ise, bu durumda (2.3) lineer

denklem sistemine homojen lineer denklem sistemi denir (Tasc1, 2011).

Tamm 2.5.3. X4, X5, X3, ..., X,, bilinmeyenli bir lineer denklem sisteminin bir ¢oziimii,
sistemin her denklemini x; = o3, X, = a3, ..., X, = oy, degerleri i¢in ayni anda
saglanacak sekilde a4, a,,..., a, sayilarinin bir kiimesine denir. Eger bir denklem
sistemi en az bir ¢6ziime sahipse, bu denklem sistemine tutarli, aksi takdirde tutarsiz

denir (Magnus ve Neudecker, 1988).

Lineer denklem sistemleri matris formunda da ifade edilebilir. En genel gosterim A €

R™1 B e R¥*t ve C € R™*! bilinen matrisler olmak iizere,

AXB=C (2.4)

olarak yazilabilir. Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir.

Tamm 2.5.4. (2.4) matris denklem sistemini saglayan en az bir X € R™*X matrisi

varsa, sistem tutarlidir denir. Aksi takdirde sistem tutarsizdir (Graybill, 1969).

Teorem 2.5.5. (2.4) matris denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter kosulu

C(C) c C(A) ve C(C") c C(B’) olmasidir (Graybill, 1969).

Teorem 2.5.6. (2.4) matris denklem sistem tutarli ise uygun boyutlu herhangi U ve V

matrisleri i¢in

X = A*CB* + (1— ATA)U + V(I — BBY)

ile verilen X matrisi, (2.4) matris denklem sisteminin genel ¢oziimiidiir (Graybill,
1969).
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Sonu¢ 2.5.7. (2.4) matris denklem sisteminin tutarli ise X = A*CB*, (2.4) matris

denklem sistemi i¢in bir ¢éziimdiir (Graybill, 1969).

(2.4) matris denkleminde B yerine I birim matrisi alinirsa, AX = C lineer denklem
sistemi elde edilir. Boylece Teorem 2.5.6’nin daha 6zel durumu olarak asagidaki

sonug verilebilir.

Sonug¢ 2.5.8. AX = C lineer matris denklem sistemi tutarli olmasinin gerek ve yeter
kosulur[A C] =r(A) veya denk olarak, AA*C = C olmasidir. Bu durumda,

denklemin genel ¢oziimii

X = A*C+ (I- A*A)U

olarak yazilabilir. Burada U keyfi bir matristir (Penrose,1955).

2.6. Izdiisiim Matrisleri

Bir S vektor uzayi, herhangi a ve b reel sayilari i¢in u, v € S olmak iizere, au + bv €
S olacak sekilde vektorlerin bostan farkli bir kiimesidir. Bir u vektori eger u'v =0
esitligini sagliyorsa bu vektore v vektoriinlin dikidir denir. Eger bir vektor, S vektor
uzayina ait tiim vektorlere dikse bu durumda bu vektor S uzayina diktir. S; ve S,
vektor uzaylar1 olmak iizere eger S; vektor uzayindaki her vektor S, vektor uzayina
dik (ortogonal) ise 0 zaman bu iki vektor uzay1 birbirine diktir denir. S; ve S, birbirine
dikse, toplamlar1 S; @@ S, ile gosterilir. Eger S; @ S, = R" saglaniyorsa S; ve S,’ye
biribirinin dik tiimleyeni denir. Bu durumda S; = Sy ve S, = Si olarak yazlr.

Agikga bir S vektdr uzay: igin (SH)* = S dir.

n X 1 boyutlu vektdrleri iceren herhangi S vektdr uzayi igin S @ S = R™ dir. Bundan
dolay1 n X 1 boyutlu her v vektorii v; € S, v, € S* olmak iizere v = v; + v, olarak

yazilabilir. Bu iki parga biribirinin dikidir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).
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Tamm 2.6.1. Her v € S i¢in Pv = v ve Pv € S ise, P matrisine S vektor uzayi i¢in iz
diisiim matrisi denir. Bu durumda Pv tim v vektorleri i¢in S iizerine izdisiimdiir.
Herhangi v vektorii icin PPv = Pv oldugundan P matrisi, P? = P §zelligini saglar.
Yani her izdiistim matrisi idempotenttir. Eger P idempotent ise I — P de idempotenttir.
I — P, St vektdr uzaymn bir izdiisiim matrisi olacak sekilde, S vektdr uzaymnm dik
izdiisiim matrisi ise, bu durumda P, S vektor uzayr i¢in dik izdiislim matrisidir

(Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Herhangi bir A € R™ ™ matrisi i¢in Py, = AA™ matrisi C(A) igin bir dik izdiisiim
matrisidir. E, = At =1, — AA* ve F, = I,, — A*A matrisleri de sirasiyla C(A)* ve
C(A")? iizerine dik izdiisiim matrisleridir (Tian, 2010). Ayrica Ey = Fpr Ve Fp = E/
oldugu aciktir. Dik izdiisim matrislerinin ranklariyla ilgili r(E,) = m —r(A) ve

r(Fa) = n —r(A) esitlikleri de mevcuttur (Tian, 2017c).

Teorem 2.6.2. A bilinen bir matris olmak iizere ve AA* ve A* A matrisleri simetrik ve
idempotenttir. Bu durumda eger A simetrik ise AA* = ATA’dir. Ayrica AATA = A
yazilabilir (Harville, 1997).

2.7. Bir Matrisin Rank ile Tlgili Ozellikleri
Matrislerin ranklar ile ilgili genel 6zellikler asagidaki teoremlerde verilmistir.

Teorem 2.7.1. Bir matrisin rankini, elementer satir ya da siitun islemleri degistirmez.

Bu durum blok matrisler i¢in de gegerlidir (Seber, 2008).

Teorem 2.7.2. A € R™", B € R™X C € R*™ ve D € R*X olsun. Bu durumda

a. r[A B] =r(A) + r(EsB) = r(B) + r(EgA),
b. ot [é] = r(A) + r(CF,) = r(C) + r(AFy),

r[A B

o) = rA) +r(B) + r(EAFo),
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d.  Eger C(B) C C(A) ve C(C) € C(A), ise r[’é g] — r(A) + r(D — CA*B)
(Marsaglia ve Styan, 1974).

2.8. Matrislerin Kroneker Carpimi

Tamm 2.8.1. A = (a;)) € R™" ve B = (b;;) € RP*4 matrislerinin Kroneker ¢arpimi

A @ B ile gosterilir ve

allB alzB alnB
AQRB= : :
amB apB - ap,B

olarak tanimlanir. Burada A ® B € R™P*"®°dir. Kroneker ¢arpima ayni zamanda

matrislerin tensor carpimi ya da direkt carpimi da denir (Tasc1, 2011).

Kroneker ¢carpimin bazi 6zelliklerini asagidaki gibi verilebilir.

a. Genel olarak A ® B # B @ A dir.

b. Her o € R ile A ve B matrisleri i¢in (0dA) @ B = A ® (aB) dir.

C. A, B ve Cmatrisleriicin (AQ B)® C=AQ® (B C) dir.

d. Uygun boyutlu A, B ve C matrislerii¢cin (A+B) @ C=A® C+ B Q Cdir.

2.9. Bir Matrisin Rank ile ilgili Ozellikleri

Asagidaki tanim ve teoremler ile ilgili detayl bilgi i¢in 6rnegin, Seber (1977, 2008),
Harville (1997), Puntanen ve ark. (2011) kaynaklarina bakilabilir.

Tamim 2.9.1. A = (a;) € R™*" rasgele bir matris olmak iizere, A matrisinin beklenen

degeri E(A) = E ((ai]-))’dir.

Teorem 2.9.2. A rasgele bir matris, B, C ve D bilinen uygun boyutlu matrisler olmak
tizere, E(BAC + D) = BE(A)C + D’dir.
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Sonug 2.9.3. A ve B uygun boyutlu matrisler, X ve Y uygun boyutlu rastgele matrisler
olmak iizere, E(AX + BY) = AE(X) + BE(Y)’dir.

Tamm 2.9.4. X rastgele vektoriiniin varyansi, Var(X) = o2 = E(X — p)?2dir. Burada,
p = E(X)’dir.

Tanmm 2.9.5. X ve Y rastgele vektorleri arasindaki kovaryans, Cov(X,Y) = oy =

E((X — w(Y — v)')dir. Burada p = E(X), v = E(Y) dir.

Teorem 2.9.6. A € R¥™ ve B € RP*™ bilinen matrisler, X ve Y rastgele matrisler

olsun. Bu durumda agagidaki 6zellik saglanir.
Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)B'.

X rastgele matris olmak tizere, D(X) = Cov(X, X) olarak tanimlanir. Teorem 2.2.7°ye

gore A bilinen matrisi i¢in D(AX) = AD(X)A’ olarak yazilir.

Teorem 2.9.7. y = XB + £ modeli i¢in E(y) = XB ve D(y) = o2l olmak iizere, A’
nin tahmin edilebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul A’ = a’X olacak sekilde bir a

vektoriinun bulunmasidir.



BOLUM 3. SUR MODEL ALTINDA TAHMIN

Bu béliimde, oncelikle goriiniirde iliskisiz regresyon yani SUR modeli tanitilacaktir.
Daha sonra SUR modeller altinda 6n tahmin edilebilirlik ve tahmin edilebilirlik ile
ilgili tanimlar verilecektir. Son olarak en iyi lineer yansiz 6n tahmin edici olan BLUP
Ve en iyi lineer yansiz tahmin edici olan BLUE ile ilgili 6zelikler detayli olarak ele

alinacaktir.

3.1. SUR Modeli

Regresyon analizi, aralarinda sebep sonug iligkisi bulunan iki veya daha fazla
degisken arasindaki iligkiyi belirlemek ve bu iliskiyi kullanarak ele alinan konu ile
ilgili tahminler yapabilmek amaciyla kullanilir. Giincel hayatta karsilasilan
problemlerin bazilarinda dogrusal regresyon modelleri kullanilarak istatistiksel
sonuglar ¢ikarilabilir. Bazi durumlarda da birden fazla model ile karsilasilabilir ve bu
modeller arasinda bireysel bir takim iliskiler olabilir. Dogrusal regresyon
modellerinden olusan sistemdeki modeller farkli bagimli degiskenler igermelerine ve
birbirleriyle iliskisiz gibi goriinmelerine ragmen, birbirleriyle iligkili hata terimlerine
sahip olabilirler. Ozellikle tam olarak ayn1 veriyi kullanan modeller veya bagimsiz
degiskenlerinin bazilar1 diger modellerdeki bagimsiz degiskenlerin bazilari ile ortak
olan modelle s6z konusu oldugunda bu durumla karsilagilabilir. Dogrusal regresyon
modelleri sisteminin bu sekilde agiklanan ozel bir Ornegi, goriiniirde iliskisiz
regresyon modelleri yani SUR modelleridir. SUR modelleri denklemler arasindaki
iliskili hatalara izin veren modellerdir. Diger bir deyisle, SUR modelin &6zelligi
istatistiksel veriler arasinda varolabilen sezilmesi zor etkilesimleri miimkiin
oldugunca hesaba katmasidir. Bu modeller ilk olarak Zellner (1962) tarafindan
onerilmistir. SUR modellere genel yaklagim bu modelleri tek tek ele almak yerine,
ortak bir model grubuna yani bu modellerin sistemine yaklagmak seklindedir. Bu

yaklagima gore modeller blok matrisler kullanilarak birlestirilmektir. Dolayisiyla
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yapilan islemler sonucunda SUR modeli ve bu model altinda yapilacak parametre

tahminleri ile ilgili sonuglari agik bir sekilde ortaya koymak 6nemlidir.

SUR model birden fazla sayida ¢oklu denklemi igeren bir denklem sistemidir.
Denklemlerin herbiri dogrusal, ¢cok degiskenli regresyon denklemi olup; denklemler
arasinda genel olarak goriilen bir baglanti yoktur. Her bir denklemde ihmal edilmis
bir degisken varsa, bunun etkisi hata pay1 tlizerinde agiga ¢ikar. Eger bu degisken
baska bir denklemin agiklayict degiskenlerinden biriyle yiiksek derecede iliski
gosteriyorsa hata paylari arasinda bir baglanti goriiliir veya varolan baglant1 daha da

yiikselir.

SUR denklemleri olarak

Y1j = X1j1Bix + -+ + Xqjp, Bp, + &1j, (3.1a)
Y2j = X2j1Bi1 + -+ + Xojp. Bp, + €2 (3.1b)
ile verilen iki denklem ele alinsin, j = 1,2, ..., n. Bu denklemler i = 1,2 i¢in

Yij = Xij1Bix + - + Xijp, Bp; + & (3.1¢)
olarak ifade edilebilir. y; = (y;;) ve y, = (¥2;) olarak almip denklemlerin diger
terimleri uygun sekilde diizenlendiginde, (3.1c) SUR denklemi matrisler vasitasiyla
asagidaki SUR modeller olarak yazilabilir.

y1 =X1B1 + &, (3.29)

Vo, = XZBZ + €. (32b)

Burada y; = (yi;) € R™*! gozlemlenebilir rasgele vektor, X; = (x;;1) € R™Pi bilinen

bir matris, B; = (Bjj) € RPiX! tahmin edilebilir bilinmeyen parametre vektorii ve g =
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(&;) € R™! hata vektoridir, i=1,2, j=12,..,nve t=12,..,p;. (3.2a) ve

(3.2b) modelleri i¢in varsayimlar

E(g) =0, (3.33)
D(g;) = cov(ey, &) = ojily = Zj; Ve cov(g;, &) = oy = ik (3.3b)
olarak ele alinmaktadir, i,k = 1,2.

(3.2a) ve (3.2b) modelleri blok matrisler kullanilarak birlestirilebilir ve asagida

verilen model olarak ifade edilebilir.
y=XB +e. (3.4)

(3.4) modelinde

alx=[3 ) e=[z]==[c]

olarak ele alimistir ve bu modelde y € R?™1 X € R?™P, B € RP*! ve £ € R?™! dir,

p = p1 + p2- (3.32) ve (3.3b) varsayimlarina gore (3.4) modeli i¢in
E(e) =0, (3.53)
D(g) = cov(g, €) = IQI, (3.5b)

yazilir. Burada ¥ = (o;x) € R?*? nonnegatif tanimli bilinen bir matristir. T®I,

matrisi acik bir sekilde asagidaki gibi ifade edilir:

011ln 0121] [211 2:12]
021ln  0220n] 1221 Zpal

IQI, = [

(3.2a), (3.2b) ve (3.4) modelleri asagidaki gibi kapali formda ifade edilebilirler.
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My = {y1, X1B1, 211} (3.6a)
My = {y2, X282, 222}, (3.6b)
M = {y, XB,ZQI,}. (3.6¢)

Calisma boyunca M modelinin tutarli oldugu kabul edilecektir. Yani bu durumda 1
olasilikla asagidaki kosul saglanir (Rao, 1973, s. 282).

y€eC[X ZQI,]. (3.7)

Eger M modeli tutarli ise M; modelleri de tutarlidir (Tian, 2017c).

3.2. SUR Modeller Altinda Tahmin Edilebilirlik

Bu kisimda 6ncelikle tahmin edilebilirlik tanimi1 verilecek daha sonra ele aldigimiz

modeller altinda 6n tahmin ve tahmin edilebilme ile ilgili detayli bilgiler verilcektir.

Tamm 3.2.1. y = X3 + € olarak verilen bir lineer regresyon modeli i¢in T (y) tahmin
edicisi, aj,c€ R ve a=(a;) € R™, i=1,..,ni¢in T(y) =c+a'y seklinde
yazilabiliyorsa, T(y) tahmin edicisine lineer bir tahmin edici denir. Ayrica A’ igin
lineer yansiz bir tahmin edici bulunabiliyorsa, A’ ye lineer tahmin edilebilirdir veya
kisaca tahmin edilebilirdir denir (Akdi, 2005).

Tanima gore, E(Ty) = E(c + a'y) = A'B olmak iizere, T(y) = ¢ + a'y tahmin edicisi

bulunabiliyorsa, A'B vektorii lineer tahmin edilebilirdir (kisaca tahmin edilebilirdir).
Calismada, M modeli altinda bilinmeyen tiim parametrelerin 6n tahmin ve tahmin
edicileri lizerine baz1 genel sonuglara varmak igin, bilinmeyen vektorlerin bir genel

lineer fonksiyonu olarak

¢ = KB + He (3.8)
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vektorii ele alinacaktir. Burada K € R¥P ve H € R**2™ bilinen matrislerdir. (3.5a) ve

(3.5b) varsayimlarina gore, (3.8) i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

E(¢) = KB, (3.9a)
D(¢) = HE ®I)H". (3.9b)
M; ve M modellerini istatistiksel ¢ikarimlar yapmak igin ayr1 ayri veya ayni anda ele
almak miimkiindiir. M; ve M modelleri altinda es zamanli bazi genel sonuglar elde
etmek icin modellerdeki tim bilinmeyen ortak parametrelerin asagida verilen bir
genel lineer fonksiyonu ele alinabilir.

¢ = KiBi+He; = Ki + Hie, (3.10)
i=1,2. Burada K; € R®Pi ve H; € R™ bilinen matrislerdir. Ayrica (3.10)
vektoriinde K; = [K; 0] e R¥*P, K, = [0 K,] € R¥*P, H; = [H; 0] € Rk*?n
ve H, = [0 H;] € R¥*2" dir. (3.2a) ve (3.2b) varsayimlarma gére, (3.10) icin
asagidaki 6zellikler saglanir.

E($1) = KB, (3.11a)

D(¢y) = HiZiH; = H; E®I)H;. (3.11b)

S, 3
NOtL.T, = [l, 0]veT,=[0 I,] olsun. E@I,=[3" 212] oldugundan
21 22

X1 = T1(2®In) T1,
Loy = T2(2®In) T2’

L1 = T1(E®In) T2’
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olarak yazilir. Ayrica

ﬁl = [Hl O] = I'11[In 0] =H,T,

olarak yazildigina dikkat edilmelidir.

Tamm 3.2.2. M modeli ele alinsin. ¢ vektorii (3.8)’de verildigi gibi olsun. L €
RK20 olmak iizere, E(Ly —¢) = 0 olacak sekilde bir Ly lineer istatistigi
bulunabiliyorsa bu durumda ¢ parametre vektoriine M modeli altinda y tarafindan
on tahmin edilebilirdir denir (Tian 2015a).

M modeli altinda ¢ parametre vektoriiniin 6n tahmin edilebilirlik kosulu olan

E(Ly — ¢) = 0 kosulu asagidaki gibi diizenlenebilir.

E(Ly—¢) =0
& E(Ly) = E(¢)
& LXB = KB

Bu esitlik her B € RP*! i¢in saglandigindan

E(Ly —$) =0 < LXB =KB

elde edilir. Bu durumda ¢ parametre vektoriiniin M modeli altinda 6n tahmin

edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu

c(K) € (X)) (3.12)

kosulunun saglanmasina karsilik gelir. Bu konu ile ilgili detayli bilgi Tian (2015a)

Theorem 1°de verilmistir.

(3.12) kosulu ayn1 zamanda M modeli altinda KB vektoriiniin tahmin edilebilir olma
kosuludur (Alalouf ve Styan; 1979).



23

Tanim 3.2.2 ve (3.12) kosulu kullanilarak asagidakiler kolayca elde edilir.

M modeli ele almsin. ¢; vektorii (3.10)’da verildigi gibi olsun. L; € R¥?" olmak
tizere, E(L;yy — ¢;) = 0 olacak sekilde bir L;y lineer istatistigi bulunabiliyorsa bu
durumda ¢; parametre vektérine M modeli altinda y tarafindan 6n tahmin
edilebilirdir denir. Yani ¢; parametre vektori M modeli altinda 6n tahmin

edilebilirdir ancak ve ancak

c(K) c e (3.13)

kosulu saglamir. (3.13) kosulu ayn1 zamanda M modeli altinda K;B = K;p;

vektoriiniin tahmin edilebilir olma kosuludur.

Benzer sekilde, M; modeli ele alinsin. ¢; vektorii (3.10)’da verildigi gibi olsun. G; €
R olmak tizere, E(Giy; — $;) = 0 olacak sekilde bir Giy; lineer istatistigi
bulunabiliyorsa bu durumda ¢); parametre vektoriine M; modeli altinda y; tarafindan
on tahmin edilebilirdir denir. Yani ¢; parametre vektorii M modeli altinda 6n tahmin

edilebilirdir ancak ve ancak

C(Kp € C(X)) (3.14)

kosulu saglanir. (3.14) kosulu ayn1 zamanda M; modeli altinda K;B; vektoriiniin

tahmin edilebilir olma kosuludur.

3.3. SUR Modeller Altinda BLUP ve BLUE

M modeli ele alinsin ve ¢ vektorii (3.8)’de verildigi gibi olsun. ¢ fonksiyonunun M
modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. Yani (3.12) kosulu saglansin.

L € R¥2" olmak iizere, Ly lineer istatistigi icin

D(Ly — ¢) = min (3.15)
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saglaniyorsa, Ly lineer istatistigi ¢ parametre vektoriiniin BLUP’1, olarak tanimlanir
(Tian, 2015a). Ly lineer istatistigi M modeli altinda ¢ parametre vektorii igin BLUP

ise, bu durum
Ly = BLUP,(¢) = BLUP» (KB + He) (3.16)

olarak gosterilir. Bu tanim benzer sekilde L, L, € RK?™ olmak iizere, Loy lineer

istatistigi i¢in E(Lyy — ¢) = 0 olmak tizere
Ly = BLUP, (¢) = E(Ly — ¢) = 0ve D(Ly — ¢) < D(Loy — ) (3.17)
seklinde ifade edilebilir.

¢ bilinmeyen parametreler vektoriinde H = 0 olarak alindiginda, (3.16) ifadesi Kf3
vektortiniin BLUE’su olarak ifade edilir ve BLUE, (KB) olarak gosterilir.

(3.17) tanimu kullanilarak asagidakiler kolayca elde edilir. L;yy lineer istatistigi i¢in
E(Ljoy — ;) = 0 olmak iizere,

Liy = BLUP,,(¢)
< E(Liy — ¢;) = 0ve D(Liy — ¢;) < D(Lioy — ;) (3.18)

ve Goy; lineer istatistigi i¢in E(Gyy; — ¢;) = 0 olmak tizere,

Giy; = BLUP, ()

& E(Giy; — ¢1) = 0ve D(Giy; — ¢1) < D(Goy;i — ). (3.19)

Simdi ele alinan modeller altinda bilinmeyen vektorlerin BLUP ve BLUE’lar i¢in
baz1 sonuglar verilecektir. Asagidaki teoremin ispati igin (Tian, 2015a, 2017b)
kaynaklarina bakilabilir.
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Teorem 3.3.1. M modeli ele alinsin ve ¢ vektorii (3.8)’de verildigi gibi olsun. ¢
fonksiyonunun M modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin, yani
(3.12) kosulu saglansin. Bu durumda, M modeli altinda ¢ fonksiyonu igin temel
BLUP denklemi asagidaki gibidir.

Ly = BLUP, (¢) & LIX (E®I)XY]=[K HE®I,)X']. (3.20)

(3.20) denkleminin genel ¢6ziimii

Ly = BLUP, (¢)
= ([K HEQI)X'X CERL)X*+UX E®L)X ]y (3.21)

dir. Burada U € R¥?2™ keyfi bir matristir. BLUP;,(¢) asagidakileri saglar:

D[BLUP;¢(¢)]
=[K HERI)XIW*ERI)(K HEIL)XWHY, (3.22)
cov[BLUP (), $] = [K  HE®I,)X W' (E®I)H’, (3.23)

D[¢ — BLUP, ()]
= (K HE®)X'IW* - H)E®L)(K HERL)XIW* —H). (24

BuradaW = [X (Z®I,)X*] dir. Ayrica asagidaki 6zellikler saglanir.

a. rX L)X =rX CE®L)], CIX CE®I)X']=cC[X (E®I,)] ve
c(X) N C(E®LHXY) = {0},

b. BLUP, () 1 olasilik ile tektir < 1 olasilik iley € C[X (2®I,)] saglanir,
C. L tektir or[X (2E®I,)] = 2n.

Asagidaki teoremler Teorem 3.3.1’in bir uyarlamasidir.
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Teorem 3.3.2. M’ modeli ele alinsin ve ¢; vektorii (3.10)’da verildigi gibi olsun. d;
fonksiyonunun M modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin, yani
(3.13) kosulu saglansin. Bu durumda, M modeli altinda ¢; fonksiyonu i¢in temel
BLUP denklemi asagidaki gibidir.

Liy = BLUP, () © L[X (E®I)X']=[K; HE®I,)X!]. (3.25)
(3.25) denkleminin genel ¢oziimii

Liy = BLUP,(d;)
= ([Ri HCEQLXNX ERL)XH' +UiX E®L)XYy (3.26)

dir. Burada U € R¥?" keyfi bir matristir. BLUP,,(¢;) asagidakileri saglar:

D[BLUP,(¢3)]
= [K; HCRI)XWHERL)(K; H(ERI)XLWT), (3.27)
cov[BLUP,c (b)), di] = [R; A, ERI)X W (E®I,)H; (3.28)

D[¢; — BLUP, ()]

= (R BEOL)XIW* -~ A)EOL)(R; HES)XIW —H). (329)
BuradaW = [X (Z®I,)X*] dir. Ayrica asagidaki dzellikler saglanir.

a. rlX CEQL)XY] =r[X (E®L)], C[X E®L)XY]=c[X (E®I,)] ve
c(X) nc(ERL,)XH) = {0},

b. BLUP;,(d;) 1 olasilik ile tektir & 1 olasihik iley € C[X (2®I,)] saglanir,

C. L; tektir or[X (E®I,)] = 2n,i =1,2.



27

Teorem 3.3.3. M; modeli ele alinsin ve ¢; vektorii (3.10)’da verildigi gibi olsun. ¢;
fonksiyonunun M; modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin, yani
(3.14) kosulu saglansin. Bu durumda, M; modeli altinda ¢; fonksiyonu igin temel
BLUP denklemi asagidaki gibidir.

Giyi = BLUP,, (1) & Gi[X; %Xt = K, HZiX (3.30)

(3.30) denkleminin genel ¢oziimii

Giy; = BLUP, ()

= (K HZpXit1X ZpXit 1t +UilX ZXit 1Dy (3.31)

dir. Burada U; € R®™ keyfi matristir,i = 1,2. (3.31) ile verilen BLUP,, (d;)

asagidakileri saglar:
D[BLUPMi (q)l)] = [K; Hiziixil]wi+zii([Ki HiZiiXiL]Wi+) ) (3.32)

COV[BLUPMi(q)i)'q)i] = [K; HiZuXi IWi ZiHy, (3.33)

D[¢; — BLUP, ()]

L.+ L.+ ! (3.34)
= ([K; HZaXi' Wi —Hy)Zu([K; HZaXt W — H;)
Burada W; = [X; Z;;X;*] dir,i = 1,2. Ayrica asagidaki 6zellikler saglanir.

a. rlX; Xt =r[X Zil, CIX; EiXitl=cC[Xi Zi]ve ¢(Xp) N
c(ziXt) = {0},

b. BLUP,, (¢;) 1 olasilik ile tektir < 1 olasilik ile y; € C[X; ;] saglanur,

C. G; tektir <:>I‘[Xi Zii] =n,i =1,2.
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Not 2. (3.31) ile verilen esitlik T, = [I, 0] ve T, = [0 1] olmak {izere asagidaki
gibi yazilabilir.

BLUP;, (¢1)
= ([K; HZpXitlX ZpXit]t +UilXp ZuXit 19Ty
= (K; HERL)TXHX TER)TX "

+ Ui[X; TCERL)TX 1) Ty. (3.35)

Burada
_ Y1 _
Tiy=[ln 0] yZ] =V
_ i1 _
T,y = [0 I4] YZ] =Yy

oldugu agiktir. Bu durumda (3.35) kullanildiginda (3.32)-(3.34) esitlikleri sirasiyla
asagidaki gibi yazilabilir.

D[BLUPy, (1]
=K BCERL)TXAW TERLT (K B Eel)Txw*), &30
COV[BLUPMi((bi)’q)i] =[K; HCEQL)TX W T, EI)H], (3.37)
D [¢; — BLUP, . ()]
= (K; HESL)TX W T - i)
(3.38)

CERL) (K HERL)TX W T; — ﬁi),-
Burada W, = [X; X'l =[X; T,CE®I)T/X;*]dir,i=1,2.

Not 3. M; modeli altinda ¢; parametre vektoriiniin BLUP’1 ve alisilagelmis en kiigiik
kareler 6n tahmin edicisi (OLSP’ si), X;; = oj;l,, 1 = 1,2 oldugundan dolay1 ¢akisir.
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Boylece asagidaki esitlikler yazilabilir. Detayli bilgi i¢in Tian (2017b) kaynagina
bakilabilir.

Giy;i = BLUP,, (1) = (KiXi™ + HiX; Dy, (3.39)
D[BLUP,, (¢1)] = 03 (KiXi™ + HiXi D (KiXi™ + HiXi ™)', (3.40)
cov[BLUP¢, (¢p), &i] = 0y (KXt + HiX;HH, (3.41)

D [¢i — BLUP,. (d)i)] = o (KiX;t — HiPy, ) (KiXi* — HiPXi),- (3.42)



BOLUM 4. SUR MODELLER ALTINDA BLUP’LAR ARASINDA
BAZI KOVARYANS MATRIS ESITLIKLERI

Bu boliimde, SUR modellere genel bir yaklasim sunularak, M modeli ile M; ve M,
alt modelleri altinda bilinmeyen vektorlerin BLUP’lar1 arasindaki kovaryans
matrisleri iizerine bazi sonuglar verilecektir. Ayrica elde edilen sonuglarin 6zel

durumlara karsilik gelen sonuglar1 da ele alinacaktir.
4.1. M Modeli Altinda BLUP’lar Arasindaki Kovaryans Matris Esitlikleri

Bu kisimda, M’ modeli altinda ¢, ve ¢, bilinmeyen parametre vektdrlerinin BLUP’
lar1 arasindaki kovaryans matrisleri ile ilgili sonuglar ve bu sonuglara karsilik gelen

0zel durumlar verilecektir.

Teorem 4.1.1. M’ modeli ele alinsin ve ¢; vektorii (3.10)’da verildigi gibi olsun, i =
1, 2. ¢; vektoriiniin M modeli altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin, yani

(3.13) kosulu saglansin.

~®I, X 0
O Kl - I"\le 0

olsun. Bu durumda ¢; —BLUPy(d;) ve ¢, —BLUP)(d,) vektorlerinin

arasindaki kovaryans matrisinin ranki asagidaki gibidir.

*h A @2

r(covids — BLUP»c(¢1), 2 = BLUPy(¢,)) = r(M) —r[ 7" 7},
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Ayrica ¢, — BLUP,(db,) ve ¢, — BLUP,(¢,) vektorlerinin iliskisiz olmasinin

gerek ve yeter kosulu

el X (4.3)

r(M)=r[ Y 0

olmasidir.

Ispat: Teorem 3.3.2°de ifade edilen (3.26) ve (3.29) esitliklerine goére ¢, —
BLUP,(¢1) ve ¢, — BLUP, () vektorleri arasindaki kovaryans matrisi

cov{d; — BLUP,¢ (1), ¢, — BLUPy ()}

= ([R, A,ER)XW* —H,) (4.4)
ERL) (R, A, @)XW —H,)’

olarak yazilir. Burada W = [X (Z®I,)X*] dir. (4.4) ifadesinin ranki alinarak ve
CERI,) = ERI)(CERI)(ERI,) ozelligi kullanilarak

r(cov{d; — BLUP (1), b2 = BLUPc(2)])
=r[(R, BESLXIW* —A)ERL)([R, B,ERL)XIW* - 1,)']

=r[([R, HA,ERL)XIW* - H,)

ERL)ERL)* (Z81,) (R, A,E®L)X IW* — )] (4:5)

elde edilir. (4.5) ifadesine Teorem 2.7.2 (d) uygulanabilir. Clinkii Teorem 2.7.2 (d) ile

verilen C(B) € C(A) ve C(C')cC(A), ise r Ié g] =r(A) + r(D — CA*B)

ozelligine gore, (4.5)’te

A= (CQIl,),
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B=(®L) (R, A,ES)XIW*~H,)'
c= (K, HCER)XIW*-H,)CERL,),
D=0

olarak alinirsa

c(@en) (K, A,EL)X W' —1,)T) < cE8l,),

e([(R, A, ESLIXIW* - H;)(E®L)]') € e(ER1,)")

stitun uzay1 6zellikleri her zaman saglanir. Boylece Teorem 2.7.2 (d) 6zelliginin (4.5)

ifadesine uygulanmasi ile

r(cov{¢; — BLUP($1), b2 — BLUP»r(d2)})

. I®I, ERL)(Z,W* —Hy)'| (EOL) (4.6)
(Z,W* — H)(EB®I,) 0 "

elde edilir. Burada Z; = [K; H;(E®I,)Xt]veZ, =[K, H,(E®I,)X] dir. (4.6)
esitliginin sag tarafi denk olarak asagidaki gibi yazilabilir.

IQI, ~(E®I1,)H,
' <l—ﬁ1(2®ln) 0 l +
[z®1 . ] [w' ] [z®1 0 D G, (4.7)

(4.7) ifadesine tekrar Teorem 2.7.2 (d) 6zelligi uygulanabilir. Ciinkii

W)

-1
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e, 0

=[0" 2

_[Z®I, 0

C‘[ 0 zl]’

_l IR®I, -(Z®1,)H,
AL 0

olarak aliirsa C ([v?/ V(;’]) —c ([VS’ v?/]) CEBL,) C C(W), C(Z}) € C(W')

ve C(Z}) € C(W") oldugundan dolayi

e(["5" zl)=elw D

(5 2D =l o)

stitun uzayi 6zellikleri saglanir. Boylece Teorem 2.7.2 (d) 6zelliginin (4.7) ifadesine

uygulanmasi ile

r(cov{¢y; — BLUP($1), b2 — BLUP»r(¢2)})

0 —-W QI 0
w0 0 z)
"z, o IR, — Q1) »
0 7z, —-H,C®IL) 0 (4.8)
0 W

elde edilir W=[X (CQI)X'], Z;=[K HCR)X] ve Z,=
[K, H,(E®I,)X*] matrisleri (4.8) ifadesinde yerine yazilip, Tanim 2.1.5 ve Tamim
2.1.6 da soz edilen elementer satir-siitun islemleri uygulanarak ve Teorem 2.7.2

kulanilarak asagidakiler elde edilir.
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r(cov{dy — BLUP,¢(d1), d, — BLUP,¢(d2)})

0 —[X (CE®I)X'] i) 0
—[X EL)X'] 0 0 [R, H,(E®I)X]
IQI, 0 IQI, —-(Z®I,)H;
| 0 R, A,ERL)X'] -0,ERL,) 0
0 X (CERL)X4]
—r[[X OLIKT (0 ) ]—r(2®ln)
0 X —-CEQI )X+ QI 0
—X’ 0 0 0 K}
=r{—-X*(C®Il,) 0 0 0 Xt (Z®1,)H,
QI 0 0 IQI, —-(E®I)H,,
0 K, H,CRI)X* -H,C®I,) 0

—r(ZQI,) —r[X EHX']—rX (E®l,)X]

[ —(C®L) X —-EQL)Xt 0 (E®I,)H)
—X’ 0 0 0 K,
=r|-X'C®I,) 0 0 0 XtEQIHH,
0 0 0 IQI, 0
| H,C®1,) K, HCERI)Xt 0 -H (C®I,)H.

—r(ZQL,) —r[X E®LX']—r[X (E®l,)X]

[—(Z@In) X (I )X+ CERI)H,

_| X 0 0 K},
{—X%Z@In) 0 0 X+ (EQI,)H)
H,C®lL) K; HE®L)X" -HE®I,)H;

+r(EZQI,) — rEQL,) — 2r[X  (EQI,)X4]

[ IRI, X IRI, CERI)H, 0]

| X' 0 0 K, R 0I
=r| IQI, 0 0 CERI)H, X
{ﬁl(Z@)ln) K, H(C®l) H,(C®I)H, oj
0 0 X’ 0 0

—2r(X) - 2r(X ZQ®I,)
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[ 28l X I, 0 0]
X' 0 0 K, — X'H, 0|

=r| IQI, 0 0 0 X
[ﬁ1(2®ln) R, B,(E®L) 0 0|
0 0 X’ 0 0

—2r(X) — 2r(X ZQI,)

QI X IQ®I, 0 0
[x' 0 0 K,—XH, 0]
=r|ZQI, 0 0 0 X|
0 K,-HX o0 0 0

| 0 0 X’ 0 OJ

I®I, X 0 0 01
| X' 0 -X' K,—-X'H, 0]
=r| o X  —(C®l) 0 X|
0 K,—HX 0 0 OJ

0 0 X’ 0 0

(28, X 0 0 0
X' 0 0 K,—X'H, 0
=r| 0 0 —(E®I,) 0 x|-2 [Zf,ln )g]
0 K -HX 0 0 0
0 0 X' 0 0
[Z®In X 0 0 O]
B X 0 Ry—X'H, 0 ol 5@ X
=rl 0 K, -HX 0 0 0—2r[X, 0
0 0 0 ) XJ
0 0 0 X 0
TR X 0
_. x’n ) & — x| + r[z@)ln X] _op [Z®In X]
SR 2 2 X' 0 X ol (4.9)
O K1 - H1X

Boylece (4.9) ifadesinden, (4.2) ve dolayisiyla (4.3) elde edilir.
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Teorem 4.1.1 ayn1 zamanda Giiler (2019) ¢calismasinda Teorem 2 olarak ele alinmstir.

Teorem 4.1.1’in 6zel durumlara karsilik gelen sonuglart asagda verilmistir.

Sonug 4.1.2. K, B ve K,pB vektorlerinin M modeli altinda tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin yani (3.13) saglansin.

IR, X O
0 K, o0
olsun. Bu durumda asagidaki ifade saglanir.
IQI, X] (4.11)

r(cov{BLUE,(K;B), BLUE;(K,B)}) = r(M) — r % 0

Ayrica BLUE,, (Klﬁ) ve BLUE;, (Kz B) vektorlerinin iligkisiz olmasinin gerek ve

yeter kosulu agagidaki gibidir.
_ [E®I, X (4.12)
r(M) =r ¥ O]'

Sonu¢ 4.1.3. H;e ve H,e vektorleri M modeli altinda her zaman 6n tahmin

edilebilirdir ve
IR, X 0
M=|X 0 XH (4.13)
0 HX 0

olmak iizere agsagidaki ifade saglanir.

r(cov{H,;e — BLUP,(H,¢ ), Hye — BLUP,(He)})

=r(M)—r [E?In )é]

(4.14)
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Ayrica Hye — BLUPM(ﬁls) ve Hye— BLUPM(ﬁza) vektorlerinin  iligkisiz

olmasinin gerek ve yeter kosulu

F(M) = r [Zf}n i)‘] (4.15)
olmasidir.
Sonu¢ 4.1.4.X, = [X; 0]veX, =[0 X,] olmak iizere,
i, X 0
M=| X 0 X (4.16)
0 X; O
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
r(cov{BLUE,¢ (%), BLUE (%,8)}) = r(M) — r Z?,I“ ﬁ] (4.17)
LI, X]_ (4.18)

r(cov{ e —BLUP, (¢, ), &, — BLUPy (g5)}) = r(M) — r[ " 0

Ayrica asagidaki ifadeler denktir.

a. BLUE,, (X, B) Ve BLUE; (X,B,) iliskisizdir.

€1 — BLUE;(g1) ve €, — BLUE(g,) iliskisizdir.

C. r(M) =r [Z%I“ )(;]

Boylece bu kisimda M modeli altinda bilinmeyen parametreler ¢, ve ¢, nin

BLUP’larinin kovaryans matrisleri arasindaki iligkiler elde edilmis ve bu sonuglar

Sonug 4.1.2-4.1.4°de verildigi gibi 6zel durumlara indirgenmistir.
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4.2. M, ve M, Modelleri Altinda BLUP’lar Arasindaki Kovaryans Matris
Esitlikleri

Bu kisimda, M; ve M, modelleri altinda ¢, ve ¢, bilinmeyen parametre vektorlerinin
BLUP’lar arasindaki kovaryans matrisleri ile ilgili sonuglar ve bu sonuglara karsilik

gelen 6zel durumlar verilecektir.

Teorem 4.2.1. M;ve M, modelleri ele alinsin. ¢, ve ¢, vektorleri (3.10)’da verildigi
gibi olsun. ¢, ve ¢, vektorlerinin sirasiyla M; ve M, modelleri altinda 6n tahmin

edilebilir olduklart kabul edilsin, yani (3.14) kosulu saglansin.

[212 Y11 X4 0 0 ]
|Z22 O 0 X, 0 | (4.19)
M=|X, 0 0 0 K, —X,H,| '
0 X, 0 0 0
0 0 K;,—-HX; 0 0

olsun. Bu durumda ¢; — BLUP, (¢1) ve ¢, — BLUP,, (d;) vektorleri arasindaki

kovaryans matrisinin ranki agsagidaki gibidir.

r(cov{¢ps — BLUPy, (¢1), b, — BLUPy, (d2)})
=r(M) — I'[X1 211 1- l‘[Xz 2o 1- r(X,) — r(X;) (4.20)

Ayrica ¢; — BLUPy, (¢1) Ve &, — BLUPy,, () vektdrlerinin iligkisiz olmasinin

gerek ve yeter kosulu
r(M) =r[X; Z11 ] +1[X; 255 1 +1(Xy) +1r(X3) (4.21)
olmasidir.

Ispat: Teorem 3.3.3’de ifade edilen (3.31) ve (3.34) esitliklerine gére ¢, —
BLUP,¢, (d1) ve ¢, — BLUPy, (¢,) vektorleri arasindaki kovaryans matrisi
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cov{d; — BLUP, (1), b, — BLUP, (,)}

! 4.22
= ([K1 HyZy X W, F = H1)212([Kz H,Z,, X, TW, * — Hz) (4.22)

olarak yazilir. Burada cov(yy,y,) = 21, Ve W; = [X; 2;X;%], 1= 1,2 dir. (4.22)

ifadesinin ranki alinarak ve %;, = %;,%,, " %;, ozelligi kullanilarak

r(cov{¢; — BLUP,, (b1), ¢, — BLUP,, (¢)})

=T (([Kl Hi%q1X, "] 1)212( H,Z,, X, W, — HZ)’)
=r[([K; HiZpiX'] —H;)
212212+212([K2 H 222X2 2) (423)

elde edilir. (4.23) ifadesine Teorem 2.7.2 (d) uygulanabilir. Ciinkii Teorem 2.7.2 (d)
ile verilen G(B) C C(A) ve C(C') € C(A), ise r [ ; D] = r(A) + r(D — CA*B)

ozelligine gore, (4.23)’te

A =%y,

B=2,,([K, H,Z,,X,*TW," —H,)',
C=([Ky HyZy X W™ = Hy)Zy,,
D=0

olarak alinirsa

C(Z12([Ky HyZp X IWo " —Hy)') € C(241),

¢ ([([Kl HiZ11X ] H1)Z1o] ) c ez
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slitun uzay1 6zellikleri her zaman saglanir. Boylece Teorem 2.7.2 (d) 6zelliginin (4.23)

ifadesine uygulanmasi ile

r(cov{¢; — BLUP,, (d1), ¢, — BLUP,, (¢,)})

212 2:12([K2 szzzle]wer - Hz)’
([Kl H1211X1L]VV1+ - H1)Z12 0
—1(Z12) (4.24)

=T

elde edilir. (4.24) esitliginin sag tarafi denk olarak asagidaki gibi yazilabilir.

(R
—H.215 0

N 215 0 ”0 w1]+[212 0 ] (4.25)
0 [Ky HZ X UIw,” ol [0 [K, HyZX,'T

—1(Z12).

(4.25) ifadesine tekrar Teorem 2.7.2 (d) 6zelligi uygulanabilir. Cilinkii

0 W,
A= ' ,
W, 0
B — (212 0 ]
L0 Ky HpZpXp'lT
= 212 0 ]
L0 Ky HEpXtlP
p-[ Zu  “Bally
_lelz 0

olarak alinirsa
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W, 0 ])
O WZI 1

C([Kl HiEiiXiJ‘]') c C(W1,)

Ve

oldugundan dolay1

(]

212
0

212

(|

0

[Ky

[Ky

0

0

Deellw o)
lellxll]- B WZI ,

_I> C C<[ O W1 I>
H, 2 X0 )~ W, 0

stitun uzayi dzellikleri saglanir. Béylece Teorem 2.7.2 (d) 6zelliginin (4.25) ifadesine

uygulanmasi ve W; = [X;  Z;X;1], i = 1, 2, matrisinin yerine yazilmast ile

r(cov{d; — BLUP, (1), &2 — BLUP,, (d2)})

X,

—X,
0

K1
0

I O

—IuXt 2 0
0 0 K}
0 0 X, 2., H) (4.26)
0 12 —2,Hj

HiZpa Xyt —HiZp, 0
Xy Z3:X:7]

—r(X
]/ O ( 12)

elde edilir. Tanim 2.1.5 ve Tanim 2.1.6 da s6z edilen elementer satir-siitun islemleri

uygulanarak ve Teorem 2.7.2 kulanilarak asagidakiler elde edilir.
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r(cov{¢p,; — BLUP,, (¢1), ¢, — BLUP,, (¢2)})

-3, X —IpXyt 0 I,H
—X) 0 0 0 K,
= r _XZJ-ZZZ 0 0 O XZLZZZHIZ
0 0 0 210 0
[ Hy2, Ky HiZsXyt 00 HyZg,HS

—r[X; Z11X1J'] —r[X, Z22X2J'] —r(Z12)

[ 22 —X; —ZXit  ZpHE ]
| x 0 0 K, |
=r| 2

[_Xz 222 O O XZ ZzszJ

HiZ, Ky HiZ Xyt —HiZg,H)

—r[X; XX, Z.,X0t] - r(in) 4 r(Ehn)

[ P X1 211 Zi,H) O]
X, 0 0 K} 0
Yoo 0 0 ZZZHQ X,

lH1212 K, H;Z;; HyZHy, 0
0 0 X, 0 0

—1[X; Zyq] =Xy Zp] —r(Xy) —r(X3)

=T

Ty X, S 0 0
[x'z 0 0 K,—X,H, 0 }
=r|%,, 0 0 0 X,
0 K,—H,X; 0 0 0
0 0 X, 0 0

—1[X; Zyp] =Xy Zp] —r(Xy) —r(X3)

S In X, 0 0
[222 0 0 X, 0
=r[X,” 0 0 0 K, —X,H,
l 0 X 0 0 0 j (4.27)
0 0 K,—H;X; 0 0
—1[X1 Ziq] —r[Xy  Zzp] —r(Xy) —r(Xy).

Boylece (4.27) ifadesinden, (4.20) ve dolayisiyla (4.21) elde edilir.
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Teorem 4.2.1 ayn1 zamanda Giiler ve Yiice (2020) ¢alismasinda Teorem 1 olarak ele
alimmistir. Teorem 4.2.1°in 6zel durumlara karsilik gelen sonuglari asagida

verilmistir.

Sonug¢ 4.2.2. K, B; ve K, 3, vektorlerinin M, ve M, modelleri altinda sirasiyla tahmin

edilebilir oldugu kabul edilsin yani (3.14) saglansin.

ez Ty X; 0 0
22 0 0 X, 0

M=|X,, 0 0 0 K, (4.28)
0 X,/ 0 0 0
0 0 K, 0 0
olsun. Bu durumda asagidaki ifade saglanir.
r(cov{BLUE,, (K;B;), BLUE,, (K,B2)})
= r(M) —rlX; Zq5 ] = r[Xz 222 ] = r(Xy) — r(Xy). (4.29)

Ayrica, BLUE,, (K;B;) ve BLUE,, (KB, ) vektorlerinin iliskisiz olmasinin gerek
ve yeter kosulu agagidaki gibidir.

r(M) = r[X; Zq1 [ +1[X; 25 | + r(Xy) + r(Xy). (4.30)

Sonuc¢ 4.2.3. H,&; ve H,¢&, vektorleri M;ve M, modelleri altinda her zaman 6n

tahmin edilebilirdir ve

[212 X4 Xy 0

|222 0 0 X,
M=|X, 0 0 0
0 X 0 0

0 0 HX; O

|

0
0
431
X, Hj (4.31)
0
0

olmak {izere asagidaki ifade saglanir.
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r(cov{H,&; — BLUPy, (H;¢;), Hye, — BLUP,, (Hye,)})
=1(M) —r[X; 215 ] —r[X; Xy [-1(Xy) — r(Xy). (4.32)

Ayrica Hyg; — BLUPy,, (Hig;) ve Hye, — BLUPy,, (Hpe,) vektorlerinin iliskisiz

olmasinin gerek ve yeter kosulu

r(M) =r[X; 211 ] +r[X; 252 ] + r(Xy) + r(X3) (4.33)
olmasidir.

Sonug 4.2.4. X, 3, ve X,[3, sirasiyla her zaman M; ve M, modelleri altinda tahmin

edilebilir ve &, ve €, vektorleri sirasiyla M;ve M, modelleri altinda her zaman 6n

tahmin edilebilirdir.

z:12 z:11 0
M=|2» 0 X
0 X 0 (4.34)
olmak tizere, asagidaki ifadeler saglanir.
r(cov{BLUE,, (X;B1), BLUE, (X,8,)}) (4.35)
=r(M) —r[X; 211 ] —r[Xz 222 ].
r(cov{ e; — BLUP,, (£1), £, — BLUP, (g5)}) (4.36)

=r(M) —r[X; 241 ] —r[X; 25 .

Ayrica asagidaki ifadeler denktir.

a. BLUE,, (X181) ve BLUE,, (X ;) iliskisizdir.

b. & — BLUP, (g1) Ve &, — BLUPy, (g,) iliskisizdir.
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C. r(M) =r[X; 211 ] +r[Xz 232 |-

Boylece bu kisimda, M;ve M, modelleri altinda bilinmeyen parametreler ¢, ve ¢,
nin BLUP’lariin kovaryans matrisleri arasindaki iligkiler elde edilmis ve bu sonuglar

Sonug 4.2.2-4.2.4. de verildigi gibi 6zel durumlara indirgenmistir.

43. M ve M; Modelleri Alinda BLUP’lar Arasindaki Kovaryans Matris
Esitlikleri

Bu kissmda M ve M; modelleri altinda ¢; bilinmeyen parametre vektoriiniin
BLUP’lar arasindaki kovaryans matrisleri ile ilgili sonuglar ve bu sonuglara karsilik
gelen oOzel durumlar verilecektir, i=1,2. Asagidaki teoremlerde genelligi

bozmaksizin i = 1 alinarak sonuclar elde edilecektir.

Teorem 4.3.1. M ve M; modelleri ele alinsin. ¢4 vektorii (3.10)’da verildigi gibi
olsun. ¢, vektoriiniin M ve M; modelleri altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul

edilsin, yani sirasiyla (3.13) ve (3.14) kosullar1 saglansin.

[E®L)T] 2®1 X 0 0
| o (437)
M =| x1 0 0 0 K|—XjH!|
l X’ 0 0 0
0 K,—-HX 0 0

olsun. Bu durumda ¢; — BLUPy () ve &1 — BLUPy, (d;) vektorleri arasindaki

kovaryans matrisin ranki asagidaki gibidir.

r(cov{dy — BLUP,(¢y), d1 — BLUP, (¢1)})
=r(M) —r(X) —r(X) - r(X Z®I) —r(X; Zi1). (4.38)

Ayrica ¢; — BLUPy(d;) ve &1 — BLUP, (dp;) vektorlerinin iliskisiz olmasimin

gerek ve yeter kosulu asagidaki kosulun saglanmasidir.
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rM) =r(X) +r(X)) +rX 2QI,) +r(X; Z19). (4.39)

Ispat. Teorem 3.3.2°deki (3.26) ile (3.29) ve Not 2°deki (3.35) ile (3.38) esitliklerine
gore ¢y — BLUP,(d;) ve ¢y —BLUP, (dpy) vektdrleri arasindaki kovaryans

matrisi

cov{d; — BLUPy (1) , 1 — BLUPM1 (1)}
= (R, H,EQL)XIW* —H;)

~ o 4.40
CERL)([K, HEQ)TX, Wi T — H,) 40

olarak yazilir. Burada W = [X (ZQ®I)X], W, =[X; TCEQI)T/Xt]ve T, =
[I, 0] dir. (4.22) ifadesinin ranki alinarak ve (E@In) = CRI)CERI,)TCERI,)

ozelligi kullanilarak

r(cov{d; — BLUP, (1), b1 — BLUP,, (b1)})

=r([R, H,EQ)XIW* —Hy)
CRL)([K, A, ER)TX, W, T, —H,)

=r([R, H,ERL)X'W* - H;)
ERL)ERL)*ERL)([K, A, ERL)TX, W, T, — H;)’

(4.41)

olarak yazilabilir. (4.41) ifadesine Teorem 2.7.2 (d) uygulanabilir. Ciinkii Teorem

2.7.2 (d) ile verilen C(B) € C(A) ve C(C'")ccC(A), ise rlé g]zr(A)+

r(D — CA*B) 6zelligine gore, (4.41)’de
A= (CQIl,),

B=(C®L)([K, A,ESL)TX, W, T — 1),



47

C=([R, HCERL)X W' -H,)(ERL),

olarak alinirsa
c(EOL([K, AEeL)TX, W, T, - A;)') € c(EL,),

c([(R, A,ERLXTIW* - )ES1)]) € C(ES1,)")

stitun uzay1 6zellikleri her zaman saglanir. Boylece Teorem 2.7.2 (d) 6zelliginin (4.41)

ifadesine uygulanmasi ile

r(cov{d, — BLUPy(¢1), ¢ — BLUPyq, ($1)})

_, 2Ql, (E®1,)(Z,W, *Ty — Hy)'
(zw* - H,)(EQI,) 0

—-r(C®I,) (4.42)
elde edilir. Burada Z = [K; H,C®I)X'], Z; = [K, H,CRI)TX, ], W=
X CERI)X'], ve W, =[X, T,(EQI,)TIX," ]| dir. (4.42) esitliginin sag tarafi
denk olarak asagidaki gibi yazilabilir.

l =®I, ERL)TIW, *'Z; — (E®1,)H;

_ — r(Z®I,).
"lzwt el - B,Eel,) 0 l r(Z8ln)

_rq IQI, —(2®1n)ﬁgl
~O\-H L) 0

F[EemT g0 W e, ZOD (4.43)

—r(ZQI,).



(4.43) ifadesine tekrar Teorem 2.7.2 (d) 6zelligi uygulanabilir. Cilinkii

[ 0 A%

a=|w 0],

_[E®I, 0
=1 o za]’

c= [T 9]

3 [ IR®I, —(z®1n)ﬁgl
- |-H,CERI1,) 0

olarak alinirsa

e(lw of)=e(s w)
C(E®IT) € CERIL,) € (W),
C(Z1) € C(Wy),

C(Zh ceW:)

oldugundan dolay1

("0 zD=ellw ol

e g)<e(ia: )
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stitun uzay1 6zellikleri saglanir. Boylece Teorem 2.7.2 (d) 6zelliginin (4.43) ifadesine

uygulanmasi ile
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r(cov{d,; — BLUP,r(¢y), d; — BLUPy, ($1)})

0 -wW IR, 0
-w;’ 0 0 7
“NeepT o ®L, —CEeIL)A,
0 Zz -H,C®Il) 0

r [V\(l)l’ ‘8’] — r(E®I,) 4

elde edilinr W=[X QX' W, =[X, T,ECROTX,"], Z=
[K; H,C®I)X* ve Z; =[K, H,E®I,)T/X,"| matrisleri (4.44) ifadesinde
yerine yazilip Tanim 2.1.5 ve Tanim 2.1.6 da soz edilen elementer satir-siitun

islemleri uygulanarak ve Teorem 2.7.2 kulanilarak asagidakiler elde edilir.

r(cov{d, — BLUPy(¢1), &1 — BLUPyq, ($1)})

0 X —CRL)X* IQI, 0
—X! 0 0 0 K}
=r|-XiT,CRI)T, 0 0 0 XiT, C®I,)H,
CRI)T, 0 0 IRI, —(E®1,)H;
0 K, H,CQI)X* -H,C®Il,) 0
0 X (CRI)X*
_rl oy X (@) ]l— r(ZQ1I,)
X, T,CESL)TX,"] 0
[ -G, -X -ERX- 0 (Z®I,)H; ]
X! 0 0 0 K}
= r|—XfT1(Z®In)T1’ 0 0 0 XiT,C®I,)H;
[ 0 0 0 ) 0 J
HCERL)T, K, HERL)Xt 0 -HERI)H]

— r(Z®L,) —r[X CERLX] —r[X; T,ERL)T/X, ]
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[ —CRIL)T, X —-CERHXt ERI)H; ]
—X} 0 0 K}
"—XiT,ERLT, 0 0 X4T, (2RI, A,
HCL)T K, HCERI)Xt —H,ERI)H]

+r(E®I,) — rEQL,) —r[X  E®I)XY] —r[X, T,ERL)TX; ]

CERI)T;, X I®I, CRIHH; 0

X! 0 0 K, 0
=r|T,CR,)T, 0 0 T.CRIDA] X |
|lH1(Z®I TR, B,C®L) B,ER1)H, 0J|

0 X’ 0 0

—1(X) —r(Xy) —rX 2®ly) —r[X; T, EQI)T]

[ GRLT, X IQI, 0 0
| Xi 0 0 K{—X{H; 0|
=r|T,CERI)T; 0 0 0 X4 |
lFh(Z«ébln)T{ K, H;C®I,) 0 J
0 0 X’ 0 0

—1(X) —r(Xy) —rX 2@l —r[X; T, EQI)T]

CERI)T, X IR, 0 0

[ X} 0 0 K|—X[Hj 0]
=r|T,CRI)T; 0 0 0 X, |
l 0 K,—-HX 0 0 0

0 0 X’ 0 0

—1(X) —r(Xy) —rX 2®l) —r[X; T, E®I)T]

elde edilir. Son ifade asagida verildigi gibi diizenlenebilir.

[CRL)T I8, X 0 0
| 2 0 0 X4 0 |
=r| X 0 0 0 K,—X\H]|
0 X' 0 0 0 j (4.45)
0 0 K,—-HX o0 0

—X) —r(X)) - r(X ZQI,) —rX; Ziq).

Boylece (4.45) ifadesinden, (4.38) ve dolayisiyla (4.39) elde edilir.



51

Teorem 4.3.1’in 6zel durumlara karsilik gelen sonuglart asagida verilmistir.

Sonuc 4.3.2. K, 3; vektoriinin M ve M; modelleri altinda tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin, yani sirastyla (3.13) ve (3.14) kosullar1 saglansin.

[(Z®IH)T1’ IR, X 0 0 ]

| Z11 0 0 Xy 0] (4.46)
M=| X! 0 0 0 K|

| o X 0 0 0]

L o 0 K o0 ol
olsun. Bu durumda asagidaki ifade saglanir.
r (cov{BLUE (K, B1), BLUE, (K,B,)})

(4.47)

=r(M) —r(X) —r(Xy) —r(X Z®I) —r(X; Zq1).

Ayrica, BLUE, (K;$;) ve BLUEy,, (K;B;) vektorlerinin iligkisiz olmasinin gerek

ve yeter kosulu
r(M) =r(X) + r(Xy) + rX 2QI,) +r(X; 2q4) (4.48)
olmasidir.

Sonu¢ 4.3.3. H;g; vektori M ve M; modelleri altinda her zaman 6n tahmin

edilebilirdir ve

[(E®L)T] 2®1 X 0 07
| Iu 0 X 0| (4.49)
M= | x1 0 0 0 XiHi
l X 0 0 0
0o H,X 0 0

olmak {izere asagidaki ifade saglanir.
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r(cov{H,&; — BLUPy; (Hyg,), Hyg; — BLUP,, (Hyg)})
=r(M) —r(X) = r(Xy) = r(X QL) —r(X; 1) (4.50)

Ayrica Hye; — BLUPy, (Hyg;) ve Hyey — BLUPy, (Hygq) vektorlerinin iliskisiz
olmasinin gerek ve yeter kosulu asagidaki kosulun saglanmasidir.

rM) =r(X) + r(Xy)) +r(X 2QI,) +r(X; Zi9). (4.51)

Sonuc 4.3.4. X, 3; vektoriiniin M modeli altinda tahmin edilebilir ve g; vektoriiniin
M modeli altinda 6n tahmin edilebilirdir oldugu kabul edilsin. X;B; vektorii her
zaman M; modeli altinda tahmin edilebilir ve €; vektorii M; modeli altinda her

zaman On tahmin edilebilirdir.

CRI)T, IR, X, 0

M= 2011 ;{’, 8 )81 (4.52)

olmak {izere asagidaki ifadeler saglanir.

r(cov{BLUE,, (X1B1), BLUE,, (X181)}) = (4.53)
=r(M) —r(X) +r(X;) —rX 2Q®I,) —r(X; Zi7).

r(cov{ &; — BLUP); (&), €, — BLUPy, (&1)}) (4.54)

=r(M) —r(X) +r(Xy) —r(X Z®I) —r(X; Zq1).

Ayrica asagidaki ifadeler denktir.

a.  BLUE(XyB;) Ve BLUEy, (X1B,) iliskisizdir.

b. g — BLUP(g1) ve & — BLUP,, (&) iliskisizdir.

C. r(M) =r(X) —r(X,)) + rX 2ZQI,) +r(X; Xqq).
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Boylece bu kisimda M ve M; modelleri altinda bilinmeyen parametre ¢, vektoriiniin
BLUP’1nin kovaryans matrisleri arasindaki iligkiler elde edilmis ve bu sonuglar Sonug

4.3.2-4.3.4. de verildigi gibi 6zel durumlara indirgenmistir.



BOLUM 5. SONUC ve ONERILER

Calismada

Miry; =Xq1By + & ve Myiy, = XoBs + &
SUR modelleri ile bu modellerden elde edilen
M:y=XB+¢

genel lineer model ele alinmigtir. M; ve M, modelleri ayn1 zamanda M modelinin
T,=[l, O0]veT,=[0 I,] doniisim matrisleri kullanilarak elde edilen doniisiim
modelleridir. Dolayis1 ile bu modeller eklenen veya silinen gozlemlerin oldugu
durumlarda birlikte veya ayr1 ayr1 ele alinabilecek modellerdir. M modeli ve bu
modelin alt modelleri olarak da ifade edilebilecek olan M; ve M, modellerini
olusturan denklemlerin her biri kendine 6zeldir. Yani her bir alt model ve dolayisi ile
M  modeli biri digerinden ayr1 olacak sekilde ¢ok degiskenli regresyon
denklemlerinden meydana gelen bir denklemler kiimesidir. Denklem igindeki
herhangi bir parametre bir baska denklem iginde yer almaz, baska bir ifade ile olusan
bu denklem kiimesi esanli bir sistem olusturmaz. Goriiniirde iliski olmamasi varyans
kovaryans matrisinin diagonal oldugu anlamina gelmez. Bu durum bize farkh
denklemlerin hata paylar1 arasinda iliski olabilecegini gosterir. Boylece denklemler
birlikte incelendiginde ayr1 ayr1 incelenmesinden daha fazla bilgi verirler (Rao, 1974,
s. 101-105).

M; ve M, SUR modelleri ve birlestirilmis model M modeli iizerinde eszamanli
sonuglar elde edebilmek i¢in bilinmeyen vektorlerin tahminleri incelenir. Bu modeller
yap1 olarak benzemelerine ragmen icerdikleri baz1 farkliliklardan dolayr bu modeller

altinda ortak bilinmeyen parametrelerin 6n tahmin edicileri ve dolayisi ile tahmin
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edicileri farkl1 ifade, 6zellik ve performanslara sahiptir. Bu nedenle, genel model M

ve alt modeller M; ve M, altinda ortak olan bilinmeyenler igin

(I)i = KiBi + HiE, 1= 1,2

vektori ele alinabilir. ¢; vektoriiniin M, M; ve M, modelleri altinda BLUP larinin
ozelliklerinin incelenmesi bu modeller altinda farkliliklar1 veya benzerlikleri ortaya
koymak agisindan 6nemlidir. Calismada M; ve M, SUR modelleri ve birlestirilmis
model M altinda ortak olan bilinmeyenler vektorii ¢;’nin BLUP’larinin arasindaki
kovaryans matrislerin 6zellikleri incelenmistir. Sonuglar elde edilirken karsilasilan
Moore-Penrose genellestirilmis tersleride igeren karmasik matris ifadelerinin daha
kolay anlasilir forma indirgenmesi igin matrislerin bazi rank 6zellikleri kullanilmustir.

Ayrica elde edilen sonuglar bazi 6zel durumlara indirgenmistir.

Bu caligmada elde edilen sonuglar, SUR modelleri altinda ortak olan bilinmeyen
vektorlerin BLUP’larinin kovaryanslari ile ilgili olan konularin bir pargasidir. Ele
alman konu ile ilgili bir sonraki ¢alisma matrislerin rank ve inertialarin1 kullanarak
SUR modeller altinda ortak olan bilinmeyenler vektoriinlin BLUP’larinin
karsilagtirmasi olabilir. Boylece hangi kosullar altinda hangi modelden daha iyi sonug
cikarilacag ile iligili sonuglar elde edilebilir. Ayrica SUR modeller altinda farkli
tahmin ediciler ele alinarak, bu tahmin edicilerin kovaryans matris ozellikleri
incelenebilir. Bu yaklagimla elde edilecek sonuglar genel sonuglar olacaktir. Bu genel

sonuglarin 6zel durumlara karsilik gelecek durumlari da elde edilebilir.
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