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OZET

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Fibonacci Q matrisi, genellestirilmis Fibonacci
sayilart.

Bu calismada genel olarak Fibonacci Q matrisinden hareketle tanimlanan bir m—

(m)

genellestirilmis Fibonacci matrisi Qg 3,

y Ve bir n— genellestirilmis Fibonacci matrisi

(k)

Qé?;‘b) ‘nin dogrusal bilesimlerinin bir k — genellestirilmis Fibonacci matrisi Qg

olmasimin karakterizasyonu ele alinmistir.

IIk boliimde, énce konu hakkinda kisaca bazi bilgilere deginilmektedir. Sonra,
calismanin devaminda kullanilacak olan matrisler cebiri ve dogrusal denklem
sistemleri ile ilgili bazi temel kavramlar ve ispatsiz olarak bazi 06zellikler
verilmektedir.

Sonraki boliimde, Fibonacci sayilari, altin oran ve genellestirilmis Fibonacci sayilari
ile ilgili temel tanim, teorem ve bazi 6zdeslikler ispatsiz olarak verilmektedir.

Ugiincii boliimde, a,,b e R”, i=1,2, m,n,k € Z olmak iizere bir n— genellestirilmis

Fibonacci Q{{),, matrisi ile bir m— genellestirilmis Fibonacci Q) , , matrisinin
)

9(az.b;)
karakterizasyonu problemi ele alinmaktadir. Ayrica bu kisimda, dogrusal bilesimdeki
matrislerin ve dogrusal bilesim matrisinin, genelligi bozmaksizin, |- Fibonacci Q

matrisi olmasi 6zel durumlari ile ilgili sonuglar da verilmektedir.

dogrusal bilesiminin bir k— genellestirilmis Fibonacci Q matrisi olmasinin

Son boliim, ¢alisma ile ilgili bazi tartisma ve onerilerden olugsmaktadir.



LINEAR COMBINATIONS OF GENERALIZED FIBONACCI
MATRICES

SUMMARY

Keywords: Fibonacci numbers, Fibonacci Q Matrix, generalized Fibonacci numbers.

In this study, it is handled the characterization of being a k — generalized Fibonacci
matrix Qéii,b) of linear combinations of an m— generalized Fibonacci matrix Qé?;b),
which is generally defined by via the Fibonacci matrix Q, and an n— generalized

Fibonacci matrix Q(.s -

In the first chapter, some information about the subject is briefly mentioned first. Then,
some basic concepts related to matrix algebra and linear equation systems to be used
in the rest of the study and some features without proof are given.

In the next chapter, basic definitions, theorems and some identities related to Fibonacci
numbers, golden ratio and generalized Fibonacci numbers are given without proof.

In the third chapter, it is handled the characterization of being a k — generalized
Fibonacci matrix Qg&b) of linear combinations of an m —generalized Fibonacci matrix

Qé’gb), which is generally defined by via the Fibonacci matrix Q, and an n-

generalized Fibonacci matrix Qégb), where a,b eR", i=12, mnkeZ. Also, in

this section, it is given the results related to the special cases where the linear
combination matrix and the matrices in the linear combination are , without loos of
generality, | — Fibonacci Q matrices.

Last section involves some discussions and suggestions about the study.

Vi



BOLUM 1. ON BIiLGILER

1.1. Giris

Bu bdéliimde, oncelikle matris cebiri ile ilgili baz1 temel kavramlar ve ispatsiz olarak
baz1 ozellikler verilecektir. Devaminda dogrusal denklem sistemleri ilizerine bazi
kavramlar tanitilacak ve genel olarak sdylemek gerekirse, matris denklemleri ile ilgili

bazi temel 6zellikler ispatsiz olarak verilecektir.

1.2. Matris Cebiri ile Tlgili Baz1 Kavram ve Ozellikler

Bu kisimda vektor ve matris cebiri ve matris denklemleri ile ilgili bazi temel kavramlar

Ve ispatsiz olarak bazi temel 6zellikler verilecektir.

Tamm 1.1. u, €R olmak iizere, u=(u,uU,,...,u,) seklinde tiim sirali m ’lilerin

kiimesi R™ ile gosterilir. R™ *nin elemanlar1 vektor ya da M -vektor olarak adlandirilir.

U, U,,....,u, sayilarma U vektdriiniin bilesenleri denir [1].

1 m

Tamim 1.2. (Vektor Toplam) U VeV, R" {izerinde tanimli vektorler olsun. U ile v

vektorlerinin toplami

u+v=_Uu+Vv,u,+V,,...,u. +Vv._)

vektorii olarak tanimlanir. Yani u+v vektori u ve v vektorlerinin karsilikli

bilesenlerinin karsilikli toplanmasi ile elde edilir [1].

Uzerinde ¢alisilan cismin elemanlarina skaler denir. Bu ¢alisma R reel sayilar kiimesi

tizerinde yapilmaktadir.



Tanim 1.3. (Skaler Carpim) C bir reel skaler ve u=(u,,u,,...,u,) vektori R"

tizerinde taniml1 olsun. U vektoriiniin C ile skaler carpimi

cu =(cu,cu,,...,cu,)

vektoriidiir. CU vektori, u vektorlinlin her bileseninin C skaleri ile carpilmasiyla elde
edilir [1].

Tanmm 14. c,,c,,...,c, skalerlerve v ,v,,...,v _ vektorler olmak iizere,

X=CV, +C,V, +...+C,V,,

seklinde tanimlanan X vektdriine v,,V,,...,V

denir [2].

vektorlerinin bir dogrusal bilesimi

m

Tamm 1.5. c,c,,...,c, skalerlerve v ,v,,..., v, vektorler olmak iizere,

CV,+CV,+...+c Vv, =0

esitligini saglayan ve hepsi birden sifir olmayan c;,cC,,...,C, sayilar1 varsa

V,,V,,...,V, vektorlerine dogrusal bagimhidir denir. Aksi halde, yani sadece
C,=C,=...=C, =0 seklinde tek ¢oziim var ise, v,,Vv,,...,v,, vektorlerine dogrusal

bagimsizdir denir [3].

Sayilarin dikdortgensel bir diizenlemesine bir matris denir. Her bir yatay siradaki
sayilarin olusturdugu diizene bir satir ve her bir dikey siradaki sayilarin olusturdugu
diizene bir slitun denir. Bir matrisin boyutlari, matristeki satir ve siitun sayilariyla
tamimlanir. Once verilen say1 satir, sonra verilen say1 siitun sayisidir. m satirli ve n

stitunlu matrise mxn boyutlu bir matris denir. Boyutu nxn olan bir matrise kisaca n



mertebeli matris denir. Bu matris bir kare matris olarak da adlandirilir. Matristeki her
bir saylya matrisin bir elemani denir. Matrisler genellikle biiyiik harflerle ve
elemanlari, altlarinda elemanin matrisindeki konumunu gosteren indisler ile birlikte

ayn1 harfin kiiciikleriyle gosterilir. Ornegin, A matrisinin i.satir1 ve j.siitunundaki

elemant a; ile gosterilir. A matrisinin elemanlarini gostermek icin A= (g;)

notasyonu da yaygin olarak kullanilir. Asagida mxn boyutlu bir matris gosterimi

verilmistir [4].

&, .. Ay,
A=l i i |=(g)

Tamim 1.6. A, mxn boyutlu bir matris ve B, nx p boyutlu bir matris olsun. A=B

olmasinin gerek ve yeter kosulu tanmim olarak m= p, n=q ve tiim i, j ’lerigin a; =b,

olmasidir [4].

Tammm 1.7. Ave B ayni boyutlu matrisler olsun. A+ B bu iki matrisin karsilikli

elemanlarinin toplanmast ile bulunur. Toplam matrisi

(A+ B)ij =g +b|j

ile gosterilir [4].

Tanmm 1.8. A bir matris, C bir skaler olsun. cA skaler carpim matrisi A matrisinin

her bir elemanimnin C skaleriyle ¢arpilmasiyla elde edilir. Carpim matrisi

(CA)ij = Cq;

ile gosterilir [1].



Tammm 1.9. A, mxk boyutlu bir matris ve B, sxn boyutlu bir matris olsun. AB

matrisi k =s olmasi kosuluyla tanimli olan ij. eleman1

k
(AB)ij = zaisbsj
s=1

ile verilen mxk boyutlu matristir [4].

Bu kismi matrisler iizerindeki elementer islemler, satirca denk matris kavrami, bir

matrisin satir indirgenmis eselon bigimi ve rank tanimini vererek tamamlayalim.

Tanmm 1.10. Bir matrisin bir satirin1 sifir olmayan bir skaler ile carpmak, iki satirin
yerini degistirmek ve bir satirin yerine bu satir ile diger bir satirin bir skaler katinin

toplamini yazmak islemlerinden her birine matrisler iizerinde bir elementer islem denir

[1].

Tanim 1.11. Bir matris sonlu tane elementer satir islemi vasitasiyla diger bir matristen

elde edilebiliyorsa bu iki matrise satirca denktir denir [1].

Tanmm 1.12. Asagidaki 6zellikleri saglayan bir matrise, satirca indirgenmis eselon
bi¢imindedir.
i) Tim elemanlari sifir olmayan herhangi bir satirda, sifirdan farkli ilk eleman
1°dir (bu eleman bir 1 bas elemani olarak adlandirilir).
i) 1 bas elemanini igeren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.
iii) Sifirdan farkli eleman igeren herhangi iki satirda, daha biiylik numarali
satirin 1 bas eleman1 daha sagda bulunur.
iIv) Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farkli

eleman igeren diger satirlardan daha sonra gelir [1].

Tamim 1.13. Bir A matrisinin satirca indirgenmis matrisi B olsun. B ’nin sifirdan

farkli satirlarinin sayisina A ’nin ranki denir. rankA olarak yazilir [5].



1.3. Dogrusal Denklem Sistemleri Uzerine Bazi Kavram ve Ozellikler

Tamm 1.14. a,a,,...,a,,beR Ve Xx,X,,...,x, degiskenler olmak {zere,
a,x, +---+a,x, =b bi¢imindeki bir denkleme dogrusal denklem denir. Burada a

skalerleri katsayilar ve b skaleri sabit terimdir.

Bir dogrusal denklemler sistemi ya da kisaca dogrusal sistem, ayni degiskenlere sahip

bir veya daha fazla  dogrusal  denklemler  takimudir.  Ornegin,

a11X1+“'+a1p p :bl

X o+, X, =0,

(1.1)

Ay X+ X =hy

p degiskenli m denklemli bir dogrusal sistemdir. a; saysi i. denklemdeki j.
bilinmeyenin katsayisidir. Her | igin x; =c¢; seklinde, (1.1)’in her denklemini
saglayan (c,,...,c,) P—vektorine (1.1) sisteminin bir ¢ozliimii denir. Sistemin tim

¢ozlimlerinden olusan kiimeye sistemin ¢oziim kiimesi denir. Sistemin, en az bir
¢cOzUimi varsa sisteme tutarli aksi takdirde tutarsizdir denir. Ayni ¢dziim kiimesine

sahip sistemlere denk sistemler denir. Eger tiim | ’ler i¢in b, =0 ise sisteme homojen

veya ikinci yansiz sistem denir. Coziim kiimesindeki her vektorii karakterize eden

vektore genel ¢oziim denir. (1.1) dogrusal sistemi i¢in

a, - aip bl
mxp boyutlu A=| : -, i | matrisi katsayillar matrisi, b=| : | vektorii
aml o amp bm
X
sabitler vektorii ve X=| : | vektorii bilinmeyenler vektdrii olarak adlandirilir.
X

p

Boylece (1.1) sistemi matris gosterimi ile AX=Db seklinde de gosterilebilir. mx (p +1)



boyutlu [A | b] matrisi (1.1) dogrusal sisteminin genisletilmis matrisi olarak

Cl
tanimlanir. Ax =b matris denklemi (1.1) dogrusal sistemini gosterir. X =| : | siitun

Cp

vektoriinin - Ax=b denklemini saglamasinin gerek ve yeter kosulu (c,...,c,)

vektoriiniin (1.1) dogrusal sisteminin ¢6ziimii olmasidir [6].

Teorem 1.15. Eger iki genisletilmis matris satirca denk ise karsilik gelen dogrusal

sistemler de denktir, yani bu sistemler ayn1 ¢6ziime sahiptir [1].

Teorem 1.16. (1.1)’in mx p boyutlu katsayilar matrisi A, sag taraf bilinmeyenler
vektorii b bilinmeyenler vektdrii X ve genisletilmis matris [A | b] olmak iizere,

Ax=b dogrusal sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter sarti rankA =rank|[A | b]

olmasidir. Sistemin tutarli olmasi durumunda

(1) rankA =n ise sistemin bir tek ¢6ziimii vardir.

(2) rankA < n ise sistemin sonsuz sayida ¢ozimii vardir [5].

Sonug 1.17. Tutarl bir dogrusal sistem, denklem sayisindan daha fazla bilinmeyene

sahip ise sistem sonsuz sayida ¢oziime sahiptir [5].

Tamm 1.18. A=[a;] bir mxn matris olsun. A’nin determinanti
i) n=lise|A=a,
i) n=2ise|A=a,a,-a,a,
i) n>2ise
A= 2 [ Ay =, [ A+ (D) g, [ A = D (D) a A
j=1

ile verilir [1].



Determinantin bu tanimi ardisik bir tanimdir. Genel olarak determinantin tanimi
kaynaklarda bu sekilde verilmemektedir. Aslinda kaynaklarda verildigi halinin bir
sonucu olarak elde edilir. Bu tanim asagidaki sonucun 6zel bir durumu olarak elde

edilir.

Teorem 1.19. n>2 olmak lizere, A bir n mertebeli matris olsun. i herhangi

sabitlenmis bir satir numarasi olsun. Bu durumda

|A| = (_l)i+lail |Aﬁ1| + (_1)i+2 a;, |Aﬁ2| teeet (_1)i+n a, |An| = z (_1)i+k & |A|k|
k=1

dir. j herhangi sabitlenmis bir siitun numarasi olsun. Bu durumda

|Al=(-)""a, ‘Alj‘+ (-D)*a,, ‘Azj‘+"'+(—l)””anj

A\nj‘ = kzn;(_l)k”akj ‘Akj‘

dir [1].

Tanmm 1.20. AX=Db dogrusal sisteminde bilinmeyen sayis1 denklem sayisina esitse

sisteme bir kare sistem denir [1].

Teorem 1.21. A bir kare matris olsun. Bu durumda Ax=b dogrusal sisteminin her

b i¢in bir tek ¢oziime sahip olmasinin gerek ve yeter kosulu |A| # 0 olmasidir.

|A| #0 ise AX=Db Kkare sistemine Cramer sistemi demek geleneksellesmistir [1].

Teorem 1.22.(Cramer Yontemi) A, nxn boyutlu bir matris olmak tizere det A=0
ise AX=D kare sistemi tek ¢6ziime sahip olup, bu ¢éziim

A
1)

=—=1=12,...,n
A

ile verilir. Burada A(i), A matrisinde i. siitunun silinerek yerine b vektoriiniin

yazilmasiyla elde edilen matristir [1].



BOLUM 2. FIBONACCI VE GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI
SAYILARI

2.1. Giris

Bu boliimde, Leonardo Fibonacci hakkinda, Fibonacci sayilari, altin oran ve
genellestirilmis Fibonacci sayilari ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Sonraki

boliimlerde o6nce Fibonacci sayilar1 ile matrisler arasindaki iliskilerden

(m

bahsedilecektir. Bu gosterim yardimiyla, ¢alismada Q,;,

y ile gosterilecek olan n—

genellestirilmis Fibonacci Q matrisi tanimlanacaktir. Sonra,

a,b eR’, i=12, m,nkeZ olmak iizere bir n— genellestirilmis Fibonacci Qé?;,b)

matrisi ile bir m— genellestirilmis Fibonacci Qg&’bz) matrisinin dogrusal bilesiminin

bir k- genellestirilmis Fibonacci Qé&,bg) matrisi olmasinin karakterizasyonu

problemi ele alinacaktir.

Fibonacci sayilar1 ile bu sayilarin olusturdugu sayr dizisi matematikgilerin ilgi
duydugu bir alan olmustur. Fibonacci sayilari, matematigin hemen hemen her dalinda,
ozellikler sayilar teorisinde, diferansiyel denklemler, olasilik, istatistik, sayisal analiz
ve dogrusal cebirde de goriiliir. Ayrica fizik, biyoloji, kimya, elektrik mithendisligi

gibi birgok uygulamali bilimde de Fibonacci sayilarini gérmek miimkiindiir [7].

Fibonacci sayilari ile iliskili ¢ok sayida farkli calisma yapilmistir. Bu ¢alismalar
sonucu Fibonacci dizisinin terimleri ile ilgili g¢esitli 6zellikler bulunmustur ve yeni

Ozellikler ortaya koyulmaya devam edilmektedir.

Leonardo Fibonacci (Leonardo of Pisa), orta ¢agin en goze ¢arpan

matematikcilerindendir. Matematiksel yazilarinda verdigi birka¢ detay disinda hayati



hakkinda ¢ok az sey bilinmektedir. Ironik bir sekilde, ¢agdaslarindan higbiri

giintimiize gelen herhangi bir belgede Fibonacci’den bahsetmemektedir [8].

1170’11 yillarda Pisa’nin Bonacci ailesinde dogan Leonardo Fibonacci, oglunun kendi
izinden gitmesini isteyen zengin tiiccar Guglielmo’nun ogludur. Bu nedenle,
Guglielmo 1190’11 yillarda Cezayir sehri olan Bugia’a (giiniimiizdeki ad1 Bejaia)
giimriik memuru olarak atandiginda Leonardo’yu da yaninda getirmistir. Fibonacci
burada kendisini Hint-Arap hesaplama yontemleriyle birlikte Hint-Arap say1 sistemi
ile tanistiran Misliiman bir tiiccar ile ¢alismigtir. Daha sonra, Leonardo is hayatina
devam ederken kendisini Constantinople (istanbul), Misir, Fransa, Yunanistan, Roma
ve Suriye’ye seyahat ederken bulmus ve bu iilkelerde de gesitli aritmetik sistemlerini

arastirmaya devam etmistir [9].

Sonug olarak, Leonardo 1200 yillar1 civarinda Pisa’ya dondiikten sonra kendini Hint-
Arap say1 sisteminin zarif sadeligini ve pratik avantajinin savunucusu olarak buldu
(6zellikle Italya’da kullanilan Romen rakamlari ile karsilastirildiginda). 1240 yilinda
oldiigii zaman, Italyan tiiccarlar Hint-Arap say1 sisteminin degerinin farkina varmaya
ve yavas yavas ticari islemler i¢in kullanmaya basladilar. On altinci1 yiizyilin sonunda,

Avrupa’nin gogu Hint-Arap say1 sistemine adapte olmustu [9].

1202°de Leonardo oncii bagyapit1 Liber Abaci’yi (Hesap Kitab1) yayimladi. Kitapta
Hint-Arap say1 sistemini ve aritmetik algoritmalar1 Avrupa kitasina tanitti. Leonardo,
dokuz Hint, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sembollerini Araplarin “zephirum”(sifir) olarak
adlandirdiklar1 0 sembolii birlikte Hint-Arap rakamlarm tanitimimi yaparak

calismalarina basladi [9].

Orta cagin en iyi matematik¢ilerinden Leonardo Fibonacci’nin Liber Abaci adli
kitabindaki tavsan problemi ile baglantili olarak Fibonacci sayilar1 olarak bilinen

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,... sayilart 19. ylizy1l Fransiz matematik¢isi Edouard

Lucas tarafindan adlandirilmistir [7].

Fibonacci’nin klasik kitabinda (Liber Abaci) ele alinan tavsan problemini inceleyelim.
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Tavsan problemi su sekilde verilmektedir:

Biri erkek digeri disi olmak tizere iki yeni dogmus tavsan oldugunu varsayalim.
Asagidaki kosullar ile birlikte bir yilda iiretilen tavsan sayisini bulalim.

1) Her ¢iftin olgunlagmasi bir ay siiriiyor,

2) Her cift ikinci aydan itibaren bir erkek bir disi tavsan yavru iiretiyor,

3) Y1l boyunca higbir tavsan dlmiiyor.

Kolaylik saglamak i¢in ilk tavsan ¢iftinin 1 Ocak’ta dogdugunu varsayalim. Bu ¢iftin
olgunlagmasi 1 ay siirer bu ylizden 1 Subat’ta hala sadece 1 ¢ift vardir. 1 Mart’ta iki
aylik olan cift bir yeni ¢ift iiretir ve toplam iki ¢ift olur. Bu sekilde devam edilirse 1
Nisan’da 3 ¢ift, 1 Mayis’ta 5 ¢ift olur. Benzer sekilde devam eder. Ornegin 8 aylik

stireci agagidaki gibi gdsterelim.

Cift Sayis1 Ocak Subat Mart Nisan Mayis Haziran Temmuz Agustos

Yetiskin 0 1 1 2 3 5 8 13
Bebek 1 0 1 1 2 3 5 8
Toplam 1 1 2 3 5 8 13 21

Bu gosterimin son satirindaki sayilara Fibonacci sayilart denir. 1,1,2,3,5,8,13,21,...

say1 dizisi Fibonacci dizisidir [10].

2.2. Fibonacci Sayilari, Altin Oran ve Genellestirilmis Fibonacci Sayilar:

Tamm2.1. F,=0, F, =1 ve n>2 tamsayilarii¢in F, =F,, +F, , yineleme bagintis

ile tanimlanan diziye Fibonacci dizisi denir [9].

Tanim 2.2. n>1 olmak iizere F, =F, ,+F, , bagntis1 kullanilarak negatif indisli

n

Fibonacci sayilari

F,n — (_1)n+l Fn
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bagmtisi ile bulunur. F | =F, yalniz ve yalmz n tek ise dogru olur [8].

+/5 1-5

Tamm 2.3. x* —x—1=0 kuadratik denkleminin kokleri o = 1T ve = —

seklindedir. @ pozitif kokiine altin oran denir. Altin oran genellikle ¢ ile sembolize

edilir. Ancak bu ¢alismada « ile sembolize edilmektedir [11].

@ ve B sayiart arasmda a+pfB=1 aff=-1, o’ =a+l, °=B+1 bagmular

mevcuttur [8].

Fibonacci yineleme iligkisini saglayan ama baslangi¢ kosullart herhangi iki say1 olan
dizi incelenerek, bu say1 dizisinin Fibonacci sayilar ile ortak 6zelliklerinin mevcut
oldugu goriilebilir.

Tanim 2.4. a ve b herhangi reel sayilar olmak ﬁzere{Gn} say1 dizisi

G =a,G,=bveG, =G, ,+G,,, >3

ile tanimlanan {Gn} say1 dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi denir. Bu say1

dizisinin elemanlar1 agik olarak,

a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b,...

seklindedir. Bu say1 dizisinin katsayilarina yakindan bakilirsa ilging bir oriintiiyii takip

ettikleri goriiliir.a ve b sayilarinin katsayilari Fibonacci sayilaridir [10].

2.3. Fibonacci Sayilari, Altin Oran ve Genellestirilmis Fibonacci Sayilarinin Baz

Ozellikleri

Daha 6nce de belirtildigi gibi, simdi daha sonraki boliimler ve kisimlarda kullanilacak

olan bazi 6zellikler ispatsiz olarak verilecektir.



12

Teorem 2.5. (Binet Formiilii) n>1 tamsayr olsun. «, x*—x-1=0 kuadratik

denkleminin pozitif kokii ve B negatif kokii olsun. Bu durumda

dir. F,’nin bu agik formiiliine Binet formiilii denir [8].

Yardimel Teorem 2.6. n>0 tamsayisi i¢in «" =aF, +F, , ’dir [8].

Sonug 2.7. n>0 tamsayisi i¢in " = SF, +F, , dir [8].

Sonug 2.8. n>1 tamsayisi i¢in o " = (-1)""*(«F, — F,,,) "dir [8].

Sonug 2.9. n>1 tamsayist i¢in S = (-1)"*(BF, —F,,,) dir [8].

Teorem 2.10. G,, genellestirilmis Fibonacci dizisinin n. terimini belirtsin. Bu

durumda,

G,=aF, ,+bF ,, n>3

dir [10].

Teorem 2.11. a,b,c,d,r eZ ve a+b=c+d olmak iizere;

Fa I:b - I:c Fd = (_1)r (Fa—r Fb—r - I:c—r Fd—r)

dir [12].

F

n+1

Teorem 2.12. nmeZ i¢in F,,, =F

m+1

-F,,F,, dir[8].



Teorem 2.13. n,meZ i¢in F, =F F, ., —F, ,F . dir[10].

Teorem 2.14. (Binet Formiilii). c=a+(a—b)s ve d =a+(a—b)a olsun.

dir [10].
Dikkat edilirse;

cd =[a+(a—b)S][a+(a—b)a]
=a’+(a—b)’apf+a(a—b)(a+p)
=a’—(a—b)*+a(a—h)
=a’+ab—b’

olur. Bu sabit, genellestirilmis Fibonacci sayilariyla ilgili birgok formiilde ortaya ¢ikar.

Bu sabite genellestirilmis Fibonacci dizisinin karakteristigi adi verilir. Bu sabit Yunan
alfabesinden . ile sembolize edilir [10]:

u=a’+ab-b’

Teorem 2.15. nmeZ i¢in G, ,G, -G,G, , = x«(-)"*F,_, dir [10].

Teorem 2.16. nmeZ icin G,,, =G,F,,, +G, ,F, dir [10].

13
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2.4. Fibonacci ve Genellestirilmis Fibonacci Sayilarinin Matrislerle Tliskisi

Bu boéliimde Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilarimin matrislerle olan

iligkileri incelenecektir.

2.4.1. Fibonacci Q Matrisi

Ly

ile tanimlanan Q matrisini alalim. Bu matrisin bazi 6zellikleri San Jose State College,

L®)
Il

California’da 1960 yilinda Charles H. King’in yiiksek lisans tezinde arastirilmigtir.

n=2,3,4 ve 5 icin Q" degerlerini hesaplayalim:

o (1 1)1 1) (21

Q=(10]10=(11j

., (1 1)2 1) (3 2
O =01 o)la J:(z J
. . (1 1)3 2) (5 3
Q=0 ={; o2 Jz(:& 2}
. . (1 1)5 3) (85
=02 ={; o3 2}2[5 3)

Bu matrislerin elemanlarinin Fibonacci sayilari oldugu goriilmektedir. Genel durum

asagidaki teoremde igerilmektedir [9].

11
Teorem 2.17. Q =[1 Oj ve neZ olsun. Bu durumda

Qn_ I:n+1 I:n
\F, F.

n

dir [13], [14].



Calisma boyunca Q matrisi n— Fibonacci Q matrisi olarak adlandirilacaktir.

Teorem 2.18. n>1 tamsayisi i¢in |Q” = (—1)"’dir [11].

Sonug 2.19. (Cassini Formiilii) n>1 tamsay1 i¢in

F

n+l

Fra—Fr =D

n

dir [11].

15



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI Q
MATRISLERININ LINEER BIiLESIMLERI

3.1. Giris

Bu boliimde, Fibonacci Q matrisinden hareketle Q7). ile sembolize edilecek olan
n— genellestirilmis Fibonacci Q matrisi tanimlanacak ve bir n- genellestirilmis
Fibonacci Q matrisi ile bir m—genellestirilmis Fibonacci Q matrisinin dogrusal
bilesiminin bir K — genellestirilmis Fibonacci Q matrisi olmasinmn karakterizasyonu

genel problemi ele alinacaktir.
Once baz1 hazirlik bilgileri, daha sonra ise esas sonuglar verilecektir.
3.2. On Bilgiler

Teorem 2.10 yardimiyla N. genellestirilmis Fibonacci sayisinin katsayilari

belirlenebilir ve G, =aF, , +bF_ , ile gosterilir. Caligmanin devaminda kisalik olmas1

adina a Ve b sayilarina bagh olarak tanimlanan genellestirilmis Fibonacci dizisinin

elemanlar: kisaca G((:,)b) olarak gosterilecektir.

Teorem 2.17°den hareketle olusturulan Q"7 ve Q" matrislerinin a,b < R* olmak

lizere aQ”‘Z + an_1 dogrusal bilesimleri alinirsa elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci

sayilar1 olan

a_Qn—z +an—1 —a I:n—l Fn—2 +b I:n I:n—l — al:n—l +bFn aFn—Z +bFn—1 (31)
aF, ,+bF,_, aF _,+bF ,
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matrisi elde edilir. (3.1) matrisi calismanin devaminda N — genellestirilmis Fibonacci

Q matrisi olarak adlandirilacak ve Qé?;b) ile gosterilecektir. Bu matris

(n+1) (n)
o0 aF _,+bF, ~ aF _,+DbF , _ Gan G (3.2)
9(@0) aFn—Z + bl:n—l aFn—S + bFn—Z G((i:,)b) G((‘:;’l))

seklinde yazilabilir.

(n) (m) _ Nk . P o o .
3.3. €Qya 1) T CQqa, 5,) = Qua,n,) Matris Denkleminin Coziimleri

c,C, e C bilinmeyenler, n, m ve k birer tamsay1 ve a,b eR", i=12,3 olmak iizere

(k) - . - (n) (m) - - - - . . . .
Qqa,ny Matrisinin Qg ) Ve Qg ,y Matrislerinin dogrusal bilesimi seklinde

yazilmasi problemini inceleyelim:
(n) m)  _ k)
CQa ) +C2Qa, ) = Qageny (3:3)

i i (n (m) (k) ; s .. .
(3.3) matris denkleminde Qg 1) Qgea, ) Ve Qqa,n) Matrislerinin (3.2) gosterimi

dikkate alinarak matris gosterimi bigiminde yazilirsa, (3.3)’e denk olarak

c { aan—l+b1Fn aan2+ban1]+c |: aZI:m—1+b2Fm aZFm—2 +b2le}:{ aSFk—1+b3Fk aSFH +b3Fk1} (3 4)
1 aan—2 t ban—l aan—S t ban—Z ; aZ Fm—2 t bz Fm—l aZ Fm—S t bz Fm—z a3Fk—2 t bS Fk—l a@ Fk—s t b3 Fk—z

denklemi elde edilir. (3.4) diizenlenirse

{ 01(31an1 + ban)+C2 (az mel + bZFm) C1(31Fn72 + blFH) G, (az mez + bz Fmﬂ _ { aSFk—l + bst aszfz +ba':m} (3 5)
¢@F bR )+6@F R ) ¢@F +hF,)+c@F bR )| [aF thFR, &R +hF,

bulunur. Matris esitligi yardimiyla (3.5)’ten
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Cl(aiFn—l + ban) +C, (az Fm—l + bz Fm) = a'SFk—l + b3 Fk
Cl (a:L I:n—2 + ban—l) + CZ (az I:m—2 + b2 I:m—l) = a3|:k—2 + b3 I:k—l (36)
G(aF, s +bF ) +c(aF, s +hF, ) =aFR s +bF

dogrusal denklemler sistemi yazilabilir. (3.6) dogrusal denklemler sisteminde ikinci
ve lgtincli denklem taraf tarafa toplanirsa birinci denkleme ulasilir. O halde, birinci
denklem ikinci ve tiglincii denklem ile dogrusal baglidir. (3.6) denklem sistemine denk

olarak sadece ikinci ve ii¢lincii denklemden olusan

Cl(aan—Z + ban—l) +C, (az mez + bz Fm—l) = astfz + ba Fk—l

(3.7)
c(@F+bF ) +c(aF, 5 +bF ) =aF ;+bF_,

denklemler sistemi yazilabilir. (3.6) ve denk olarak (3.3) matris denkleminin ¢6ziimii
icin (3.7) denklem sistemini ¢ozmek yeterli olacaktir. (3.7) denklem sistemi matris

denklemi bi¢ciminde yazilirsa

{aanZ +b1Fn—l a2 mez +b2Fm1:||:C1:| — {aSFkZ +b3Fkl:| (3 8)
aan—S + ban—Z a‘2 l:m—3 + b2 I:m—2 C2 a3 Fk—3 + b3 I:|<—2

olur. Burada bazi 6zel durumlardan genele dogru ilerleyecegimizi belirtelim. Bu

nedenle (3.8) matris denklemini ¢dzmek icin &,8,,8, ve b,b,,0, katsayilarmin

Durum1l: & =a,=a,=4a, b, =b,=b,=b
Durum?2: & =a,=a=#a,, b =b,=b=b,
Durum3: & =a,=a=#a,, b =b,=b=#b,
0zel durumlar: ve

Durum4: a,b eR’, i=12,3

genel durumlarini ele alacagiz.
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Durum1: 8 =a,=a,=4a, b =b, =b, =b olmas1 durumu

Verilen sartlar (3.8) denklem sisteminde yerine yazilirsa

aF, _,+bF _, aF, ,+bF .| C B aF,_,+bF_, (3.9)
aF,_,+bF_, aF, ,+bF ,|lc,| |aF_,+bF_ '

matris denklemi elde edilir. (3.9) matris denkleminin ¢6ziimii katsayilar matrisinin

determinant: ile iligkilidir. Katsayilar matrisinin determinant1 hesaplanirsa

aF ,+bF , aF ,+bF ,

=(aF _,+bF _)@F ,+bF )-(aF ,+bF )(aF ,+bF 3.10
aFn_3+bFn_2 aFm_3+me_2 ( n—2+ n—l)( m—3+ m—z) ( m—2+ m—l)( n—3+ n—z) ( )

elde edilir. (3.10) determinantinin Teorem 2.15 yardimiyla

GG =G GE Y = u(-)"F, (3.11)

(a,b) ~(a,b) (a,b) ~(a,b)

oldugu goriiliir. (3.11) determinanti x(-1)""'F__ #0 olmasi durumunda tek ¢oziime

sahiptir. =0 veya M=N olmasi durumunda z(-1)""F, _ determinanti sifir olur. Bu

durumu da alt durumlara pargalayarak irdeleyelim.

Durum 1.1: u(-1)"*F,__ #0 olmasi durumu

Bu durum 4 =0 ve m#n olmasi durumu ile denktir. Bu durumda Cramer yontemi

kullanilarak Teorem 2.15 yardimiyla negatif indisli Fibonacci tanimi dikkate

alindiginda (3.9) matris denkleminin ¢6ziimleri

aF_,+bF _, aF, ,+DbF, ,
aF_,+bF _, aF, ,+bF_ ,

— /u(_l)ki1 I:m—k — (_1)k7n I:m—k — F

_ k—m
' aFn—Z + bFn—l aFm—Z + me—l ;u(_l)n_l I:m—n I:m—n I:n—m

aF _,+bF _, aF ,+bF_,
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ve
aF _,+bF,, aF _,+DbF ,
c = aans +bFn—2 akas +ka,2 _ ,U(_l)n_l Fk—n _ Fk—n
2 aFn—Z + bFn—l a‘Fm—Z + me,l ll'l(_l)n_l Fm—n Fm—n

aF _,+bF _, aF, .,+bF ,

olarak bulunur. O halde, x(-1)"*F__ #0 olmasi durumunda (3.9) matris denkleminin

F.. F
(c,,C,) = (=, =) seklinde tek ¢dziimii vardir.

Fn—m m-n

Durum 1.2: 4 =0 veya M=nN olmas: durumu
Bu kosul altinda (3.11)’1 sifir yapan ii¢ farkli durum yazilabilir. Bu durumlar:

i) m=n, u#0

i) m=n, £u=0
i) m=n, =0
seklindedir.

1) m=n, u=0 0lmast durumu

(3.9) matris denkleminin genisletilmis matrisinde M=N yazilirsa

aF,_,+bF (3.12)
aF _,+bF,_, '

aF, ,+bF _, aF ,+bF
aF, _,+bF_, aF _,+bF ,
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aF, ,+bF, ,

matrisine esit olur. (3.12)’de aF, ,+bF, , #0 kosulu ile birinci satir —
aF, ,+bF |

ile ¢arpilarak ikinci satira eklenirse ve 2. satir 3. siitun elemani payda esitlenerek m

yerine K yazilarak Teorem 2.15 yardimiyla diizenlenirse

aF _,+bF, , aF _,+bF, , | aF_,+bF

-t 3.13
O O :u( 1) I:k—n ( )
aF, ,+bF |
.. - . . . e e ,u(_l)n_le_n
matrisi elde edilir. (3.13) genisletilmis matrisinin tutarli olmasi —————=
aF, ,+bF, ,

olmasi ile mimkiindiir. m=n, =0 kosulu altinda g¢alistigimiz igin bu durum

yalnizca k =n olmasi durumunda miimkiindiir. O halde,

1. k=n igin sonsuz ¢oziim vardir. (3.13) genisletilmis matrisinin ilk satirinda
k=n vyazlirsa (C,+C,)(aF _,+bF ,)=aF ,+bF _, elde edilir.
aF ,+ bFn_1 #0 kosulu ile ¢alisildigindan sadelestirme yapilarak C +C, =1
oldugu goriiliir. Burada C, =t almrsa (C,C,)=(t,1-t) sonsuz ¢oziimii

bulunur.

2. k #n olmasi durumunda ise ¢6ziim yoktur.
Eger aF,_, +bF, , =0 ise (3.12) matrisi

aF _,+ ka_l} (3.14)

aF,_,+bF _,

0 0
aF, ,+bF, _, aF, ,+bF ,

matrisine esit olur. (3.14)’in tutarli olmasi i¢in aF_,+bF _, =0 olmaldir.
aF, ,+bF,_, =0 i¢cin n#2 olmalidir ¢iinkii aksi halde aF, +bF, =0 olur ve buradan

b=0 celiskisi elde edilir. Benzer inceleme aF, _,+bF _, =0 icin yapilirsa K # 2
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o e bF e
oldugu gériiliir. O halde, ikinci satirda esitligin sol tarafinda a=——"=" ve esitligin
n-2

- yazilir ve payda esitlenerek Sonug 2.19 yardimiyla sirasi ile
k-2

sag tarafinda a=—

n yerine N—2 ve k yerine K—2 alarak diizenlenirse C,+C, = E ; "2 elde

edilir. Negatif indisli Fibonacci sayisi tanimi yardimiyla F_, = (-1)*"F,_ ve benzer

n

F
sekilde F_,=(-1)°*F,, yazilarak ¢, +c,=—2" olarak bulunur. Burada C, =t
2-k

almirsa (C;,C,) = (t,—=2—t) sonsuz ¢dziimii bulunur.
2k

ii. m=n, u=0 olmast durumu

u=0 olmasi a=-ba veyaa=-bpf olmasi ile saglanir. Verilen sartlar (3.9)’un

genisletilmis matrisinde yazilirsa

-baF, ,+bF,_, -baF,_,+DbF ;

~baF, ,+bF,, -baF, ,+bF,, (3.15)

-baF,_,+bF
-baF, _,+bF ,

matrisi elde edilir. (3.15) —b parantezine aliir ve Sonug 2.8 ile aF, ,—F, , yerine

—-a’(—-a)™" ve aF, ,—F, _, yerine o’(—a)™" yazilarak diizenlenirse

(3.16)

—ba’(-a)" —ba’(-a)™"

ba?(-a)™"  ba’(-a)™"
b (—a)™

ba? (—a)™ }

genisletilmis matrisine ulasilir. (3.16) nin birinci satir1 « ile ¢arpilip ikinci satira

eklenirse elde edilen denk matris

[baz(—a)” ba? ()™ (3.17)

0 0

b’ (—a)™
0
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olur. Birinci satirdan (¢, +C)(~a)" =(-a)* yazlr. ¢ =t almrsa
(c,C,) =(t,(~a)"™  ~t) sonsuz ¢oziimii elde edilir. a=-bp almr ve Sonug 2.9

yardimyla diizenlemeler benzer sekilde yapilirsa (C;,C,) = (t,(=3)"™ —t) elde edilir.
iii. m=n, u=0 olmast durumu

1 =0 olmast a=-ba veya a=-bf olmasiile saglanir. a=—ba ve m=n sart1 (3.9)

matris denkleminin genisletilmis matrisinde yerine yazilirsa

{—ba F,,+bF,_ —baF, _,+bF (3.18)

—baF, ,+bF,_, —baF, ,+bF, ,

—baF, ,+bF
—baF, ,+bF, ,

olur. (3.18) genisletilmis matrisinin elemanlar1 —b parantezine alinip Sonug 2.8

yardimiyla diizenlenirse

{ ba?(-a)™"  ba?(-a)™ (3.19)

—ba’(—a)" —ba’(-a)™"

ba? (—ar) ™ }

—ba*(-a)™

matrisi elde edilir. (3.19) matrisinde ikinci satirin birinci satirin —« kati oldugu agikca

goriilmektedir. Birinci satir « ile ¢arpilip ikinci satira eklenirse

(3.20)

0 0

ba’(-a)™" ba’(-a)™
0

baz(—a)k}

matrisi bulunur. (3.20) nin birinci satir1 ba® #0 oldugu i¢in sadelestirme yapilarak

diizenlenirse ¢ (—a) " +C,(—~a) " =(—a) ™ yazilabilir. Burada ¢, =t alinirsa

-k -n

_ —t(- .

(c,c,)= (t, (=2) ( )_(m @) }, te R seklinde sonsuz ¢dziim bulunur.
-
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Eger m=n, 4 =0 olmas1 a=-bp durumunda gergekleniyorsa Sonug 2.9 yardimiyla

A —t=p"
A"

benzer islemler yapilarak ilerlenirse (C,,C,)= (t, ), teR" seklinde

sonsuz ¢ozim elde edilir.
Yukarida yapilan tiim bu islemler agagidaki teoremin ispatidir.

Teorem 3.1. n,m ve k tamsay, c,c,eC" bilinmeyenler, abeR™ ve

p=a’+ab-b? olmak iizere ¢,Q), +C,Q\, =Q,, denkleminin ¢dziimleri igin

asagidakiler dogrudur.

F.. F
1. m#nveu=0 olmasi durumunda (C,C,)= [ Fk_m ,ﬁJ seklinde tek

n-m m-n
¢Ozimii vardir.

2. m=nve u#0 olmast durumunda
aF _,+bF, , #0 ise
i. k=n igin (C,C,) = (t,1-t), te R" olacak sekilde sonsuz ¢5ziim vardir.

ii. k # n olmasi durumunda ¢6ziim yoktur.

FZ—n

aF_,+bF_ =0 ise (c,C,)=(t,—=2~t), te R" olacak sekilde sonsuz ¢dziim

2-k
vardir.

3. m=nve x=0 olmasi durumunda
a=-ba i¢in  (c,c,)=(t(-a)" 1), teR" Vve a=-bp i¢in
(c,,C,) = (t,(=B)" ™ —t1), t e R" seklinde sonsuz ¢oziim vardir.

4. m=nve u=0 olmasi durumunda

a=—ba icin (c.C,) =(t, (_“)( _)t_(n?“)n ] teR" ve a=-bg icin
(%4

(G.c) [t, A -tU-h)"

A" j, teR" seklinde parametreye bagli sonsuz

¢Oziim vardir.



25

Ornek 3.2. Q{05 +¢,Q% ) = Q) 5 esitligini saglayan c,,c, degerlerini bulmaya

calisgalim. Burada, n=4, m=5 k=6, a =a,=a,=2, b =b, =b, =3 ifadelerini

(3.4)’te yerine yazalim. Buradan

. 2R +3F, 2F,+3F, 2R, +3F 2R+3F, | |2R+3F 2R 43R
YOF,+3F, 2F+3F,| C|2F+3F, 2F,+3F,| |2F,+3F, 2F+3F,

yani,

138 21 13 |34 21
c1 +C, =

8 5| |13 8] |2 13
veya matris esitliginden,

13c, +21c, =34
8c, +13¢c, =21
5c, +8¢c, =13

denklem sistemi yazilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse ¢, =1 ve ¢, =1 olarak bulunur.

Gergekten, Teorem 3.1 kullanilarak m=#n ve x#0 olmas: dikkate alindiginda

(c.,c,) = EE = i,i =(11) elde edilir.
F. F F,'F

4-5 T'5-4

Ornek 3.3. ClQé?m) +CZQSS()2YS) :Qéi)z,s) esitligini saglayan c,c, degerlerini bulmaya

calisalim. Burada, n=m=k=5,a =a,=a,=2, b =b,=b, =3 ifadeleri (3.4)’te

yerine yazilirsa

2P +OF, 2R 43R [2F 43R 2R 43R [2F 43R 2F+3F,
OF+3F, 2F,+3F,| °|2F,+3F, 2F,+3F,| |2F+3F, 2F,+3F,

elde edilir. Buradan da,
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21 13 21 13] |21 13
C, +C, =
13 8 13 8] |13 8
olur. Ortak ¢arpan parantezine alinarak diizenleme yapilirsa,
( +C)21 13 121 13
e 8|7 g

elde edilir. Buradan c,+c,=1 oldugu gorilir. Buradan c, =t olmak {izere
(c,,c,) = (t,1-t), t e R" olarak genel ¢oziim elde edilir.
Gergekten, Teorem 3.1°e gore m=n, z#0 olmast durumunda 2F, +3F, =13=0 ise

k =n i¢in (c,C,) = (t,1—t) sonsuz ¢dziimii elde edilir.

Eger n=m=5,k=6,a =a,=a,=2, b =b, =b, =3 olursa yani az 6nce ¢oziilen
ornekten farkli k degeri m, n’den farkli olarak alalim ve bu ifadeler (3.3)’te yazilarak
elde edilen ClQé?m) + CzQés()z,s) = Qé?)zs) problemi i¢in c,C, degerlerini bulmaya

calisalim.

leé?m) + czQé?zys) = Qé‘?w sistemine denk olarak

23R 2R 3R] [2F 43R 2R43F] [2R+OF 2F 43,
OF+3F, 2F,+3F,| C|2F+3F, OF,+3F,| |2F+3F, 2F,+3F,

sistemi yazilir. Burada Fibonacci sayilarinin degerleri yerine yazilirsa
21 130 |21 13] |34 2

¢ +¢, =
13 8 13 8] |21 13

elde edilir.
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(+C)21 13] [34 21
R T R PYRT

matris denklemi veya denk olarak dogrusal sistem seklinde yazilirsa

21(c,+c,)=34
13(c, +¢,)=21
8(c,+¢c,)=13

dogrusal denklem sistemini elde edilir. Bu denklem sistemini saglayan c,,c,
bulunamaz. Yani bu sistem tutarsizdir.
Gergekten, Teorem 3.1°¢ gére m=n, =0 olmasi1 durumunda 2F, +3F, =13#0 ise

k # n i¢in ¢dziim yoktur.

Ornek 3.4. Cng(JS()—3a,3) + CZQQ(JS()—SaS) = Qé?)_says) esitligini saglayan c;,c, degerlerini
bulmaya c¢alisalim. Burada, m=n=5 k=6, a =a,=a,=-3¢, by=b,=b, =3

ifadelerini (3.4)’te yazarak sistemi diizenleyelim.

{—BaFA+3F5 —3aF3+3F4}C {—SaFA+3F5 -3aF3+3FA}
1 2

. -3oF +3F, -3aF,+3F
-3aF, +3F, -3aF,+3F -3aF, +3F, -3aF,+3F

-3aF,+3F, -3aF,+3F,

(c +C){—3aF4+3F5 —30{F3+3F4}_{—3aF5+3F6 —3aF4+3F5}
1 2 -

—3aF,+3F, -3aF,+3F,| |-3aF,+3F, —-3aF,+3F,

—-6a+9 -3a+6 -9a+15 -6a+9

-9a+15 —-6a+9 -15a+24 —9a+15
(Cl + Cz) =

veya denk olarak

(c,+¢,)(-9a +15) =-15a + 24
(c,+¢,)(-6a+9)=—9x+15
(c,+¢,)(-3a+6)=—6a+9
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elde edilir. Buradan c, +c, ’yi bulmak i¢in genisletilmis matris yazilir ve elementer

satir iglemleri uygulanirsa

—9a+15 Ha+15 | -15a+24 -3 3|3a-3
—6a+9 —6a+9 | 9a+15 |~---~| 0 O 0
-3a+6 -3a+6 | ba+9 0 O 0

bulunur. Buradan t e R” olmak tizere (c,,c,) = (t,1—a —t) olarak elde edilir.
Gergekten, Teorem 3.1’e géore m=n ve =0 olmasi durumunda a=-ba igin

(c,,c,) =(t,(~)"° —t) = (t,(~) ™" —t), t e R" olur.

Ornek 3.5. Cng(;Lz)—3a,3) + CzQés()_sa,s) = Qé?)—3a,3) esitligini saglayan c;,c, degerlerini
bulmaya ¢alisalim. Burada, n=4, m=5, k=6, a, =a,=a,=-3a, b, =b,=b, =3

secelim ve (3.4)’te esitlerinin yerine yazilarak diizenleyelim. Boylece

C{-&xﬁ%ﬁ —3aF2+3F3]+C {—3&FA+3F5 -3aF3+3F4H-3aF5+3F6 —3aF4+3F5]
2

30F,+3F, -3aF+3F,| ’|-3aF,+3F, -3aF,+3F,| |-3aF,+3F, -3uF,+3F,

{—6{1 +9 o+ 6] {—9(1 +15 -ba+ 9]
C1 + C2

-15¢+24 -9a+15
-3a+6 -30+3 -ba+9 -30+6

Ya+15 -6a+9

veya denk olarak

¢,(-6ar+9)+¢,(-9a +15) =150+ 24
¢,(-30r+6)+C,(-6cr+9) =9 +15
¢,(-3cr+3)+¢,(-3a+6)=-6a +9

dogrusal sistemine ulasiriz. Dogrusal sistemden ¢, +C, ’yi bulmak i¢in genisletilmis

matris yazilir ve elementer satir islemleri uygulanirsa
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—6a+9 -9a+15 | -15a+24 3 3a+3|-3c+6
-3a¢+6 —b6a+9 | 9a+15 |[~---~|0 0 0
-3a¢+3 -3a+6 | —6a+9 0 0 0

denk genisletilmis matrisine ulaslir.

2 - (Z _t *
Birinci satirdan ¢, +(l-a)c,=2—a olmak iizere (C,C,)=(t, 1—), teR

olarak bulunur.

Gergekten, Teorem 3.1°e gére m=n ve x =0 olmasi durumunda a=—be i¢in te R

olmak iizere (C,,C,) = (t, (a)” _tg—a)% j = [t,%j olarak bulunur.
(—a) (—a)

Durum2: a, =a, =a=#a,, b =b, =b=b, olmas: durumu

Verilen sartlar (3.8) denklem sisteminde yerine yazilirsa

{aFn_2 +bF , aF, ,+ me_l}{cl} _ {aeFk_2 + bSFk_l} (3.21)

aF, ,+bF _, aF, ,+bF_ ,||c, a,F . +bF

matris denklemi elde edilir. (3.21) matris denkleminin katsayilar matrisi (3.9) ile ayni
oldugundan, determinant1 x(-1)""F, , ifadesine esit olur. x(—1)"*'F, , =0 ise tek
¢oziimil vardir. Determinantin sifir olmast ¢£=0 veya M=N olmasi durumunda

gergeklesir. Bu durumda ise ¢oziim bulunamaz ya da sonsuz ¢6ziim vardir.

Durum 2.1: p(-1)"*'F, . #0 olmast durumu

Bu durumda Cramer yontemi kullanilarak Teorem 2.11 yardimiyla (3.21) matris

denkleminin ¢éziimleri
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a3 Fk—3 + b3 I:k—2 aFm—s + me—Z
aF, ,+bF, , aF, ,+bF ,
aF, _,+bF _, aF, ,+DbF ,

‘aa Fk—Z + b3 Fk—l aFm—Z + me—l

_ (D (a6 +bG{T, ™)
PG el M

1

ve

aF, _,+bF , aF ,+bF
aF _,+bF , aF ,+bF,
aF _,+bF , aF, ,+bF ,
aF, ,+bF_, aF, ;+bF, ,

n (k-n+2) (k—n+1)
_ D (aGa sy +bGa s, )

u(-D"F,

C, =

olarak bulunur. O halde, x(-1)"'F,, =0 olmasi durumunda (3.21) matris

(a,b) (a.b) (a3.b3) (a3.b3)
/'l(_l)ml Fm—n /u(_l)nil I:m—n

denkleminin (Cl . )_[(_1)k(_a3G(m—k+2)+bSG(m—k+l)) (_1)n(_aG(kn+2)+bG(kn+l))J
1V ) —

seklinde tek ¢oziimii vardir.

Durum 2.2: u(-1)"*F,, , =0 olmast durumu

(3.21) matris denkleminin katsayilar matrisini (3.9) ile ayn1 oldugu i¢in determinanti

sifir yapan degerler DURUM 1.1 ile ayn1 olacaktir. Tiim miimkiin durumlar sunlardir:

) m=n, u#0
i) m=n, £u=0

i) m=n, =0
Simdi bu durumlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim.

i) m=n, z#0 durumu:

Verilen sartlar (3.21) matris denkleminin genisletilmis matrisinde yerine yazilirsa

{aFn2 +bF , aF _,+bF , (3.22)

aF, _,+bF _, aF ,+DbF ,

aSFk—Z + b3 I:k1:|
a3Fk—3 + bS Fk—2
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matrisi elde edilir. (3.22) genisletilmis matrisinde aF, , +bF, ; # 0 kosulu ile birinci

aF, _,+bF ,
aF _,+bF

satir — ile ¢arpilarak ikinci satira eklenir ve ikinci satir iiglincii siitun

eleman1 Teorem 2.11 yardimiyla diizenlenirse

aF _,+bF , aF ,+bF , a,F ,+bF
. . (-D"(-aGa,” +bGay) (323)
aF _,+bF

matrisi elde edilir.

1. —aG((;;S:f) + bG(‘;‘;Q;)” # 0 olmasi durumunda ¢6ziim yoktur.

2. —aG((:;Q;z) +bG((:3TS;)1) =0 i¢in sonsuz ¢6ziim vardir. (3.23) genisletilmis

(k=n+1)
matrisinin birinci satirinda a = ﬁ G((;‘S;Z) # 0 kabulii ile yazilir ve Teorem
(a3.b5)

2.16°da m yerine K—n+2, n yerine de n—2 yazilarak diizenlenirse ¢, =t e R*

(k)
almarak (c;,C,)=(t, % —t) sonsuz ¢dziimii elde edilir.

Eger m=n, u=0 iken aF,_, +bF,_, =0 ise (3.22) matrisi

0 0

24
aF, ,+bF_, aF,,+bF,, (3:24)

a3|:k72 + b3 Fkl:|
aS Fk—3 + b3 Fk—Z

matrisine esit olur. (3.24)’tn tutarli olmasi i¢in a,F_,+b,F,_, =0 olmaldir.

aF,_,+bF,_, =0 icin n#2 olmalidir ciinkii aksi halde aF, +bF, = 0olur ve buradan

b=0 ¢eliskisi elde edilir. Benzer inceleme a,F,_, +b,F_, =0 igin yapilirsa K # 2

bF
oldugu goriiliir. O halde, ikinci satirda esitligin sol tarafinda a=——"= ve esitligin
n-2
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b,F, .
sag tarafinda a, =——+*L yazilir ve payda esitlenerck Sonug 2.19 yardimiyla sirasi
k-2

(=D"0bF,,

elde
(-1)*bF,_,

ile n yerine N—2 ve k yerine k-2 alarak diizenlenirse C,+C, =

edilir. Negatif indisli Fibonacci sayis1 tammindan F_,=(-1)°"F, & ve

F_, =(-1)**F,  esit ifadeleri yazilirsa ¢, =teR almarak (C,C,)=(t, % —1)
2-k

sonsuz ¢oziimii elde edilir.
i) m=n, z=0 durumu;

(3.21) genisletilmis matrisinde g =0 olmasi sartin1 yazalim. 4 =0 olmast a=-ba
yada a=-bg olmasi durumunda saglanir. a =—ba yazilirsa

{—baFnz +bF,_, -baF,_,+bF_, (3.25)

—baF, ,+bF,_, -baF ,+bF ,

aSFk—Z + bSFkl:|
a3Fk—3 + b3Fk—2

matrisi elde edilir. Burada terimler —b parantezine alinir ve Sonug 2.8 dikkate alinarak
aF _,—-F_, vyerine —-a’(-a)" ve aF, ,—F_, yerine o’(-a)" yazlarak

diizenlenirse denk olarak

ba’(-a)™" ba’(-a)™" |a,F_,+bF (3.26)
ba(-a)" —ba(-a)" | aF bR, |
matrisine ulagilir. (3.26) nin birinci satir1 « ile ¢arpilip ikinci satira eklenirse
{baz(—a)‘” ba?(~a) " a,F_, +bF, } 327
0 0 a,F s bR, +a(a R, +bF )

matrisi elde edilir. (3.27) genisletilmis matrisine karsihik gelen sistem

a,F . +b,F , +a(a,F_, +bF ;) =0 olmasi durumunda tutarli olur. Birinci satirda
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(&R, +bF) = &P D

yazilirsa c=teR olmak lizere

F.,+bF 1t
(c.,c,)= (t, w —tj parametreye bagli sonsuz ¢oklukta ¢oziim elde edilir.
a (-a
aF ,+bF ,+a(aF ,+b,F ;) =0 durumunda ise ¢dziim yoktur. ;=0 kosulu
a=-bpg icin de saglandigindan benzer islemler yapilarak
F.;+bF .
(c,c,) = (t, W—t), te R parametreye bagli ¢6ziimii bulunur.

i) m=n, x=0 durumu:

Verilen sartlar (3.21) matris denkleminin genisletilmis matrisinde yerine yazilirsa

|:—ba Fn72 + banl _ba Fm72 + me,]_ (3 28)

—baF, ,+bF,_, -baF, ,+bF, ,

a3 Fk—Z + b3 Fk—l :|
a3 I:k—3 + b3 I:k—2

matrisi elde edilir. (3.28) matrisi —b parantezine alinip «F, , — F, , yerine —a*(-a)™"

ve aF_,—F _, yerine a’(—a)™" yazilarak Sonug 2.8 yardimiyla diizenlenirse

b 23(_05 )__n be 23(_05 )_in a;F, +hF (3.29)
-ba’(-a)"  -ba’(-a)" | &R +bR .,
bulunur. (3.29) matrisinin birinci satirt ¢ ile garpilip ikinci satira eklenirse
{bof(—a)“ bar*(-a) " aF s +byFy } (3:30)
0 0 aF +0, R, +ala R, +bF )

elde edilir.  (3.30) genisletilmis  matrisine  karsilik  gelen  sistemin,

a,F s +bF , +a(a,F _,+b,F ) =0 olmasi durumunda sonsuz ¢oklukta ¢6ziimii
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(k-1)
vardir aksi halde ¢oziim yoktur. Birinci satirda G((:s)vbs) = (Bl yazilirsa, ¢, =teR”
-

Gin) +tha’ (-a)™"
olmak iizere (C,C,)=|t,—== —
ba® (—a)™

} seklinde parametreye bagli sonsuz

coklukta ¢6ziim bulunur. a=-bp yazilirsa benzer islemler yapilarak ¢ =teR"
G +0B (A) "
bf ()"

Buraya kadar yapilanlar asagidaki teoremin ispatin1 tamamlar.

olmak iizere (c,,c,) :[t, J, teR" elde edilir.

Teorem 3.6. n,m ve k tamsayi, c,c, e C" bilinmeyenler ve a,b,a,,b, e R" olmak

iizere C,QU 4 +C,Q\0 ) = Qélz;3,b3) matris denklemi igin asagidakiler dogrudur. Sistem,

1. m#n, u#0 yani u(-)"'F_ #0 durumunda
60y =] CU CAGE" +hGE™) (1) (aGEL” +bG( ")
- MR, ’ MR,

seklinde tek ¢oziime sahiptir.

2. m=n, u#0 olmast durumunda

(k—n+1)
- (k—n+2) (k=n+1) __ [ _ (az,b;) (k—n+2) o e *
i —aG, b, +bGp )" =0 igin a=—==>, G, )" #0 kabulii ile teR

(a3.b3)

a3F + b3 I:k—n+1 ..
olmak iizere (C,,C,) =|t,—= . —1 | ¢dziimiine sahiptir.

H _ (k—n+2) (k—n+1) v e . g qe
il. —aGg, "~ +bG(, )’ #0 olmasi durumunda ¢dziime sahip degildir ve

. b.F
aF,_,+bF _, =0 ise (c,c,) =(t, ﬁ —t) ¢6ziimii vardir.
2-k

3. m=n, =0 olmast durumunda
i. a=-ba i¢in a,F_,+b,F_,+a(a,F_,+bF_,)=0 iken teR" olmak
uzere

#=0 kosulu a=-ba i¢in saglaniyorsa ¢ =teR" olmak {izere

a3Fk—3 + b3Fk—2 _
! baZ(_a)fm—l

(c.c,) = (t tj ¢ozlimiine sahiptir. =0 kosulu a=-bg i¢in
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R, +hF _tj

saglantyorsa ¢, =teR" olmak iizere (C,C,)= (t, 0 p) "

¢ozlimiine sahiptir.
. a,F_;+b,F , +a(a;F_,+b,F_,)#0 olmasi durumunda ¢oziime sahip

degildir.
4. m=n, =0 olmast durumunda

i a,F ,+bF ,+a(aF_, +b,F ,)=0 i¢in t e R" olmak iizere,

(a3,05)
baZ (_a)—m+l

. G rtba® ()™
=0 kosulu a=-ba i¢in saglaniyorsa (C,C,)=|t,

¢Oziimiine sahiptir. =0 kosulu a=-b/ i¢in saglaniyorsa ¢, =t e R" olmak

(k-1) 37 @)-n
tizere (C,,C,) = (t, G(a3 ;,)gj(t_bﬂﬂ)—(m:lg)

. a,F_;+b,F , +a(a;F_,+b,F_,)#0 olmasi durumunda ¢oziime sahip

j ¢Ozlimiine sahiptir.

degildir.

Ornek 3.7. ¢Ql04 +¢,QF), =QLR ., esitligini saglayan c,,c, degerlerini bulmaya
calisalim. Burada, m=5 n=4,k=6,a =a,=2, a,=5, b =b,=3 b, =7

ifadelerini (3.4)’te yerine yazalim. Buradan

FFSJrBFA 2F2+3F3} FFﬁszs 2F3+b2F4H5F5+7F6 5F4+7F5}
2

OF,+3F, 2F+3F,| C|2F+hF, 2F,+bF,| |5F,+7F, 5F,+TF,

sistemi yazilir. Burada Fibonacci sayilarinin degerleri yerine yazilirsa

C138+C 21 13] [56 50
"8 5] Y13 8| |50 31
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matris denklemi elde edilir. Bu matris denklemine denk olarak dogrusal sistem

seklinde yazilirsa

13c, +21c, =56
8c, +13c, =50
5c, +8c, =31

denklem sistemi yazilir. Bu denklem sistemi ¢oziilirse ¢, =3ve c, =2 olarak
bulunur. Gergekten, Teorem 3.6 kullanilarak m=n ve x=0 olmasi dikkate

(-1)°(-5G3s +7G%y) (-1)*(—2GE), +3GE)
1(-)°F, ’ 1(-1)°F

alindiginda (c,c,) = ( ] =(3,2) elde

edilir.

Ornek 3.8. ¢QY) 4 +¢,QF) 5 =Q[RL ., esitligini saglayan c,,c, degerlerini bulmaya
calisalim. Burada, m=n=5, k=6, a =a,=2, a,=5, by=b, =3, b, =7 ifadeleri

(3.4)’te yerine yazilirsa

OF +bF. 2F+hF] [2F+bF 2F+bF] [5F.+7F, 5F+TF.
C =
Y2 +bF, 2F+bF, | C|2F+bF, 2F+bF | |5F,+7F, 5F+7F,

elde edilir. Buradan da ortak ¢arpan parantezine alinir ve Fibonacci sayilarinin

degerleri yerine yazilarak diizenleme yapilirsa,

( +c)21 13| |81 50

"1 5|50 a1

olur. Matris denklemi veya denk olarak dogrusal sistem seklinde yazilirsa

21(c, +c,) =81
13(c, +¢,) =50
8(c,+c,)=31
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dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini saglayan c, c,
bulunamaz. Yani bu sistem tutarsizdir. Gergekten, Teorem 3.6 kullanilarak m=n ve
u#0 olmas: dikkate alindiginda —2G((§’Y)7) +3Gf§§) =-3#0 oldugundan ¢o6ziim

yoktur.

Eger C1Q55(14,24) +C2Q524’24) = Qé?)sj) esitligini saglayan c,,c, degerlerini bulmak
istersek yani m=n=5, k=6, a, =a, =14, a, =5, b, =b, =24, b, =7 ifadeleri (3.4)

"te yerine yazilirsa denk olarak

14F,+24F, 14F,+24F,] [14F,+24F, 14F,+20F,] [SF,+7F, 5F,+7F,
+C =
SR, S2F, WF,+20F, | 14F, +20F, 1F,+20F, | |5F,+TF, SF,4TF,

sistemi bulunur. Burada Fibonacci sayilarinin degerleri yerine yazilirsa
64c) 162 100 |81 S0

0 62 |Ts0 a

matris denklemi veya denk olarak dogrusal sistem seklinde yazilirsa

162(c, +c¢,) =81
100(c, +¢,) =50
62(c,+¢c,)=31

N . 1
dogrusal denklem sistemi elde edilir. Buradan cl+02=5 oldugu goriiliir.

¢, =t, teR" olmak iizere (C,,C,) =(t, % —t) olarak genel ¢oziim elde edilir.



38

Gergekten, Teorem 3.6 kullanilarak m=n ve x#0 olmas: dikkate alindiginda

—14G{), +24G{, =0 oldugundan. (c;,C,)= (t, % —tj = [t, % —tj sonsuz

¢oziimii elde edilir.

() (5) (5) _N® RO 9
Ornek 3.9 ¢Qy a3 +CQ0(a0s = Qp sy riavsy CSitligini saglayan ¢, c,

degerlerini bulmaya calisalim. Burada, m=n=5 k=6
a, =a, =—3a, a,=—(11+5+5), b =b, =3, b, = 7+3/5 ifadelerini (3.4)’te yazarak

sistemi Fibonacci sayilarinin degerlerini yerine yazilarak diizenlenirse

{—SaFﬁSFS -3aF3+3Fﬂ C{-saawﬁ.\ —3aF3+3F‘i ~(U1+5\B)F, +(T+3\B)F, -(11+5\B)F, +(7+34B)F,
_|_ =
|BaF+3F, -3F, 43R | | -3aF+3F, aF 3R] |(1145\B)F, + (T+HB)F, —(L1+5\B)F, + (1+34B)F,

Qa+15 -6a+9] [1-5 2
of s 8 o

-ba+9 -30+6 2 1\
veya denk olarak

(¢, +¢,)(9a+15) =15
(c+¢,)(-ba+9)=2
(¢, +¢,)(-3u+6)=-1-45

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Buradan c, +c,’yi bulmak i¢in genisletilmis

matris yazilir ve elementer satir islemleri uygulanirsa

9a+15 —9a+15]| 1-+5 3 -3|4+25
6a+9 —6a+9 2 |~..~]0 0 0

3a+6 —3a+6 |-1-5 0 0 0
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bulunur. Buradan t e R" olmak iizere (c,,C,) :(t,#h/g)—t) olarak bulunur.
Gergekten, Teorem 3.6’ya gére m=nve =0 olmasi durumunda a=-ba ise
—(11+5v5)F, + (7 +3VB)F, + a(-(11+5VB)F, + (7+3V5)F,) =0 icin
_ 1 . 3
o=t (11+5\/§ZF3+(_75:3x/§)F4_t _ t,zl—Ji—t (122
3o’ (~a) 3a”(~a) 3

:[t,@—t} teR" olur.

() 4 (5) _ A(6) U .
Ornek 3.10. €Qg( s, 3 +C.Qq( 03 = Qpurisysyreavey CSitligini saglayan ¢, ¢,

degerlerini  bulmaya c¢alisgalim. Burada, m=5 n=4, k=6, a, =a,=-3¢,
a, =—(11+5y5), b =b, =3, b, =7+35 secelim ve (3.4).’te esitlerinin yerine

yazarak diizenleyelim. Boylece

{—30!F3+3F4 —3aF2+3F3} {—BaF4+3F5 —3aF3+3F4} ~(1145\B)F, +(T+3y5)F, ~(11+5\B)F, +(7+3\B)F,
| BuF,+3F, 3aF+3F, | | BaF+3F, 3R +3R | |-1145\5)F, +(7+3B)F, ~(1L+54B)F,+(T+3B)F,

{—emg —3a+6]+c {—9a+15 —6a+9H1—J§ 2 ]
2

% 3046 30+3| 7 -6a+9 -3a+6| 2 -

veya denk olarak

¢ (-6a+9)+¢,(-9a+15) =1-+5
C,(-3cr+6)+C,(-6a+9) =2
¢ (-30+3)+¢,(-3a+6) =-1-+5

dogrusal sistemine ulasiriz. Dogrusal sistemden ¢, +C, ’yi bulmak i¢in genisletilmis

matris yazilir ve elementer satir islemleri uygulanirsa
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6a+9 —9a+15]| 1-5 3 3a+3]|3+5
3a+6 —Ba+9 2 |~ ~| O 0 0
—3a+3 -3a+6 |-1-5 0 0 0

denk genisletilmis matrisine ulagilir. Birinci satirdan -3¢, + (-3« +3)c, =3+ J5

t .
olmak {lizere (cl,cz):(t,%), teR olarak bulunur. Gergekten, Teorem
a+

3.6’ya gore 1 =0 olmasi a=-ba i¢in saglaniyorsa ve m=n olmasi durumunda

—(11+5V5)F, + (7 +3VB)F, + a(—(11+5VB)F, + (7+3J5)F,) =0 icin
G® +13a* (—a)™
(c,.c,) = t, "(1“545"7*326 A ,teR"  ¢oziimii vardir. Bu ifade
3o’ (—a)

~1-5+3ta’® (~a)™
3o’ (-a)™

diizenlenirse (c,,c,) = (t, J t e R" olarak bulunur.

Eger ClQé? a3 T CZQS)%M) = Qé%” esitligini saglayan c;,c, degerlerini bulunmak
istenirse yani m=5, n=4, k=6, a, =a, =—3¢, a,=5, b, =b, =3, b, =7 ifadelerini

(3.4)’te yazarak sistemi diizenleyelim.

[ BoRR SaR 3R] [B0R3R SR <3| SR 4TR, SFTR
Y 30F,+3F, -3aF+3F,| *|-3aF,+3F, -3aF,+3F,| |5F,+7F, SF,+TF,

. Ha+9 -30+6 " Oa+15 -6a+9 ) 81 50
N 3g+6 3u+3| | -6a+9 -3u+6| |50 36

veya denk olarak

¢,(-6a+9)+¢,(-92+15) =81
¢,(-3cr+6)+C, (-6 +9) =50
C,(-3cr+3)+¢,(-32+6) =36
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elde edilir. Buradan c,, c,’yi bulmak i¢in genisletilmis matris yazilir ve elementer

satir iglemleri uygulanirsa

—6a+9 —9a+15 |81 —6a+9 —-9a+15 |81
3a+6 -6a+9 |50 |—222% 5| 60+9 -9a+15 |86
-3a+3 —-3a+6 |36 -3a+3 -3a+6 |36

bulunur. Burada elde edilen denk matrisin birinci ve ikinci satirina dikkat edilirse

denklem sistemini saglayan c,, ¢, bulunamaz. Gergekten, Teorem 3.6’ya gore
m#nve =0 olmast durumunda a=-ba ise 5F+7F,+a(5F,+7F)=0

oldugundan ¢6ziim yoktur.

Durum 3: a, =a, =a=#a,, b =b, =b#b, olmasi1 durumu:

Verilen sartlar (3.8) denklem sisteminde yerine yazilirsa

(3.31)

|:aFn2 + bFn—l a2 mez + b2 Fm1:||:cl:|

aF,_,+bF,
aF,_,+bF _, a,F, ,+b,F ,|C,

aF,_,+bF _,

matris denklemi elde edilir. (3.31) matris denkleminin katsayilar matrisinin

determinanti
(aFn—z + bFn—l)(aZ Fm—3 + b2 Fm—z) - (aFn—s + bFn—z)(az Fm—2 + bz Fm—l)

olur. Bu determinant ortak katsay1 parantezine alinip Teorem 2.11 dikkate alinarak

diizenlenirse

aF“—Z + bF”—l a, Fm—2 + b2 Fm—l — (_1)n (_aG(m—n+2) + bG(m—nJrl)) (332)
aF ,+bF,_, aF, ,+bF , (22:02) (22.02)
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elde edilir. (3.32) determinanti —aG((;:fb:;Z) + bG((a'thzgl) = 0 olmas1 durumunda sifir aksi

halde sifirdan fakli olur. Simdi bu durumlar1 inceleyelim.
Durum 3.1: —aG((;:TbBZ) + bG((;;TbT;l) # 0 olmast durumu
Bu durumda Cramer kurali ile Teorem 2.11°den

aF_,+bF , aF, ,+b,F
aF,_,+bF_, aF, ,+bF ,
aF, _,+bF, , aF, ,+b,F ,
aF, _,+bF , aF ,+bF ,

=

_ (D) (-aGg ) +bGi )
(-)"(-aGT 1 +bGI 1Y)

(az.by)

ve

aF, ,+bF_, aF _,+bF
aF _,+bF _, aF_;+bF_,
aF _,+bF , aF, ,+bF
aF _,+bF _, aF ,+b,F ,

— (_1)n_1:Ukan
(-1 (-aGl 12 +bGT 1)

(az.by)

y =

olarak bulunur. —aG((;:’_b:;Z) + bG((a":szgl) # 0 i¢in (3.31) matris denkleminin tek ¢6ziimii

vardir.

Durum 3.2: aG{)' ¥ =bG{ Y olmast durumu

(az.b;)
(m—n+1)
Bu kosul altinda (3.32) determinants sifir olur. G{ ;% # 0 olmak iizere a = —Gel)_
,,b, (m-n+2)
(a3.b;)
ifadesi (3.31) matris denkleminin genisletilmis matrisinde yerine yazilirsa
B bG (m-n+1) (m=n+1) 7
(85,0,) (az.b,)
G(min+2) Fﬂ—2 + bFn—l a2 Fm—2 + b2 Fm—l G(min-iz—Z) Fk—Z + ka—l
(az.0;) (a3.b;) (3 33)
b (m-n+1) b (m-n+1) !
G2 F L, +bF F.s+b,F et F ,+bF
Gy o ok, ah, 3 +0k, G e +0oR.,
L (a2.h;) (az.b,) i
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genisletilmis matrisi elde edilir. (3.33) genisletilmis matrisinde payda esitlensin. Payda

esitlemek i¢in birinci satir birinci siitun elemaninin Teorem 2.16 yardimiyla m yerine
M-n+2, n yerine n—2 almarak diizenlenirse G, , ifadesine ve benzer sekilde

Teorem 2.16 yardimiyla ikinci satir birinci siitun elemaninin m yerine m—n+2, n

yerine n—3 alinarak diizenlenirse G((a”;_blz)) ifadesine esit oldugu goriiliir. Ayni sekilde

birinci satir {i¢lincii siitun eleman1 ve ikinci satir iigiincii siitun elemani i¢in Teorem
2.16 yardimiyla uygun m ve n degerleri yazilarak esit ifadeler elde edilir ve elde

edilen esit ifadeler (3.33)’te yazilirsa

B (m) (m=-n+k) ]
bG(azybz) a.F +b E bG(azvbz)
G(m_n+2) 2" m-2 2" m-1 G(m—n+2)
(a2.0;) (az.b;) (3 34)
bG(m*l) bG(m—nJrk—l) :
(a3.by) aF +b.F (az.h;)
G(m,mg) 2" m-3 2 m-2 G(m—n+2)
(az.b,) (az.b;)
(m-1)
. . . .. (m) . ce . (b))
genisletilmis matrisine ulagihr. G, ) #0 olmak lizere birinci satir o le
(az.b,)
carpilip ikinci satira eklenirse
B (m) (m-n+k) ]
bG(avaz) aF +b.F bG(az»bz)
G(m—n+2) 2" m-2 2" m-1 G(m—n+2)
(az.b,) (a2.b;) (3 35)
bG(m—n+k—1) bG(m—n+k)G(m—1) )
0 0 (85,0,) _ (80,)  (ay.by)
G(m—n+2) G(m—n+2) (m)
L (az.b;) (az.b;) (a2.0,) |

genisletilmis matrisi bulunur. (3.35)’in ikinci satir tiglincii stitun elemaninda payda

esitlenir ve Teorem 2.15 de x yerine m, y yerine m—n+Kk alinarak diizenlenirse

0 (m) (m-n+k)
ey .k pE | PCam)
G(m_n+2) 20 m-2 2" m-1 G(m—n+2)
(2.b;) (2 b) (3.36)
; o | DD,
(m) (m-n+2)
B G(azy%)G(azv%) i
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bulunur.

(3.36)’ya gore, asagidakiler dogrudur. Sistemin,

41 #0 Ve k #n i¢in ¢dziim yoktur.
k=n ve u =0 icin parametreye bagl ¢dziim bulunur.

k =n ve =0 i¢in parametreye bagli ¢6ziim bulunur.

A L0 dpoE

k =n ve =0 i¢in parametreye bagli ¢6ziim bulunur.

Simdi 2, 3 ve 4 durumlarina iligkin parametreye bagli ¢oziimleri bulalim.
2. durum, yani k=n ve x=0 durumu (3.36) genisletilmis matrisinde yazilarak

gerekli islemler yapilirsa,

(ay.by) (az,b;)

seklinde t e R” parametresine bagli sonsuz ¢oklukta ¢oziim bulunur.

3. durumda verilen x=0ve k=n olmasi a,=-b,a ya da a,=-b,f olmasi

durumunda miimkiin olur. Boylece (3.37)’de a, = —b,a icin

(c,,c,) :(t Mj teR’

! b2 (_a)n—m
a, =-b,f i¢in
(c,,C,) = (tb(l—_tn)mj teR”
b, (-=5)

parametrik ¢dziimleri bulunur.

4. durumu (3.36)’da yazilirsa a, =—b,a igin
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b((-e)™™* —t)J, R

(C11 Cz) = (t' b2 (—Ol)n_m

a, =—b,p i¢in

b((=p)"" —t)} R

(Clvcz) = (t' b2 (_ﬁ)n—m

elde edilir.

Eger (3.34)’te G((;:),b2) =0 ise

(m=-n+k) ]
0 0 bG(az-bz)
G(m—n+2)
(azvbz) (3 38)
(m-1) bG(m—nJrk—l) :
(ay.by) aF .+b.F (a3.by)
G(m—n+2) 2" m-3 2" m-2 G(m—n+2)
L~ (a2.b,) (a5.,by)
(m—n+k)
matrisi elde edilir. (3.38)’in tutarli olmasi i¢in %:O olmalidir. beR”
(a2.by)

oldugundan bu durum G 7Y=0 halinde miimkiin olur. O halde
(m) _ _ (m-n+k) _ _ I
Giby =F, bR, =0 ve G )" =a,F ., +bF, ., =0 olmasmi ikinci

satirda yazalim. Burada m=2 icin b, =0 celiskisi elde edileceginden m =0, benzer

. F
sekildle m—n+k =2 olmaldir. Ikinci satirda denklemde a, =-— 0P yazilir ve
m-2
b(Fk—n—l — t) Fm—Z

Teorem 2.11, Sonu¢ 2.19 yardimiyla diizenlenirse (c,,c,)=(t,

(-b,)(-)"*F,_,
olarak bulunur.

Boylece asagidaki teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.11. nm ve k birer tam say, c¢,c,eC  bilinmeyenler ve
a,b eR’, i=123 olmak iizere ¢,Q{p; +C,Q0 ), =Q%., matris denklemini

¢oziimleri igin agagidakiler dogrudur. Matris denklemi
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1. —aG((ngbSZ) + bG((;:”bZ;l) # 0 olmasi durumunda

_[ D (aGE,)” +bG) ) (D" R,
(Cl’CZ)_ N\ G(m—n+2) bG(m—n+l) A G(m—n+2) bG(m—nJrl)
(=D"(-aG(, )" +0C,s) ) (-1)"(-8C(, )" +0C, 1"

seklinde tek ¢oziime sahiptir.

2. aG™ ™2 =pG™ "D glmasi durumunda G{™"*? £ 0 olmak iizere
(a2.by) (ag.by) (az,by)

b(kanfl_t)lszz) seklinde teR" parametresine

(-b)-D)"*F,.,

bagli sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahiptir. G((;:?bz) #0 ise

G, =0 ise (c,c,)=(t,

I. =0 ve k #n igin ¢dziime sahip degildir.

. . b—tb b(1-t : .
. k=n ve u=0 i¢in (Cl,CZ)z[t,leit,ﬁJ seklinde te R

(a2.b;) (az.b;)

parametresine bagli sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahiptir.

b l_t *
iii. k=n ve u=0 iken a,=-b,xicin (Cl,CZ)z(t,(—n)mj, teR ve
bz(_a)
a, =-b,f icin
b(1—t) R . .
(c.c,)= LW , te R gseklinde teR" parametresine bagl sonsuz
(—

¢Ozim bulunur.

b((-e)"* —t)} R

iv. k=n ve =0 iken a, =-b,a i¢in (C;,C,) =(t, —
b, (-a)

b((=5)"" -1)

—~ |, teR" seklinde teR
e

ve a,=-b,S igin (Cl,cz):(t,

parametresine bagli sonsuz ¢6ziim bulunur.

Ornek 3.12. ¢Q{{4 +¢,Q% . =Qf) 4 esitligini saglayan c,,c, degerlerini bulmaya

calisalim. Burada, m=5, n=4, k=6, a, =a,=2, a, =5, b, =b, =3, b, =7 ifadeleri

(3.4)’te yerine yazalim. Buradan
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2F+3F, 2F+3F] [SF4TF SR+TR] [2R+3F, 2F+3F,
CF 43, 2R 435, | CSFATR, F<TF, | | 243 2F43F,

yani,

13 8 50 31| |34 21
E 8 5 31 19| |21 13
veya matris esitliginden,
13c, +50c, =34

8c, +31c, =21
5c, +19¢, =13

4 1
denklem sistemi yazilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse C, = 3% C,= 3 olarak bulunur,

Gergekten, Teorem 3.11 kullanilarak —ZG((;)D +7G((§)7) =-3#0 olmas1 dikkate

(_1)6 (_ZG((sl,)n + SG((50,)7) (_1)3 I:2
(-1)*(-3) (D3

alindiginda (c,,c,) ={ ] = (%,%) elde edilir.

Ornek 3.13. 1Qg waze) T Cng(5 3= ng 2 sitligini saglayan c,,c, degerlerini
bulmaya caligalim. Burada, m=5 n=4, k=6, a =a,=14, a, =5,

b, =b, =24, b, =7 ifadeleri (3.4)’te yerine yazilirsa

1UF,+20F, WF+2F] [SF+TF SF+7F,] [14F+24F, L4F,+24F,
CVF, L 2F, LR S24F, || F,+TF, SF,4TF, | |LF,+20F, 14F,+24F,

elde edilir. Buradan da,
100 62 50 31 262 162
4 62 38 31 19 162 100

olur. Matris denklemi dogrusal sistem seklinde yazilirsa
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100c, +50c, =262
62c, +31c, =162
38¢c, +19c, =100

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini saglayan c,,c, bulunamaz.
Yani bu sistem tutarsizdir.  Gergekten, Teorem  3.11  kullanilarak

—14G{), +24G{), =0 olmasi durumunda G =5F,+7F,=19=0 olmak iizere

GEyy =0 ise p#0 Ve k = n igin ¢dziim yoktur.

Eger u#0 ve k=n olsaydi yani ¢Q{{,,, +C,Q\% 7 =Qllsz esitligini saglayan

C,,C, degerlerini bulmaya calisirsak (3.4) ifadesine denk olarak

14F,+24F, 14F,+24F] [5F+TF, 5F,+7F,] [14F,+24F, 14F,+2F,
C e =
Y14F,+ 24F, 14F+24F, | °|5F,+TF, 5F,+7F,| |14F,+24F, 14F,+24F,

sistemi yazilir. Burada Fibonacci sayilarinin degerleri yerine yazilirsa
100 62| |50 31| [100 62

, +C, =
62 38| |31 19] |62 3B

matris denklemi veya denk olarak dogrusal sistem seklinde yazilirsa

100c, +50c, =100
62, +31c, =62
38c, +19c, = 38

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Buradan 2c, +c, = 2 oldugu goriiliir. ¢, =t € R”
olmak tiizere (c,cC,)=(t,2—-2t)=(t,2(1—-t)) genel ¢oziim elde edilir. Gergekten,

Teorem  3.11  kullamlarak — —14G{, +24G{), =0  olmast  durumunda
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GgYy =5F,+7F,=19#0 olmak iizere Gf) #0 ise x#0 ve k=n igin

(c,c,)= (t, 22((13,_0} = (t, %j =(t,2(1-t)), teR" sonsuz ¢oziimii elde edilir.

(5.7

Ornek 3.14. ClQégl_a) +CZQ§)_7W) = Qégl_a) esitligini saglayan c,,c, degerlerini
bulmaya calisalim. Burada, m=5 n=k=4,a =a,=1 a,=-"7a
b =b,=1-a, b,=7 secelim ve (3.4)’te esitlerinin yerine yazilarak diizenleyelim.

Boylece

FFSJr(l—oc)F4 lFﬁ(l—a)Fﬁ {(—70{)F4+7F5 (—7a)F3+7F4]

: : IF,+(1-a)F, 1F,+{-a)F,
_I_
IF,+(-a)F, 1F+(-a)F,| *|(Ta)F,+TF, (Ta)F,+TF,

IF,+(1-a)F, 1F+(-a)F,

. 5-3¢ 3-2a " -2l +3 -lda+21 ) 5-3¢ 3-2a
N3-20 2-a| Y -lda+2l -Ta+l4| [3-2¢ 2-a

veya denk olarak

c,(5-3a)+c,(-21lx+35)=5-3
¢,(3—2a)+C,(~14a +21) =3—2a
c(2-a)+c,(-Ta+14)=2—-a

dogrusal sistemine ulasiriz. Dogrusal sistemden c,ve ¢,’yi bulmak i¢in genisletilmis

matris yazilir ve elementer satir islemleri uygulanirsa

5-3a¢ -21a¢+35|5-3cx -1 -7]-1
3-2a¢ -14a+21|{3-2c¢|~---~| 0 0[O
2—-a —Ta+14 | 2—-« 0O 01O

denk genisletilmis matrisine ulasilir. Birinci satirdan ¢, +7cC, =1 olmak {izere

(c.,c,) =(t,1%t), t e R" olarak bulunur.
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Gergekten, Teorem 3.11 kullamlarak 1G?, ,, = (1-a)G,;, olmasi durumunda

G, #0 olmak iizere G®, . #0 ise k=n ve u=0 iken a,=-b,xiin

1-a)1-1)
7(-a)™

(c,,¢c,) =(t, jz(t,l;t), teR" olarak bulunur.

Ornek 3.15. ClQégl_a) +C2Q§(fz)_7a’7) = Qé%vl_a) esitligini saglayan c,,c, degerlerini
bulmaya caligalim. Burada, n=4, m=5 k=6, a=a,=1 a,=-"7aq,

b, =b,=1-¢, b, =7 ifadeleri (3.4)’te yazilirsa.

CFF3+(1—05)F4 1F2+(1—a)F3] {(—7()¢)FA+7F5 (—7a)F3+7F4]

F, +(1-a)F, 1F,+{-a)F,
+C
F+(-a)F, F+(-a)F,| *|(Ta)R+TF, (Ta)F,+TF,

IF+(-a)F, 1F,+(-a)F,

elde edilir. Buradan da,

{5—3{1 3—2(1] {—21a+35 —14a+21}
G +C,

13-8a 8-5a
3-2a 2-a ~14g+21 -Ta+14

8-5a 5-3
matris denklemi veya denk olarak dogrusal sistem seklinde yazilirsa

c,(5-3a)+c,(—21x +35)=13-8«
c,(3-2a)+c,(-1l4a +21) =8-5«
c(2-a)+c,(-7Ta+14)=5-3a

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Dogrusal sistemden c,ve c,’yi bulmak i¢in

genisletilmis matris yazilir ve elementer satir iglemleri uygulanirsa

5-3a¢ -21a+35|13-8cx -1 7|2+«
3-2a -14a+21| 8-5¢ |~---~| 0 O 0
2—-a —Ta+14 | 5-3« 0O O 0
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denk genisletilmis matrisine ulasilir. Birinci satirdan ¢, +7¢, =—a +2 olmak iizere

(c,.,c,) :(t,ﬁ), teR" olarak bulunur.

Gergekten, Teorem 3.11 kullamlarak 1G®), ., =(1-a)G,,, olmasi durumunda

G((f’%aj)iO olmak {izere G(@M:&o ise k=n ve x=0 iken a,=-b,a icin

(c.c,) = (t, (1_“)((_0’21_2 _t)j = (t, Mj teR" olarak bulunur.
7(-a) 7

Durum4: a,b eR’, i=12,3 durumu:

Sartlar (3.8)’e denk olan durumu igerir. (3.8) matris denkleminin katsayilar matrisinin

determinanti

aan—Z + ban—l a2 I:m—2 + bZ Fm—l
=(aF, ,+bF )@&F, ;+bF, ,)-(aF, ,+bF ,)(@aF, , +bF

‘aiFn_3+ban_2 asz_3+b2Fm_2 (a'l n-2 bl n—l)( 2" m-3 2 m—2) (a1 n-3 bl n72)( 2" m-2 2 m—l)

olur. Bu determinant Teorem 2.11 ile diizenlenirse

— (_1)n (_aiG(m—nJrz) + blG(m—n+l)) (339)

(a2.0;) (az.by)

aan—Z + ban—l a2 Fm—z + b2 I:m—l
aiFn—S + ban—Z a2 Fm—3 + bz I:m—2

bulunur. O halde (3.39) determinanti, a,G{; ,}” =bG{ 1Y olmasi durumunda sifir

aksi halde sifirdan fakli olur. Sifirdan fakli olmasini inceleyelim.

Durum 4.1: —aiG((;:fb’ljz) +blG((;:l_b:;1) # 0 olmast durumu

Bu durumda (3.39) determinanti sifirdan farkli olur. Cramer metodu ve Teorem 2.11

kullanilirsa,
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as I:k—2 + b3 I:k—1 a2 Fm—z + bz I:m—l
_ aGFk—3 +b3Fk—2 aZFm 3 +b2F
t aan—2+ban—1 aZFm 2+b2 m-1

aan—S + ban—Z aZ Fm—S + b2 mez

_ (D (-aG? +bGE)

(a5.b,)

(mn+2) D)
- (D"(-aGy,Y +hGEY)

ve
‘aanZ + ban—l 3.3ka2 + b3 I:k—l
C. = aan—3 + ban—Z aSFk—3 + b3 Fk—z
? ‘a:LFn—Z + ban—l a2 Fm—z + bz Fm—l

(k=n+2) (k l)

_ (-D"(-aG ny +BGe oy )
2

(-D)"(-aG(s,” +bGG ")

aan—3 + ban—Z a2 Fm—S + b2 Fm—2
o (k-n+2) (k- n+l)
_ (3G +BGe k)

= (m-n+2) (m-n+D)

(-G s +BCi, )

seklinde tek ¢oziim bulunur.

Durum 4.2: —a,G{1? +bG{ Y =0 olmast durumu

(m-n+2)

Bu durumda (3.39) determinant sifira esit olur. G, /) # 0 olmasr sarti ile (3.8)

b1 (m n+1)
T1(3h)

matris denkleminin genisletilmis matrisinde a, = o yazilirsa
(a3.0;)
bl (m n+1) T
(ay.b,)
G(m 2n+22) n-2 bl aZ I:m—2 + b2 I:m—l aSFk—Z + b3 kal
(a,0;)
(m-n+1) (340)
(85,0,)
G(m 2n+2) n-3 + ban—Z a2 Fm—3 + b2 I:m—2 a3 Fk—3 + b3Fk—2
(az.by) |

matrisi elde edilir. (3.40) genisletilmis matrisinin elemanlarinda payda esitlenir ve

Teorem 2.16 kullanilarak dizenlenirse

(m) ]
b1 (3,.b,)
G- fw;) a,F,,+b,F | &R, +bF

(a2.0;)

(m-1) (3.41)

(a2.,b;)

e R bR, AR R,
G(( b,) )
2,0, i
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matrisi elde edilir. (3.41) genisletilmis matrisinde birinci satir G((a";?bz) #0 sartiyla
(m-1)
—% ile carpilip ikinci satira eklenirse denk olarak
G(avaz)
- -
(az.b,) (m) c®
G(m—n+2) (a2.b,) (a3,b3)
(azvbz) (3 42)
(_1)k( G(m—k+2) —b G(m—k+1)) !
0 0 8 (85,0,) 3 (ay,h,)
Gm
L (az.b,) a

matrisi elde edilir. Boylece sistemin agG((;:beZ)—bsG((;‘;fé)”) #0 olmasi durumunda

¢oziimii yoktur aksi halde sonsuz ¢oklukta ¢éziim vardir. Simdi a,G{] ? =b,G{ )"

(CPRYY)
(m—k+1)

(m—k+2) . M9, ) . .. .
olsun.G; ;)" #0 olmak iizere a, =Gk ifadesi (3.42)’nin birinci satirinda
(az.b,)

yerine yazilirsa
Gm (m—k+1)
(a5,b,) (m _ (35.0;)
Gby G(miniZ) +C;Cey,) = b5 o2y 2 +bF (3.43)
(32,0,) (az.0,)

bulunur. (3.43) esitliginin sag tarafinda payda esitlenir ve Teorem 2.16 kullanilarak

diizenlenirse
G(m) G(m)
(ay.,b,) (m)  _ (a,,b,)
Chy iy T €06 n) = Ty (3.44)
(35.,b,) (az.b,)

esitligi elde edilir. G((;; ),bz) # 0 oldugundan sadelestirme yapilirsa (3.44) denklemi

G(m—n+2)
(m-n+2) _ (a2.,b,)
ab +¢,Gy py” =h PeY ) (3.45)

(a3.0;)
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- - b t . *
haline gelir. Buradan (cl,cz):[t, Care (mt_lln+2)] olacak sekilde telR
G(aZ:bz) G(32~b2)

parametresine bagli sonsuz ¢oklukta ¢6ztim bulunur.

G((a":?bz) =0 olmasi durumunu e¢le alalim. Bu durumda (3.41) genisletilmis matrisi

0 0 astfz + b3 Fk—l
bGiss, (3.46)
G (m(,nf2; a2 I:m—3 + bz mez aS Fk—s + b3 I:k—2
(az.b,)

matrisine doniisiir. (3.46) genisletilmis matrisine karsilik gelen sistemin tutarli olmasi

a,F _,+b,F ;=0 ile mimkindir. k=2 igin b, =0 celiskisi olacagindan K # 2

b3 I:k -1

oldugu agiktir. (3.46) nin ikinci satirinda a, =— yazilir, Teorem 2.11 ve Sonug

k-2

2.19 ile diizenlenirse

(b)) ) R, .
(Q'CZ)‘(t’( Fs Fz_n](—bzx—l)f"*]’t N

¢Oziimi bulunur.

Boylece asagidaki teoremin ispatt yapilmis oldu.

Teorem 3.16. nm ve k birer tamsay,, c,c,eC  bilinmeyenler ve

i . () m  _o® i i
a,b eR’, i=123 olmak ilizere C,Qyp 1) +C,Qqe, b,) = Quian,y Matris denkleminin

¢ozlimleri igin asagidakiler dogrudur. Sistem
1. —aGl 2 +bG{ Y 0 olmast durumunda

k (m—k+2) (m—k+1) (k—n+2) (k—n+1)
(D" (-aGp 0y +BGan) ) (AGaE 5" +0CE ")
(m-n+2) (m-n+1)y ’ (m-n+2) (m-n+1)
(-D"(-aCn) +0Can, ) (AGE,)" +BCey,))

tek ¢oziime sahiptir.

(c,.c,) =[ J seklinde



_ (m-n+2) (m-n+1) _ (m-n+2) H
2. —aGg, )" +bGy, " =0 olmasi durumunda, G )~ # Oise
i. a,Gy? —b,G{ Y # 0 ise ¢oziim yoktur.

H (m-k+2) _ (m-k+1) _ H (m—k+2)
. Gy )7 —0Gg ,y =0 ise G ,y” # 0 kosuluyla
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b. t . 1 -
(c,c,)=|t, @ _‘°’k+2) — (mt_lfwz) , t e R seklinde sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahiptir.
G(aszz) G(azvbz)

Ornek 3.17. ¢Q4 +¢,Q% ) =QL , esitligini saglayan c;,c, degerlerini bulmaya

calisallm. m=5 n=4,k=6,8,=2,a,=5 a,=6b, =3, b,=7, b,=4

(3.4).’te yerine yazalim. Buradan

Fa+3a 25+35} Fﬁ+7ﬁ 55+75]_Fa+4a 6F, +4F,
1 2

C =
OF,+3F, 2F+3F,| C[SF,+7F, 5F,+7F,| |6F,+4F, 6F,+4F,

yani,

13 8/ |50 31| |62 38
C, +C, =

8 5 31 19 (38 24
veya matris esitliginden,

13c, +50c, =62
8c, +31c, =38
5c, +19c, =24

denklem sistemi yazilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse C :?'Cz

bulunur.

Gergekten, Teorem 3.16 kullamlarak —2Gg) +3G(), =—-3=0

(_1)6 (_GG(%,)n + 4G((§,)7)) (_2653)4) + SG(‘QL))

(C“Cz):( D3 3

ifadelerini

2
—— olarak
3

oldugundan

] elde edilir.
3
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Ornek 3.18. ¢,Q{Y, i +C,Q%% 1) = QL% , esitligini saglayan c;,c, degerlerini bulmaya
calisalm. Burada, n=4, m=5 k=6,a =14, a,=5 a,=6b, =24, b,=7, b, =4

ifadeleri (3.4)’te yerine yazilirsa

14F,+24F, 14F,+24F] [5F,+7F, 5F,+7F,] [6F,+4F, 6F,+4F,
c +C =
Y 14F, +24F, 14F +24F, | *|5F,+7F, 5F,+7F,| |6F,+4F, 6F +4F,

sistemi yazilir. Burada Fibonacci sayilarinin degerleri yerine yazilirsa
100 62| |50 31| |62 38
C, +C, =
62 38| °|31 19| |38 24
elde edilir. Matris denklemi veya denk olarak dogrusal sistem seklinde yazilirsa

100c, +50c, =62
62c, +31c, =38
38c, +19c, =24

ya da denk olarak

50(2c, +¢,) =62
31(2c, +c,)=38
19(2c, +c,)=24

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini saglayan c,, ¢, bulunamaz.
Yani bu sistem tutarsizdur.

Gergekten, Teorem 3.16 kullanilarak —14G((§])7)+24G((§)7) =0 olmast durumunda,

G((53')7) =0ise GG((;?” - 4G((§)7) =22 # 0 i¢in ¢6ziim yoktur.
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Ornek 3.19. ¢Q{{l, 5y +C,Q\% 7 = Q¥th .5, esitligini saglayan c;, ¢, degerlerini bulmaya
calisgalim. Burada, n=4, m=5, k=6,a =14, a,=5, a,=6b, =24, b, =7, b, =15

ifadelerini (3.4)’te yazarak sistemi diizenleyelim.

{14F3+24F4 14F2+24F3] {5F4+7F5 5F3+7F4]
1 2

6F, +15F, 6F, +15F,
14F, +24F, 14F,+24F,| *|5F,+TF, 5F,+TF,

6F, +15F, 6F,+15F,

100 62 50 31} |150 93
C, +C, =

{62 38} {31 19] {93 57]
veya denk olarak,

100c, +50c, =150
62c, +31c, =93
38c, +19¢c, =57

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Buradan 2c, +¢, =3 oldugu gériiliir. ¢, =t e R”
olmak iizere (c,,C,) = (t,3—2t) genel ¢oziim elde edilir.

Gergekten, Teorem 3.16 kullanilarak —14G{, +24G{, =0 olmasi durumunda,
GE,y #0  olmak izere 6GF,, -15G(;, =0 ise G, =0  kosuluyla

15 t24
Gan Gen

(c.c,) = [t J: (t,3-2t), te R seklinde sonsuz ¢dziimii elde edilir.



BOLUM 4. TARTISMA VE ONERILER

Bu caligmanin ikinci boliimiinde Fibonacci sayilart ve genellestirilmis Fibonacci
sayilari ile ilgili temel kavramlar, bazi 6zellikler ve teoremler verilmistir. Devaminda

Fibonacci sayilarimin Q matrisi ile iligkisi ve bazi 6zelliklerine de yer verilmistir.

Q matrisinin kuvvetleri alinarak Q" matrisi [King’in Tezi] ¢alismasinda

gosterilmistir. Buradan hareketle elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci sayilart olan

()

N— genellestirilmis Fibonacci Q matrisi olarak adlandirilan ve Q.f; ,, ile gdsterilen

aQ"* +bQ" " matrisinin tanimi yapilmustir.

Calismanin {igiincli boliimiinde elde edilen sonuglarin sirasi ile 6zelden genele dogru
ilerledigi ve Teorem 3.16’nin en genel hali temsil ettigine dikkat etmek gerekir.
Teorem 3.16 kullanilarak Durum 1, Durum 2 ve Durum 3 ile irdelenen ve sirasiyla
elde edilen Teorem 3.1, Teorem 3.6 ve Teorem 3.11 ¢ ulasabilecegimiz asikardir. Ik
3 durumun 6zel durumlar olarak ele alinma sebebi belli durumlar i¢in hesap kolayligi

saglamaktir. Bu durum 6zelden tiime varim mantigi ile de uyumludur.

Ele alinan problemler incelendiginde Durum 4’te incelenen Qg ,,. Q{0 .

matrislerinin dogrusal bilesiminin bir Qé&'bz)matrisi olmast probleminin aslinda

Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’te incelenen Onceki problemlerin genellestirilmesi
oldugu bellidir. Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’{in sartlar1 Teorem 3.16’nin ifadesinde
yerine yazildiginda bu durumlara karsi gelen teoremlerin ifadelerini elde etmek i¢in
fazla irdeleme ve islem yapmak gerekmektedir. Bu nedenle 6zelden genele gitme

kullanisli olma bakimindan da 6nem arz etmektedir.
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Ayni zamanda a,b eR", i =1,2,3 i¢in ¢alisma kapsaminda 6zel olarak incelenen 3

durum disinda durumlarin oldugu agiktir. Bu durumlari i¢eren problemlerin ¢dziimleri

Teorem 3.16 yardimiyla bulunabilir.

Diger deyisle buradan elde edilen ¢oziimlerden diger her bir durum i¢in elde edilmesi
gereken ¢oziimler tiiretilebilir. Boyle olmakla beraber tiiretilecek olan ¢oziimlerin en
sade bicimine ulagsmak i¢in bir islem kalabalig1 s6z konusu olacaktir. Dolayistyla
calisma genelden 6zele inmek yerine 6zelden genele dogru tasarlanmistir. Hatta son
olarak ele alinan genel problemden, tezde yer verilmeyen farkli 6zel durumlarla ilgili

¢oziimlerde tiiretilebilir. Ornegin a, = a, # a,, b, =h, =b, =b olmas1 durumuna tezde

yer verilmemistir ancak ister dnceki problemler gibi ilerleyerek dogrudan ister genel
durumdan hareketle ¢coziimler tiiretilebilir. Bu tiir 6rnekler ¢ogaltilabilir ve istenen

¢oziimlere Teorem 3.16 yardimiyla kolaylikla ulagilir.

Burada ele alinan problemden, Fibonacci ve Lucas sayilari ile elde edilmis toplamsal
ozelliklere genellestirilmis Fibonacci sayilar ile ilgili benzer 6zelliklerin ve diger
ozelliklerin olup olmadigi, varsa nelerin oldugu, elde edilen ve edilmesi olasi
sonuglarin reel hayatta ne tiir problemlerin ¢oziimii igin kullanilabilecegi incelemeye

degerdir.
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