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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer kodlar, devirli kodlar, sabit devirli kodlar, skew sabit
devirli kodlar, skew polinom halkasi

Bu tezde v* =1 olmak iizere Z,Z,[v]- lineer kodlar calisilmistir. Z,Z, [v]— lineer

kodlarin {iiretegc ve kontrol matrisinin standart formu elde edilmistir. Sonra
Z,Z.,[Vv]— (v)— sabit devirli kodlarin iireteg polinomlar: ve en kiigiik geren kiimesi

belirlenmistir. Devirli kodlar ve sabit devirli kodlar arasindaki birebir iligki
verilmigtir. Boylece, devirli kodlarin dolayisiyla sabit devirli kodlarin dualinin yapis1

incelenmistir. Z,Z,[v] de (v)— sabit devirli kodun Z, — gériintiisiiniin 2- indeksli
parcali devirli (quasicyclic) kod oldugu ispatlanmistir. Son olarak v’ =1 ve
R =Z,+VZ, olmak iizere R, ve Z,R de skew sabit devirli kodlar ¢alisilmistir. Bu
halkalar tzerindeki kodlarin iirete¢ polinomlar1 verilmistir. R, de farkh
otomorfizmalar ve farkli gray dontisiimler verilmistir. Ayrica Z,R, lizerindeki double
skew sabit devirli kodlar verilmistir.



LINEAR CODES, CONSTACYCLIC CODES AND SKEW
CONSTACYCLIC CODES OVER SOME FINITE RINGS

SUMMARY

Keywords: Linear codes, cyclic codes, constacyclic codes, skew constacyclic codes,
skew polynomial ring

In this thesis, Z,Z,[v]- linear codes are studied, where v* =1. The standart form of
the generator matrix and parity- check matrix of Z,Z, [v]— linear codes are

obtained. After, generator polynomials of Z,Z,[v]— (v)— constacyclic codes and

their minimal spanning set are determined. The one-to-one relationship between
cyclic codes and constacylic codes is given. Hence, the structure of dual codes of
cyclic codes and therefore constacyclic codes are investigated. The Z,— image of

(v)— constacyclic code over Z,Z, [v]— is quasi cyclic code with 2- index is proved.
Finally, skew constacyclic codes over R, and Z,R, are studided, where v’ =1 and
R =Z,+VZ,. The generator polynomials of the codes over this ring are given.
Different automorphisms and different gray maps over R, are given. Also, double
skew constacyclic codes over Z,R, are given.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cebirsel Tanimlar, Onermeler ve Teoremler
Tezin bu kisminda ileriki boliimlerde gerekli olan temel bilgiler verilecektir.

Tanmm 1.1.1. G bostan farkli bir kiime olsun. ¢,,d9, €G i¢cin GxG den alinan her

sirali ikiliyi G kiimesinde bir ve yalniz bir elemana gotiiren fonksiyona G ’de bir

ikili iglem denir. Yani, *, G de ki ikili islemi gostermek {izere,

GxG -G
(9,,9,) > 9,*9,

seklinde tanimlanir [1].

Tamm 1.1.2. Uzerinde en az bir ikili islem taniml1 bostan farkl1 bir kiimeye cebirsel

yapt denir. G kiimesi tizerinde taniml bir * ikili islemi varsa bu cebirsel yap1 (G,*)

ile gosterilir [2].

Tanmm 1.1.3. G bos olmayan bir kiime ve *, G kiimesinde tanimli bir ikili islem

olsun. (G,*) cebirsel yapisina asagida verilen aksiyomlar1 sagliyorsa grup denir.

Gl1. *, G de bir ikili islemdir.

G2. * isleminin G de birlesme oOzelligi vardir. Yani, VgQ,,0,,0,<G igin,
9, *(9,%9;) =(9, %9, ) * g, tir.

G3. * isleminin G de birim eleman: vardir. Yani, Vg, € G i¢in,

g, *e =e* (g, = g, olacak sekilde Je € G vardur.



G4. * islemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani, Vg, €G i¢in,

1

g,*%0, =0, *g, =e olacak sekilde 3g," € G bulunabilir [2].

Tamm 1.1.4. (G,*) bir grup ve vg,,9, €G igin g, *g, =0, *g, degisme 6zelligi de

saglantyor ise (G, *) grubuna degismeli grup veya abel grubu denir [2]

Tammm 1.1.5. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. H
kiimesi, G de ki isleme gore kendi basina bir grup oluyorsa H kiimesine G nin bir

alt grubu denir [2].

Tanmim 1.1.6. F kiimesi G grubunun bir alt kiimesi olsun. F yi kapsayan, G nin

biitiin alt gruplarinin arakesitine F nin trettigi alt grup denir. (F) ile gosterilir. F
sonlu bir kiime ise G ye sonlu tretilmis grup ve F ={a} tek elemanli bir kiime ise

G ye a tarafindan iiretilmis devirli grup denir. G =(a) ile gosterilir [2] .

Tanmm 1.1.7. R bos olmayan bir kiime olsun. + ve . ikili islemleri ile asagida
verilen aksiyomlari saglayan (R, +, ) cebirsel yapisina halka denir.

1. (R,+) degismeli bir gruptur.

2. . isleminin R de birlesme oOzelligi vardir. Yani, Vr,r,,,eR icin,
(r.r,).n,=r.(r,.r,) tir.

3. . isleminin + islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma Ozellikleri vardir.
Yani, Vr,n,,r, €R igin r.(n+r)=rn.r,+nr ve (L+r,).n =n.n+r.r
tur.

Ayrica,
4. R halkasinin . islemine gore degisme 0zelligi saglaniyorsa yani, V1,,r,eR

icin r.r,=r,.r; oluyorsa R halkasina degismeli halka denir.



5. R halkasmin . islemine gore etkisiz eleman: varsa yani, VI e€R icin
1..r, =1.1; =1, olacak sekilde 1; € R varsa R halkasina birimli halka denir.

1; de halkamn birim eleman: olarak adlandirilir 3].

Tanmm 1.1.8. R halkas1 birimli bir halka olsun. r,eR i¢in r.r, =r,.r,=1, sartini

saglayan bir r, € R varsa r, e birimsel eleman denir.

Tanmm 1.1.9. R halkasinda sifirdan farkli alinan bir r,eR igin, 1.1, =0; veya

r,.r, =0y sartin1 saglayan sifirdan farkli 3r, € R varsa r, e sifir bolen denir [2].

Tamim 1.1.10. Birimli, degismeli, sifir bolensiz (tam) halkaya tamlik bolgesi denir

[2].

Tamm 1.1.11. R bir halka ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S, R
halkasindaki islemlere gore kendi basina bir halka ise Sye R halkasinin bir alt
halkas: denir [2].

Tamm 1.1.12. R bir halka ve P <R olsun. R halkasinin P yi kapsayan biitiin alt
halkalarinin arakesitine P nin {rettigi alt halka (<P ) denir. P nin elemanlar

(P) nin iiretegleri olarak adlandirilir [2].

Tamm 1.1.13. R bir halka ve & =1 <R olsun.
i Va,bel i¢in a-bel
ii. Vael ve VreR i¢in rael (veya arel)
ise I ya R nin bir sol ( veya sag ) ideali denir. Hem sol hem de sag ideale iki tarafli

ideal veya kisaca ideal denir [2].



Tanmmm 1.1.14. R bir halka ve. PcR olsun. R nin, P yi kapsayan biitiin
ideallerinin arakesitine P nin trettigi ideal ((P)) denir. Eger P ={p} tek

elemanli bir kiime ise P nin tirettigi ideale temel ideal denir. (p) ile gosterilir [2].

Tamm 1.1.15. Her ideali bir temel ideal olan halkaya, bir temel ideal halkas1 denir.

Her ideali bir temel ideal olan tamlik bolgesine temel ideal bolgesi denir [4].

Tamm 1.1.16. R degismeli ve birimli halkasinda M #R sartin1 saglayan bir M
ideali olsun. R nin, M yi kapsayan M ve R den baska hicbir ideali yoksa, M ye

R nin bir maksimal ideali denir [2]

Tammm 1.1.17. Tek maksimal ideale sahip olan birimli degismeli bir halkaya lokal
halka denir [3].

Tanmm 1.1.18. 1, R halkasinin bir ideali olsun. V'r;, I, €R icin,
rL=r(modl)<r—r,el

denklik bagintisina gore olusan bitin denklik smiflarin kiimesi  R/1  ile
gosterilirse, R/,

(r+0)+(s+1)=(r+s)+I,

(r+1).(s+1)=(rs)+I

islemleri ile bir halka olusturur. Bu halkaya, | ya gore boliim halkasi denir [4] .

Tamm 1.1.19. R ve S iki halka, f :R—S bir fonksiyon olsun. ¥r,,r,e R igin;
i f(h+r,)="7f(r)+f(r,)ve
i f(nn)=1(r)f(r)

ise f ye, R den S ye bir halka homomorfizmasi denir [2]



Tanmim 1.1.20. f :R —>S halka homomorfizmasi birebir ve orten ise f ye halka
izomorfizmast denir. R ve S halkalarina izomorf halkalar (R=S) denir.

f :R >R izomorfizma ise f ye otomorfizma denir [1].

Tanmmm 1.1.21. f :R —S halka homomorfizmasi olsun.
i. f nin gekirdegi, Cek f ={reR|f (r)=0,} dir.
. f nin goriintiisii, Im f ={s eS|r eRigins=f (r)} dir [3].

Tamm 1.1.22. R bir halka, x bir bilinmeyen ve a,,a,,...,a, ler R halkasimm

n

elemanlar olmak lizere, a, +a x+...+a, X" seklindeki ifadeye R den katsayil1 bir
polinom denir. R den katsayili tim polinomlar kiimesi R[x] ile gosterilir.
p(x)=a,+ax+...+a,x" eR[x] ve a, =0 ise &, ye polinomun bas katsayis
ve n ye de polinomun derecesi denir. p(x) polinomunun derecesi d°p(x) ile

gosterilir [2].
Onerme 1.1.1. R bir halka ise R[x] de bir halkadir [2].

Onerme 1.1.2. R bir halka olmak iizere,

i R halkasi birimli ise R[x] de birimlidir.
ii. R halkasi degismeli ise R[x] de degismelidir.

iii. R halkas: tamlik bolgesi ise R[x] de tamlik bolgesidir [2].

Teorem 1.1.1. R degismeli bir halka ve f (x),g(x) eR[x] olsun. g(x)=0 ve

g(x) polinomunun bas katsayisi terslenebilsin. O zaman;
f(x)=q(x)g(x)+r(x) ve d’r(x)<d°g(x)

olacak sekilde tek tiirlii olarak belirli 3q(x),r(x)e R[x] polinomlar: bulunabilir [2].



Tamm 1.1.23. Bas katsayisi 1 olan polinoma monik polinom denir [2].

Tamm 1.1.24. (M, +) bir degismeli grup, R de degismeli bir halka olmak iizere,
M grubundaki elemanlarin, R degismeli halkasindaki elemanlarla skaler carpimu,
RxM — M fonksiyonu,

i. VreR, Vm,MeM igin, r(m-+m)=rm+rm,

ii. Vr,T eR, VmeM igin, (r+F)m=rm-+7rm,

iii. Vr,T eR, VmeM igin, (rF)m=r(fm),

Iv. VmeM ig¢in, I, m=m.
seklinde verilen kosullar1 sagliyorsa, M Yye R iizerinde bir modiil veya kisaca

R — modiil denir [4]

Tamim 1.1.25. R bir halka, M bir R— modiil ve N, M nin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Eger N de kendi basina bir R— modiil oluyorsa N ye, M nin bir alt
modiilii veya kisaca R— alt modiilii denir. M modiiliiniin kendisi ve sifirindan

ibaret {0,,} =0 alt kiimesi M nin bir alt modiilidiir [4].

Onerme 1.1.3. R— modiil M nin, bostan farkli bir N — M alt kiimesinin alt

modiil olmast i¢in gerek ve yeter kosul Vr,TeRve VmmeN igin,

rm+7meN olmasidir [4].

Tanim 1.1.26. R degismeli halka, M bir R— modiil ve {x,X,,...,x,} €M olsun.

Eger her xeM eleman1 a;,a,,...,a, € R olmak ilizere, Xx=aXx +a,X, +...+a X,

seklinde tek tiirlii olarak ifade edilebiliyorsa M ye n rankli serbest R — modiil denir

ve {X,X,,....X,} € M nin serbest tabani denir [5].

Tanmmm 1.1.27. R bir halka, M ve N nin her ikisi de R— modil olsun. Bir

f:M —N fonksiyonu, asagida verilen kosullar1 sagliyorsa, f ye bir modiil

homomorfizmasi veya R— homomorfizma denir. Vm,meM ve Vr R i¢in,



i, f(m+m)=f(m)+f(m)

ii. f (rm)=r f (m)dir [4].

Tamm 1.1.28. ]qu =GF (qm) bir cisim ve bu cisim {lizerinde tanimlanan
otomorfizma @:a — a® olmak iizere,

F,.[x0]= { f(x)=a,+ax+..+a, X"t eF, ve i=01..,n —1} kiimesinin
polinom halkasindaki standart toplama islemi ve (ax‘)*(bxj ) = aé' (b)Xi+j ile

tanimli ¢arpma islemine gore belirttigi halkaya skew polinom halkas1 denir [6]

Tamim 1.1.29. Eger R— modiil olan R halkas1 birebir ise sonlu degismeli olan R

halkasina Frobenius halkasi denir [7]

1.2. Lineer Kodlar

Bu bolimde oncelikle lineer cebirden ve kodlama teorisinden gerekli olan bazi

tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 1.2.1. F, sonlu cisim olsun. Vektorel toplam + ile ve F, nun elemanlar ile

skaler carpim islemlerinin tanimli oldugu bos olmayan bir V kiimesine, eger

asagidaki sartlarin tiimi saglaniyorsa F, iizerinde vektdr uzay1 denir. Her u,v,weV
ve her q,,q, € F, igin:

I. V kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

ii. qVveV dir.

iii. g (u+v)=qu+qV, (g,+0,)u=qgu-+aq,u dur

iv. (0,0, )u=0,(q,u) dur.

V. Eger F, nun birim eleman 1 ise 0 zaman 1u =u dur [8].



Tamim 1.2.2. V vektdr uzaymin bos olmayan bir C alt kiimesi V de taniml1 olan
vektorel toplam ve skaler ¢arpim ile kendi basina vektor uzayi ise C ye V nin alt

uzay1 denir [8].

Teorem 1.2.1. F, tizerinde V vektdr uzaymn bos olmayan bir C alt kiimesinin alt

uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki kosulun saglanmasidir:

x,yeC ve q,,q, e F, ise qx+0q,y eC dir [8].

Tamm 1.2.3. V, F, iizerinde vektor uzayi ve S ={V;,V,,...,V,}, V nin bostan farkls
bir alt kiimesi olsun. <S> ={q1v1+...+qrvr g € Fq} kiimesine S nin irettigi
(gerdigi) alt uzay denir. (S) , V nin alt uzayidir. V nin C alt uzay1ve Cnin S alt

kiimesi i¢in eger C = <S> ise S ye C nin iirete¢ kiimesi (geren kiimesi) denir [8]

Tamm 1.2.4. V, F, iizerinde vektdr uzay: olsun. Eger qv, +..+q,v, =0 olacak
sekilde hepsi aym anda sifir olmayan q,...,q, €F, varsa Vde ki {v,..,v,}
vektorlerinin kiimesi lineer bagimlidir denir. Eger qV, +...+0,v, =0=0,=..=(, =0

oluyor ise V de ki {v,,...,v,} vektorlerinin kiimesi lineer bagimsizdir denir [8].

Tanmm 1.2.5. S={v,V,,...,V,}, V de ki vektorler kiimesi olsun. Eger S lineer

bagimsiz kiime ve S, V yi geren kiime ise S ye V nin bazi (tabani) denir [9]

Tanmmm 1.2.6. V vektdr uzayinin herhangi bir bazindaki eleman sayisina V nin

boyutu denir [9].

Tanim 1.2.7. P= { Py pq} sonlu kiimesine kod alfabesi denir. P" , P iizerinde n—

lilerin kiimesi olsun. P" nin bos olmayan herhangi bir C alt kiimesine q— lu blok



kod denir. C de ki her bir elemana kod soz denir. Eger C< P" , M tane eleman

igeriyor ise C ye n uzunlugunda M elemanli kod ya da (n, M )— kod denir [10].

Tamim 1.2.8. A alfabesi {izerindeki ayni uzunluktaki n— liler X ve y olsun. xve y

nin farkli olan bilesenlerinin sayisina X ve y arasindaki Hamming uzaklik denir ve

d(x,y) ile gosterilir [8]

Teorem 1.2.2. A alfabesi iizerindeki n-lilerin kiimesinden alinan Xx,y,z igin
Hamming uzaklik fonksiyonu asagida verilen 6zelliklere sahiptir.

I 0<d(xy)<n,

i.  d(xy)=0cx=y

i, d(xy)=d(y,x)

iv.  d(xz)<d(xy)+d(y,z) [8].

Tamm 1.2.9. En az iki kod s6z igeren bir C kodu igin C kodunun minimum uzaklig

d(C)=min {d (x,¥):x,yeC,x# y} olarak tanimlanir [8].

Tamim 1.2.10. n uzunluklu, M elemanli ve minimum uzakligi d olan bir kod

(n,M,d)— kod olarak gosterilir. n,M,d sayilarina kodun parametreleri denir [8]

Tanmm 1.2.11. x=(x1,...,xn) kod soziniin agirligi X in sifirdan farkli bilesen

sayisidir ve w(x) ile gosterilir. Bir C kodunun minimum agirhig C de ki sifirdan

farkli kod sozlerin en kiigiik agirhigidir ve w(C)ile gosterilir [10].

Tamm 1.2.12. Bilesenleri F, dan alinan ve n— lilerden olusan vektor uzayr V (n,q)
olmak iizere, C =V (n,q) kodu eger V (n,q) vektdr uzaymin bir alt uzay: ise C ye
bir lineer kod denir. Eger C, V (n,q)iizerinde k boyuta sahip ise C ye [n,k]— kod

denir. Eger C kodunun minimum uzakhg d ise C ye [n,k,d]— kod denir [10].
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Teorem 1.2.3. Eger C bir lineer kod ise d (C)=w(C) dir [10].

Tanmm 1.2.13. C bir [n,k]— kod olsun. Satirlart C kodu igin baz olusturan kxn
boyutlu bir G matrisine C nin iirete¢ matrisi denir. C ={xG|xeV (k,q)} dir [10].
l,, k boyutlu birim matris olmak iizere G=(I,|A) bigimindeki tirete¢ matrise

standart formdadir denir [10].

Tanm 1.2.14. v=(v,...,.V, ), W=(W,,...,W, ) € F, olsun.

. v ve W nin skaler ¢arpimi (nokta carpimi ya da Oklid i¢ ¢arpimi olarak

da bilinir) vw=v,w, +...+v,w, € F, olarak tamimlanr.

ii. Eger vw=0 ise v vektorii W vektoriine diktir (ortogonaldir) denir [8].

Tammm 1.2.15. C bir lineer [nk]- kod olsun. C nin dual kodu

C*={veV(n,q)|v.c=0,vceC} kimesidir [10].

Teorem 1.2.4.

. Eger G , C igin iirete¢ matris ise C* :{V eV(n,q)|v.GT =O}d1r.
. Lineer [n,k]—kodunun duali C* lineer [n,n—k]— koddur.

iii. Herhangi C lineer kodu igin (Cl)l =C dir [10].

Tanmm 1.2.16. C lineer kodunun kontrol matrisi H , C*dual kodunun iiretec

matrisidir [8].

Teorem 1.25. Eger G=(1,|A) , C [n,k]— kodunun standart formdaki iireteg

matrisi ise 0 zaman C nin kontrol matrisi H :(—AT | In_k) dir[8].
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1.3.Devirli Kodlar

Tamm 1.3.1. Cc F i¢in (c,,c,,...,C, ;) eC iken (¢ ,,¢,,....C, ,) €C oluyorsa C

lineer koduna devirli kod denir [8].

0 F/ - F[x]/(x"-1)

q q

(CorCronCos) = (CpHCX .t Coyx™)
seklinde verilen déniisim ile C < F,'de ki (Co:Cpres €,y ) kod 80z F, [X]/(Xn —1)

de ki polinomla iligkilendirilebilir [8].

Teorem 1.3.1. ( yukarida tanimlanan lineer déniisiim olsun. F;" nin bostan farkli C

alt kiimesinin devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K(C) nin

ideali olmasidur [8].

Teorem 1.3.2. 1|, Fq[x]/(xn—l) de sifirdan farkli bir ideal olsun. g(x), 1 da
sifirdan farkli derecesi en kiiciik olan monik polinom olsun. O zaman g (X), | nin

iiretecidir ve g(x), X" =1 i bdler [8].

Teorem 1.3.3. F,[x]/ (X" —1) in sifirdan farkli | idealinde derecesi en kiiciik olan

tek bir monik polinom vardir. (Bu monik polinom Teorem 1.3.2.den | nin iiretecidir)

[8]-

Tamm 1.3.2. F,[x]/ (X” —1) in sifirdan farkli | idealinde derecesi en kiiciik olan tek
bir monik polinoma | mn iirete¢ polinomu denir. C devirli kodu igin ¢(C)nin

iirete¢ polinomuna C nin tirete¢ polinomu denir[8].
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Teorem 1.3.4. F, [X]/(X" —1) in idealinin tirete¢ polinomu g(x) olsun. Eger g(x)

in derecesi n—k ise devirli kodun boyutu k dir [8].

Teorem 1.3.5. der(g (x)) =n—k olmak iizere F; de ki C devirli kodunun iireteg

polinomu g(x)=g,+g,x+...+d, X" olsun. O zaman C nin iirete¢ matrisi

g(x) 9% 9% .. 9., 00 0 ..0

xg (x) 0 g 9 -« Goy O

.. 0 ) .
G= =|. .| seklindedir [8].

x*g(x)) \0 0 .. g 0 I
k

Tamim 1.3.3. h(x)=>ax', F, iizerinde k dereceli (a, =0) polinom olsun. h(x)

i=0
K
in reciprocal polinomu h (x), hy (x)=x‘h(1/x)=> a, X" olarak tanimlanir[8].
i=0
Teorem 1.36. C, q— lu [n,k]— devirli kodunun iirete¢ polinomu g(x) olsun.
h(x):(x” —1)/g(x) ile ifade edilsin. h(x) in sabit terimi h; olmak iizere h;'hy(x) e

C* in iirete¢ polinomu denir [8].

Tamm 1.3.4. C, n uzunlugunda q— Iu devirli kod olsun. h(x)=(x"-1)/g(x) ile
ifade edilsin. h(x) in sabit terimi h; olmak iizere hy*h,(x) e Cnin kismi kontrol

polinomu denir [8].

Sonu¢ 1.3.1. C, q— lu [n,k]— devirli kodunun iireteg polinomu g(x) olsun.
h(x):(xn —1)/g(x) ile ifade edilsin. h(x)=h, + hx+...+hx olsun. O halde C nin

kismi kontrol matrisi,



seklindedir [8].
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BOLUM 2. z,Z,[v]- LINEER KODLAR

Cisimler tizerinde yapilan ¢alismalarin yani sira halkalar {izerinde de birgok ¢alisma

yapilmistir. Brouwer ve ark. [11] tarafindan farkli iki alfabe tizerindeki kodlarin
calismasi yapilmistir. Sonrasinda Borges ve ark. [12] tarafindan Z,Z, —toplamsal
kodlar sunulmustur. Ayrica bu kodlar i¢in ¢esitli ¢galigmalar yapilmistir [13, 14,15,16] :
Daha sonra bu kodlar Z,Z, (s>2) toplamsal kodlara Aydogdu ve ark. [17]
tarafindan genisletilmistir. Aydogdu ve ark. [18] tarafindan U° =0 olmak iizere

Z,Z.,[u]~- toplamsal kodlar ¢alisiimustir.

Tezin bu béliimiinde éncelikle v? =1 olmak iizere Z,+VZ, halkasi hakkinda bilgi
verilecektir. Daha sonra Z,Z,[v] kiimesi tammlanarak Z,Z,[v]—- lineer kodlarin

yapisi ¢alisilacaktir. Bu kodlarin iirete¢ matrislerinin ve kontrol matrislerinin standart

formu belirlenecektir.

2.1. v* =1; Z,[v] =Z, +VZ, Halkasi

v? =1 olmak iizere, Z, [V]=Z,+VvZ, ={0,1,v,1+Vv} halkas: dort elemanl: bir
halkadir. Bu halka kisaca R sembolii ile gosterilsin. R nin terslenebilen elemanlari

{Lv} dir. A,A, B,B, matrisleri Z, tizerinde matrisler olmak iizere, R halkas

tizerindeki C lineer koduna permiitasyon denk olan {irete¢ matris,

G:{Ikl A Bl+VBz:|

(2.1)
0 @+v)l, @+v)A

bi¢imindedir [19].
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o' R—> Z22 .
Tamm 2.1.1. olacak sekilde ¢ gray doniisiimii tanimlansin.
(a+vh)—(a,b)

Burada, ¢(0)=(0,0),(1)=(1,0), ¢(v)=(0,1), p(1+v)=(11) dir [20].
2.2. Z,Z,[v]— Lineer Kodlarm Yapisi

Z,Z,[V]={(s.t)|s€Z,,t eR} scklinde tammlanan Z,Z,[v] halkasi bilinen

toplama islemi altinda kapalidir. Fakat VeR i¢in ¢arpma islemi altinda kapali

olmadigindan bilinen carpma islemine goére R— modiill degildir. Bu nedenle
asagidaki tanimda verilen 7z doniisiimii kullanilarak yeni bir g¢arpma islemi

tamimlanacaktir. Bdylece Z,Z,[v] halkasmin R- modiil olmasi saglanarak,

cebirsel yapisi daha iyi bir konuma gelir [20].

Tanim 2.2.1. a,beZ,,a+Vvb e R olmak iizere,

T:R>Z,
doniisiimii tanimlansin. Burada,
(a+vb)—>a+b

7(0)=0, (1) =1, 7(v) =L 7(1+v) =0 dir [20].

Tanimlanan 7 doniistimii halka homomorfizmasidir.

Yukarida agiklandigi gibi yeni bir ¢carpma islemi asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 2.2.2. Herhangi bir r eR, ¢ =(sO s sﬂ_l,to,ti,...,tﬂ_l) €Z," x(Z, +VZ,)"igin,

197100y

rc=(z(r)sy,7(r) Sy 7(1)S, Mg, Myt ) 2.2)
seklindedir.

Onerme 2.2.1. Z," x(Z,+VZ, )” halkas1 (2.2) ile verilen ¢arpma islemi ile bir R -

modiildiir [20].
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Tammm 2.2.3. Bir C lineer kodu (2.2) ile verilen c¢arpma islemi altinda

Z," x(Z,+VZ,)' nn bir Z, +VZ, alt modiilii ise C ye Z,Z, [v]— lineer kod denir.

Tamim 2.2.4. Tanim 2.1.1 de verilen gray doniistim genisletilerek,
VS=(S5,8;,m5,4) €Z," ve Vt=(ty,t,...t,;)eR" (=3 +Vb;0<i<n-1)
i¢in, K = ¢+ 21 olmak tizere,
012, x(Zy+VZy) — Z,*

(GRS I (- N W - N N
elde edilir [20].

2.3. Z,Z,[v]- Lineer Kodlarmn Urete¢ Matrislerinin Standart Formu

Bir C kodunun hangi tipte oldugunun belirlenmesinde ve eleman sayisinin

bulunmasinda standart forma sahip iirete¢ matris onem kazanmaktadir. Bu nedenle

bu bolimde Z,Z,[v]— lineer kodlarn iirete¢ matrislerinin standart formu

belirlenmistir.

Teorem 2.3.1. C kodu (z7,k,.k, .k, )tipinde bir Z,Z,[v]— lineer kod olsun.
A A .B,,B,,D,D,,E, Z, iizerinde verilen matrisler olmak iizere, C kodunun iiretec
matrisinin standart hali,
, D 0 0 (1+v)D,

E I, A B, +VB, (2.3)

G=|0
0 0 0 (1+v)l, (1+v)A

bi¢imindeki Z,Z, [v]— lineer koda permiitasyon denktir.

Ispat: C, Z,Z,[v]-lineer kodunun 7 uzunlugundaki kismi R’ iizerinde lineer

koddur. Dolayisiyla C i¢in tirete¢ matris (2.1) de verilen matris kullanilarak asagidaki

gibi yazilabilir.
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R R, I F E +VE,

. Burada R, (1<i<4) matrisleri, Z, iizerindeki
R, R, 0 (1+V)l, (1+V)F’

matrislerdir. Bu matrisin Z, kismindaki son satirinda, varsa icindeki sifirlar
R R I F E, +VE,

ayrilarak| R;, R, 0 (1+Vv)l,
0 0 0 (1+v)I, (I+v)A

(1+v)M bicimindeki matris elde edilir.

Buradan bu matrisin Z, tizerindeki kisminda gerekli olan satir islemleri yapilirsa,

R R I H S, +VS,
L, . O (1+v)T, (1+Vv)N | bi¢imindeki matris bulunur. Bdylece Z,
0 0 O (1+V)Ik2 (1+Vv) A,

tizerinde bulunan 1, birim matrisi yardimiyla R, matrisi sifirlanarak ve matrisin R

tizerindeki kisminda da gerekli olan islemler yapilarak asagidaki matris elde edilir.

0 R, I, H S, +vS,’
, T, 0 0 (1+Vv)N’ . Boylece son bir diizenleme ile C,
0 0 0 (I+v)l, (L+Vv)A

Z,Z,[v]— lineer kodunun standart formdaki iirete¢ matrisi:

I, D 0 0  (1+v)D,
0 E I, A  B+vB, |din
0 0 0 (1+V)l, (1+V)A,

Ornek 2.3.1. =7 =23 olmak iizere,
011 1 1v

G=010 1+v v 1| i verilen matris C, Z,Z, [v]—-lineer kodunun iireteg
101 v 1w

matrisi olsun.
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011 1 1 v 01111v 001100
H21(1+v) Hio (1 Ha, (l)
0 0O1l+v v 1| ~ |01 001v|~|01001v| ~
_Olv 1 v 1 01v1ly 1 01v1ly
001100], (001100 110000
31(v) Hi—H; H,—H,
001v|~/010021v|~1(01001 v| ~
_111v00 110000 001100
110 0 0 0
0 1 00
0100 1 v

Buradan, G ile verilen iireteg matrisin Z,Z, [v]— lineer koda permiitasyon denk olan

standart formdaki iirete¢ matrisi:

I, D 0 (1+v)D,
E 1, B +B,

G'={001100|=

110000 [
01001

] olarak bulunur. Dolayisiyla C

kodunun hangi tipte oldugu ve eleman sayisi kolaylikla sdylenebilir. K,k K,
sirastyla 1,2,0 dir ve =7 =3 oldugundan C, Z,Z,[v]— lineer kodu (3,3;1,2,0)

tipindedir. | C |=2"2%% =32 dir.
2.4. Z,Z,[v]— Lineer Kodlari Dual Uzay

Bu béliimde oncelikle Z.,“ < R de verilen iki elemanin i¢ ¢arpimi tanimlanacaktir.
Daha sonra Z,Z,[v]—lineer kodlarin dualinin bulunmasi igin gerekli olan

doniistimler ve bu donilisiimler yardimiyla Onermeler verilecektir. Buradan elde

edilen sonugclar 2. 5. de kullanilacaktir.
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Tamm 2.4.1. Herhangi ¢ =(s,,S;,...,S,, 1.t b, o0t ;) € 2, xR",

’ ’ ’

c’ =(50’,31”---|5#_1 0t ,...,tn_l') €Z,"xR" clemanlarmm i¢ ¢arpim [12] de ki
u-1 n-1

tanimlamadan <C, C'> = (1+ V)[Z S; Si’] + tht; €Z,+VZ, seklindedir.
i—0 =0

Simdi bu i¢ arpim kullanilarak dual tammi verilecektir. Ayrica C*;C, Z,Z, [v]—

lineer kodunun dualini géstermektedir ve C* de Z,Z, [v]— lineer koddur.

Tamm 2.4.2. C nin duali, C* ={C'EZ2"><R’7 |<C,C'>:O,VCEC} seklinde

tanimlanir.

Tamm 2.4.3. a:7Z, - Z, +VZ, olmak iizere «(0)=0, (1) =1+v,
VX e Z, +VZ, i¢in

) 0, xe{0,1+v}
B: %, +VZ, — Z, olmak iizere f(X)= L xeft v) ve

y %y, — L, +VZ, olmak iizere y(0)=0, (1) =1 olacak sekilde tamimlansmn.

Tanimlanan «, £, y doniisiimleri,
(a, 14): 2, x(Zy +VZ,)' —(Z,+VZ,)" x(Z,+VZ,)"
(B.14):(Z,+VZ,)" x(Z,+VZ,)" > Z," x(Z,+VZ,)"

(7:14):Z," x(Zy +VZ,)' —(Zy +VZ, ) x(Z, +VZ,)" seklinde genisletilebilir.

Onerme 2.4.1. <,>V , R de ki bilinen ¢arpma iglemini gdstermek iizere,

seZ, xR’ ve t e R“" igin (a(s),t) =(s, B(t)) dir.
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Ispat: seZ,“xR" ve t € R“*" olsun.

urn

(a(s).1), = iZ::((1+v)si)ti + j;lsjtj
_ :1 ((@+v)s)(t (mod (1+v)))+ ,—glsjtj
=(s. B(1))

olarak bulunur.

Sonug 2.4.1. s,t € Z,“ x R” olmak iizere <a(s),7/(t)>v = (S, t) dir.

ispat: Onerme 2.4.1. i kullanarak, (a(s), 7 (t)), =<s,ﬂ(7/(t))> =(s,t) bulunur.

Onerme 2.4.2. C, (1,17;K,,k;,K,) tipindeki Z,Z,[v]—- lineer kodu i¢in C kodunun

duali, C* = g(a(C)") dir.

Ispat: t e C* olsun. Boylece Vs eC igin <s, t> =0 yazilabilir. Bu esitlik ve Sonug
2.4.1.den (s, t) = <a(S), y(t)>v =0 olacagi aglktlr.ﬂ(y(t)) =te ﬂ(a((:)i) dir. O

halde, C* < B(«(C)") di.

teoz(C)i olsun. Vs eC igin <a(s),t>v =0 dir. Onerme 2. 4. 1. kullanilarak,
(a(s).t), =(s.B(t)) =0 bulunur. O halde, 4(a(C)")=C* di.

Dolayisiyla, C* =ﬂ’(a(C)l) dir.



21

2.5. Z,Z,[v]- Lineer Kodlarin Kontrol Matrislerinin Standart Formu

Teorem 25.1. C,(z,7;ky.k,k,) tipindeki Z,Z,[v]-lineer kodunun standart
formdaki tirete¢ matrisi (2.3) te verildigi gibi olsun. C*,Z,Z,[v]-lineer kodunun

standart formdaki tirete¢ matrisi, dolayisiyla C,Z,Z,[v]-lineer kodunun kontrol

matrisi:
-D! Iﬂ_ko —(1+V) E' 0 0
H= _Dlt 0 - ( Bl + VBz )t + Azt Ait - Azt Ir]—kl—kz (2.4)
0 0 —(1+V) Ait (1+V)Ik2 0
seklindedir.

Ispat: (2.4) ile verilen matrisin, C, Z,Z,[v]-lineer kodunun kontrol matrisi
oldugunu gostermek igin Onerme 2.4.2. de verilen C*= ﬁ(a(C)l) esitligi

kullanilacaktir. C kodunun iirete¢ matrisinin standart formu:

. D O 0 (1+v)D,
G=/0 E I A B, +VB, olsun. O halde &ncelikle «(C)
0 0 0 (1+v)l, (1+V)A

kodunun iirete¢ matrisi yazilmalidir. Bu iirete¢ matris asagida verilen Ga(c)

matrisidir.
(1+v)I, (@+v)D 0 0 (1+v)D,
G, =| O (1+v)E 1, A B, +VB,
0 0 0 (1+v) L, (1+V)A2

Dikkat edilirse o(C) kodu R**” iizerinde lineer bir koddur. Rde ki C lineer
koduna permiitasyon denk olan iirete¢ matris:
I, A B, +VB,
0 (1+v)l, (1+Vv)A

yazilabilir.

seklindedir. O zaman Ga(c) matrisi de bu formda
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(1+v)I, (1+v)D 0 0 (1+V)D,
Hy & H,
0 (1+v)E 1 A B +VB, | ~
0 0 0 1+v)l, (1+V)A,
0 (1+V)E 1, A B, +VB,
Ki K,
(1+v)l, (1+v)D © 0 (1+v)D, | ~
0 0 0 (1+v)I, (1+Vv)A,
1, (1+V)E 0 A B, +VB,
K, &K,
0 (1+v)D (1+v)l,, 0 (1+v)D, | ~
0 0 0 (1+v)1,  (1+V)A,
1, A 0 (1+v)E B, +VB,
HyHjy
0 0 (1+v)l, (1+v)D  (1+v)D,| ~
0 (I+v)l 0 0 (1+Vv)A,
I, A 0 (1+v)E B, +VB,
0 (I+v)I, O 0 (1+Vv)A, |=Gl¢,
0 0 (1+v)l, (1+v)D (1+v)D,
(1+v)1, 0
olsun. Burada, ? =1+v)I1,,,
0 (1+v)1, ‘

0 (1+v)A2]

b, A B/ +VB, i
olsun. Buradan, | * , Glc) Matrisinin R da standart
0 (I+v)l, (1+v)A
formda yazilmig halidir. Bu matrisin kontrol matrisi,
’ Mt ' '
_( Bl + VBz) + Azt Af - Azt I,um—kl—ké
—(1+Vv)A' (1+v)1y, 0

seklinde yazilabilir. Buradan (B/+VB;), A;, A’ ve (1+v)l; matrisleri yerlerine

yazilarak, a (C )L icin lirete¢ matris
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—(1+v)E! 0 —~ D! kg &,
—(B,+VB,) + ALA — A} -D; 0
—(1+v)A (1+v)1, 0 0
i 0 0 (1+ V) Iy, 0 ]
olarak bulunur. Simdi gerekli diizenlemeler yapilirsa,
~(1+V)E' 0 - D' | 0 ]
—(B, +VB, )t +AA - A -D/ 0 P
—(1+Vv)A' (1+v) 1, 0 0 0
] 0 0 (1+v)l, 0 0 |

matrisi elde edilir. K, <> K, ve K, <> K, seklinde yapilan siitun permiitasyonlarinin

geri alinmasiyla asagidaki matris bulunur.

D' | —(1+V)E' 0 o ]
| D, 0 ~(B,+VB,) + A'A A
0 0 —(1+Vv) A’ 1+v)1, 0
(L+v)l, 0 0 0 0

Son adimda £ doniisiimii uygulanarak,

D' | ~(1+v)E! 0 0
t
ﬂ(H')Z _Dlt 0 _(Bl+VBZ) +A2tA1t _Azt quksz -H
0 0 ~(1+V)A' (1+V)1,, 0
0 0 0 0 0o |

olarak bulunur.

Sonu¢ 2.5.1. C, Z,Z,[v]— lineer kodu (,7;k,,k,,k,) tipinde ise, Teorem 2.5.1,

de elde edilen kontrol matrisi dogrultusunda C* lineer dual kodu

(16,75 =Ky, —k —k,,k, ) tipindedir.
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Ornek25.1.G'=|0 011 0 0=

110000 [
01001

l, D 0 (1+v)D,
0 E I, B+VB,

Ornek 2.3.1. de verilen iirete¢ matrisin Z,Z,[v]— lineer koda permiitasyon denk

olan standart formdaki iirete¢ matrisi olarak bulunmustu. Boylece,

01

0
D=[1 0] , D,=[0], E:{1 0} , Bl+v82:{v} dir. Buradan C, Z,Z,[v]-

lineer kodunun kontrol matrisi,

D' I, ~(1+V)E' 0 0
H=|-D' 0 —(B+vB,)+AA" -A' |
0 O —(1+Vv)A' (1+v)I, O

110 0 —(l+v) 0
=00 1 -(1+v) 0 0O
00 0 -v 1

olarak bulunur. Béylece C*, (3,3;2,1,0) tipindedir ve ‘Ci‘=22.22'1:16 adet kod

sOze sahiptir.



BOLUM 3. 7,7, [v]-(v)- SABIT DEVIRLI KODLAR

Devirli ve sabit devirli kodlar lineer kodlarin 6nemli birer sinifin1 olusturmaktadir.

7,7, —toplamsal devirli kodlar ve duali i¢in ¢alismalar yapllmlstlr[Zl, 22]. u=0
olmak iizere Z,+UZ, halkas: tizerindeki devirli kodlar i¢in birgok ¢alisma yapildi

[23,24,25] . Ayrica u’>=0 olmak iizere Z,Z, [u]—devirli ve sabit devirli kodlar

Aydogdu ve ark. [26] tarafindan calisilmistur.

n tek ve v =1 olmak iizere, bu bdlimde Z,Z,[v]—(v)—sabit devirli kodun iireteg
polinomu ve en kii¢iik geren kiimesi verilmistir. Daha sonra devirli ve sabit devirli
kodlarin arasindaki iliskiden yola gikilarak, Z,Z,[v]—(v)—sabit devirli kodun dual

kodu belirlenmistir. Ayrica C sabit devirli kod oldugunda, tanimlanan gray

fonksiyonu ile goriintiisti pargali devirli (quasicylic) olan 6rnekler verilmistir.

3.1. Z,Z,[v]—(v)— Sabit Devirli Kodlarmn Cebirsel Yapisi

Tamm 3.1.1. Herhangi bir ¢=(s,,5,,....8, 1.t b, t, ;) €C igin (v)—sabit devir

otelemesi, T(V)(C)=(S Spy-er S th_l,to,...,tq_z)eC ise Zz“><(Z2+VZ2)77 nin C,

u-1r YN p-20

Z, +VZ, - alt modiiline Z,Z,[v]— lineer T, —sabit devirli kod denir.

v)

Herhangi c,c’ € Z,” xR” elemanlarinin i¢ ¢arpimi Tanim 2.4.1. de verilmisti. Simdi

bu ¢arpma dikkate alinarak C nin duali tanimlansin.

Tamm 3.1.2. C, Z,Z,[v]-sabit devirli kod olsun.

Ct= {C' eZ,"xR"| <C, C'> =0,Vce C} seklinde tanimlanir.
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Onerme 3.1.1. C, Z,Z,[v]- lineer sabit devirli kod ise C* de sabit devirli koddur.

Ispat: C, Z,Z,[v]— lineer sabit devirli kod olsun.

c':(so’,sl’,...,sﬂ_l’,to’,tl’,...,tn_l’)eciolsun. T, (c)€C" oldugu gdsterilmelidir.

¢’ eC" oldugundan, herhangi C = (SO,Sl, SHI A A 71) eCicin,
=(1+V)ss8y +(1+V)s8, +...+(1+V)s, S,

Hoty +t) +...+t, it (mod2)

( 1+v (Zslslj+§tJtJJ

=0(mod2) yazilabilir.
ekok (s,7)=m olsun. Herhangi ceZif=xR” i¢in T (c)=c dir

Ty (c)= ( SHFCIN AN S O):d olsun. C, Z,Z,[v]— lineer sabit devirli

kod oldugundan, d € C dir. Buradan,

0=d.c' =(1+ v)(s So o+ S, 45, +sos#_l')+(tlt0' +ott gt +vt0t,7_1')
:(1+v)(sos +8,Sy o FS,4S, )+(vtotﬂfl'+t1t +ott ot )

=CT,

)(c’)eCL dir ve C* de sabit devirli koddur.

,(c') olarak bulunur.

Boylece T(V

S,y = Z,[X]/ (x“ ~1)xR[x]/(x" V) ve

i
C=(SO,Sl, ST 0 AP 1)eZ2”><(Z2+VZ2)'7 olsun. Bu kod séz S, tizerinde
c(x)= (sO +8,X+..+5, X't +t1x+...+t,7_lx’7’1) =(s(x),t(x)) bi¢iminde

polinomlar cinsinden ifade edilebilir. 7, Tanim 2.2.1. de verilen doniisim olmak

iizere, r(X) =1, +rx+..+rx eR[x] ve (s(x),t(x))eS,,, olsun.
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r(r(x))=7(r,)+7(r)x+..+7(r)x" olmak iizere,

r(x)=(s(x),t(x)) =(z(r(x))s(x), r(x)t(x)) olacak sekilde tanimlanr.
Teorem3.1.1. S, yukarida tammlanan garpma islemine gore R[x]— modiildir.

Ispat: Vr( ) "(x

)eR[x], ¥(5(x),t(x)),((S'(X).t'(x)) €S,,,, icin,
i r*[ ]

r+(s+s',t+t')
(z(r)(s+s),r(t+t))
(z(r)s,rt)+(z(r)s',rt’)
=r*(s,t)+r=(st)

i (r+r)=(s,t)=(z(r+r)s,(r+r)
(z(r)s+z(r)s rt+r't)
(z(r)s,rt)+(z(r')s,r't)
=r*(s,t)+r'=(s,t)
il [ r'x(s,t) [ =r=[z(r)s,rt]
=(z(r)z(r)s,rr't)
=(z(rr’)s,rr't)

=(rr')=(s,t)
iv. 1, *(5,8) = (7l )8 t) = (s,)

elde edilir. Bdylece S, yukarida tamimlanan ¢arpma islemine gore R[x]-

modildir.

CcZ,xR", T

W~ sabit devirli kod i¢in, C den alinan C= ( Sy _1vtovt11---vt;7_1)

kod s6zii c(X)= (SO +SX 4.8, Xt H X+ +t,7_lx”_l) €S,, seklinde polinom

olarak gosterilebilir.

Dikkat edilirse, T, (€)= (S, 4 Sp:+++5, 2Vt 1.ty t, ) €C,
X*C(X) = (5,4 + X+ 5, X"Vt +tX+..+1, ,X"")eC ye donisen bir

ozelliktir.
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Teorem 3.1.2. Bir C kodunun Z,Z,[v]-lineer T, —sabit devirli kod olmast i¢in

gerekli ve yeter sart Cnin S, min R[x]—alt modiilii olmasidar.

Ispat: C, Z,Z,[v]-lineer T, —sabit devirli kod olsun. c(x)=(s(x),t(x))eC

olsun.c’(x),c"(x)eC igin c¢'(x)-c"(x)eC dir. C, T, —sabit devirli kod

V)
oldugundan x*c(x)eC ve x**c(x)eC olarak bulunur. Benzer sekilde k >0 igin
x“*c(x)eC elde edilir. Ayrica C lineer oldugundan Vr(x)eR[x] igin

r(x)#c(x)eC dir. Béylece C, S,, nmn R[x]—alt modiiliidiir.

Aksine C, S, nin R[x]—alt modiilii olsun. ¢c(x)eC ve xeR[x] olsun. Buradan

x*C(x) € C bulunur. Béylece C, Z,Z,[v]—lineer T

" sabit devirli koddur.

)

3.2. Z,Z,[v]— Sabit Devirli Kodlarin Urete¢c Polinomlar1 Ve En Kii¢iik Geren

Kiimesi

Bu bolimde Z,Z, [v]—sabit devirli kodun iirete¢ polinomunu bulmak igin [27] de

verilen Teorem 3 den yararlanilmistir. 7 tek pozitif tam say1 olarak alinmistir.

C, Z,Z,[v]- lineer T, —sabit devirli kod olsun. C kodu ve R[x]/(x"-v),

R[x]— modiil oldugundan,

7 C - R[x]/(x’7 —v> _
olacak sekilde tanimlanan y doniisiimii

(f00, f'(x))—> f'(x)

R[x]—modiil homomorfizmasidir. Cek y = {( f(x),0)eC: f(x)eZ,[x]/ <X” —1>} :

C nin bir alt modiilii olup, Imy, R [X] / <X" —V> nin bir alt modiiliidiir.

Asagida tanimlanan 7 donilisimii R de ki devirli ve sabit devirli kodlar arasindaki

iliskiyi vermektedir.
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o R[x]/(x’7 —1>—> R[x]/(x” —v>

r(x)—r(vx)

Onerme 3.2.1.

olacak sekilde 7 doniisimi tamimlansin. 7 tek oldugunda =z doniisimi halka

izomorfizmasidir.

ispat: i vr(x),r'(x)eR[x]/(x’=1) igin r(x)=r'(x)(mod (x"~1)) iken
7 (r(x) =7 (r'(x))(mod (x" —v)) mi?
r(x)=r'(x)(modx” 1) ise r(x)=(x"~1).q(x)+r'(x) dir. Bu esitlikte X yerine
v yazilirsa, 1 (vx)=((v)7 ~1).q(v) + 1 (vx)
=(v'x" =v?).q(vx)+r'(vx); 7 tekise v’ =V oldugundan,
(30 V) () () buluner, Yani
r(vx) =v(X" =v).q(vx)+r'(vx) dir. O halde, 7(r(x))=7(r'(x))(mod(x" -v)) dir.

Buradan, 7 iyi tanimlidir.

i, vr(x),r'(x)eR[x]/(x"-1) igin  z(r(x))=7(r'())(mod(x"-v)) ise
r(x)=r'(x)(mod (x” ~1)) mi?
z(r())=x(r'(x)) ise  r(w)=r'(v)(mod(x"~v))  dir.  Buradan,
r(vx)=(x"=v).q(vx)+r'(vx)(mod(x” —v)) yazilabilir. Bu esitlikte X yerine vx
yazlirsa, 7(x) =((0 ~v).(x)+ /()
=((v)"x" =v).q(x)+r'(x) ; 7 tekise v’ =v oldugundan,
=(w’=v).q(x)+r'(x)
=v(x"=1).q(x)+r'(x) bulunur. Yani, r(x)=r'(x)(modx’~1) dir.

Buradan, 7 birebirdir.

iii. Sonlu ve birebir oldugundan 6rtendir.
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iv. VI’( ) ( ) [X]/< >1g:1n
a)ﬂ(r(x)+r(x)) 7 (r(x))+7z(r'(x)) ve b) z(r(x).r'(x)) =z (r(x)).z(r'(x)) mi?

(
Vr(x) X /<X'7 1> icin,

a);z(r(x) +r (x)) 7((r+r)(x) =(r+r")(vx) =r(vx)+r'(vx)
=7 (r(x))+z(r'(x))
b) 7z (r(x).r'(x)) =z ((r.r’)(x)) = (r.r')(vx) =r(vx).r'(vx) = z(r(x)).z(r'(x))

bulunur.
Buradan, 7 halka homorfizmasidir.

Boylece, 1. ii. iii. ve iv. den & bir halka izomorfizmasidir.

Sonu¢ 3.2.1. | nm R[X]/ <X" —1> in ideali olmast i¢in gerek ve yeter sart 7 (1) mn

R [X] / <X’7 - V> nin ideali olmasidir.

ispat: (=): 1, R[x]/(x"~1) ideali olsun. O zaman,
i va(x)b(x)elicin a(x)-b(x) el ve
i.  va(x)el, Vr(x)eR[x]/(x"-1) igin a(x)r(x)el, r(x)a(x)e! d.
Simdi 7(1) nmn R[X]/(x"~V) nin ideali oldugu gosterilsin.
i.  va(x),b(x)el ve vz(a(x))=a(w), z(b(x))=b(w)ez(1)igin,
z(a(x) —b(x)) = z(a(x)) -z (b(x)) e z(1) dur.
i, vrz(a(x)=a(w)exz(l) ve Vr(x)eR[x]/(x"-v) igin,
2(200r()) =7(a)r (x) < 2(1) ve #(r(¥a()=r (x)z(a(d) < (1)
dir,

Boylece i. ve ii. den z(1), R[x]/(X" v} nin bir idealidir.

(<): z(1), R[x]/(x’7 —v> nin ideali olsun. O zaman,

I. Vﬁ(a(x)),ﬂ(b(x))eﬂ(l) icin ﬁ(a(x))—ﬁ(b(x))eﬂ(l) ve



31

i.  vz(a()ex(1), vr(x)eR[x]/(x"-v) i¢in z(a(x)r(x)el ve
r(x)z(a(x))e! du.
Simdi | mn R[X]/(x" 1) in ideali oldugu gosterilsin.
7(a()—b(x)) = z(a(x))-z(b(x)) e (1) ve z(a()r(x))=z(a(x))r(x)ez(1)

dir. Buradan,

va(x),b(x)el ic¢in a(x)-b(x)el ve r(x)a(x)el dir.
z(r(x)a(x))=r(x)z(a(x))ez(l) ise a(x)r(x)el dir.
Boylece |, R[x]/(x"~1) in bir idealidir.

Teorem 32.1. C kodu S, da T, — sabit devirli kod olsun. f(x)|(x" —1)(mod 2),

)
a(x)|g(x)| ( X7 — v)(mod 2) ve I(x) ikili polinom olmak iizere

C=((f(x),0),(100,9(x)+@+Vv)a(x))) seklindedir. der (I(x))<der(f(x)) ve

f (x)|[§&3’}l(x)mod(l+v) dir.

Ispat: C kodu S,,daT

v~ sabit devirli kod olmak tizere,

Im 7 =(g(x)+(L+v)a(x)) olsun. Bdylece (1(x),g(x)+(1+V)a(x))eC vardir dyle
ki 7 (102, 9(¥) +@+v)a(x)) = g(x) + @+v)a(x) dir. Oncelikle (s(x),t(x))eC nin
(f(x),0) ve (1(0),9(x)+@+v)a(x)) tarafindan iiretildigi gsterilsin.
2(s(0,1() =t(x) =w; (x)(9(x) + @+v)a(x)) sartins saglayan w;(x)e R[x]/(x"-V)
vardir.

(8(x),t00) —w, (x) #(1(x), () + L+ V)a(x)) = (s(x) —z(w,(x))I(x),0) e Cek y  (3.1)

dir. Dolayisiyla, (s(x) —z (W, (X))I(x),0) =w, (x)( f(x),0) sarti saglayan

W, (X) € Z, [X]/(X“ —l> vardir.
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(3.1) den,
(500, 109)) =W, (%) *(1(x), 9 () + @L+V)a(x)) +(5(x) ~ 7(w, ()1 (x),0)
= w, (X)*(1(x), g(X) + @+V)a(x))+w, (x)( f (x),0) oldugundan,
C <((f(x),0),(1(x), g(x) +(1+v)a(x))) bulunur.
Tersine, C 2 {(f(x),0),(1(x), g(x) + @L+Vv)a(x))) oldugundan,

C =((f(x),0),(1(x), g(x)+@+v)a(x))) elde edilir.

Simdi, der (1(x)) > der (f (x)) olsun. 1(x) = f (x)q(x) + r(x);

0 <der(r(x)) <der( f(x)) sartm saglayan q(x),r(X) € Z,[x]/(x* —1) vard.

((£00,0),(100, () +@+v)a())) = {( f(x),0),(F()a(x) +r(x), g(X) +L+V)a(x)))
=((f(x),0),(r(),9()+L+v)a(x))) dir.

Boylece, der (I(x)) <der ( f(x)) bulunur.

X7 —v

a(x)

Son olarak, f(x)|( jl(x) (mod1+vV) oldugu gosterilsin.

X" —v X7 —v X7 —v
dn*ﬂwxmn+a+wa@)[}(aﬂjuw,d@(mn+a+wa@ﬂ

- (T( X;(;)Vj 1(x), OJ dur.

Z(r(xn _le(x)'oj 0 bulunur. [T(x” —VJI(X)’OJ e Cek y — C dir. Dolayistyla,
a(x) a(x)

f(x) |(X;(;)VJ|(X) (mod1+v) elde edilir.

X7 —v
a(x)

Sonug 3.2.2. Eger ebob( f(x), J =1(mod1+v) ise I(x)=0 dur.
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Ispat: f(x)|(X;(;)Vj|(X)(mod1+v) ve ebob[f(X),X;(;

)ijl(mod1+v)

oldugundan f (x)|I(x) tir. Ancak der (I(x)) < der( f(x))oldugundan I(x)=0 dur.

Uyan 3.2.1. Asagida verilen teorem ve ispatta alinan herhangi bir f (x) polinomu

f seklinde verilecektir.

Teorem 3.2.2. f,a,g,| polinomlar1 Teorem 3.2.1. de verilen polinomlar olmak

iizere, C =((f,0),(I,g+(+v)a)), s, da T, —sabit devirli kod olsun.

yder(f
{x *(f 0}

i=0

n—der(g)-1

{x#(1,g+@+v)a)},

i=0

der(g)-der(a)-1
s, = | {x'*(r(k)l,(l+v)ka)}.
=0
icin S=S5 US,US,, C i¢in en kiiciik geren kiimedir ve C kodunun
praer(f) gr=cer(9) per(9)er(@) ane kod sdzii vardir.

ispat: C=((f,0),(I,g+(+v)a)) ve ceC olsun. w,w, R[x] olmak iizere,
c=7(w)(f,0)+w,*(l,g+@+Vv)a)eS,, yazlabilir. Eger,

der(z(w))<u—der(f)-1 ise z(w)(f,0)e(S,) dir. Aksi taktirde bolme
algoritmasi uygulanarak, ¢,,r,eR[x] ve O<der(z(r))<u—der(f)-1 olmak

x* =1

iizere, T(w1)=( f T(ql)jﬂ(rl) dir.

Dolaysiyla, 7(w,)( f,0) = (X”f‘l (a)+7(n )j(f 0)
=7(r,)(f,0) du.



34

der(z'(rl)) <p—der(f)—1 oldugundan, z(r)(f,0)e(S,) dir. Eger,
der(w,)<n—der(g)-1 ise w,*(l,g+(@+v)a)e(S,) dir. Aksi taktirde bdlme
algoritmasi uygulanarak, 0 <der (r,)<#7—der(g)—1 olmak iizere,

X" —v

w, = g, +r, = kg, +r, dir. Buradan,

w, *#(l, g+ @+v)a)=(ka, +r,)*(l,g+(@1+V)a)

=0,(7(k)l,kg +@+Vv)ka)+r,(I,g+@+Vv)a)

=0, (z(k)l,@+Vv)ka)+r,(I,g+(1+v)a) olur.
O<der(r,)<p—der(g)—1 oldugundan, r,(l,g+(@+v)a)e(S,) dir. Simdi
a.(7(k)1,(1+Vv)ka)e(S) oldugu ispatlansm. a|g|(x"-V) oldugundan g=ab
olacak sekilde beR[x] wvardir. Buradan, Xx”-v=gk=abk dir. Eger
der(q,)<der(g)—der(a)-1 ise q,(z(k)l,(1+v)ka)e(S,) tir. Aksi taktirde
bolme algoritmas1 uygulanarak, O<der(r,)<der(g)—der(a)-1 olmak iizere,

X" —v )
a, =k—q3 +1, tiir. Buradan,
a

d, (z (k)1 (1+Vv)ka)= x”k; q3+r3j(r(k)l,(1+v)ka)

= x”k;v qar(k)l'%% (1+v)kaj+ r,(z(k)l,(1+v)ka)

_ Xﬂk—;vqgr(k)l,0j+r3(r(k)l,(l+v)ka)d1r.

0 <der(r,) <der(b)—1 oldugundan r,(z (k)I,(1+v)ka)e(S,) tir.

X" — X" —v

Vl(mod1+v) oldugundan bazi m polinomu igin | = fm(mod1+v)

f

yazilabilir.

X" —v .
Dolayistyla, (? .7 (K)I, O] e(S,) dir.
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Sonug olarak, S=35,US,US; kimesi C i¢in geren kiimedir ve S kiimesindeki

diger elemanlar ile lineer bagimli olacak sekilde eleman olmadigindan S kiimesi C

icin en kiigiik geren kiimedir. Dolayisiyla, C kodu 2“ ~der(1) gr-cer(9)pder(e)¢er(@) tane

kod soze sahiptir.

3.3. Z,Z,|v]— Devirli Ve Sabit Devirli Kodlarin Dualinin Yapisi

Tezin bu bélimiinde v’ =1 olmak iizere Z,Z,[v]— devirli kodlarm dualinin yapisi
belirlenecektir. R, =2, [x]/(x“ -1)xR[x]/(x"~1) olsun. R, iizerindeki devirli
kodlar ve S, = tizerindeki sabit devirli kodlar arasindaki birebir iligki 7 doniigimi

ile verildiginden Z,Z,[v]— sabit devirli kodun dualinin yapisi da belirlenmis

olacaktir.

Oncelikle Z,“ xR” da ki elemanlar ile R, da ki elemanlar arasindaki diklik iliskisi
verilsin.

f(X)=8,+ax+..+a, X" €Z,[x]/(x"~1) olsun.

fr(x)=x"*f 1 =a . +a X+..+ax"" olmak iizere, a_, =0 ise f*(x),
X n-1 n-2 aO n-1

f (x) in reciprocal polinomudur.
Z,"xR" dan alinan (80’817""Sy—l’tO’tl""’tn—l) kod sozlerinin devir Otelemesi
T(5,t)=(S,4:Sp11S,0ty 1 tgrnt, ) seklindedir.

m=ekok (z,77) olsun. {(s,t),T(s,t),T*(s,t),...T™*(s,t)} kiimesi (s,t) nin tim

devir Otelemelerini retir.

Tanim 3.3.1. Z,” xR” den alman herhangi A=(SO’Sl’""S,u—lit07t17“"t17—l) ve

B = (W, W, ..., W

1 Loy Zyseeny Z,]_l) elemanlarinin i¢ ¢carpimi:

i=0

-1 -1
(A,B)= [(1+V)#ZSiVVi Jrnthzj J €Z, +VZ, dir.
=0
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I¢ carpim ile polinom garpimi arasindaki iliski Z,“R” de ki devir otelemesine
dayanmaktadir.

A=(8),5,5,,5Su. 1o, 1), B=(Wo, Wy, W,, W, W,,Z,,2,) € Z3R?olsun.

AT (B)=(1+V)sW, +(1+V)S;W, +(1+V) S,;W, +(1+V) S,;W, + (1+V) S,W; +t,2, +1,2,
(1+v)5 +A,

(1+V)soW, + (1+V) s W, +(1+V) $,W, +(1+V) S;w, +(1+V)s,W, +1,2, +1,2,
:(1+v)51 +A,
(

1+V)s,W, +(1+v)sw +(1+V)s,w, +(1+v)sw +(1+V)s,W, +152, +1,Z,
=(1+v 5, +

1+v

(
:(1+v
(

SoW, + (1+V) S W, + (1+V) ;W5 + (14 V) $,w, + (1+V) 5, W, + 124 +1,2,
O, +A;

=(1+v

4

1+V)s,W, +(1+ V)W, + (1) S,W, +(1+V) W, + (14 V) S,W, +,2, +1,2,
+

)
)
)
1+V)s,W, +(1+v)sw +(1+V)$,W, +(1+V) sw, +(1+V) s,W, +1,Z, +1,7,
)é.
)S
1+V)6, +A,
1+V) soW, +(1+V) s, W, + (1+V) $,W, +(1+V) S;w, +(1+V)s,W, +1,2, +1,Z,
)6+ A,
1+V) SoW, + (1+V) S;W; + (14 V) $,W, +(1+V) SW, +(1+V) s,W, +,2, +1,7,
1+V)6, +A,
)
)8+

1+V)s,W, +(1+v)sw +(14+V) W, +(1+V) W, + (1+V) S,W, +1,2, +1,2,

(

(

(
=(1+v

(

(

(

(1+v)s,

AT (B)=(1+V)sw, +(1+v)slw1 +(1+V) S, W, +(14+V) SW; + (1+V) S,W, +t,Z, +1,Z,
=(1+V)5, +A,

olarak bulunur.
A(X) = (5 +5,X+5,% +5C 45X, +1,X),
B"(x)= (W4 FWX WX+ w3 +wx*, z, + zox) eR,, olsun. m=ekok (s,7) olmak

lizere,
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)=((1+V) 8y +Ag ) +((1+V) 8, + A ) X+ ((1+V) 5, + Ay )

+

( 14V) 8, +A,) X +((1+V) 5, + Ay ) X* +((1+V) 5, + A, ) X°
+((14+V) 8+ A0 )X +((14+V) 8, + A )X +((1+V) 8, + A0 )X +((1+V) 5, +A, ) X°

(1+V) 8, +(1+V) Sx+(14+V) 5,5° +(1+V) 5,X° +(1+V) 5,x" )

+((1+V) 8, +(1+V) X+ (14V) 8,x% +(1+V) 5,x° +(1+v)54x“)x5

(
(

+(Ag +AX)+(Ag + A X)X +(Ag +AX)X* +(Ag +AX)X° +(Ag + A X)X
=((1+V) 8, +(1+V) X+ (1+V) 5% +(1+V) X +(1+V) 5,x" ) (1+°)
(4

+ +Ax)(1+x +X'+ X +x)

10
= ((L4+V) 8, + (14 V) S+ (L+V) 5% + (14v) 5,X° +(1+v)54x4)[))((5 __11]
x°-1
+(A, + Alx)(mJ

G(x)= ((1+ v)s(x)w" (x) mod(x” —1))( );/,

seklindedir. Bu 6rnek herhangi z, 7 i¢in genellestirilebilir.

_3+(t(x)z*(x) mod(x" —1)( ’)‘(7 :ﬂ

u<n ve A=(SO,sl,...,sﬂ_l,to,tl,...,t,]_l), B:(WO,Wl ..... W, 102,20 zn_l)eZQ‘R”

olsun.

AT (B)=(1+V)sw,; +(1+V)sW, +...+(1+V)s, W, , +1,7, , +t 7, +...+1 7, ,

=(1+V) 8, +A,.
m=ekok (z,77) olmak izere, her i=12,...,m igin genel olarak,

AT (B)=(1+V)SeW,_; +(1+V)SW, i,y +...+(1+V)S, W,

+tOZI] |+t1217 |+l+ +t7] 15n-i-1
=(1+v) 3, mod u+A, , modn

seklindedir. $imdi G (x) polinomu olusturulsun:
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u-1

G(x)=((1+Vv)s, +AO)+((1+V)51+Al)x+...+((1+v)5 +A

(,u—l) (y—l)modn )

+((1+v)s,+A )x“ +...+((1+ V)8, mos +A(”_1)modﬂ)x”‘1

N +...+((1+v)5

(m-1)mod z

pumodn

+((2+v)s, X"

nmod x

+A +A

nmodn ) (m-1)modz )

O halde,

G(x) =((1+V)s(w' (x) mod(x” —1))( : :ﬂ+(t(x)2*(><) mod(x" -1)( - :ﬂ

seklindedir.

Teorem3.3.1. A=(Sy,S,..,S, 1, o, tyseent, 4 ) € Z,“R7 ve

B =(W, W,..., W

H_l,zo,zl,...,zn_l)eZZ”R’7 olsun. A nin B ye ve B nin tim devir

otelemelerine dik olmasi icin gerekli ve yeter sart

() =[(@ev)s(w (moa(x -2)] -2

x“ -1

x™ -1

+[t(x) 2" (x) mod (X" _1)]()(77 J =0mod (x™ -1)

olmasidir.

Uyari 3.3.1. Alinan herhangi bir f (x) polinomu f seklinde verilecektir.

Teorem 3.3.2. f|(x" —1) (mod 2), a|g|(x"—1) (mod 2), | ikili polinom ve

X" -1

tlzebob(f, IJ olmak {izere, der(f)=a, der(g)=a,, der(a)=a,,

der (t,)=a, olsun. C =<(f,0),(|,g+(1+v)a)> R, dadevirli kod olsun. C kodu

(ﬂ,ﬂ;ﬂ—a4,77—a2,a2 +a4—a1—a3) tipindedir.

Ispat: [28] de ki Teorem 4. 9. a benzer sekilde ispatlanur.
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Teorem 3.3.3. C,Z,Z,[v]— devirli kodu, (u,77; 4—a,,7-a,,8,+a,—a, —a,)

tipinde ise C* dual kodu ( y,n;ko',kl',kz') tipindedir. Burada,

kW =a, k'=a+a-a, k, =a,+a,—a —a, tir.

Ispat: (1,17;k,,k, K, )tipindeki C, Z,Z,[v]- lineer kodu i¢in C* dual kodu

(10,17, —kq, 11—k —k,,k, ) tipindedir. Dolayisiyla ispat buradan saglanmaktadr.

X7 -1

Onerme 3.3.1. g=ab ve f|( |j olmak iizere, C =((f,0),(I,g+(1+v)a)) ,

X7 -1

R,, da devirli kod olsun. gzebob[f, Ij, t=ebob(l, f), f=tt, olsun. O

halde, t|t, ve t,|b dir.

X7 -1

Ispat: tlzebob(f, I], t=ebob(l, f) oldugundan t|t, dir. Buradan t =tw

n_ m_
dr. t=bl+bf, f=tt, | =tt,, X —S1—tw,t -b 1
g

| +b,f olsun.

n_1 n_
f |£X " Ij oldugundan (X " 1|j = fh yazilabilir. Buradan

n__ n_ n_
fh:(xa 1|]:(Xabl|jbzxg Lib=twp bulunur. f =tt, oldugundan tth=twb

X" — X" -1

dir. O halde t,h=wb dir. tlzebob(f, I=tw

1Ij ve f=tt,

oldugundan, ebob(t,,w,)=1 ve t,v, +Wyv, =1 olarak bulunur. Esitligin her iki tarafi
b ile carpilirsa,
b =bt,v, +bwyv, =bt,v, +t,hv, =t, (bv, +hv, ) =t,t, elde edilir. Yani t, |b dir.

Boylece ispat tamamlanir.



f|x*—-1ve f =tt, oldugundan x* —1= fs, =tt,s, yazilabilir.

n_ n_ n_
X 1t1:X 1[b3x 1|+b4fJ
a a g

n_ n_
XL gy p, X2

=b, f

n_ m_
=f (b3 X lh+b4 X 1} bulunur.
g a

b, h+D, _1=ﬂ1 olsun. Buradan,
g a

X’7

-1
t=f
=14

(x"-1)t, = faz, =tt,a4
(x”-1)=t,a4, bulunur.
O halde, 4,, X" -1 in carpanidir.

X" -1.
ile carpilirsa,

Simdi t =b/| +b, f nin her iki tarafi

X" -1 X" -1
t= l+b, f
. . (bl +b,f)

xT -1
= bltlwl + bz Ttltz

x"-1

=t1(blwl+b2 tzj elde edilir.

X" -1
bw, +b, ——t, = 4, olsun. Buradan,
9

(x"-1)t=t,94, =twg4,
(x”~1) =wg, bulunur.

O halde, 4,, x" -1 in ¢arpamdur.

40
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e X7 -1 .
Onerme 3.3.2. g=ab ve f l(TIJ olmak iizere, C =<( f ,O),(I, g +(l+v)a)>

X7 -1

R, dadevirli kod olsun. g:ebob[f, IJ, t=ebob(l, f), f=tt, olsun.

O halde C kodu D:<[[th_lj*,OJ,((bl(wsl+tzsl))*,(/11+(1+v)22)*)>

koduna diktir.

X7 -1

Ispat: g=ab ve f|( Ij olmak {izere, C=<(f,0),(|,g+(1+v)a)>

n_
f XL

Z,Z.,v]— devirli kod olsun. t, = ebob( .

}, t=ebob(l, f), f=tt, olsun.

[Xﬂt_11oj*( f.0)= [(“V) Xﬂt_l f mod (x" _1)j X" —1

x* -1
=0mod (x"-1).
(X#t—l,oj*U, g +(1+V)a) :((1+V) Xﬂt_ll mOd(X# _1)j z((: :i
_ ((1+v) = tt, mod(x* —1)j o
=0mod (X" -1).
(by (WS, +1,5,), 4+ (L+V) A ) #( £,0) = (1+) by (ws, +1,s,) f mod (x* ~1)) )’i j
= ((1+v)(byws, f +hyt,s, f)mod (x* ~1)) i/n: j

=Omod(xm —1).
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(by (ws, +1,5,), 4 +(1+v) 2, )¢ a)=((1+v) (I, + bt mod(x* 1))[%]
+(A+

Simdi son esitligin 0 a esit oldugu gosterilsin.

n_ n_
319=(bsxg ! + 4X 1gJ:Omod(xm—l).

a

R Rt e T

=(1+V)tlsl[);: :ﬂ
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Boylece, (b, (s, +1,5,), 4 +(1+V) 4, ) *(I,g +(1+v)a)=0mod(x" ~1) bulunur.

Dolayistyla C kodu D koduna diktir.

Onerme 3.3.3. K=b (ws, +t,5,) olmak iizere, C =<( f ,O),(I, g+(1+v) a)> R

.

da devirli kod ve D=<Hxﬂt‘1j,o},(r<,(ﬂi+(1+v)ﬂg))> olsun.

x“ -1

| x* =1 dir. Ayrica 4, | 4 | x" -1 dir.

ik

iii. D kodunun 2%rt4(7-derh)pderi=derss) oo kod sézii vardir.

H n

1 ' X
nin (X“ —1) in garpant oldugu agiktir.

Ispat: i. t =14 de f=tt,

yazilirsa (X’7 —1)=t,_,a/11 bulunur. Ayrica (X'7 —1)=Wg/’i2 oldugundan A, ve A,

(X" —1) in carpanlaridir.

=—-2 Ve A, = = = yazilabilir. ~ Buradan,
t,a wg wab wat,t,

(XU _1) (Xn_l)wt t, bul Yani 4, |4 di
= = A,wt, bulunur. Yani ir.
A ta P A,Wt, A |4

i (XZIJKJ=(X12_1JQ(W51H251) dir. x"t—lzx“tl—lw ve (XZ1)=W9

yazilabilir. Boylece,

[( Xn;;lj KJ Z[lejbl(wsl .

=wgh, (ws, +1,5,)




X
=W

Yani X _1|(( X! _1j KJ dir.
t A

iii. D kodunun iretegleri, Teorem 3.2.2. de ki C kodunun iiretegleri ile ayni

ozelliklere sahip oldugundan, sonug¢ Teorem 3.2.2. den saglanir.

Onerme 3.3.4. C=((f,0),(I,g+(1+v)a)) ,R,,, dadevirli kod ve

D:<{(x“t—1}o}<K,(ﬂl+(1+v)/12))> olsun. k = z+2n olmak iizere,

|C||D| = 2% dur.

ispat: |C| — zﬂ—derf 417—derg 2derg—dera’ |D| — 2der‘[4(777der/11)2(der)vlfder12) ve

X" -1

1

t =4, oldugundan,

(bwat, +g) bulunur.

n—derA, =n—(n+dert,—dera—derf )

= dera—dert, +derf dir.

der 4, —der 4, = (7 +dert, —dera—derf )—(7 +dert —derg —dert,)

= 2dert, —dera—derf —dert +derg dir.

IC||D|=2" olsun. Dolayistyla,

p = p—derf + 27 —2derg + derg —dera+dert + 2,7 — 2der A, + der 4, —der 4,

44
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= p—derf +2n —2derg + derg —dera + dert + 2dera — 2dert, + 2derf
+2dert, —dera—derf —dert +derg
= u+2n bulunur.

Buradan |C||D|= 2" dir.

Bu bilgiler dogrultusunda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.4. C =<( f,0).(I.g +(1+v)a)> , Z,Z,[v]— devirli kod olsun.

k, =a,, k' =a +a,—a,, k, =a,+a,—a,—a, olmak iizere,

=[5 (w50 (v t15412) ot sk i

t

tipindedir. Ayrica C* = <& X! _lj* ,OJ,((bl(Wsl +1,8,)) (A4 +(1+V)4,) )> dr.

Sonu¢ 3.3.1. R, da ki devirli kodlar ve S, ~da ki sabit devirli kodlar arasindaki

birebir iliski 7 donlisimii ile verilmisti. Dolayisiyla C kodu sabit devirli kod

oldugunda, C* dual kodu,

C’= <[( th_lj* ,0} , ((b1 (ws, +1,8,)) (A4 +(1+V)4,) )> seklindedir.

3.4. Z,Z,[v]— Sabit Devirli Kodlarmn Gray Déniisiimii

Vs:(so,sl,...,sﬂ_l)eZZ“ ve Vtz(to,tl,...,tn_l)eR” (t =a +Vvb;0<i<n-1)
i¢in, K = g+ 21 olmak tizere,
o1 Z," x(Zy +VZ,) — Z,*

(5:t) —>(Spr-sS,a:8pse-s@y 100,000, 1)
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olacak sekilde daha Once tanimlanan o gray donilisimii dogrultusunda asagida

verilen teorem saglanir.

Teorem 3.4.1 C, S, da sabit devirli kod olsun.
I. Eger 11=2n ise o(C), 2— indeksli QC — koddur.

ii. Eger 1 # 27 ise o(C), 2— indeksli genellestirilmis QC — koddur.

Ispat: C, S da sabit devirli kod ve

C=(Sp:Sp0rmrS, g grtiseenty 1) =(Ss S S, 4,89 +VDy, B +VD,., 8, +Vb, ;) €C olsun.

~

0, pargali devirli (quasicyclic) Gteleme operatorii ve J, sabit devirli oteleme

operatort olsun. C, S, da sabit devirli kod oldugundan,

S(c)=(sﬂ_l,so,...,sﬂ_z,v(a,]_l+b77_1),a0+vb0+...+a,7_l+vb”_l)
= (844180118, 2:0, 4 +VA, 4,8y + VD, 8, +VB, ) dir.
Boylece o uygulanarak,

(3()) = (8,10 S01-+1 S0 0y10 8010008518, 4, By, ) €ldle edlilir,

Diger taraftan, O-(C)=(SO7Sl""’Sy—l’aO’al""’aq—11b0’b1""’b77—l) dir. Buradan,

00 (C)=(S,1:501-1S,210, 18918, 5,8, 1, by,....0, ) bulunur.

Boylece o(3(c))=0c(c) dir. Eger u=2n ise o(C), 2—indeksli QC —koddur.

Eger u# 2 ise o(C), 2—indeksli genellestirilmis QC —koddur.



BOLUM 4. Z,Z,[v]- LINEER SKEW SABIT DEVIRLi KODLAR

Son yillarda degismeli olmayan halkalar iizerinde skew devirli kodlar ve skew sabit
devirli kodlar ¢alisilmistir. Skew devirli kodlar i¢in bir¢ok caligma bulunmaktadir

[29,30,31,32]. Skew quasi devirli kodlarin ¢alismasi da M. Ozen ve ark. [33]
tarafindan yapilmistir. Sonlu zincir halkalar1 tizerindeki skew sabit devirli kodlar
Jitman ve ark. [34] tarafindan ¢alisilmistir. U =0 olmak iizere Z,+UZ, de Ki

skew sabit devirli kodlar [35] de cahsilmistir. Ayrica U?=0 olmak iizere

Z, (Zq +UZ, ) — lineer skew sabit devirli kodlarin ¢alisiimasi [36] da yapilmstir.

Tezin bu béliimiinde V> =1, R =Z, +VZ, ve 6, R, de otomorfizma olmak iizere, R,
ve Z,R, de skew sabit devirli kodlar galisilmistir. Bu kodlarin iirete¢ polinomlari

verilmigtir. Daha sonra @ =, +vw;, Z,+VZ, halkasinin birimsel elemanlarini

ifade etmek iizere C,, R, de 7 uzunlugunda skew (@) sabit devirli kod oldugunda
tanimlanan iki gray fonksiyonu ile goriintiisii; devirli kod, 2 indeksli pargali devirli
kod ve 2 indeksli skew quasi twisted kod olan ornekler verilmistir. Bu kisimda
ayrica R, de &, otomorfizmas: verilerek tanimlanan gray fonksiyonu ile goriintiisii;
devirli kod, 2 indeksli parcali devirli kod ve 2 indeksli skew quasi twisted kod olan
ornekler verilmistir. C, Z4[x]/<x" —g(w)>xR1[X; t9]/<x’7 —(w)> de skew sabit devirli
kod oldugunda € otomorfizmasi ve tanimlanan iki gray fonksiyonu ile goriintiisii; 2
ve 3 indeksli parcali devirli kod ve 3 indeksli skew quasi twisted kod olan ornekler

verilmistir. Son olarak, Z,R, de double skew sabit devirli kodlar verilmistir.
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4.1. Z,Z,[v]— Lineer Skew Sabit Devirli Kodlarmn Yapis:

v? =1 olmak iizere, R, =Z,[v]=2Z,+VZ, halkasim temsil etsin.
Z,+VZ,={0,1,2,3,v,2v,3v,1+V,1+2v,14+3v,2+V,2+2V,2+3v,3+V,3+2v,3+3v}
halkas1 16 elemanldir. @ =w; +vew;, Z,+VZ,halkasimn birimsel elemanlarimi

ifade etsin. Bu halkanin birimsel elemanlarinin kiimesi

{1,3,v,3v,1+2v,2+V,2+3v,3+2v} dir. Maksimal ideali (2v,1+v) dir. Béylece R,

tek maksimal ideale sahip oldugundan lokal halkadur [37].

Z,Z,[V] ={( p.a)lpez,.q eRl} seklinde tanimlanan Z,Z,[v] halkas: bilinen
carpma islemi altinda kapali olmadigindan R, — modiil degildir. Bu nedenle

asagidaki tanimda verilen & doniisiimii kullanilarak yeni bir g¢arpma islemi

tanimlanacaktir. Boylece bu halkanin R, — modiil olmas1 saglanacaktir.

Tanim 4.1.1. a,beZ,, a+Vvb € R, olmak iizere,

R -7,
(a+vb)—>a+b

olacak sekilde tanimlansin.

Tamm 4.1.2. Herhangi bir F e R, ve (p,q)eZ,R, i¢in T*(p,q)=(&(T)p,Tq)
olarak tanimlansin. Bu ¢arpma Z{R/ halkasina genellestirilerek herhangi bir T € R,
ve w=(po, P pu—11q01q1""’q7771)EZ“'URln icin

w=(£(T) Py, &(T) Pyrerns £(T) P4, Ty, TG, TG, ) seklindedir.

Onerme 4.1.1. Z,/“R" halkasi yukarida tanimlanan c¢arpma islemi ile bir R —

moduldiir.
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Ispat: Vr,T R ve
VW=<p0’ Prsees py—l’qO’ql""’qq—l)’v_\/:<p07 iy ﬁ#_liqmqlv"-qu_l)GZA”XR1” icin,

i r(w+Ww) = r( Po + Pores Py + Pogs Go + Tgreees G,y +c‘1,7_1)
= (£()(Po + Bo)seerr ()P, 1+ B, 1) (G +To)soers (0, 1+, 1) )
=(£(r) PgrernrE(N) Pyygs Mg 10,y )+ (E(F) By rovns £() By Moo 1T, 4 )
=I'w+rw

ii. (r +P)W=(&(r +7) gy £(0F +T) P,y (F +7) 0, (F T, )

(£(r)+&(T)) Pys s (E(r) + E(T)) P12 1Ty + TGy, 1L, + T, )

(
() Poseen (1) By 3T 1, )+ () Py £(F) P, 4 Pl T, )
rw+Trw

iii. r(tw) =r (£(F) poy,-...£(F) P,_1,T0y,-..,TT, ;)
=(e(n)e(@) py,-...e(r)&(F) P4, FTq, ..., T,
=(&(rM) py, ... £(rF) p,, 4, 17, ..., 1T, ;)
=(rf)w

iv. Tamm 4.1.1. den &(1) =1 dir. YW=( Py, Py.s P, 4:0ps CyoonCl, ) € Z,"R” igin,
1o W=1g (Pores Pygsloseelly )

=(£(x) Pos - 6(g ) P, 1:Ggs-20, 1)

= ( pO""’ p/,,]_!qo""’qﬂfl)
=W

elde edilir. Boylece Z,”“R,” halkas: yukarida tanimlanan ¢arpma islemi ile bir

R, —modiildiir.

Tanim 4.1.3. Z,“R/"nin bos olmayan bir C alt kiimesi, Z,“R"nin R, —alt modiili

ise C ye Z,R, — lineer kod denir.

Onerme 4.1.2. Z,, R, in alt halkasi olmak iizere, R =Z, +VZ, olsun. @ nin R, de
birimsel eleman olmas: igin gerek ve yeter sart &(@) nin Z, de birimsel eleman

olmasidir.



50

Ispat: @,,@,€Z, ve @ =, +Vo, olmak iizere @, R de birimsel eleman olsun.
Buradan @.z =z.w =1dir. ¢(w.z)=¢(zw)=¢(1)dir. & halka homomorfizmasi ve
£(1)=1 oldugundan ¢(@).c(z)=¢(z).6(w)=1 olarak bulunur. Boylece ¢(@), Z,

de birimsel elemandir.

Tersine, ¢(@)=w, +@,, Z, de birimsel eleman olsun. Simdi @ =, +va, nin R,
de birimsel eleman oldugu gosterilmelidir. Yani, @.@ ' =1 oldugu gosterilmelidir.

Buradan, @@ = (@, +Va, )(@, +Va,)

:(wl+Vw2)(wl_l+Vw3)

= oo, + 0,0, +v(wlw3 +w2w[1)...(*)olarak bulunur.
¢(@)=@,+@,, Z, de birimsel eleman oldugundan (@, +a,)(w, +@,) =1 dir.
Yani, (wl+wz)(wl’l+w3)=wlwl’l+wlzz73+wzwl’1+wzw3 =1 dir.

oo, +o,0, =1-o,0,—o,s, " csitligi (*) da yerine yazilir ve diizenlenirse,

w.w’l:1+(v—1)(wlwg+wzwl’l) elde edilir. @, =— =—wz(w{l)2 olmak

lizere @.@w" =1 dir. Béylece @ =@, +Va,, R, de birimsel elemandir.
4.2. R [x;6] Skew Polinom Halkas:

6 otomorfizmasi agagidaki gibi tanimlansin.
0.2,+VL, —>ZL,+VZL,
a+vb—>a+(2+3v)b

6 otomorfizmasi Z, lin her elemanini sabit birakir. € nin sabit birakti§1 elemanlarin
olusturdugu kiime Z'={0,1,2,3,2v,1+2v,2+2v,3+2v} dir. 6 otomorfizmasmnmn

mertebesi 2 dir.
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Tanmm 4.2.1.R [x;0] , R, iizerindeki polinomlarin kiimesidir. R [x;6] degismeli

olmayan halkasina, polinomlarin toplam1 ve (ax‘ )(bxj ) =ad' (b) x* e

tanimlanan ¢arpma islemine gore skew polinom halkasi denir.

Tanmm 4.2.2. f (x)=0q(x)g(x) olacak sekilde q(x)eR,[x;0] varsa g(x)eR,[x;6]
ya f(x) in sag boleni denir. Bu durumda f (x) e g(x) in sol ¢arpani denir. Benzer

sekilde f (x) in sol boleni tanimlanabilir.

Onerme 4.2.1. [6] f(x),g(x)eR [x;0] olsun dyle ki g(X) in bas katsayisi
birimdir. O zaman r(x) =0 yadader (r(x))<der (g (x))olmak iizere

q(x),r(x)eR[x;0] vardir dyle ki f(x)=q(x)g(x)+r(x) dir.

Tanmmm 4.2.3. Vr(x)eR[x; 0] i¢in, f(x)r(x)=r(x)f(x) ise f(x)eR[x 0]

polinomuna merkez polinomu denir.

Teorem 4.2.1. 6 otomorfizmasinin mertebesi 2 olmak iizere, R [x;0] nin

Z (R,[x;6]) merkezi Z'[x’] kiimesidir.

Ispat: 0, Z, iin her elemanim serbest birakmalidir.  nin mertebesi 2 oldugundan
herhangi acR, igin, x2ia:(6?2)i (a)x* =ax® dir. O halde x*, R[x6] nm
Z (R,[x;0]) merkezindedir. Yani, g, € R, olmak iizere,

f(X) =g, +6:X° +6,X* +...+ ¢, X** merkezindedir.

Tersine, i=0,1..,1 i¢in ¢ €R olmak iizere, f(X)=¢,+gX+,X*+...4¢X,

R,[x; 6] nin merkezinde olsun. Béylece herhangi a € R, i¢in af (x)= f (x)a dur.
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Dolayisiyla,
f(x)a = af(x)
(so+ax+e X +tgxX)a = a(g+ex+5X +..+5X)
ag, +g0(a)x+5,0°(a)x’ +..+g0' (a)x' = ag,+agX+ag,X’ +...+agX

dir. Buradan, her i i¢in ,6' (a)=ga bulunur. Her aeR, i¢in &' (a)=a oldugundan

2k

2]i dir. Yani, f(X)=g¢,+¢X° +c,X" +...+¢,x** dir. Boylece merkezin herhangi

eleman1 Z'[x*] dedir.

Sonug 4.2.1. f(x)=x"-1 olsun. f(x)eZ(R[x6]) ancak ve ancak 2|7 dir.

Ayrica, X" —(@) € Z(R [x;0]) ancak ve ancak 2|7 dir ve 6, (@) i sabit birakr.

4.3. R, Uzerindeki Skew (&)— Sabit Devirli Kodlar

Tamm 4.3.1. R’ nin C,_ alt kiimesi,

I. C,, R’ nin R, —alt modilidiir.

i (CenC, 1) €C, iken ((2)6(c,,).0(c,)....0(c, ,))€C, dir.
sartlarmi saghyorsa C, ya 7 uzunlugunda skew (@ )-sabit devirli kod denir.
(CO,Cl,...,C,]_l)eC,] kod sozii polinom cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

Co+CX+...+C, X" e R [x,0)/ (X" ().

Onerme 4.3.1. 2|7 ve 0 mn mertebesi 2 olmak iizere, C,. R de » uzunlugunda

skew (@)-sabit devirli kod olsun. O zaman C*, R de 5 uzunlugunda skew

(zv)_l —sabit devirli koddur.

Ispat: q:(qo,ql,...,qnfl)ecn ve q:(qo,ql,...,qn,l)ec; olsun.

(@) (a).()0"* (%) .. (@) 0" (g, ), 0" (0 )) € C, oldugundan,
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= (w)[en_l ((w)_lqO ) q,.+ ”Z%, 017_1(%)@1)

dir.

n, 6 nin mertebesinin katidir ve 6, (w)fl 1 sabit birakir.

0= 0((@)(«9’74 ((w)_lqo ) q,.+ ]72977_1(% )qk—le

- (w)(qoe((w)_qu—l) + Z qke(qk—l)j

k=1

Teorem 4.3.1. C kodunun R, iizerinde » uzunlugunda skew (@)— sabit devirli
kod olmast i¢in gerek ve yeter sart C_ kodunun &[X;@]/(X"—(w» nin sol

R,[x;0]— alt modiilii olmasidur.

Ispat: ¢(x) =c,+cx+...+¢,_ X" eC, olsun.
xc(x)=(@)0(c, 1) +0(cy)x+...+6(c, ,)X""

= ((ZU)Q(C,H), o(c,), ..., Q(C,FZ)) €C, dir. Tekrarlama ve lineerlikten, her
r(x)eRl[x;H]/<x’7—(zv)> igin r(x)c(x)eC, dir. O halde C,, Rl[x;e]/<x’7—(w)>

nin sol R, [x;@]—alt modiliidiir.

Tersine, C,, &[X;H]/(X”—(w» nin sol R [x;0]—alt modiilii olsun. O halde

xc(x)eC, dir. Dolayisiyla, C,, skew (& )— sabit devirli koddur.
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Teorem 4.3.2. C, bas katsayisi birimsel eleman olan minimum dereceli gﬂ(x)

polinomunu igeren, R, tizerinde 7 uzunlugunda skew (= )— sabit devirli kod ise C,

serbest koddur &yle ki C =<gq(x)> ve g,(x)|x"—(@) dir. Ayrica C, igin baz

n

{gﬂ(x),xg”(x),...,x”_der(g”(x))_lgn(x)} seklindedir. ‘Cn‘ =|R1|”*der(g”(x)) dir.

Ispat: [35] de ki Teorem 4 iin ispatina benzer sekilde ispatlanur.

Teorem 4.3.3. C, serbest kod ve tek eleman tarafindan iretilen, R, lzerinde 7

uzunlugunda skew (@)-sabit devirli kod olsun. O zaman bas katsayis1 birimsel
eleman olan g, (x)eC, minimal dereceli polinomu vardir Gyle ki C :<gﬂ (X)> ve

n
g, (X)| X" —(a)dir.
Ispat: [35] de ki Teorem 5 in ispatina benzer sekilde ispatlanir.
4.4. R, Uzerindeki Skew Sabit Devirli Kodlarin Gray Gériintiileri

Tamm 4.4.1. a,b €Z,, g, =a +Vvb eR (i=01..,7-1)ve p,p, iki farkli gray
doniisiim olmak tizere ,
o R">Z"
(Gos Gy -rrr @, ) > (8 +305,.0@,, +3b, ;b +3ay,...,b, , +3a, )
ve
0, R"—>Z,7
(qo,ql,...,q,]_l)—>(a0 +by,..., 8, +b, 1,38 +3b0,...,3a,7_1+3b,7_1)

olacak sekilde tanimlansin.
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Onerme 4.4.1. Eger C, R, de 77 uzunlugunda skew (& )— sabit devirli kod ise ,
I. w=3,w=V,o0=1+2V,o=2+3v olmak iizere p, (CU ), Z, tzerinde
27 uzunlugunda devirli koddur,
Ii. o=, w=2+V,w=3+2V olmak iizere pl(C”), Z, ftzerinde 27
uzunlugunda 2 indeksli QC — koddur.
iii. @ =3 olmak iizere pl(Cn), Z, tuzerinde 27 uzunlugunda 2 indeksli

skew QT — koddur.

Ispat: C, R, de ; uzunlugunda skew (@)— sabit devirli kod ve

q =(qo,q1,---,q,,,1) =(aO +vh,,a, +vb1,...,a,7,l+vb,771) eC, olsun.

i @ =3 olsun.

0, devirli 6teleme operatorii ve &, skew sabit devirli 6teleme operatorii olsun. C, R,

de skew 3- sabit devirli kod oldugundan,
£(q)=(36(a, 1), 0(d)..0(a,.,))
=(3(a,,+@+30b, ). (8 +(2+3V),)....(a, , +(2+3)b, ,)))

=(3a

n-1

+2b, ,+Vb, 8, +2b, +3vby,....a, , +20 _,+3vb ) dir.
Boylece p, uygulanarak,

p(£(@))=(3a,,+b, 8, +30,,..,8,,+30, ,,8, ,+3

7]—1 n 7]—1' 3a0 + bO yuuny 3a77_2 + b’]_z )
elde edilir. Diger taraftan,

() =(a,+30,,8,+30, +...+a,, +30, ,,b, +3a,,b, +3a,...,.b, , +3a ) dir. Buradan,

n-21"n n-1

op,(q)=(b,,+38, .8 +30,,...a, ,+3b, ,,a,,+30, ;b +34;,...b, ,+33,,)

bulunur.
Boylece p,(£(q))=0p,(q) dur.

@ =V,@ =1+2V,m =2+ 3V igin ispat benzer sekilde goriilmektedir.
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ii. @ =3v olsun.
0, pargali devirli dteleme operatorii ve &, skew sabit devirli Steleme operatorii

olsun.C , R, de skew (3v)— sabit devirli kod oldugundan,

&(q)=(3ve(a, 1), 6(ap).- 6(a, ,))

=(3v(a,, +(@+3v)b, , ), (8 +(2+3V)by ),....(a, , +(2+3V)b, ,) )

1
=(b,, +Vv(3a,, +2b, ,),a,+20,+3Vb,,...,a, , + 20, +3vb, ,) dir.

Boylece p, uygulanarak,

p (@) =(a,,+3b, 1.8 +30),...a,,+3b, ,,38, , +b ;38 +b,,...+33 , +b ,)

elde edilir. Diger taraftan,

p(a)=(a,+30,,8 +30, +...+a,, +3b ;,b,+38,,b, +3a,,...,.b, , +3a, ) dir.

Buradan,

op,(a)=(a,,+30,,,3,+30,,...a, ,+30, b, +3a

n-2'"n n

by +38g,...,4b +3a,7_2)
bulunur.

Béylece p,(£(q))=0p,(q) dir.

@ =2+V,@ =3+2V igin ispat benzer sekilde goriilmektedir.

ii. @ =3 olsun.
¢, skew quasi twisted 6teleme operatorii ve &, skew sabit devirli 6teleme operatorii
olsun. i den:
pi(£(0))=(3a,,+b, .3, +30,,...a, ,+30, ,,8,, +30, .38, +b,,...38 , +b ) olarak
bulunmustu. Diger taraftan,

p(a)=(a,+30,8, +30;,....a,, +3b, by, +3a,,b +3a,,...,b,, +3a,, ) dir. Buradan,

oo (a)=(3a,,+b, 8 +3,,...a, ,+3 ;.8 ,+30

n-1!

b, +38y,....b, , +3a, ,) bulunur.

Boylece p, (é:(q)) =0P (q) dir.



57

Onerme 4.4.2. Eger C, R, de 77 uzunlugunda skew (e )— sabit devirli kod ise,
i w=3, =3, m=1+2V,o0 =2+V olmak lizere p, (Cn), Z, ‘tzerinde
21 uzunlugunda devirli koddur.
ii. @=V,w=2+3V,0=3+2V olmak {lizere p, (Cq), Z, tuzerinde 2n
uzunlugunda 2 indeksli QC —koddur.
iii. @ =3 olmak iizere p, (C,]), Z, tuzerinde 27 uzunlugunda 2 indeksli

skew QT — koddur.

Ispat: C, R, de 1 uzunlugunda skew (e)— sabit devirli kod ve

q =(qo,q1,...,q,771) = (ao +Vby, 8, +Vh,..,a, +Vb,7,1) eC, olsun.

i @ =3 olsun.

0, devirli dteleme operatdrii ve &, skew sabit devirli Steleme operatdrii olsun. C,,

R, de skew 3- sabit devirli kod oldugundan,
£(q)=(30(a,.,).0(d,)...0(a,.,))

=(3(a,7_1 +(2+3)b, ), (8, +(2+3V)by )....(a,_, +(2+3v)b,7_2)))

=(3a,,+20,, +Vb, 8 +2b,+3Vb;,...,a, , +20, ,+3vb, ) dir.

Boylece p, uygulanarak,

p,(£(a))=(3a,,+3b, .8 +by,...a, , +b, ,,a 4 +b, ;38 +30;,..,33, ,+30, )
elde edilir. Diger taraftan,

p,(q) =(a0 +by,a +b +...+a , +b 38, +30,3a, +30,... 3, , +3b,7_1) dir. Buradan,
op, () =(3a,,+30, 8, +hy,...a,_,+b, ,,a,, +b,;,38,+30,,...33,_,+3b, )

bulunur.
Boylece p,(£(q))=0p,(q) dir.

@ =3V, =1+2V,@ =2+V igin ispat benzer sekilde goriilmektedir.
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I @ =V olsun.
0, pargali devirli dteleme operatorii ve &, skew sabit devirli Steleme operatorii

olsun.C,, R, de skew v— sabit devirli kod oldugundan,
£(a)=(vO(a,1).6(c),-6(a, )
= (v(aﬂ_1 +(2+ 3v)b,7_1) (3 +(2+3v), ), ..., (a,7_2 +(2 +3v)b,7_2)))
=(3b,,+v(a,, +2b, ,),8,+20,+3vb,,....a, , + 20, +3vb, ,) dir.
Boylece p, uygulanarak,
P, (£(@)=(a,,+b,, 8, +hy,...a,,+b, 38, +30 _,,38,+30,,..,+3a,_,+3b ,)
elde edilir. Diger taraftan,
p,(a)=( +by, 3+ +..+a,, +b, ,,38, +30,,38, +30,,..,3a, , +30, , ) dir.
Buradan,

30, (0)=(a,4+b, 1.8 +y,...8 ,+b, ,,38,, +3

n-1

3a,+30,..,+3a, , +30, )
bulunur.
Béylece p, (£())=0p,(q) dir.

@ =243V, =3+2V i¢in ispat benzer sekilde goriilmektedir.

ii. @ =3 olsun.
¢, skew quasi twisted 6teleme operatorii ve &, skew sabit devirli 6teleme operatorii
olsun. i den:
p,(£(0))=(3a,,+3b, ;.3 +hy,... 8, , +b, ,.a,, +b, ;.38 +30;,...38, , +3b, , ) olarak
bulunmustu. Diger taraftan,

p,(0)=(3 +hy,a +b +..+a,_, +b ,,3a,+30;,38 +3b;,..,3a, , +30, , ) dir. Buradan,
©p,(q)=(3a,,+30, 8, +b,,...a, ,+b, ;.8 +b, ,38,+30,,..,.33, ,+30, ,)

bulunur.

Baylece p, (f(q)) =8P (CI) dir,
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Ayrica,
0,:2,+VL, > 7,+VZ,
a+vb—a+3vb

olacak sekilde 6, otomorfizmasi ve a,b €Z,, =g +vb eR, (i=01,..,7-1),
pyiRT L,
(GorGho-orr 1) = (224,28, 1, 205,..., 2D, 4 )

olacak sekilde p, gray doniisiim tanimlansin. 6, ve p, kullanilarak Onerme 4.4.3.

saglanir.

Onerme 4.4.3. Eger C, R, de 77 uzunlugunda skew (e )— sabit devirli kod ise,
i o=V,o=3V,o=2+V,o=2+3V olmak iizere p, (Cn), Z, tizerinde
21 uzunlugunda devirli koddur.
ii. o=3,w=1+2vV,o =3+2v olmak iizere p, (C,7 ), Z, tzerinde 27

uzunlugunda 2 indeksli QC —kod ve 2 indeksli skew QT —koddur.

Ispat: C,, R de 5 uzunlugunda skew (e)— sabit devirli kod ve

Q=0+, 0,)=(a +Vhy,a +Vby,...,a,, +Vb, ;) €C, olsun.

i. @ =V olsun.

0, devirli 6teleme operatdrii ve &, skew sabit devirli Steleme operatdrii olsun.C,, R,

de skew Vv —sabit devirli kod oldugundan,

£(q)=(ve(a, 1), 0(d)..0(a,.,))
= (v(a,H +3vb, ), (8, +3vhy),....(a,, +3vb,772)))

=(3b,,+va,_,

a, +3vb,...,a,_,+3vb

n—-2 17—2) dlr
Boylece p, uygulanarak,
ps(£(@)=(2b,,,2a,,...2a, ,,28, ,,20),..,2b, ,) elde edilir. Diger taraftan,

ps(a)=(22,,2a,,....2a, ;,20,,2b,...,2b, , ) dir. Buradan,
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op;(a)= (20, 1,28y,..,23, 5,23, 1, 2b;,...,2b, ) bulunur.

Boylece p,(£(q))=0p,(q) dur.

@ =3V,m =2+V,@ =2+3V i¢in ispat benzer sekilde goriilmektedir.

ii. @ =3 olsun.
0, pargali devirli 6teleme operatorii, g, skew quasi twisted Steleme operatorii ve &,

skew sabit devirli dteleme operatérii olsun.C,, R, de skew 3- sabit devirli kod

oldugundan,
£(9)=(36(0,). 0(ap)..0(a,,) )
:(S(a”71+3vb,771),(a0+3vb0),.. (a,,+3vb, 2)))
:(3a,771+vb,771,a0 +3Vby,....a, , +3vb, ) dir. Boylece p, uygulanarak,
ps(£(@)=(2a,,,2a,....28, ,,2b, ,,2b;,...,2b, , ) elde edilir. Diger taraftan,
ps(9)=(23,2a,,.... 23, ,,20,,2h,...,2b, ) dir. Buradan,
dps(a)=(2a, ,,2a,...2a, ,,2b ,,2b;,..,2b, ,) ve
gops(q):(Zaﬂfl,Zao,... ,2:2b, 1, 20,,...,2b, ) bulunur.

Béylece p, (f(C]))=5p3(C]) s (f(q>)=50,03 (Q)dir-

@ =1+2v,m =3+ 2V i¢in ispat benzer sekilde goriilmektedir.
4.5. Z,R, — Lineer Skew (@ )— Sabit Devirli Kodlar

Tamm 4.5.1. 6, R, de otomorfizma olsun. Z,“R"da
I. C, Z,”R nin R, —alt modiiliidiir.
ii. i=01.,x4-1 i¢in H(pi): . (p €Z,) olmak iizere (po, Doy pﬂfl,qo,ql,...,qqfl)ec

iken (£(@)0(P,1). 6(Po)s-6(P, ), @0(d, 1), 60, 6(, 5)) €C

sartlarin1 saglayan C lineer koduna skew sabit devirli kod denir.



61

(po, Ppyees pﬂfl,qo,ql,...,qnfl) €C kod sozii polinom cinsinden asagidaki gibi ifade
edilebilir:

Po+ PX+t P, X
c(x)= X
Go + 0 X+ ...+, X"

} =(p0).900) €2, [X]/{x" ~(@))xR[x.6]/ {x' ).
r(x)=r+rx+..+6x eR[x4],

(f(x),9(x)) ez, [x]/(x—&(@))xR,[x:6]/ (X" —@) olsun.
e(r(x)=e(r,)+&(f)x+...+&(r)x" olmak iizere,

r(x)(f(x),g(x)) :(g(r(x)) f (x), r(x)g(x)) elde edilir.

Onerme 4.5.1. C nin Z,R, iizerinde (x,7) uzunlugunda skew (@)-sabit devirli
kod olmast igin gerek ve yeter sart C nin Z, [X]/(X” —g(w)>x Rl[x;e]/<x’7 —(w)>

nin sol R [x; @] alt modiilii olmasidur.

Ispat: C skew (@)-sabit devirli kod ve ceC olsun. c(x)=(p(x),q(x))
yazilabilir. C skew (@ )-—sabit devirli kod oldugundan, xc(x)eC dir. C nin
lineerliginden, herhangi r(x)eR[x;0] igin r(x)c(x)eC dir. O halde C,

Z4[X]/<X”—8(w)>><R1[X;0]/<X’7—(w)> nin sol R [x;6]- alt modiiliidiir.

Tersine, C, Z4[X]/<X”—g(w)>><R1[X;9]/<X’7—(w))nin sol R,[x;60]—alt modiilii

olsun. O halde xc(x)eC dir. Dolayisiyla, C skew (@ )— sabit devirli koddur.

Teorem 45.1. C,, u uzunlugunda Z, de lineer kod, C , » uzunlugunda R, de
lineer kod olmak iizere, C =C,xC, kodu (z,7) uzunlugunda Z,R, de lineer kod
olsun. C kodunun skew (@)—sabit devirli kod olmasi igin gerek ve yeter sart C,
niin Z, de &(a)-sabit devirli kod ve C, nin R, de skew (@)-sabit devirli kod

olmasidir.
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ispat: (P, Py P,4)€C, + (Gps G-, ) €C, Ve C, skew (a)— sabit devirli kod
olsun. Buradan,

(£(@)0(P,1).0(Po ). 0(P, ). (2)0(a, 1), O(c)... e(qﬂ))ec dir. Yani,
(£(@)0(p,1).0(P6)s0(P, ) =(&(@)(P,s):(Po) o P,z )) €C, Ve
((#)6(a,.). 6(q),-..6(d,,)) €C, dir. O halde C, , Z, de &(w)-sabit

devirli kod ve C, , R, de skew () sabit devirli koddur.

Diger taraftan, C, , Z, de &(@)—sabit devirli kod ve C, , R, de skew (& )— sabit

devirli kod olsun. Boylece,

(g(w)@(p#_l),e(po),...,e(pﬂ_z))=(g(w)(pﬂ_l),(po),...,(p#_z))ecﬂ ve
((w)@(qn_l),6’(q0),...,6’(q77_2))eC,7 dir. Buradan C=C, xC, oldugundan

(g(w)e(pﬂ_l),e(po),...,é’(pﬂ_z),(w)e(qn_l),H(qo),...,H(q,7_2))eC bulunur.

Boylece C, Z,R, de skew (@)—sabit devirli koddur.
4.6.7Z,R, — Skew Sabit Devirli Kodlarin Urete¢ Polinomu ve Geren Kiimesi

Bu bolimde Z,Z,[v]—skew sabit devirli kodun irete¢ polinomunu bulmak igin

asagida verilen teoremden yararlanilacaktir.

Teorem 4.6.1. [37] n pozitif tek tamsayr olmak iizere C, Z,+VZ, iizerinde n
uzunlugunda devirli bir kod olsun. Z, +VZ,iizerindeki g,(x) polinomu ve Z,

iizerindeki devirli kodlarmn iirete¢ polinomlar: g,(x) ve g,(x) polinomlar: igin

C =(g,(%)+(1+V) g, (x),(1+V) s (X)) seklindedir.

C kodu Z,Z,[v]—skew sabit devirli kod olsun. C kodu ve &[x;@]/(x”—w},

R, [X; 8] —modiil oldugundan;
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y: C —>R1[x;6?]/<x’7—w>
(f(x),f_(x))—> f(x)
olacak sekilde tanimlanan y doniisiimii modiil homomorfizmasidir.

Ceky ={(f(x),0)eC: f(x)eZ,[x]/(x“ —&(w))} kimesi C kodunun bir alt

modiiliidir ve Im , R[x]/ (X" ~a) nin R [x;6] alt modiiliidir.
Uyar1 4.6.1. Alinan herhangi bir f (x) polinomu f seklinde verilecektir.

Onerme 4.6.1. C kodu Z,R, iizerinde skew sabit devirli kod olsun. f |(X“ —g(w))

ve 0,,0,,9, Teorem 4.6.1. de verilen polinomlar olmak iizere

C=((f.0),(L, g, +(1+v)g,),(L.(1+V)g,)) dir.

Ispat: C kodu Z,R, iizerinde skew sabit devirli kod olsun.
Imy =(g, +(1+v)9,,(1+V)g,) olmak iizere y(l,g,+(1+V)g,)=0,+(1+Vv)g, ve
y(1,(1+v)g,)=(1+v)g, olacak sekilde (l,g,+(1+V)g,),(1,.(1+Vv)g;)eC
vardir. Herhangi bir (p,q)eC nin (f,0), (I,g,+(1+v)g,) ve (I,,(1+v)g,)
tarafindan Uretildigi  gosterilsin. 1,1, € Rl[X;H] elemanlar1 vardir oOyle ki
y(p.9)=a=r(g,+(1+v)g,)+r,((1+V)g,) seklindedir.
(p,q)—(rl*(ll,gl+(l+v)gz)+r2*(Iz,(1+v)gs)):(p—g(rl)ll—g(rz)lz,o)ec;eky/ oldugundan
r,eZ,[x]vardir dyle ki (p—&(n)L—&(r,)l,,0)=r,+(f,0) olarak bulunur.
Boylece,
(p.a)=r*(l, 0, +(1+Vv) g, )+ 1, *(L,,(1+Vv) g, )+ (p—£(r)l, —£(1,)1,,0)
=1%(l,9,+(1+V) g, )+r, *(1,,(1+Vv) g, )+ 1, %(f,0)

oldugundan C =(( f,0),(1, 9, +(1+v)g,),(L,.(1+V)g,)) elde edilir.
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Tersine C Q<(f,O),(Il,gl+(1+v)gz),(lz,(1+v) g3)> oldugundan

C=((,0),(, g, +(1+v) g, ), (I, (1+Vv)g;)) seklindedir.

Onerme 4.6.2. f |(X” —g(w)) olsun. Eger
C=<(f,O),(Il,gl+(1+v)gz),(lz,(1+v)g3)> kodu Z,R, —skew sabit devirli kod ise

X" -

der(l,) <der(f), der(l,)<der(f) ve f| l, mod (1+3v), f|agl, mod (1+3v)

3
X —w X"—@
ve a=—
9, g9,

dir.

seklindedir. Burada g =

Ispat: der(l,)>der(f) olsun. I, =fq,+r, ; 0<der(r,)<der(f) sarti saglayan
. eZ4[x]/<x” —g(w)> vardir. der(l,)>der(f) olsun. I, = fq, +r, ;
0<der(r,) <der( f) sartmn saglayan .1, € Z,[X]/ (x“ —£()) vardir. Buradan,
<(f,0),(I1,gl+(1+v)g2),(lz,(1+v)g3)>=<(f,0),(fq1+r1,gl+(1+v)gz),(fq2+r2,(1+v)g3)>

:<(f,O),(rl,gl+(1+v)gz),(r2,(1+v)gs)>
elde edilir. Boylece, der(l,)<der(f), der(l,)<der(f)olur.

X" —w

f

|, mod (1+3v) oldugu gosterilsin.
3

x”g—w «(l, g, +(1+v)g2):(g[x”g—swj|l, X"g‘w (o +(1+v)92)] =[5(X"g—w]|l,0j

3 3 3

3

n_
elde edilir. ;{g[ X w} L, O] =0 olarak bulunur. Boylece

X" —@

n_
[5[)( zUjll,OJeC;ekng oldugundan f |

3

l, mod(1+3v) elde edilir.
3

f |agl, mod (1+3v)oldugu gosterilsin.

ag (L, 9,+(1+v)g,)=(s(ag)l,,agg, +(1+v)agg, ) =(£(ag)l,,0)
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elde edilir. y(g(ag)ll,O)zo olarak bulunur. Boylece (g(ag)ll,O)e(;ekng

oldugundan f |agl, mod(1+3v) elde edilir.

Teorem 4.6.2. f |(x” —g(w))olsun. Teorem 4.6.1. de verilen g,,9,,d, polinomlari
der(g,)>der(g,) sartmi saglayan polinomlar olmak iizere
C=((.0),(L, 8, +(1+v)g,),(1,(1+v)g,)) kodu Z,Z,[v]halkasinda skew sabit

devirli kod olsun. O halde

p—der(f)-1

s= U {x(ro)

S, = Xi*(ll,gl+(1+v)gz)},
i=0
der(g, )—der(g,)-1
S, = {x'*(g(g)ll,(1+v)ggz)},
i=0
n—der(gz)-1
S, = {X (1, (1+v) g5 )}

olmak tizere, S =S, US, US; US, C kodu i¢in en kiigiik geren kiimedir.

ispat: C=((f,0),(L,0,+(1+v)g,).(l,+(1+v)g,)) ve ceC olsun. byb, b, eR[x0]
olmak iizere, c=&(b)(f,0)+b,(L,g,+(1+Vv)g,)+b,(1,,(1+V)g,) yazlabilir.
Eger der(s(b))<u—der(f)-1 ise &(b)(f,0)e(S,) dir. Aksi taktirde bolme
algoritmasi uygulanarak, d,,r, R [x;0] ve 0<der(&(r,))<u—der(f)-1 olmak

“o_
lizere, £(b,) = [ng(w) e(d, )] +&(r,) dir. Dolayistyla,

X' —¢(@)

s10)-“=1e(0) 500 (1.0

=g(d1)[xﬂ+g(w)f,0j+g(rl)(f,0)
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bulunur. Buradan, &(b,)(f,0)e(S,) dir.

Eger der(b,)<n—der(g,)-1 ise b,(l,g,+(1+v)g,)e(S,) dir. Aksi taktirde

bélme algoritmast uygulanarak, d,,r, € Z,[x] ve 0<der(r,)<n—der(g,)—1 olmak
n

X' —w _ .
lizere, b, =——d, +1, =gd, +r, dir. Buradan,
1

b, (L, 9, +(1+V)g,)=(gd, +1,)(L, g, +(1+Vv)g,)
=d,(£(9)L, g9, +(1+v) g, ) +1, (1, 9, +(1+V)g,)
=d,(£(9)L,(1+v) g, }+ 1, (1. 9, +(1+V)g,)
olur. 0<der(r,)<n—der(g,)-1 oldugundan, r,(l,g, +(1+v)g,)e(S,) dir. Simdi
d,(£(9)L.(1+v)7g,) (S) oldugu ispatlansin. Eger
der(d,)<der(g,)—der(g,)-1 ise d,((g)l.(1+Vv)dg,)e(S,) tir. Aksi taktirde
bélme algoritmast uygulanarak, d,,r, € Z,[x] ve der(r,)<der(g,)—der(g,)-1
n_

@ ,
——d, +r, =ad, +r, tir. Buradan,
9,

d,(£(g).(1+v)dg,)=

olmak iizere, d, =

(ad, + )( (1+v)3g,)
d,(as(g)L.(1+v aggz)+r3(
d, (az(

(9)!
9)1,0)+5(2(9)1: (1+v) g9 )

(1+v)dg,)

dir.
O<der(r,)<der(g,)—der(g,)—1 oldugundan r,(&(g)k.(1+Vv)gg,)e(S,)tir.
Onerme 4.6.2. den ft=agl, mod (1+3v) oldugundan d,(as(g).,0)e(S,) dir.

Buradan b, (I,, g, +(1+V)g,) (S, US, US,) olarak bulunur.

Simdi b, (1,,(1+V)g,) (S,) oldugu ispatlansin. der (b,)<7—der(g,)-1 ise

by(1,,(1+v)g,)e(S,) ftiir. Aksi taktirde bolme algoritmasi uygulanarak,

n_
d,r,eZ,[x] ve 0<der(r,)<n—der(g,)-1 olmak iizere, b3:X_w

3

d,+r,

seklindedir. Dolayisiyla,
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n

b3(I2,(1+v)gS):(X

g_wd4 +r4j(lz,(1+v)g3)

3

_ d4(g[xng‘wjlz, Xng_w(1+V)93}+ r (1 (1+v)9;)

3 3

:d4[E(X”g-wjuz,o}r4<|2,<1+v>gg)

3

dir. 0<der(r,) <n—der(g,)-1oldugundan, r,(l,,(1+v)g,)e(S,) tir. Onerme 4.6.2.

n_
. ZUll mod  (1+3v)oldugundan d{g[x ijZ,OJe<Sl>dir.
3 3
Buradan, b,(l,,(1+v)g,)e(S,uS,)olarak bulunur. O halde, S=S,US,US,US, |

C kodu i¢in geren kiimedir ve S de ki diger elemanlar ile lineer bagimli olacak

sekilde eleman olmadig1 i¢in S kiimesi C kodu i¢in en kii¢iik geren kiimedir.

4.7. Z,R, Uzerindeki Skew Sabit Devirli Kodlarin Gray Gériintiileri

Tammm 4.7.1. a,b €Z,, q,=a +vb eR (i=01,..,7-1) ve 4,4, iki farkli gray
doniisiim olmak lizere ,
¢ .7, R’ —>Z4’”2"
(Pos Puvvos Py1sGos Gprooe Gy 1) = ( P Prvvos P10 +30y,0,8, 4 +30, 1,0y +38y,.0.,b,, +3, )
ve
¢ L, "R" —>Z4’”2'7
(Pos Puvvos Py1sGos Gprove Gy 1) = (P Provos P10 +by,0@y  +D, 1,38, +30,,...,38, , +30, )

olacak sekilde tanimlansin.

Teorem 4.7.1. C, Z, [x]/(x" —g(w)>>< R[x; 6’]/<x’7 —w> de skew sabit devirli kod

olsun. Bu durumda,

i. @ =V,@ =2+3V olmak iizere eger n=n ise ¢ (C), 2 indeksli QC -

koddur. Eger 1 =17 ise ¢,(C), 2 indeksli genellestirilmis QC —koddur.
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i @ =3+2v olmak iizere eger 1 =n ise ¢ (C), 3 indeksli QC —koddur.
Eger p=mn ise ¢,(C), 3 indeksli genellestirilmis QC —koddur.

iii. @ =3 olmak tlizere eger u=7 ise ¢(C), 3 indeksli skew QT —
koddur. Eger p=mn ise ¢ (C), 3 indeksli genellestirilmis skew QT —
koddur.

Ispat: C, Z4[x]/<x”—s(w)>le[x; 0]/<x”—(w)> de skew sabit devirli kod ve

C=( Py Purerss Byss Gos s Gy ) = (P Provves Py B +VIy, 8 +VhY, .8, +V ) eC
olsun.

. @ =v olsun. g(v)=1 dir.
0, pargali devirli dteleme operatorii ve &, skew sabit devirli Steleme operatorii

olsun. C, Z, [X]/(X” —1>>< Ri[x;a]/<x’7 —V> de skew sabit devirli kod oldugundan,

f(C) Z(E(V) p,u—l’ pO""' p,u—Z’Ve(qq—l)le(qo)!"'ae(qﬂ_z))
:(pﬂ_1’ Byr-oms DoV (@, +(2+3V)b, ), (8 +(2+3V)by ). (8, +(2+3v)b”_2))
=(pﬂ_1, Poser P, sV, 4 +2Vb, | +30

n-11

8, +2b, +3vby,....a, , +2b ,+3vb )

n

=(pﬂ_1, Posees Pu2r30, 4 +v(a,7_1 +2bﬂ_1),aO +2b, +3vh,...,a,_, +2b, , +3vb _2)

n

dir. Boylece ¢, uygulanarak,
¢l (é:(C)) = ( p,ufl’ pO’ "" py—2’3a‘17—1 + b)]—l’ aﬂ +3b0""’ a?]*Z +3b17—2’ aﬂ—l +3b17—1’ 3a0 +b0""’ 3ar7—2 + b)]—Z)
elde edilir. Diger taraftan,

4(C)=(Pys Py D18 +30,,8 +30,,.0,8 , +30, by +38,, b +3a,,..,b,, +3a, ) dir. Buradan,

0 (€)= (P11 Poroo gDy 1 +38, 1,8y +30,.08, , +30, .8, +30

n-1!

by +38,...b, ,+3a, , |
bulunur.

Boylece ¢ (£(c))=0¢ (c) dir. Eger u=n ise ¢(C), 2 indeksli QC—koddur.
Eger pu=mn ise ¢(C), 2 indeksli genellestirilmis QC —koddur.

@ = 2+ 3V i¢in ispat benzer sekilde goriilmektedir.
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i @ =3+2v olsun. &(3+2v)=1 dir.

0, pargali devirli dteleme operatorii ve &, skew sabit devirli Steleme operatorii
olsun. C, Z,[x]/(x"~1)xR [x60]/(x"~(3+2v)) de skew sabit devirli kod
oldugundan,
£(c)=(£(8+2V) P,ys Poroons Pyi2r (3+2V)6(d, 1), 6(qp), -, 6T, ,))

= (Duas Poreos By (3+20) (3,4 +(2430)D, ), (8 +(2+3)ly ). (3, +(243V)b, , ))

=(p#_1, Poson P38, +V(2a,, +b, )., +20, +3vb,,...8, , +2b, , +3vb,7_2)
dir. Boylece ¢, uygulanarak,
A (E©))=(Pyas Poreon Pz +30, 5,80+ 30,08, , +30, 5,38+, 38 +Dy,..,38 , +b )
elde edilir. Diger taraftan,
6 () =(Poy Proveos P08 +300,8,+3;,..8,, +30, 1, by +33,,b, +3a,,..,b,, +3a, , ) dir.
Buradan,
0(€) =Pyt Py P08, 5 +30, 4,80 +30,,.,8,, +30, b, +33 by +3a,,...b, ,+3a, )

bulunur.

Béylece ¢ (£(c))=0¢ (c) dir. Eger u=n ise ¢(C), 3 indeksli QC —koddur.

Eger pu=mn ise ¢(C), 3 indeksli genellestirilmis QC —koddur.

i @ =3 olsun. &(3)=3 tiir.
¢, skew quasi twisted 6teleme operatorii ve &, skew sabit devirli 6teleme operatorii

olsun. C, Z,[x]/(x* ~3)xR,[x;6]/(x"~3) de skew sabit devirli kod oldugundan,
f(C) = (5(3) Py Poseens py—2'39(q77—1)' 0(dp), - e(qq—Z))

= (3,41 Porers Py 2:3(2,4+(2+3V)b, ), (3 +(2+3V)Dy).... (3, , +(2+3V)b, , )
=(3P,1s Pyrers P38, + 20, +Vb, 80 +2, +3VDy,..., 8, , +2b,, +3vb )
dir. Boylece ¢, uygulanarak,

B(4)) = (3P, 00 Pyrr D,0,38, 4 b, 1, 8 +30,.8, , +30, ;8 +30, 38, +D,,...38 ,+b, )

elde edilir. Diger taraftan,
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4(¢)=(Pos Pyyoor P, g8+ 30,8, +30; .3, +30, 1,0, +33,,0,+38,,..,b, , +3a, ) dir.
Buradan,

9 (C)=(3D,1: Pyrros D, 2,38, +b, 1,3, +30,,...8,,+30, ;.8 +30, .38, +b;,... 3 ,+b )
bulunur.

Boylece ¢ (&(c))=gp¢(c) dir. Eger u=n ise 4(C), 3 indeksli skew QT —

koddur. Eger p =7 ise ¢, (C), 3 indeksli genellestirilmis skew QT —koddur.

Teorem 4.7.2. C, Z,[X]/ (X" —&(@))x R, [%,0]/ (X" ~@) de skew sabit devirli kod

olsun. Bu durumda,

I. @ =V,@ =2+3V olmak iizere eger p=n ise 4,(C), 3 indeksli QC -
koddur. Eger =17 ise ¢,(C), 3 indeksli genellestirilmis QC —koddur.

ii. @ =3 olmak iizere eger p=n ise ¢,(C), 3 indeksli skew QT —
koddur. Eger u=mn ise ¢,(C), 3 indeksli genellestirilmis skew QT —
koddur.

Ispat: Teorem 4.7.1. e benzer sekilde ispatlanir.

4.8. Z,R, Uzerindeki Double Skew Sabit Devirli Kodlar

k'=k, +k, olacak sekilde k =u+2n ve k,=m+27 olsun. R asagida

2%

verilen halkay1 temsil etsin.

Z,[X]1{x* —&(@))xR [ 0]/ (X" —(@))x Z,[x]/ (X" - £(@))x R [%:0] | (X" ~()).

Tanim 4.8.1.
i.C, R _nin R —alt moduludiir.

2R/

i w=(wi+VwJ—) olsun. i=01..,u-1 ve T=01..a-1 icin O(p)=p,

9(57) =P;, (p;, By €Z,) olmak iizere eger
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(po’ Priees Pyt Uos G ees G Pos Prsess r“_)ﬁ—l’qmql’“" qﬁ—l) eC ise,

[5(5)9( pﬂfl)v O(Po), - O( p;ﬁz)' we(Qq—l): O(dp), -, 9(q,7,2)
£(@)0(P;4), 0(Po), - 0(P,_,). @0(T; 1), (@) (T )

I. ve ii. sartlarin1 saglayan Z,R, lizerinde k' uzunlugundaki C lineer koduna double

]eC dir.

skew sabit devirli kod denir.

C:(po, Piseoes PoygsGos Oy G,y 15 Pos Proeees ﬁﬁ_l,qo,ql,...,qﬁ_l) kod so6zii polinomlar
cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir.

Po + PX+.t P, X

O + QX+t X7, o
c)=| = _ = (p00,9(%), PO, T)) € R, e

Po+ PiX+.t Py X,

0, + X+t qﬁflxﬁ’l

r(x)=r+6x+..+rx* eR[x0], (p(x),q(x), p(x),q(x))eR,, ., olsun.

e(r(x))=e(ry)+e(r)x+...+&(r,)x* olmak iizere,

r(x)(P(9)a(x), PO, (X)) =((r(x)) p(x).r (x)a(x),&(r(x) B(x),r (x)a(x))
dir.

c(x)=(p(x).a(x),p(x).q(x))ise xc(x), ¢ nin kk,-skew sabit devir

otelemesidir.

Teorem 4.8.1. Bir C lineer kodunun double skew sabit devirli kod olmast igin gerek

ve yeter sart Cnin R, nin sol R, [x; 0] alt modiilii olmasidir.

Ispat: [36] da ki Teorem 6. 4. in ispatina benzer sekilde ispatlanir.



BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

v? =1 olmak iizere, Z,Z, [v]— lineer kodlar galisilmistir. Bu kodlarin {irete¢ ve

kismi kontrol matrisleri belirlenerek standart form elde edilmistir.

v’ =1 olmak iizere, 7 tek olma durumunda Z,Z,[v]—(v)- sabit devirli kodun

tireteg¢ polinomu ve en kiigiik geren kiimesi verilmistir. Ayrica devirli ve sabit devirli

kodlarin arasindaki iliskiden yola ¢ikilarak, Z,Z,[v]—(v)— sabit devirli kodun dual

kodu belirlenmistir.

v? =lolmak iizere, R =Z,+VZ, i¢in R ve Z,R de skew sabit devirli kodlar
calistilmistir. Bu kodlarin {iireteg polinomlar1 verilmistir. Ayrica Z,R, tizerindeki

double skew sabit devirli kodlar verilmistir.
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