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OZET

Anahtar Kelimeler: idempotent matris, involutif matris, kuadratik matris, dogrusal
bilesim, direkt toplam, kosegenlestirme.

[Ik béliimde, calismanin konusu ve &nemi hakkinda bazi bilgiler verilmektedir.
Ayrica bu calismada ele alinan matris siniflar ile ilgili literatiirde mevcut olan bazi
calismalardan bahsedilmektedir. Calisma boyunca kullanilacak olan bazi temel
kavramlar ve 6zellikler ikinci boliimde yer almaktadir.

Bolim 3’te, A ve B matrisleri lizerine konulmus bazi sartlarin saglanmasi ve
aA+bB dogrusal bilesim matrisinin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar ortaya konulmaktadir. Burada ve a # 8, a, € C olmak lizere, A ve B

matrisleri sirastyla bir {e, 8} —kuadratik matris ve herhangi bir matristir, ayrica

a, be C ’dir. Boliim 4’te A ve B matrislerinin aym kosullar1 saglamasi ve ayni

aA+bB dogrusal bilesim matrisinin involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar
ortaya konulmaktadir.

Boliim 3 ve 4’te ortaya konulan sonuglart agiklayici nitelikteki drneklere, Boliim 5°te
yer verilmektedir.

Vi



ON CHARACTERIZATIONS OF LINEAR COMBINATION OF
AN ARBITRARY MATRIX AND A QUADRATIC MATRIX

SUMMARY

Keywords: idempotent matrix, involutive matrix, quadratic matrix, linear
combination, direct sum, diagonalization.

In the first chapter, it is given some information about the subject and scope of the
study. Also, it is mentioned from some studies in the literature related to matrix
classes discussed in the study. Some fundamental concepts and properties which will
be used throughout the study are given in the second chapter.

In the Chapter 3, it has been established necessary and sufficient conditions for the
idempotency of the linear combination matrix aA+bB and implying certain
conditions imposed on the matrices A and B where A is an {a, ﬂ} — quadratic

matrix, B is an arbitrary matrix, a, e C, a #  and a, be C". In the Chapter 4, it
has been established necessary and sufficient conditions for the involutiveness of the
same linear combination matrix aA+bB and implying the same conditions.

Examples explaining the results which are obtained in Chapter 3 and 4 are given in
Chapter 5.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cahsmanin Onemi

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimii MO 300 yillarma dayaniyor olsa da bu
denklemlerin bloklar halinde yani matrisler ile ¢6ziimiine, MO 100 yillarma ait Cin
kaynaklarinda rastlanmaktadir. O zamanlardan gilinlimiize kadar bir¢cok gelisme
gOsteren matris yapilari, matematik, fen, sosyal gibi bir¢ok bilim dalinda yer almistir
ve halen kullanilmaya devam edilmektedir. Uygulama alanlarina 6rnek olarak,
kriptoloji [1], oyun teorisi [2], bilgisayar grafikleri [3], graf teori [4, 5], kuantum
mekanigi [6 — 8], ekonomi [9], fizik [10 — 12], istatistik [13 — 16] verilebilir.

Matrisler sagladiklar1 6zelliklere gore, involutif, idempotent, tripotent gibi 6zel alir.
Boyle 6zel tipli matris siniflari, birgok matematik ve fizik problemlerinin ¢éziimiinde
kullanilmaktadir. Istatistik teorisinde idempotent, involutif ve tripotent matrislerin,
atom ve molekiil fiziginde idempotent matrislerin ve kuantum mekaniginde involutif
olan Pauli-spin matrislerinin kullanilmasi verilebilecek 6rneklerden bazilaridir [14,
17 — 21]. Ayrica kriptolojide Hill yontemine gore sifreleme yapilirken, sifreli metnin
¢Oziilmesi igin anahtar matrisin tersinin bulunmasi gerekir. Bu durumda involutif
matrisler gibi tersi kendisine esit olan matrislerin secilmesi olduk¢a kullanish
olmaktadir [22]. Bunlarin disinda bdyle 06zel tipli matrisler, dijital goriinti

sifrelemede de kullanilmaktadir [23].

Uygulamali bilimler ve matris teorisinde ayri bir oneme sahip olan 6zel tipli
matrislerin dogrusal bilesimleri de bir¢ok ¢alismaya konu olmustur [24 — 37]. Bu
calismada da idempotent ve involutif matrisleri kapsayan kuadratik matrisler ele

alinmaktadir.



1.2. Literatiir Bilgisi ve Calismann Icerigi

Kuadratik matrisler son yillarda pek ¢ok calismada yer almaktadir. Sonlu tane
kuadratik matrisin ¢arpimi olarak ifade edilebilen matrisleri karakterize etme
problemi [38] calismasinda Wang tarafindan ele alinmistir. [39] ¢alismasinda ise
Wang, her karmasik matrisin, dort kuadratik matrisin bir carpimi olarak
yazilabilecegini ve ele alinan matrisin tersinir olmasi durumunda ¢arpimda yer alan
matris sayisinin ti¢e indirilebilecegini gostermistir. Bunun yani sira Aleksiejczyk ve
Smoktunowicz’in [40] c¢alismasinda, kuadratik matrislerin birgok 6zelligi

incelenmistir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalarin yani sira literatiirde, a, b e C" ve A, Be C, ozel

tipli matrisler olmak tizere,
K=aA+bB (1.1)

bi¢imindeki dogrusal bilesimin karakterizasyonu ile ilgili birgok ¢alisma mevcuttur
[25, 27, 31, 36, 37, 41 — 44]. Bunlardan Ug ve digerlerine ait [42] ¢alismasinda, iKi
kuadratik matrisin dogrusal bilesimlerinin ne zaman bir kuadratik matris olacagi
problemi ele alinmaktadir. Ug ve digerlerinin bagka bir ¢alismasinda, iki kuadratik
matrisin dogrusal bilesimlerinin bir genellestirilmis kuadratik matris olmasi igin
gerekli ve yeterli kosullar ortaya Konulmustur [43]. Petik ve digerleri [44]
caligmasinda, iki genellestirilmis kuadratik matrisin dogrusal bilesimlerinin bir

genellestirilmis kuadratik matris olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar1 elde etmistir.

Liu ve digerleri, (1.1) dogrusal bilesimi {izerine yapilan ¢alismalara farkli bir soluk
getirerek, bilesimdeki iki matristen sadece birini 6zel tipli matris, digerini ise
herhangi matris olarak ele alip bazi kosullar altinda (1.1) dogrusal bilesim matrisinin

involutif olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar1 elde etmislerdir [45]. Burada Liu ve

digerleri dogrusal bilesimi olusturan matrislerden birini {«, B} —kuadratik veya

tripotent matris, digerini ise herhangi bir matris olarak almistir. Boylece olusan

dogrusal bilesim matrisinin involutif olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar



arastiritlirken herhangi matris olarak alinan matrisin aslinda belirli bir forma sahip

olmasi gerektigi gercegine ulasilmistir.

Bu calismada, [45] c¢alismasindan esinlenilerek bir {a, ﬂ}—kuadratik ve herhangi

bir matrisin bazi kosullar1 saglamasi ve onlarin dogrusal bilesiminin idempotent
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar Bolim 3’te verilmektedir. Ayn1 dogrusal
bilesimin idempotent olmasi yerine bu kez involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosullar Boliim 4’te verilmistir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olan bazi tanimlar ve ispatsiz olarak bazi

sonuglar verilmektedir. Calisma boyunca, i. satir ve ]. siitundaki eleman: m; olan

bir MeC,_  matrisi [m;] ile gosterilecektir.

2.1. Baz1 Temel Kavramlar ve Ozellikler

Tamm2.1. Bir M, eC, matrisi icin, M\M,=M,M, =1, olacak sekilde bir
M, e C, matrisi varsa, M, matrisine tersinir matris, M, matrisine de, M,

matrisinin tersi denir ve M, =M, ile gosterilir [46].

Tamm22. i#] i¢in d; =0 kosulunu saglayan, D=[d;]C, matrisine, bir

kosegen matris denir ve d,, =d, olmak tizere D =diag(d,,...,d,) ile gosterilir [47].

Tamm2.3. DeC, bir kdsegen matris ve o €C olmak lizere D=l (biitiin

kosegen elemanlar esit) ise, D matrisine bir skaler matris denir [47].

Tamm 2.4.  Bir M eC matrisine, i, je{1,2,...,n} olmak iizere, eger j<i iken
m; =0 ise bir iist iicgensel matris, eger j>1i iken m; =0 ise bir alt iicgensel matris

denir [48].

Tanmim 2.5. Bir MeC_  matrisinin baz1 satir ve/veya siitunlarinin silinmesi ile

mxn

elde edilen matrise M matrisinin bir alt matrisi denir [48].



Tamm 2.6.  Bir matrisin, satirlar1 veya siitunlar1 arasina hayali yatay veya dikey
cizgiler ¢izilmesi ile bu matris alt matrislere pargalanabilir. Boylece olusan matrise

parcalanmis matris ve alt matrislere de bloklar denir. Eger

Mn MlZ Mlc
M21 Mzz Mzc
Mrl Mrz Mrc

matrisi bir parcalanmis matris ise, i. satirdaki alt matrisleri M,;;, M,,,...,M,. olup
her birinin satir sayist esittir ve benzer sekilde j. siitundaki alt matrisleri M,;, M,;,

..»My; olup her birinin siitun sayisi esittir. Ayrica M;; alt matrisi, yukaridaki

g
par¢alanmis matrisin i, j —blogu olarak tanimlanir ve r=c igin eger i=] ise M,

alt matrisine, M matrisinin bir kosegen blogu denir [48].

Tamm2.7. M, eC, ve don=n olmak lizere, eger
i=1
M, O 0 0
0 M, 0o 0
M=| : o : : ise, M eC, matrisine blok kosegen matris
0 0 M, 0
0 0 0 M,

k
denir. Boyle bir matrisi M=M; ®M,, ®---®M, =PM; seklinde yazmak
i=1

miimkiindiir ve buna, M,;, M,,,...,M,, matrislerinin direkt toplami denir [47].

Tanim 2.8. Bir MeC__ matrisinin siitun ranki, igerdigi dogrusal bagimsiz

XN
stitunlarin maksimum sayisi; satir ranki ise, igerdigi dogrusal bagimsiz satirlarin

maksimum sayisidir [47].



Tamm 2.9. Bir matrisin (kare veya degil) sade bir forma doniistiiriilmesi igin
satirlara/siitunlara uygulanan ii¢ basit ve temel islem, elementer satir/siitun islemleri
olarak adlandirilir. Bu islemler, dogrusal denklemlerin ¢éziimleri, rank belirleme ve
bir kare matrisin tersinin ve determinantinin hesaplanmasi gibi islemleri kolaylastirir.

Elementer satir iglemleri asagidaki ti¢ islemden ibarettir.

i) Iki satirin yer degistirmesi,
i) Bir satirin sifirdan farkli bir skaler ile ¢arpilmasi ve

1) Bir satirin skaler katinin diger satira eklenmesi [47].

Teorem 2.10.
) Bir matrisin satir ranki ile siitun ranki birbirine esittir, kisaca buna matrisin

ranki denir ve “rk(.) ” ile gosterilir.

i) Bir matrisin rankini, elementer satir ya da siitun islemleri degistirmez.
iii)  Buiki uyar1 blok matrisler igin de gecerlidir [47].
Tamm 2.11. M € C, olsun. Eger bir A skaleri ve sifirdan farkli bir x e C" vektorii

Mx = AX,

denklemini saglarsa, A skalerine M matrisinin bir 6zdegeri ve X vektoriine de M

matrisinin A 6zdegeri ile iliskili bir 6zvektorii denir [47].

Tamm 2.12. Bir M eC_, matrisinin tim 6zdegerlerinin kiimesi, M matrisinin

spektrumu olarak adlandirilir ve o ( |\/|) ile gosterilir [47].

Tamm 2.13. Bir M eC_ matrisinin karakteristik polinomu, p,, (t)=det(tl - M)

seklinde tamimlanir. p,, (t) =0 denklemine ise M eC, matrisinin karakteristik

denklemi denir [47].



Teorem 2.14. (Cayley—Hamilton) M € C, matrisinin p,, (t) karakteristik polinomu
icin p,,(M)=0’dir. Baska bir ifadeyle, “Her kare matris, kendi karakteristik

polinomunu saglar” [47].

Tamm 2.15. M e C_ matrisi i¢in bir p(t) polinomuna, eger p(M)=0 oluyorsa,

M matrisinin sifirladigi polinom denir. Cayley — Hamilton teoremi ile her M e C

matrisi i¢in boyle n. dereceden bir monik polinomunun varligi (matrisin karakteristik

polinomu olarak) garanti edilir [47].

Teorem 2.16. M € C matrisi verilsin. M matrisinin sifirladigi minumum dereceli
bir tek @, (t) monik (en yiiksek dereceli teriminin katsayisi 1 olan) polinomu
mevcuttur. Bu polinomun derecesi en fazla n degerini alabilir. Eger p(t) monik
polinomu i¢in p(M) =0 saglanirsa q,, (t) monik polinomu p(t) polinomunu boler.

Yani en az bir h(t) monik polinomu igin p(t) = h(t).q,, (t) esitligi saglanir [47].

Tamm 2.17. M e C, matrisinin sifirladigi minumum dereceli yegane q,, (t) monik

polinomu, M matrisinin minimal polinomu olarak adlandirilir [47].

Teorem 2.18. Her M eC, matrisi i¢in Q,(t) minimal polinomu, p,(t)
karakteristik polinomunu béler. Bununla birlikte 0,,(4) =0 olmasinin gerekli ve
yeterli kosulu A skalerinin M matrisinin bir 6zdegeri olmasidir. Boylece p,, (t)=0

denkleminin her kokii ayn1 zamanda @, (t) =0 denkleminin de bir kokiidiir [47].

Tamm 2.19. M, M, e C, matrisleri verilsin. Bir SeC_ tersinir matrisi i¢in
M, =S"M,S esitligi saglaniyorsa, M, matrisi M, matrisine benzerdir denir. Ozel

olarak M, bir kdsegen matris ise M, matrisine kosegenlestirilebilir denir [47].

Bir matrisin kosegenlestirilebilirligi ile ilgili baz1 6zellikler asagida verilmistir.



Teorem 2.20. q,, (t), M e C_, matrisinin minimal polinomu olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir.

i) 0y (t) minimal polinomunun farkli dogrusal ¢arpanlari vardir.
i) dy (t) =0 denkleminin her kokii tek kathidir.

iii) Oy (t) =0 denklemini saglayan her t degeri i¢in, ¢, (t) polinomunun tiirevi

stfirdan farklidir.
iv) M matrisi kdsegenlestirilebilirdir [47].

Teorem221. M, eC ,M,eC_,...M,;eC  olmak iizere M blok kosegen
matrisi, M=M,®M,®---®M, seklinde olsun. Bu durumda M matrisinin
kosegenlestirilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir M, M,,...,M,

Mmatrisinin kosegenlestirilebilir olmasidir [47].

Tamm 2.22. M,, M, e C, matrisleri igin S™M,S ve SM,S matrislerinin her
ikisinin de kosegen olmasini saglayan bir S e C_ tersinir matrisi mevcutsa M, ve

M, matrislerine esanli késegenlestirilebilir denir [47].

Teorem 2.23. Kosegenlestirilebilir M, M, eC, matrislerinin esanli
kosegenlestirilebilir olmast i¢in gerekli ve yeterli bir kosul M;M, = M,M, olmasidir

[47].
2.2. Baz1 Ozel Tipli Matrisler ve Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda, ¢aligmada temel olarak ele alinan baz1 6zel tipli matrislerin tanimlart ve
onlarla ilgili temel sonuglar ispatsiz olarak verilmektedir. Bununla birlikte bu
calismada ele alinmamasina ragmen, kapsadiklar1 6zel tipli matrislerin genis birer
siifi olmalar1 ve literatiirde tizerlerinde ¢alismalarin mevcut olmasi nedeniyle

genellestirilmis kuadratik ve kiibik matrislerin tanim ve 6zellikleri de yer almaktadir.



Tamm 2.24. Bir M € C matrisine,

) M? =M 6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir idempotent matris [14],

i) M? =1_ 6zelligini sagliyorsa, M matrisine bir involutif matris [48],

i) M?® =M ozelligini sagliyorsa, M matrisine bir tripotent matris denir [14].

Yukaridaki tanimlardan, bir idempotent veya involutif matrisin ayn1 zamanda bir
tripotent matris oldugu aciktir. Ayrica, bir tersinir tripotent matrisin bir involutif

matris olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 2.25. Idempotent, involutif ve tripotent matrisler kosegenlestirilebilirdir
[49].

Teorem 2.26. Bir M € C, matrisi,

i) idempotent ise (M) < {0,1} [14],
i) involutif ise o(M) = {-1,1} [50],

iii) tripotent ise (M) = {-1,0,1} olur [14].

Tamm 2.27. MeC, matrisi i¢in, (M-al,)(M—-p1)=0 olacak sekilde

a, 3 € C sayilar1 varsa, M matrisine bir kuadratik matris denir [40].

Calisma boyunca yukaridaki tamimda « ve [ karmasik sayilari ile belirlenen
M e C, matrisi, bir {0{, ﬂ}—kuadratik matris olarak adlandirilacaktir. Ayrica eger

a = ise M matrisine « —kuadratik matris denilecektir.

Ozel olarak, M matrisinin sirasiyla idempotent ve involutif matris olmasi

durumunda, a ve B sayilan sirasiyla o, #€{0,1} ve a, B {-11} olur. Buradan

M matrisinin {&, B} —kuadratik oldugu agiktir. Bdylece kuadratik matrisler



10

simifinin, idempotent ve involutif matrisler gibi bazi 6zel tipli matris siniflarin

kapsadigi anlasilir.

Teorem 2.28. M € C_ olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

i) a =+ B ve (I\/I —al, )(M - pl n) =0 olacak sekilde a, B € C sayilar vardir.
i) M kosegenlestirilebilirdir ve o(M) = {a, B} *dur.

i) a#+f, M=aX+pBY olacak sekilde «, feC sayilann ve X+Y=I_,
XY =YX =0 olacak sekilde X, Y € C_ idempotent matrisleri vardir.

iv) a#0 ve M=aX+Dbl, olacak sekilde bir X idempotent matrisi ve a, be C

sayilar1 vardir [51].

Tamm 2.29. Bir M eC, matrisi icin M*=pM+gP ve MP=PM=M olacak

sekilde p, qeC ve bir PeC,_ idempotent matrisi mevcutsa, M matrisine bir

genellestirilmis kuadratik matris denir [52].

Bu tanimin kuadratik matrisler ile uyumlu olmasi agisindan «, f€C sayilan
p,qeC ile  belirlenmis  olmak  {izere, M? = pM +qP ifadesinin,

(M—aP)(M—-fP)=0 bigiminde yazilmasi miimkiindiir.

Tamm 2.30. MeC, matrisi igin, (M-al, )(M-21)(M-yl )=0 olacak

sekilde «, B, y € C varsa, M matrisine bir kiibik matris denir [53].

Yukaridaki tanimda «, f ve y karmasik sayilari ile belirlenen M e C, matrisi, bir

{a, B, }/} — kiibik matris olarak adlandirilabilir. Ozel olarak, M matrisinin sirastyla
idempotent, involutif ve tripotent matris olmasi durumunda, o, f ve y sSayilar

sirastyla a,ﬂ,ye{o,l}, a,ﬂ,ye{—l,l} ve a,ﬂ,ye{—l,O,l} olur. Boylece M

matrisinin {a , B, 7/} —kiibik oldugu agiktir. Buradan kiibik matrislerin, kuadratik ve
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tripotent matrisleri kapsadigini gérmek kolaydir. Kiibik matrislere ait bazi temel

ozellikler asagida verilmektedir.

Teorem 2.31. M € C_ olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

i) azf, azy, f#y ve (M-al )(M-p1,)(M-yl,)=0 olacak sekilde
a, B, y € C sayilar vardir.

ii) M kosegenlestirilebilirdir ve o(M) < {«, £, 7} dir.

i) a+xpf, azy, B#y, M=aX+pY+yZ, olacak sekilde «, S, y€C
sayllar1 ve XY =YX=XZ=7ZX=2Y=YZ=0, X+Y+Z=1, olacak sekilde
X, Y, ZeC, idempotent matrisleri vardir.

iv) a0, b0 ve M=aX+bY+cl, olacak sekilde X,Y idempotent

matrisleri ve a, b, ¢ € C sayilar1 vardir [53].



BOLUM 3. IKi MATRISIN DOGRUSAL BILESIMININ
IDEMPOTENTLIGI

3.1. Giris

Liu ve digerleri 2016 yilinda, bir kuadratik veya bir tripotent matris ile herhangi bir
matrisin dogrusal bilesiminin involutif olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar elde
etmistir [45]. Bu ¢alismadan ilham alinarak bu boliimde bir kuadratik ve herhangi bir

matrisin dogrusal bilesiminin idempotentligi problemi ele alinacaktir.

3.2. Bir Kuadratik ve Herhangi Bir Matrisin Dogrusal Bilesiminin

Idempotentligi

Bu kisimda, A ve B matrisleri sirasiyla {a, ﬁ}—kuadratik matris ve herhangi

matris olmak iizere K=aA+bB dogrusal bilesim matrisinin, belirli bir kosulu
saglamasi ve idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar elde edilmektedir. ilk
olarak, [45] calismasinda yer alan ABA =BA kosulu ile asagidaki sonu¢ eclde

edilmistir.

Teorem3.1. a#0 ve a#f olmak iizere @, f€C olsun. A ve BeC,\{0}

sirastyla {e, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica &, beC” olmak fiizere

K=aA+bB olsun. Bu durumda ABA=BA ecsitliginin saglanmast ve K

matrisinin idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

PRV S Vo
Vo g, (3.1)
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olacak sekilde bir V eC tersinir matrisinin mevcut olmasi ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a)

Burada Y, e C,

b)

Burada Y, e C

a=1ve =0 ise,

%?Jq 0o 0 Y,
-a
0 FI”"‘ Y, 0 v
0 0 1Ir 0
b
O 0 0 On—p—r
A(npr) VE Y, e(C(p_q)Xr herhangi matrislerdir.

a=1, p#0ve apg=1ise,

p-1
I 0
0 ;%”q Y, |V*
0 0 0,

(p-a)x(n-p) herhangi matristir.

C) azl, =0 ve ax=1ise,
0, © Y,

B=V| 0 %h 0 |v*!
0 0 0,.,,

Burada Y, e C |

d)

o herhangi matristir.

p=1ve ax =1 ise,

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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0, O 0
B=v| 0 %% 0o v (3.5)
ab '
1
z, 0

Burada Z, € C , herhangi matristir.

(n—p-r)x

Ispat. A bir {«, B} —kuadratik matris oldugundan, Teorem 2.26 geregi,

A=U(al, ®p1,_,)U" (3.6)

olacak sekilde bir pe{0,1,...,n} sayis1 ve UeC tersinir matrisi vardir. XeC,

olmak iizere B herhangi matrisi

(X Y] B
B=U U (3.7)
zZ T

bi¢iminde yazilsin.

2 X Y
aX aﬂYJ:(a B j olur. Buradan

ABA =BA esitligi saglansin. Boylece, )
affZ [T aZ [T

X=aX, BY=aBfY, Z=pZ pT=pT (3.8)

esitlikleri elde edilir. Ayrica K=aA+bB matrisi idempotent olsun. Bu durumda

aalp+bX bY

1
bz apl, ,+ ij Ut

(3.6) wve (3.7) ifadelerinden K:U(
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(aal, +bX) +b?YZ  ab(a+B)Y+b* (XY +YT)

K?=U U™ elde edilir.

ab(a+p)Z+b*(ZX+TZ)  b?ZY+(apl, , +bT)

K?2=K esitliginden,

(aal, +bX) +b*YZ =aal, +bX, ab(a+ )Y +b*(XY+YT)=bY, o)

ab(a+B)Z+b*(ZX+TZ)=bZ, bZY+(apl, ,+bT) =apl,,+bT,

oldugu agiktir. (3.8) ve (3.9) birlikte ele alindiginda ispat, @ ve S skalerlerine bagh

olarak asagidaki durumlara ayrilabilir.

) Eger f#1 ise, (3.8) denklemlerinin iiglinciisiinden Z =0 oldugu goriiliir.
I-1) Eger a=1ve =0 ise, (3.9) esitlikleri,
(al, +bX) =al, +bX, (bT)’=bT, abY+b?(XY+YT)=bY (3.10)

halini alir. (3.10) denklemlerinin ilk esitliginden al , +bX matrisinin idempotent
oldugu agiktir. Bir idempotent matris, {1,0}—kuadratik matris oldugundan bir

qe {0,1, e p} sayisl ve bir S, eC, tersinir matrisi icin

I 0
al, +bX = Sl( S 0 JSl_l seklinde yazilabilir. Boylece X matrisi,
p-q

_ b ° =)
X=8, S, (3.11)
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seklinde elde edilir. (3.10) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi idempotenttir. Bu

matris yukaridakine benzer sekilde, bir r€{0,1...,n—p} says1 ve bir S,eC |

r

0 0 jSz_l biciminde yazilabilir. Boylece
n-p-r

tersinir matrisi i¢in bT =S, [

1
=1, 0 N
T=S,|b S, (3.12)
o On—p—r
olur. Y, eC,, olmak lizere,
Y, Y.
Y:Sl£ ' ZJszl (3.13)
Y, Y,

olsun. (3.11), (3.12) ve (3.13) ifadeleri (3.10) denklemlerinin {igiinciisiinde

kullanilirsa,

. : : N (Y 0 00 .
yazilabilir. Bu ifade yeniden diizenlenirse 0 = 0 elde edilir. O halde

-Y, 0
Y matrisi,
0 Y.
Y = Sl 2 82_1 (314)
Y, O

seklinde elde edilir. Burada Y, €C ., , ) Ve Y; e C herhangi matrislerdir.

p—q)xl’
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Simdi, V=U(S,®S,) olsun. Béylece A matrisi,

l-a
b ' 0 1 0 Y\
Sl Sl Sl SZ
(- Yo O
B=U b p—q U—l
Elr O -1
0 s,| b s,
0 0n—p—r
l-a
=, 00y,
-a
0 T Y0 |,
0 o L o
b
0 0 0 O

olur. Boylece teoremin a) sikkinin ispati tamamlanur.

i-2)  Eger a=1ve g +0 ise, (3.8) denklemlerinin dordiinciisiinden T =0 olur ve
(3.9) esitlikleri,

(a1, +bX) =al, +bX, (apl, ) =apl,,, ab(l+B)Y+b?XY=bY  (3.15)

halini alir.
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(3.15) denklemlerinin ilk esitliginden al, +bX matrisinin idempotent oldugu agiktir.
. Iq 0 1 . . .
Boylece al  +bX =S, 0 0 S, olacak sekilde bir qe{0,1,..., p} sayisi ve bir

p—q

S, €C,, tersinir matrisi vardir. Boylece X matrisi,
S,* (3.16)

seklinde elde edilir. Ayrica (3.15) denklemlerinin ikincisinden ag =1 oldugu

asikardir. Y, e C olmak lizere Y matrisi,

gx(n-p)
Y1
Y =S, (3.17)

bi¢iminde olsun. (3.16) ve (3.17) ifadeleri (3.15) denklemlerinin igiinciisiinde

1-a
—| 0
Yl 2 b ‘ Yl - .
kullanilirsa, b(a-1)S, v +b’S, , =0 olur. Bu ifade yeniden
2 L) A
apy. 0
diizenlenirse F = elde edilir. Boylece,
(aB-1)Y,) 0
v=s,|’ (3.18)
=53y .

olur. Burada Y, eC,, herhangi matristir.

x(n—p)

Simdi, V=U(S,®I,_,) olsun. Bdylece A matrisi,
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_ Ip 0 -1
A_U(O ﬂ'n-pju

53_1 0 |p 0 S, 0 ) -1
:U(SS@Inp)[O Inp](o ﬂlnp](o |npj(s3 ®1,_,)U

=V b0 \Vau
|0 ﬂlnpj

seklinde yazilabilir. B matrisi (3.16) ve (3.18) ifadeleri kullanildiginda,

1-a — 0 0
-l 0 0 po
S, S,' S, . -1 .
B=U -a Y,)|lU =V 0 —l,, Y, |V
0 Tlp—q Bb
0 0,, 0 0 0.,

seklinde yazilir. Boylece teoremin b) sikkinin ispati tamamlanir.

i-3)  Eger a#1ve £=0 ise, (3.8) denklemlerinin ilkinden X=0 oldugu goriiliir
ve (3.9) esitlikleri

(aal,) =aal,, (bT)'=bT, aba¥ +b?YT=bY (3.19)

seklinde diizenlenebilir. (3.19) denklemlerinin ilk esitliginden acr =1 oldugu agiktir.
Ayrica (3.19) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi idempotenttir. Buradan bir

re {0,1, c.,n— p} sayist ~ ve  bir S,eC,_, tersinir ~ matrisi  i¢in

| 0
bT =S, [ Or 0 }S . yazilabilir. Béylece
n—p-r
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1
=1, 0 o
T=S,| b S, (3.20)
0 0n—p—r
olur. Y, e C  olmak iizere,
Y=(Y, Y,)S,* (3.21)

olsun. (3.20) ve (3.21) ifadeleri (3.19) denklemlerinin tgiinciisiinde kullanilirsa

1
—1 0
b(aa-1)(Y, Y,)S, +b*(Y, Y,)|b " S, =0 olur. Bu ifade yeniden

0 O

n—p-r

diizenlenirse (aa Y, (ax-1) Y2) =(0 0) elde edilir. Bdylece Y matrisi,
Y=(0 Y,)S,* (3.22)

seklinde bulunur. Burada Y, € C herhangi matristir.

px(n—p-r)

Simdi, V = U(Ip ®S4) olsun. Boylece A matrisi,

I, 0 )(al, 01, O al, 0
=U(l,®s,)| ° P P 1, ®S, )ut=Vv| ° v
(t, “)(o 841]( 0 oan[o 84]( ,@8.7) ( 0 0,

seklinde yazilabilir. B matrisi (3.20) ve (3.22) ifadeleri kullanildiginda,
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0, (0 V,)s,* 0, 0 Y,
B=U Lo ) jut=vio i oo v
0 S,|b S, b
0 0,,, 0 0 0,,,

olur. Boylece teoremin c) sikkinin ispati tamamlanur.

i-4)  Eger a¢#1 ve B =0 ise, (3.8) esitliklerinden B=0 bulunur ve bu kabule
aykindir.

i) Eger f =1 ise, (3.8) denklemlerinin ilk iki esitliginden X=0 ve Y =0

oldugu goriiliir. Bununla birlikte (3.9) tekrar diizenlendiginde,

(aa)’1, =aal,, (al, 1, +DT, ab(a+1)Z+b*TZ =bZ (3.23)

L, +bT) =al

esitlikleri elde edilir. (3.23) esitliklerinin birincisinden ac =1 oldugu agiktir. Ayrica

(3.23) esitliklerinin ikincisinden al,_ +bT matrisi idempotenttir. Dolayisiyla bir

re{0,1...,n—p} sayist ~ ve bir  SeC,, tersinir  matrisi igin

I 0
al, ,+bT= S(Or 0 JSl yazilabilir. Boylece T matrisi
n—p-r

s (3.24)

Zl
Z= s( j (3.25)
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bi¢iminde olsun. (3.24) ve (3.25) ifadeleri (3.23) denklemlerinin {igiincii esitliginde

1-a

—1, 0
kullanilirsa [ab(a +l)—b}8{zlj+bzs b
Z 0 —1

aa Z, 0 -
(a 1)2 = 0 olur. O halde Z matrisi,
a— 2

olur ve burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p-r)xp

Boylece A ve B matrisleri, sirasiyla,

A=U(al, @1, )JU*=U(l,®S)(al, @I, )(1,®S U™

0, 0
1-a
—I 0 1
B=U|_(0 r U
S[Z] s| P 5
2 0 %’"ln_p_r
0, 0 0
— a-1 “1\ -1
=U(1,®s)| 0 — 0o |(1,®s™)U
-1
Z, 0

Zl

ve

j:O yani

(3.26)

seklinde yazilabilir. Burada V:U(Ip@S) olarak alinirsa teoremin d) sikki

ispatlanir ve boylece ispatin gereklilik kismi tamamlanir.
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Simdi tersine olarak A matrisi (3.1), B matrisi (3.2), (3.3), (3.4) veya (3.5)
bigimlerinden birisi olsun. Ayrica «, f sayilan (3.2), (3.3), (3.4) veya (3.5) ile

iliskili kosullar1 saglasin. Bu durumda ABA =BA ve K? =K oldugu agiktir. u

Dikkat edilirse yukaridaki teoremde ABA =BA ve K?=K olmasi icin gerekli ve
yeterli kosullar B herhangi matrisinin yapisini belirlemek iizerine diizenlenmistir.
ABA =BA esitligi yerine bagka matris esitlikleri alindiginda B matrisinin olmasi

gereken yapisinda degisiklikler gozlenecektir. Asagidaki dort sonug bununla ilgilidir.

Teorem3.2. a#0 ve a#f olmak iizere a, fC olsun. A ve BeC,\{0}
sirastyla  {a, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica a, beC olmak iizere

K=aA+bB olsun. Bu durumda A’BA=A’B esitliginin saglanmast ve K

matrisinin idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

al, 0 o
A=V o A, \% (3.27)

olacak sekilde bir V eC  tersinir matrisinin mevcut olmast ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) a=1ve =0 ise,

1_Ta , 0 0 0
o 21 0 o0 | |
B=V b ™ V. (3.28)
0 Z, 1Ir 0
b
Z, 0 0 0.,
Burada Z,eC,, , ve Z;eC, ., herhangi matrislerdir.

b) a=1, p#0ve af=1ise,
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E q 0 0
pb
-1 _
B=V| O EIH 0 V! (3.29)
0 Z, 0.,
Burada Z, C i pp(oa) herhangi matristir.
C) a#l, p=0 ve aax=1se,
0, O 0
B=v| 0 %Ir 0 |Vt (3.30)
zZ, 0 0_,.,
Burada Z, e C,  , , herhangi matristir.
d) p=1ve ax=1ise,
0, 0 Y,
B-v| 0 1 0o |Vt (3.31)
ab
0 0 _—1In7p7r
ab
Burada Y, C_ ., , , herhangi matristir.
Ispat. A bir {«, B} —kuadratik matris oldugundan,
(3.32)

A=U(al,®pl,,)U"

olacak sekilde bir pe {0,1,..., n} sayist ve U e C tersinir matrisi vardir. X e C,

olmak iizere B herhangi matrisi
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X Y) .
B:U[ ]ul (3.33)

biciminde yazilsin.

X a?BY X a?Y
A’BA =A’B esitligi saglansin. Boylece “ ) “ Sﬂ - “ , ¢ ,_ | olur ve
af L p°T pZ p°T

buradan
aX=X, pY =Y, af’Z=p°Z, BT=p5T (3.34)

esitlikleri elde edilir. Ayrica K =aA-+bB idempotent olsun. Bu durumda, (3.32) ve

aal, +bX by

' : : K -
(3.33) ifadelerinden U( b7 apl,  +bT

J U* olur. Buradan

(aal, +bX) +b?YZ  ab(a+ )Y +b* (XY +YT)

K?2=U U™ elde edilir.

ab(a+p)Z+b*(ZX+TZ)  b*ZY+(apl, , +bT)

K? =K esitliginden,

(aal, +bX)2 +b*YZ =aal ,+bX, ab(a+pB)Y+b*(XY+YT)=hY, (5.35)

ab(a+f)Z+b? (ZX+TZ)=bZ, b’ZY+(apl,_,+bT) =apl,,+bT,

oldugu agiktir. (3.34) ve (3.35) birlikte ele alindiginda ispat, ¢ ve g skalerlerine

bagli olarak asagidaki durumlara ayrilabilir.
) Eger S #1 ise, (3.34) denklemlerinin ikincisinden Y =0 oldugu goriiliir.

i-1)  Eger a=1ve =0 ise, (3.35) esitlikleri,

(al, +bX) =al, +bX, (bT)’=bT, abZ+b?(ZX+TZ)=bZ (3.36)
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halini alir. (3.36) denklemlerinin ilk esitliginden al,+bX matrisinin idempotent

oldugu agiktir. Bir idempotent matris, {1,0}—kuadratik matris oldugundan

| 0
al , +bX :Sl((;1 OquSll olacak sekilde bir qe{0,1,..., p} sayisi ve bir S, eC,

tersinir matrisi vardir. Béylece X matrisi,
S (3.37)

Seklinde elde edilir. Ayrica (3.36) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi
idempotenttir. Bu matris, yukaridakine benzer sekilde bir r €{0,1,...,n—p} says

r

ve bir S, e C__ tersinir matrisi igin bT:SZ[0 0
n—-p-r

]sz—l bi¢iminde yazilabilir.

Boylece T matrisi
T=S,|b ' S, (3.38)

seklinde elde edilir. Z, € C,  olmak iizere,

a

_ Z Z, =)
Z=5, S, (3.39)
z, Z,

olsun. (3.37), (3.38) ve (3.39) ifadeleri (3.36) denklemlerinin {igiinciisiinde

kullanilirsa

1-a

= 0 1
z, Z z, Z q =10 |z, z
b(a—l)Sz[ ' 2]sll+bzs2 [ ' 2] b +Hb' [ ' Zj $1=0
z, Z, Z, 2,)) , A, 0 0 Z, Z,



. . ; _ Z 0
olur. Bu ifade yeniden diizenlenirse 0 =

_Z4

matrisinin,

scklinde oldugu gdriilir. Burada Z,eC,, .

matrislerdir.

Simdi, V=U(S,®S,) olsun. Béylece A matrisi,

0

ve

00
Oj elde edilir. Boylece Z
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(3.40)

Z,eC herhangi

(n—p-r)xq

Sll 0 Sl 0 -1 -1 -1
U(s,®s,) (o J[o 0 j{o s, (s,'@s,H)u

0
p Vl

seklinde yazilabilir. B matrisi (3.37), (3.38) ve (3.40) gbz oniine alinirsa,

B
S, S 0
0 -
B:U b p-q
0 Z,)\.., =10
S [ S,| b
3 0 0

Ufl
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1_Ta , 0 0 0
—a
0 The 00 |,
oz, i o
b
z, o o0 0,

olur. Boylece teoremin a) sikkinin ispati tamamlanur.

i-2)  Eger a=1 ve B =0 ise, (3.34) denklemlerinin sonuncusundan T =0 oldugu

aciktir. Boylece (3.35) esitlikleri,

2 2 2
(al, +bX) =al, +bX, (apl,,) =apl,,, ab(l+B)Z+b*ZX=bZ (3.41)
halini alr. (3.41) denklemlerinin ilk esitliginden al +bX matrisi idempotenttir.

| 0
Buradan al  +bX =S, [(; 0 jSS’l olacak sekilde bir qe{0,1,..., p} sayisi ve bir
p—q

S; € C, tersinir matrisi vardir. Boylece X matrisi
_ b 1
X =8, S, (3.42)

seklinde elde edilir. Ayrica (3.36) denklemlerinin ikincisinden af =1 oldugu agiktir.

Z,eC, ), olmak izere,

z=(z, z,)s;* (3.43)
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olsun. (3.42) ve (3.43) ifadeleri (3.41) denklemlerinin igiinciisiinde kullanilirsa,

1-a
TR

0

b(a+ap-1)(Z, Z,)S;*+b*(Z, Z,) o 5 =0 olur Bu ifade
ay

b p—q
yeniden diizenlenirse (a8 Z, (af—1)Z,)=(0 0) elde edilir. O halde Z matrisi,

z=(0 Z,)s," (3.44)

olur ve burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p)x(p-q)

Simdi, V=U(S,®I,_,) olsun. Boylece A matrisi,

=V b 0 \Vau
i )

seklinde yazilabilir. B matrisi, (3.42) ve (3.44) ifadeleri kullanildiginda,

p-1

_ r—2 0 0
1Ta'q 0 po °
S, S,* 0 . -1 .
B=U —a ut=v| 0 =1, 0 |V
0 _Ip—q b
0 z,)s," 0, , 0 Z, Oy

olur. Boylece teoremin b) sikkinin ispati tamamlanir.
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i-3)  Eger a#1 ve =0 ise, (3.34) denklemlerinin ilkinden X =0 olur ve (3.35)

esitliklerti,
(aal,) =aal,, (bT) =bT, abaZ+b’T=bZ (3.45)

halini alir. (3.45) denklemlerinin ilk esitliginden acr=1 oldugu agiktir. Ayrica

(3.45) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi idempotenttir. Oyleyse bir

re {0,1, ...,N— p} sayi1si ve bir S, e (Cnfp tersinir  matrisi i¢in

I 0
bT =S, [ Or 0 ]S . seklinde yazilabilir. Béylece T matrisi
n—p-r

T=S,|b " S, ™ (3.46)

Zl
Z=&£ J (3.47)

olsun. (3.46) ve (3.47) ifadeleri (3.45) denklemlerinin igiinciisiinde kullanilirsa,

Zl 2 1 Ir 0 Zl . .
b(aa-1)S, +b’S,| b =0 olur. Bu ifade yeniden
Z Z
2 0 0 2
) aa Z, 0 . o
diizenlenirse = elde edilir. O halde Z matrisi,
(aa—1)22 0

2]
Z=5, (3.48)
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olur ve burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p-r)xp

Simdi, V=U(1,®S,) olsun. Bdylece A matrisi,

0, 0 0, © 0
1 -1 1 -1
B=U|_(0 1,00 | L |ut=vio Z1, 0 |V
Si|, | Safb S, b
2 0 On—p—r Zz 0 On—p—r

olur. Boylece teoremin c) sikkinin ispati tamamlanur.

i) Eger S =1 ise, (3.34) denklemlerinin birinci ve tigiincii esitliginden X=0 ve
Z =0 oldugu goriliir. Bununla birlikte (3.35) tekrar diizenlendiginde,

2
L, +bT) =al

(ac)’1, =aal,, (al ,+bT, ab(a+1)Y+b?YT=bY (3.49)

n n

esitlikleri elde edilir. (3.49) denklemlerinin birinci esitliginden, aa =1 oldugu

agiktir.  Ayrica (3.49) denklemlerinin ikinci esitliginden al,_ +bT matrisi



32

) I, 0 _
idempotenttir.  Oyleyse al, , +bT= S( 0 0 JS_l olacak  sekilde bir
n—p-r

re{0,1...,n—p} sayist ve bir Se C,_, tersinir matrisi vardir. Boylece

T=5 . g1 (3.50)
0 FI”“”

olur. Y, e C . olmak ilizere Y matrisi,

Y =(Y1 YZ)S‘l (3.51)

bi¢iminde olsun. (3.50) ve (3.51) ifadeleri (3.49) denklemlerinin iigiinciisiinde

1__a|r 0
b

0

kullamlirsa  [ab(a+1)-b](Y, Y,)ST+b*(Y, Y,) S*=0

—a
B

halini alir yani ((aa)Y, (aa-1)Y,)=(0 0) elde edilir. Boylece Y matrisi,
Y=(0 V,)s* (3.52)

olur. Burada Y, eC herhangi matristir.

px(n—p-r)

O halde A ve B matrisleri, sirasiyla,

A=U(al, @1, U =U(1,@S)(al, @1, )(1,®S*)U™" ve
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0, (0 Y,)s*
a-1
— 0 )
B=U r U
0o sl b . gt
0 —1
ab "
0, 0 Y,

_ a-1 “1\p -1
=U(1,®s)| 0 — 0 |(1,esT)u
0 0 _—1|n_p_,

ab

seklinde yazilabilir. Burada V =U (I 0 @S) olarak tanimlanirsa teoremin d) sikki ile

birlikte ispatin gereklilik kism1 tamamlanir.

Simdi tersine olarak A matrisi (3.27), B matrisi (3.28), (3.29), (3.30) veya (3.31)
bi¢imlerinden birisi olsun. Ayrica «, f sayilar1 (3.28), (3.29), (3.30) ve (3.31) ile

iliskili kosullar saglasin. Bu durumda A’BA=A’B ve K> =K oldugu aciktir. M

Yukarida verilen sonuglarda ispatlar « ve S skalerlerine bagli olarak durumlara
ayrilirken asagida verilen iki sonucun ispatlari, £, aa ve af skalerlerine bagh

olarak ayrilmistir.

Teorem33. a#0 ve a#f olmak iizere @, fC olsun. A ve BeC,\{0}
sirastyla  {a, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica a, beC olmak iizere

K=aA+bB olsun. Bu durumda BAB=AB’ esitliginin saglanmasi ve K

matrisinin idempotent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

AV al, 0 v 353
VI a (353)
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olacak sekilde bir V eC, tersinir matrisinin mevcut olmast ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) F=0ve axr =1 ise,

0, 0 0 Y,
0 _Fl I, O 0
B=V . \Va (3.54)
0 0 =1, 0
b
Z, 0 0 0.,
Burada Y,Z,=0,, Z,Y,=0,_,, olmak iizere Y, e Conpn V& Z3€C g
herhangi matrislerdir.
b) P =0 ve aa #1 ise,
l-aa
s I, 0 0 Y,
o =% 0 o | |
B=V b P V. (3.55)
0 0 1Ir 0
b
0 0 0 0.,
Burada Y, eC,_, , ,, herhangi matristir.
C) L #0 ve af=1ise,
1-aa, 0o 0 0
b q
—aa
0 —1 Y. 0
B=V b P ® s (3.56)
0 0 ; 0
0 0 0 _%Inpr

Burada Y, C,, ., herhangi matristir.

(p-q
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d) L =0 ve aar =1 ise,

0, 0 0 0
0 —%”q 0 0
B=V 0 0 l_a’glr 0 v, (3.57)
b
z, 0 0 Z%ﬁhwq

Burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p-r)xq

e) p#0,ap#1ve ao #1 ise,
L?“h 0 0 0
o 2% 0 0
b 4
B=V . Vas (3.58)
0 0 —ap 0
b
0 0 0o =24

Ispat. A bir {«, 8} —kuadratik matris oldugundan,
A=U(al, ®p1,_ )U" (3.59)

olacak sekilde bir pe{0,1,...,n} sayist ve UeC tersinir matrisi vardir. XeC

olmak tizere B herhangi matrisi,

B=U U (3.60)
Z T

bi¢iminde yazilsin.



36

Oncelikle kabul edelim ki, BAB=AB’ esitligi saglansin. Boylece
a(X*+YZ) a(XY+YT)

[ olur ve buradan

[aX2+ BYZ aXY+ ﬂYT]
B(ZX+TZ) p(T*+ZY)

aZX+BTZ BT +aZ¥

BYZ=aYZ, BYT=a¥YT, aZX=pBZX, aZY =BZY
esitlikleri bulunur. Burada, & # £ kabuliinden

YZ=0, YT=0, ZX=0, ZY=0 (3.61)

elde edilir. Ayrica K=aA+bB idempotent olsun. Bu durumda (3.59) ve (3.60)

aalp+bX bY

ifadeleri kullanilarak K= U( b7 aﬂln_p BT

JU‘l olur ve buradan

(aal, +bX) +b?YZ  ab(a+B)Y+b* (XY +YT)

K*=U , |U™ elde edilir.
ab(a+B)Z+b*(ZX+TZ)  b’ZY+(apl, ,+bT)

K? =K esitliginden

(aal, +bX) +b*YZ =(aal, +bX), ab(a+B)Y+b*(XY+YT)=bY,

ab(a+f)Z+b*(ZX+TZ)=bZ, b’ZY+(apl, ,+bT) =apl, ,+bT,
oldugu agiktir. Bu denklemler (3.61) ile birlikte diistiniildiigiinde,
2 2
aal  +bX) =(aal, +bX), (apl,_,+bT) =apl,  +bT,

ab(a+pB)Y +b*XY =bY, ab(a+pB)Z+b*TZ=bZ,

esitlikleri elde edilir.
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(3.62) denklemlerinin ilkinden aal,+bX matrisi idempotenttir. Oyleyse bir

qe{0,1,...,p} sayist  ve  bir S, eC, tersinir  matrisi  icin

I 0
aal, +bX= Sl[ (; JSll yazilabilir. Boylece X matrisi,

p-q

0

s (3.63)

seklinde elde edilir. Ayrica (3.62) denklemlerinin ikinci esitlifinden agl_, +bT

matrisinin idempotent oldugu agiktir. Buradan bir re{0,1...,n—p} sayis1 ve bir

r

S, eC,_, tersinir matrisi i¢in apl,_ +bT:SZ[O 0
n—p-r

]Szl yazilabilir. Boylece

1—a,8Ir 0
T=5,| P s, (3.64)
o B
b n-p-r
olur. Y, eC,, olmak iizere,
Y, Y
Y:Sl( ' 2}32-1 (3.65)
Y, Y,

olsun. (3.63) ve (3.65) ifadeleri, (3.62) denklemlerinin ii¢iinciisiinde kullanildiginda,

l1-aa
b Iq 0 [Yl Y,
| Y, Y,

Y, Y.
[ab(a+,3)—b]sl[Y1 YZJSZ—H-szl
3

4

jsz‘l =0 olur.

Bu ifade yeniden diizenlenirse,
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apgy, apy, 00
((el,ﬁ—l)Y3 (aﬂ—l)YJz(o oj (3.66)

halini alir. af ’ya bagli olarak asagidaki durumlar ortaya ¢ikar.

Y, Y.
aB =0 ise, (3.66) ifadesinden Y matrisi, Yle[ol 02]82‘1 seklinde olur. Bu
1
. o ZY, 0| (0 ©
ifade ve (3.64), (3.61) denklemlerinin ikincisinde kullanilirsa | b =lo o
0O O
olur. Boylece Y, e(CqX(nfpfr) herhangi matris olmak tlizere Y matrisi
0 Y.
y:( ) (3.67)
0 O
seklinde elde edilir.
. . ) . 0 0)_, .
ap =1 ise, (3.66) ifadesinden Y matrisi, Y =S, vy S, seklinde olur. Bu
3 4

ifade (3.64) ile birlikte, (3.61) denklemlerinin ikincisinde kullanildiginda

0 0

0
0 _—1Y4 = (O 0] elde edilir. Boylece Y, € (C(p_q)xr herhangi matris olmak {izere
b

(O O] .
Y =5, s, ™. (3.68)

olarak bulunur.

ap =0 ve af #1 ise, (3.66) ifadesinden Y =0 oldugu agiktir.
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Son olarak, Z, € C,  olmak iizere,

a

zZ, Z
z:sz[ ' zjs;l (3.69)

olsun. (3.64) ve (3.69) ifadeleri, (3.62) esitliklerinin dordiinciisiinde kullanilirsa,
1-ap
7 I 0

z : z, Z
[ab(a+ﬁ)—b]$2(zl szsl‘1+b282 b 28 (zl szsﬁ:o olur
3 4 0 b Ip—q 3 4

ve bu ifade yeniden diizenlenirse,

aa’Z, aa”Z, (0 0 3.70
((aa—l)zs <aa—1>z4]‘[o 3y &0

halini alir. Burada « #0 kabuliinden Z, =0 ve Z, =0 oldugu agiktir. ac ’ya bagh

olarak asagidaki durumlar ortaya ¢ikar.

0

aa =1 ise, (3.70) ifadesinden Z matrisi, Z=82[Z

0., )
S, seklinde olur. Bu

3 4
ifade ve (3.63), (3.61) denklemlerinin {igiinciisiinde  kullanildiginda

0 O

00
-1 = elde edilir. Boylece
0 e Z, 00

0 0)_
Z=8,(, IS (3.71)
3

olur. Burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p-r)xq

aa #1 ise, (3.70) ifadesinden Z=0 oldugu agiktir.
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Simdi, V=U(S, ®S,) olsun. Boylece A matrisi,

St 0 )\« 0 S, 0 _ N\
:U(Sl@sz){ El) S_1]( Op 'BI j{ol S J(Sll@)sz l)U 1
n-p 2

al 0
:V p V—l
)

seklinde yazilabilir. @ # £ kabulii ile ac=1, ae=1, af{0,1} ve af {0, 1}

oldugunda Y ve Z matrislerinin aldigi formlara bagli olarak B matrisi asagidaki
gibi yazilabilir. Asagidaki her bir durum, teoremdeki ilgili kismin ispatini

tamamlamaktadir.

a) af =0 ve aa =1 ise, (3.63), (3.64), (3.67) ve (3.71) ifadelerinden,

0, O
q 0Y
1 _1 l_l Sl( 2j821
0 0 0
B=U Ut
1
0 0)_ ., 21,00 |,
s, st S,|b S,
Z, 0
’ 0 0n—p—r
o0 0 0 Y,
-1
0~y 0 0
=V . v
o 0 =1, 0
b
zZ, 0 0 0




41

Yazilabilir. Burada (3.61) denklemlerinin birincisi ve dordiinciisiinden Y,Z, =0, ve

Z,Y, =0, esitliklerinin saglandigina dikkat edilmelidir.

b) af =0 ve aa #1 ise, (3.63), (3.64) ve (3.67) ifadelerinden,

l-aa
b Iq 0 1 0, 1
Sl 1 Sl SZ
0 —aal 0 O
B=U b ut
1Ir 0 )
0 S,| b S,
O On—p—r
l-aa
. Iq 0 0 Y,
—ao
_v 0 _b Ipfq 0 0 v
0 0 1Ir 0
b
0 0 0 O

olur.

C) apf=1ve aa#1ise, (3.63), (3.64) ve (3.68) ifadelerinden,

l-aa
b I q 0 1 0 0 1

S, S, S, S,

0 —aa | Y, O
B=U b P ut
0, 0
0 ) 1 S, ™t
0 _B In_p_r
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s I, 0 0 0
—aa
_vV 0 e I, Vs 0 V-
0 0 . 0
0 0 0 —% R
elde edilir.

d) af =1, af#0 ve aa =1 ise, (3.63), (3.64) ve (3.71) ifadelerinden,

0, 0
S S 0
1 0 —ll i 1
b p-q
B=U 1-ap Ut
0 0 . I 0
SZ ( jsl_l SZ 82_1
Z, 0O -af
° o e
0, 0 0 0
1
0 5 I, 0 0
=V — v
o o 1234, 0
b
_aﬂ
Z, 0 0 Tln_p_r
yazilabilir.

e) af =1, af#0 ve aa #1 ise, (3.63) ve (3.64) ifadelerinden,
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l-aa I 0
b O 4
S, S, 0
—aa
O e
B = U U—l
1—baﬂ I 0
0 S, oy s,
e
1_ba“ , 0 0 0
—aa
0 T, 0 0
-V . v
0 0 —apy 0
b
0 0 0 % o,

olur ve boylece ispatin gereklilik kismi tamamlanir.

Simdi tersine olarak, A matrisi (3.53), B matrisi (3.54), (3.55), (3.56), (3.57) ve
(3.58) bigimlerinden birisi olsun. Ayrica (3.54), (3.55), (3.56), (3.57) ve (3.58)
ifadelerinde belirtilen kosullar saglansin. Boylece BAB = AB* ve K? =K oldugu
acgiktir. u

Yukaridaki problem, BAB = AB? kosulunun soldan A ile ¢arpilmastyla elde edilen

A’B? = (AB)2 kosulu i¢in, yeniden ele alindiginda asagidaki sonug ortaya ¢ikar.

Teorem3.4. «a#f olmak iizere o, f€C olsun. A ve BeC, \{0} sirasiyla

{a, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica &, beC" olmak iizere K=aA+bB

olsun. Bu durumda AZBZ=(AB)2 esitliginin saglanmast ve K matrisinin

idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
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Lo B,
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(3.72)

olacak sekilde bir V eC, tersinir matrisinin mevcut olmast ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) ap=1ise,

™ I 0 0 0
—-aa
BV 0 - I Ys 0 VL
0 0 ] 0
0 0 0 _Fl Iy
Burada Y, €C, herhangi matristir.
b) aa =1 ise,
0, 0 0 0
-1
0 r I, 0 0
B=V - \Vas
o o 123 0
b
_aﬂ
Z, 0 0 T'n—p—r
Burada Z, € C, . herhangi matristir.
C) aa#1ve af #1ise,
L-aa, 0 0 0
b a
o 2% 0 0
B=V b ! \Va
0 0 —ap, 0
b
0 0 0 :%élmwr

(3.73)

(3.74)

(3.75)
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Ispat. A bir {«, B} —kuadratik matris oldugundan,
A=U(al, ®p1,_,)U" (3.76)

olacak sekilde bir pe{0,1,...,n} sayis1 ve UeC, tersinir matrisi vardir. XeC,

olmak tizere B herhangi matrisi,

B=U U (3.77)
Z T

biciminde yazilsin.

Oncelikle kabul edelim ki, Aszz(AB)2 esitligi  saglansin. Bdylece

[az(xzwz) az(XYJfYT)J_(aZmeﬁYz XY +affYT

2 2 (2 ) s olur. Buradan
p(zX+TZ) pA(T?+2Y) ) \afZX+[TZ  B*T* +afZY

PYZ=aYZ, pYT=aYT, aZX=pZX, aZY¥Y =pZY
esitlikleri bulunur. Burada « # £ kabuliinden,
YZ=0, YT=0, ZX=0, ZY=0 (3.78)

elde edilir. Ayrica K=aA+bB idempotent olsun. Bu durumda (3.76) ve (3.77)

aal, +bX bY
bz  apl__+bT

n-p

ifadelerinden K=U [ J u? olur ve buradan

2
aal_ +bX) +b*YZ ab(a+B)Y+b* (XY +YT
K2=U (2, ) ( ) ( ) U™ elde edilir.

ab(a+p)Z+b*(ZX+TZ)  b*ZY+(apl, ,+bT)

K?=K esitliginden,
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(acl, +bX) +b*YZ =aal, +bX, ab(a+p)Y +b*(XY+YT)=bY,

ab(a+f)Z+b*(ZX+TZ)=bZ, b’ZY +(apl, ,+bT) =apl,_, +bT,
oldugu agiktir. Bu denklemler (3.78) ile birlikte diistiniildigiinde

(aal, +bX) =aal, +bX, (apl,_,+bT) =apl,_, +bT,

(3.79)
ab(a+B)Y+b*XY =bY, ab(a+pB)Z+b*TZ=bZ,

esitlikleri elde edilir.
(3.79) denklemlerinin ilkinden acl+bX matrisinin idempotent oldugu agiktir.
Oylese bir qe{0,1,...,p} sayist ve bir S eC_  tersinir matrisi icin

| 0
aal, +bX = Sl[ (; 0 JSl_l yazilabilir. Bdylece X matrisi,
pP—q

X =S, s (3.80)

seklinde elde edilir. Ayrica (3.79) denklemlerinin ikinci esitliginden agl _ +bT

matrisi idempotenttir. Buradan bir r {0,1,...,n— p} sayis1 ve bir S, e C,_, tersinir

| 0
matrisi igin afl  +bT =S, [ Or 0 jSZ‘l yazilabilir. Béylece T matrisi
n—p-r

s, (3.81)
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seklinde bulunur. Y, e (qu olmak tizere,

r

Y, Y
stl( ' 2}82‘1 (3.82)

olsun. (3.80) ve (3.82) ifadeleri, (3.79) esitliklerinin tgilinciisiinde kullanilirsa

l-aa
q

| 0
Y, . Y, Y,
b[a(a+ﬁ)—1]81£ ' 2}82‘1+b281 b [1 2Js;:o olur
Y, Y, 0 LY Y

ve bu ifade yeniden diizenlenirse,

apgy, apgy, 00
[(aﬂ—l)Ys (aﬂ—l)YJZ(o oj (3.83)

halini alir. Burada S # 0 kabuliinden Y; =0 ve Y, =0 oldugu agiktir. af ’ya bagh

olarak asagidaki durumlar ortaya ¢ikar.

0 0
apf =1 ise, (3.83) ifadesinden Y:Sl[ ]Sz‘l olur. Bu ifade ve (3.81), (3.78)

3 4
0 0
denklemlerinin ikinci esitliginde kullanildiginda -1 =( j elde edilir ve
FY4 00
Y matrisi,
Y=S 0 OS‘l (3.84)
Ny, 0)7? '

seklinde bulunur. Burada Y; e C - herhangi matristir.

(p-a

ap #1ise, (3.83) ifadesinden Y =0 oldugu goriliir.
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Sonolarak Z, € C, , olmak lizere,

a

zZ, Z
z:sz[ ' zjs;l (3.85)

olsun. (3.81) ve (3.85) ifadeleri, (3.79) denklemlerinin dordiinciisiinde kullanilirsa,
1—a,6’I 0

z, Z g zZ, Z
[ab(a+ﬁ)—b]82( ' ZJslubzs2 b ( : 2J811=0
z, Z, 0 —as | Z, Z,

b p—q

olur ve bu ifade yeniden diizenlenirse,

aaZ, aaZ, ) (0 0 3.6
[(aa—l)Z3 (aa—l)ZJ_(O oj (3.80)

halini alir. Burada « #0 kabuliinden Z, =0 ve Z, =0 oldugu aciktir. ac ’ya bagh

olarak asagidaki durumlar ortaya cikar.

0 O
aa =1 ise, (3.86) ifadesinden, Z :SZ( JSl‘l olur. Bu ifade (3.80) ile birlikte
3 4
0 o0 0 0
(3.78) denklemlerinin {iglinciisiinde kullanildiginda -1 = elde
0 —2Z, 00
b
edilir. Boylece,
z-s,[ 2 Olsn (3.87)
Tz, o)t '

olur. Burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p-r)xq

aa #1 ise, (3.86) ifadesinden Z=0 oldugu agiktir.
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Simdi, V=U(S, ®S,) olsun. Boylece A matrisi,

St 0 )\« 0 S, 0 _ N\
:U(Sl@sz){ El) S_1]( Op 'BI j{ol S J(Sll@)sz l)U 1
n-p 2

al 0
:V p V—l
)

seklinde yazilabilir. @ # § kabulii ile a =1, aa#1, af=1 ve af #1 oldugunda

Y ve Z matrislerinin aldig1 formlara bagli olarak B matrisi asagidaki bigcimlerde
yazilabilir. Asagidaki her bir durum, teoremdeki ilgili kismin ispatini

tamamlamaktadir.

a) af =1ve aax =1 ise, (3.80), (3.81) ve (3.84) ifadelerinden,

l-ax
b ¢ ° 4 0 0). 4
S1 1 Sl SZ
0 —aa | Y, O
B=U b P U
0, 0
0 S s,
2l 0 —%In_p_r 2
1‘b""0‘|q 0 0 o0
—aa
v 0 b Y 0 |,
0 0 0, 0
0 0 0 —lln_p_r
b

yazilabilir.



b) af =1 ve aa =1 ise, (3.80), (3.81) ve (3.87) ifadelerinden,

0o, O
S St 0
1 0 —ll ) 1
b p-q
B=U _ ut
1-ap | 0
s ( 0 OJS 1 g| b S
2 1 2 2
Z, 0 0 —aﬂl
b n—p-r
0, 0 0 0
1
0 ¢l O 0
=V _ \Van
o o =¥, 0
b
_aﬂ
zZ, 0 0 o
elde edilir.

C) ap #1ve ax #1 ise, (3.80) ve (3.81) ifadelerinden,

l-aa I 0
b ¢ .
S, S, 0
—a
° o e
B=U
1-ap | 0
0 s,| P
_aﬂ
0
l_ba“ , 0 0 0
—aa
0 2, 0 0
—v . v
0 0 —apy 0
b
0 0 0 %ln_p_r
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olur ve boylece ispatin gereklilik kismi tamamlanir.

Simdi tersine olarak, A matrisi (3.72), B matrisi (3.73), (3.74) ve (3.75)
bigimlerinden birisi olsun. Ayrica (3.73), (3.74) ve (3.75) ifadelerinde belirtilen

kosullar saglansin. Boylece A’°B? = (AB)2 ve K? =K oldugu agiktir. n

K dogrusal bilesim matrisinin idempotentligi problemine ait bu ¢alismadaki son

sonug, A’BA =BA kosulu ile birlikte asagida verilmistir.

Teorem35. a#0 a=#pf ve (a,ﬁ)eé{(—l,l),(l,—l)} olmak iizere «, feC
olsun. A ve BeC,\{0} sirasiyla {e, B}—kuadratik ve herhangi matris, ayrica

a,beC olmak iizere K=aA+bB olsun. Bu durumda A’BA=BA esitliginin

saglanmasi ve K matrisinin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

A—V(“p 0 \Vam
= o Al (3.88)

olacak sekilde bir V eC tersinir matrisinin mevcut olmasi ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) a’=1ve f=0 ise,
l1-aa
s I, 0 0 Y,
—ao

0 —| Y, 0
B=V b P 3 \Vass (3.89)

0 0 1Ir 0

b

0 0 0 0.,

Burada Y, eC_ ., , . Ve Y;eC . herhangi matrislerdir.

b) a’=1, B#0 ve af =1 ise,
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(3.90)

Burada Y, eC ., herhangi matristir.

c) a’#1, =0 ve aa =1 ise,

00 0 Y,
(3.91)

Burada Y, eC ., , , herhangi matristir.

1-ap, 0o vt (3.92)

_aﬁ
Tp e

Burada Z, C,  , , herhangi matristir.

Ispat. A bir {«, 8} —kuadratik matris oldugundan,

A=U(al,®pl,_,)U" (3.93)

olacak sekilde bir p e{O,l,...,n} sayist ve U e C tersinir matrisi vardir. X e (Cp

olmak tizere B herhangi matrisi
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X Y) .
B:U[ ]ul (3.94)

seklinde yazilsin.

X a?BY X BY
A’BA=BA esitligi saglansin. Boylece “ ) “ '38 _[ex F olur ve
affZ BT aZ [T
buradan
a’X=X, a’pY=pY, B*Z=2Z, [T=p4T (3.95)

esitlikleri elde edilir. Ayrica K =aA-+bB idempotent olsun. Bu durumda, (3.93) ve

aal, +bX  bY

' . . K -
(3.94) ifadelerinden U[ b7 apl, +bT

jU‘l olur ve K matrisinin

idempotentliginden,

(aal, +bX) +b>YZ =aal, +bX, ab(a+p)Y +b*(XY+YT)=bY, 3.96)
3.96
ab(a+f)Z+b*(ZX+TZ)=bZ, b’ZY +(apl, ,+bT) =apl,_, +bT,

oldugu aciktir. Bu denklemler ve (3.95) ele alindiginda ispat, « ve g skalerlerine

bagli olarak asagidaki durumlara ayrilabilir.
) Eger f° #1 ise, (3.95) denklemlerinin iigiinciisinden Z=0 oldugu agiktir.

i-1)  Eger a®=1ve =0 ise, (3.96) esitlikleri,

(aal, +bX) =aal, +bX, (bT)'=bT, aba +b*(XY +YT)=bY (3.97)
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halini alir. (3.97) denklemlerinin birinci esitlifinden aal,+bX matrisinin

idempotent oldugu agiktir. Buradan bir q<{0,..., p} sayst ve bir S, e C | tersinir

I
matrisi i¢in aal, +bX = Sl((; 0 jSl"l yazilabilir. Boylece X matrisi,
p-q
1—baa I, 0
X=S, S (3.98)
o @4
b p—q

seklinde elde edilir. Ayrica (3.97) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi

idempotenttir. Oyleyse bir r €{0,1,...,n— p} sayisi ve bir S, e C__ tersinir matrisi

I 0
icin bT =S, ( Or 0 ]Sz‘l yazilabilir. Boylece,
n—-p-r

1
=1, 0 .
T=S,|b S, (3.99)
O 0n—p—r
olur. Y, e C,,, olmak iizere Y matrisi,
Yl YZ -1
Y =S, S, (3.100)
Y, Y,

seklinde olsun. Buradan (3.98), (3.99) ve (3.100) ifadeleri, (3.97) denklemlerinin

tclinci esitliginde yerine yazildiginda,
1-
\3 \2 ;ﬂZIq 0 \& \3 \& \2 1Ir O
b(aa-1)$, S, +b’S, + b S,'=0
Y, Y, 0 —aa I Y, Y, Y, Y, 0 0

h P n-p-r

: : . : Y, 0 00 Lo
olur. Bu ifade yeniden diizenlenirse, 0 =lo o elde edilir. Boylece,
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0 Y
Y= sl( 2}32—1 (3.101)

olurve burada Y,eC_ ., ., ve Y; e C o aper herhangi matrislerdir.

Simdi, V =U(S,®S,) olsun. Béylece A matrisi,

l-ao
b Iq 0 -1 0 Y, -1
Sl Sl Sl SZ
0 —aa | Y, 0
B:U b p-q Ufl
L, o]
0 S,| b S,
0 On—p—r
l-acx
0 Iq 0 0 Y,
—ao
_vV 0 _b Ipfq Y, 0 v
0 0 1Ir 0
b
0 0 0 O,HFr

olur. Boylece teoremin a) sikkinin ispati tamamlanur.
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i-2)  Eger a®*=1 ve =0 ise, (3.95) denklemlerinin son esitliginden T =0 olur
ve (3.96) esitlikleri,

(aal, +bX) =aal, +bX, (apl, ) =apl,_,, ab(a+B)Y +b?XY =bY (3.102)

halini alir. (3.102) denklemlerinin  birinci esitliginden axl +bX matrisi

idempotenttir. Buradan bir qe{0,1,..., p} sayis1 ve bir S; € C tersinir matrisi i¢in

I 0
aal ,+bX = SS[ S 0 JSS_l yazilabilir. Bdylece X matrisi,
p—q

s, (3.103)

seklinde olur. (3.102) denklemlerinin ikincisinden ag=1 oldugu agiktir.

Y, € (qu(n_p) olmak tizere Y matrisi,
Y.

Y:SS[ 1) (3.104)
Y2

bi¢ciminde olsun. (3.103) ve (3.104) ifadeleri, (3.102) denklemlerinin iigiinciisiinde
l-aa

Y I 0

- 1 2 b d Yl

kullanildiginda, b(ax+af-1)S, [Y j+b S, (Y ]: 0 olur.
2 0 I 2

. . . . agy, 0 .
Bu ifade yeniden diizenlenirse, = elde edilir. O halde,
(ap-1)Y,) |0

v
Y=5, (3.105)



olur. Burada Y, e C herhangi matristir.

(P=a)x(n-p)

Simdi, V=U(S,®I,_,) olsun. Bdylece A matrisi,

l-aa
. Iq 0 B 0
Sy ST Sy 4
B=U —aa Y, ) |U
0 —1 b g
0 Onfp
l—baa |q 0 0
-aa a
= V O T I p-q Y2 V
0 0 On_p

seklinde elde edilir. Boylece teoremin b) sikkinin ispati tamamlanur.
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i-3)  Eger a®>#1 ve B=0 ise, (3.95) denklemlerinin ilkinden esitliginden X=0

olur ve (3.96) esitlikleri,
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(aal,) =aal,, (bT)'=bT, aba¥ +b?YT=bY (3.106)

halini alir. (3.106) denklemlerinin birinci esitliginden acr =1 oldugu agiktir. Ayrica
(3.106) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi idempotenttir. Boylece bir

re{01...n—p} sayiss ve bir S,eC _  tersinir matris igini

I 0
bT:S4[O' 0 1841 yazilabilir. Buradan T matrisi,
n—p-r

T=S,|b " S, (3.107)

seklinde elde edilir. Y, e C  olmak lizere Y matrisi,

xr

Y=(Y, Y,)s,* (3.108)

bi¢ciminde olsun. (3.107) ve (3.108) ifadeleri (3.106) denklemlerinin {igiinciisiinde

1
=1 0
kullamldiginda, b(aa-1)(Y, Y,)S, +b*(Y, Y,)[b " S, =0 olur.

0 On—p—r

Bu ifade diizenlenirse, (acr Y, (az-1)Y,)=(0 0) elde edilir. Boylece Y

matrisi,
Y = (O Y2)84‘l (3.109)

seklinde bulunur. Burada Y, € C herhangi matristir.

px(n—p-r)

Simdi, V=U(1,®S,) olsun. Bsylece A matrisi,



59

=u(|p€as4)('0p s?-lj(acl)p OO )('Op s4j(lp®84"l)U’l

0, (Y, Y,)S, ! 0, 0 Y,
B=U =1, 0 LUt =Vv|o 1|r 0 |Vv*
0 s, S, b
0 0 0 0 0

olur. Boylece teoremin C) sikkinin ispati tamamlanr.

i-4)  Eger a’ #1 ve B =0 ise, (3.95) esitliklerinden B =0 bulunur ve bu kabule

aykiridir.
i) Eger f°=1 ise, a# B ve {(a,ﬂ)}e{(—l,l),(l, —1)} oldugu kullanilarak,

(3.95) denklemlerinin ilk iki esitliginden X=0 ve Y =0 oldugu goriiliir. Buradan
(3.96) tekrar diizenlendiginde,

(aa)’1, =aal, (a,BIH+bT)2 =apl, ,+bT, ab(a+B)Z+b*TZ=bZ (3.110)

esitlikleri elde edilir. (3.110) denklemlerinin birinci esitliginden ac =1 oldugu
agiktir. Ayrica (3.110) denklemlerinin ikinci esitliginden, agl, _ +bT matrisi
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idempotenttir. Boylece bir r €{0,1,...,n—p} sayisi ve bir Se C__ tersinir matrisi

| 0
icin a,Bln_p +bT = S[Or 0 ]S"l yazilabilir. O halde T matrisi,
n—p-r

s (3.111)

Zl
Z= s( j (3.112)

biciminde olsun. (3.111) ve (3.112) ifadeleri (3.110) denklemlerinin ti¢linciisiinde
1—aﬁI 0

r Z
jJer2 b ( 1j=0 olur.
o 25 |\~

aa)Z 0
Bu ifade yeniden diizenlenirse ()2, =( J elde edilir. O halde,
(aa-1)Z,) (0

2

Z
kullanildiginda, | ab ~bls| _*
ullanildiginda, [a (a+p) ] (Z

z=s[ 3.113
=3 2, (3.113)

olur ve burada Z, eC herhangi matristir.

(n—p-r)xp

Boylece A ve B matrisleri, sirasiyla,

A=U(al,®pl1, U =U(1,@S)(al,®pl,,)(1,®S*)U" e
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0, 0
1—a,8I 0
B=U|_(0 r ut
4%
0, 0 0
1-ap 1\ -
=U(1,®s)| 0 1, o |(1,est)u?
_aﬁ
Z, 0 Sl

seklinde yazilabilir. Burada V = U(Ip @S) olarak alinirsa teoremin d) sikkinin

ispat1 ve ispatin gereklilik kism1 tamamlanir.

Simdi tersine olarak, A matrisi (3.88), B matrisi (3.89), (3.90), (3.91) veya (3.92)
bi¢imlerinden birisi olsun. Ayrica «, f kompleks sayilar1 (3.89), (3.90), (3.91) ve

(3.92) ile iliskili kosullar1 saglasin. Bu durumda A’BA=BA ve K?=K oldugu
aciktir. W



BOLUM 4. IKi MATRISIN DOGRUSAL BILESIMININ
INVOLUTIFLIGI

4.1. Giris

Liu ve digerleri tarafindan [45] ¢alismasinda, bir kuadratik veya tripotent matris A
ile herhangi bir B matrisinin ABA =BA esitligini saglamasi durumunda bu iki
matrisin dogrusal bilesiminin involutifligi problemi ele alinmistir. Bu boliimde ise bir
kuadratik ve herhangi bir matrisin dogrusal bilesiminin involutifligi problemi
matrislerin kendi i¢inde baska baz1 esitlikleri saglamalari durumunda ele

alinmaktadir.

4.2. Bir Kuadratik ve Herhangi Bir Matrisin Dogrusal Bilesiminin Involutifligi

Bu kissmda, A ve B matrisleri sirasiyla {0!, ﬂ}—kuadratik matris ve herhangi

matris olmak iizere K=aA+bB dogrusal bilesim matrisinin, belirli sartlar altinda,
involutif olmast i¢in gerekli ve yeterli kosullar elde edilmektedir. Burada involutiflik
problemleri ile ilgili elde edilen sonuglar, A ve B matrislerinin sagladig: esitlikler

acisindan bir dnceki boliimde verilen sonuglarin sirasina uygun olarak verilmektedir.

Teorem4.1l. a#0 ve a=# f olmak iizere a, f€C olsun. A ve BeC,\{0}
sirastyla {e, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica a, beC" olmak iizere

K=aA+bB olsun. Bu durumda A’BA=A’B csitliginin saglanmasi ve K

matrisinin involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

PNV E Ve
VI (4.1)
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olacak sekilde bir V eC, tersinir matrisinin mevcut olmast ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) a=1ve =0 ise,

%?h 0 0 0

0 _tahq 0 0
B=V 1 VA

0 Z, —1, 0

b
-1

Z, 0 0 FI”"”

Burada Z,C_, , ve Z,€C ., herhangi matrislerdir.

b) a=1, p#0 ve af =1ise,

%Eq 0 0
B=V| 0 %&1 g 0 |V
0 Z, 0.,

Burada Z, e C o herhangi matristir.

(n=p)x(p-

C) a=1, f#0 ve af =-1ise,

pB+1
Tl O 0
B=V| 0 _ﬁgﬂpq 0 |V*
z, 0o 0,

Burada Z, e C,_ . herhangi matristir.

(n-p)x

d) a#l, =0 ve aax=1ise,

(4.2)

(4.3)

(4.4)



-1
Z, 00—,

Burada Z, e C , herhangi matristir.

(n—p-r)x

e) a#l, =0 ve aax=-1 ise,
0, © 0
1 )
B=V|Z =I, 0 |V
b
-1
0 o0 FIn_p_r

Burada Z, € C,, , herhangi matristir.

f) p=1ve ax=1ise,

0, O Y,
B-v| 0 %1 0 v
ab
0o 0 _0“'1|H,r
ab

Burada Y, €C_, , , herhangi matristir.

Q) p=1ve aa=-1 ise,

0, Y, 0
B=vlo & 0 v
ab
0 0 -a+1 |n7,H
ab

Burada Y, € C , herhangi matristir.

64

(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)
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Ispat: A bir {o, B} —kuadratik matris oldugundan Teorem 2.26 geregi,
A=U(al, ®p1,_,)U" (4.9)

olacak sekilde bir pe{0,1,...,n} sayis1 ve UeC, tersinir matrisi vardir. XeC,

olmak tizere B herhangi matrisi

B=U U (4.10)
zZ T

biciminde yazilsin.
Simdi A’BA = A’B esitligi saglansin. Bdylece
aX=X, BY=Y, af’Z=pZ, pBT=pT (4.11)

esitlikleri elde edilir. Ayrica K=aA+bB involutif olsun. Bu durumda (4.9) ve

aal, +bX  bY

. . . K -
(4.10) ifadelerinden U( b7 apl,  +bT

le olur ve K matrisinin

involutifliginden,

(acl, +bX) +b2YZ=1,, ab(a+p)Y+b*(XY+YT)=0, w1
4.1
ab(a+f)Z+b*(ZX+TZ)=0, b?ZY+(apl,_,+bT) =1

n-p!

oldugu agiktir. (4.11) ve (4.12) birlikte ele alindiginda ispat, ¢ ve g skalerlerine

bagl olarak asagidaki durumlara ayrilabilir.
) Eger f #1 ise, (4.11) denklemlerinin ikincisinden Y =0 oldugu goriiliir.

i-1) Eger a=1ve =0 ise, (4.12) esitlikleri,



66

(al, +bX) =1,, (bT)' =1,.,, abZ+b*(ZX+TZ)=0 (4.13)

P n-p’

halini alir. (4.13) denklemlerinin birinci esitliginden al, +bX matrisinin involutif

oldugu agiktir. Bir involutif matris {1,—1} —kuadratik matris oldugundan

P . . .

al +bX =S, 0 I S,” olacak sekilde bir qe{0,1,...,p} sayis1 ve bir
p—q

S, € C,, tersinir matrisi vardir. Béylece X matrisi,

S, (4.14)

biciminde elde edilir. (4.13) denklemlerinin ikincisinden bT matrisi involutiftir.

Boylece bir re{0,1...,n—p} sayist ve bir S,eC,_ tersinir matrisi icin

0 -lI

n—p-r

| 0
bT = 32[ ! ]82‘1 bigiminde yazilabilir. Buradan T matrisi,

T=s, 5, (4.15)

seklinde elde edilir. Z, € C, , olmak iizere Z matrisi,

q
z, Z
Z= SZ( ' stl—l (4.16)

seklinde olsun. (4.14), (4.15) ve (4.16) ifadeleri, (4.13) denklemlerinin sonuncusunda

22, O 00 A
kullanildiginda, = elde edilir. Boylece,
0 -2z, 00
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0 Zz

Z=8S, 2 s, (4.17)
Z, 0

olur. Burada Z,eC, ., ve Z;eC  herhangi matrislerdir.

Simdi V =U(S,®S,) olsun. Béylece A matrisi,

b ¢ o
S, . ) 0
o ==
b p—-q
B=U . Ut
2 0
0 Z r
SZ [Z OZJS:L]_ SZ b 1 Szfl
3 0 if””*
Eiilq 0 0 0
o =& 0
b P4 )
_vV . v
0 z, 2, 0
b
1
z, 0 0 Tl
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olur. Boylece teoremin a) sikkinin ispati tamamlanur.

I-2) Eger =1 ve p=#0 ise, (4.11) denklemlerinden T=0 olur ve (4.12)

esitlikleri,
(a1, +bX) =1,, (apl,,) =1,, ab(l+p)Z+b?ZX=0 (4.18)

halini alir. (4.18) denklemlerinin birinci esitliginden al,+bX involutif matristir.

| 0
Boylece al, +bX:S3[(‘; 0 ]Ssl olacak sekilde bir qe{0,1..., p} sayisi ve

p—q

bir S, € <Cp tersinir matrisi vardir. O halde X matrisi,

s,? (4.19)

seklinde elde edilir. Ayrica (4.18) denklemlerinin ikincisinden ag {1, -1} oldugu

agikardir. Z, e(C(nfp)Xq olmak tlizere Z matrisi,
Z= (Z1 22)83’l (4.20)

bi¢iminde olsun. (4.19) ve (4.20) ifadeleri (4.18) denklemlerinin sonuncusunda
kullamldiginda, ((aB+1)Z, (aB-1)Z,)=(0 0) olur. afe{l,-1} oldugundan,
ap=1iken Z=(0 Z,)S," ve af=-1 iken Z=(Z, 0)S,” bulunur. Ayrica

burada Z, e C herhangi matristir.

(n—p)x(p-q)

Simdi V = U(S3 @ In_p) olsun. Boylece A matrisi,
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I 0
A=U| ’ ut
[0 ﬂln_pj

=V 's 0 v
I ] P

seklinde yazilabilir. B matrisi, af =1 iken,

B-1
_ £ = 0 0
=2, o 1 fb
S s, 0 iy
B=U| "’ 0o L-3, ? ut=v| o £ l|p_q 0 [V*
b p-q ﬂb
(0 ZZ)SS_l Onfp O 22 On—p
ve af =-1 iken,
p+1
_ = 0 0
1T""|q 0 1 fb
S T0 _
B=U| °| , l-a, |7 u'=v| 0 —ﬁ”lmq 0 |V*
b p-q IBb
g z 0 0
(z, 0)S,* 0, 1 n-p

seklinde bulunur. Boylece, sirasiyla, teoremin b) ve c) siklarinin ispati tamamlanir.

I-3) Eger a#1 ve =0 ise, (4.11) denklemlerinden X=0 olur ve (4.12)

esitlikleri,

(aal,) =1,, (bT)'=1,,, abaZ+b’TZ=0 (4.21)
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halini alir. (4.21) denklemlerinin ilkinden ac e{1, -1} oldugu agikardir. Ayrica

(4.21) denklemlerinin ikinci esitliginden bT involutif matristir. Bdylece bir

re{01...n-p} sayim ve bir S,eC _ tersinir matrisi igin

| 0
bT=S{ (; | ij yazilabilir. Buradan T matrisi,

n-p-r

s, (4.22)

=)
Z=5, (4.23)

bi¢iminde olsun. (4.22) ve (4.23) ifadeleri, (4.21) denklemlerinin sonuncu esitliginde

(ax+1)Z,) (0 :
kullanildiginda, (aa 1) - = 0 olur. aae {1, —1} oldugundan aa =1 iken
- 2

0 z
Z=S4(Z J ve aa=-1 iken Z=S4£ Olj bulunur. Ayrica burada Z, e C
2

(n—p-r)xp

herhangi matristir.

Simdi V = U(I ] @)84) olsun. Boylece A matrisi,
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P 0, 0 0
1
B=U| (0 gl 0 Lut=vio L 0 v
S, 7 S, . S, b |
b AL ZZ 0 ? I n—p-r
ve aa =-1 iken
O 0 0, O 0
1
B=U Z BI’ 0 ~ ut=v|z 1I 0 v
S 1 S S 1 1 b r
4 0 4 1 4
0 F In—p—r 0 0 __1 In—p—r

seklinde bulunur. Boylece sirasiyla teoremin d) ve e) siklarinin ispat1 tamamlanir.

i-4)  Eger f#1, a#1 ve f#0 ise, (4.11) esitliklerinden B=0 bulunur ve bu

kabule aykiridir.

i) Eger S =1 ise, (4.11) denklemlerinin birinci ve tigiincii esitliginden X=0 ve

Z =0 oldugu goriilir. Buradan (4.12) esitlikleri,

(aa)’1,=1,, (al,_, +bT) =1

p p’

ab(a+1)Y +b*YT =0 (4.24)

n-p?
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halini alir. (4.24) denklemlerinin ilkinden, ac e{1,—1} oldugu asikardir. Ayrica

(4.24) denklemlerinin ikinci esitliginden, al _ +bT matrisi involutiftir. Bu durumda

bir re{O,l,...,n—p} sayist.  ve bir SeC _  tersinir matrisi igin

| 0
al, ,+bT= S( Or 0 jSl yazilabilir. Béylece
n—p-r

olur. Y, € C ., olmak iizere Y matrisi,

Y=(Y, Y,)s* (4.26)

seklinde olsun. (4.25) ve (4.26) ifadeleri (4.24) denklemlerinin tgilinciisiinde
kullanildiginda, ((a05+1)Y1 (aa—l)Yz):(O 0) olur. aae{l,—l} oldugundan

ax=1 iken Y=(0 Y,)S™ ve aa=-1 iken Y=(Y, 0)S™ bulunur. Ayrica

burada Y, e C , herhangi matristir.

px(n—p-r
Simdi V = U(I o @S) olsun. Oyleyse A matrisi

A=U(al, @1, U =U(1,@S)(al, @1, )(1,®S")U"=V(al, @1, V"

bi¢iminde yazilabilir. Ayrica B matrisi, a =1 iken,
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1
0, (0 v,)s o o Y,
1-a
B=U| (b & 0 g1 |U7=V] 0 a1 0o |v?
(24
0 —1—aI —a—1
ot 0 0 |
b ab P
ve aa =-1 iken,
1
0, (Y, 0)s 0o v, 0
1-a
B=U s 0 ut=vo 2t 0o |v!
0 S 1 B ab
~1-a
0 | -a+1
npr 0 0 |
b ab n—p-r

seklinde yazilabilir. Boylece sirasiyla teoremin f) ve g) siklari ispatlanir. Bununla

birlikte ispatin gereklilik kismi1 tamamlanir.

Simdi tersine olarak A matrisi (4.1), B matrisi (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.7)
veya (4.8) bigimlerinden birisi olsun. Ayrica a, a,  sayilan (4.2), (4.3), (4.4), (4.5),

(4.6), (4.7) ve (4.8) ile iliskili kosullar1 saglasmn. Bu durumda A’BA=A’B ve
K? =1 oldugu agiktir. |

Yukarida verilen sonuglarda ispatlar @ ve S skalerlerine bagli olarak durumlara
ayrilirken agagida verilen iki sonucun ispatlari ac ve af skalerlerine bagl olarak

ayrilmigtir.

Teorem4.2. a#0 ve a# 8 olmak iizere a, fcC olsun. A ve BeC,\{0}
sirastyla {a, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica a, beC" olmak iizere

K=aA+bB olsun. Bu durumda BAB=AB’ esitliginin saglanmasi ve K

matrisinin involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul



A_v alp 0 v
- O ﬂln—p
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(4.27)

olacak sekilde bir V eC, tersinir matrisinin mevcut olmast ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) af=1ve aa=-1 ise,
Elq 0O O 0
BV 0 0., Y, 0 v
0 zZ, 0 0
0 0 O —%In_p_,
b) af=1ve aa#-1 ise,
1—baa , 0 0
-l1-aa
BV 0 . Iy Ys
0 0 ]
0 0 0 _—2I
b
C) af=-1ve ax=1ise,
0, 0 0 Y,
0 _—ZI _ 0 0
b p—q
B=V ) \Vae
0 0 —1, 0
b
Z, 0 0 O

d) af=-1ve aa#1 ise,

VA

(4.28)

(4.29)

(4.30)



f)

9)

l-aa
. I, 0 0 Y,
-l-aa
0 ™ I, O 0 vt
0 0 g|r 0
b
0 O 0 on—p—r
ap#-1ve ax=1ise,
0o, O 0 0
-2
0l 0 0
- AVl
0o o =¥, 0
b
~1-af
z, 0 0 s
af#1lve aax=-1ise,
%Iq 0 0 0
0 Opfq 0 0 .
- V.
o z =34 0
b
0 o0 o 88
apf #+tlve aa =+l ise,
1—ba05Iq 0 0 0
o iaw 0
b vt
0 0 1af, 0
b
0 0 0 _1_aﬂ|n—p—r
b
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(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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Burada Y,eC Y;€C Z,eC ve Z,eC herhangi

gx(n—p-r) ! p—q)xr’ rx(p—q) (n—p-r)xq

matrislerdir ve Y,Z,=0,, Z,Y,=0,_ ., Y;Z,=0,,, Z,Y; =0, kosullar1 saglanir.

Ispat: A bir {&, B} —kuadratik matris oldugundan,
A=U(al, ®p1,_,)U" (4.35)

olacak sekilde bir p e{O,l,...,n} sayist ve U e C  tersinir matrisi vardir. XeC,

olmak iizere B herhangi matrisi

(X Y] B
B=U U (4.36)
zZ T

biciminde yazilsin.

Oncelikle kabul edelim ki, BAB=AB? esitligi saglansin. Boylece

olur ve buradan

[agx2 +pYZ aXY+ ,BYTJ

a(X*+YZ) a(XY+YT)
aZX+pTZ BT’ +aZY

B(ZX+TZ) B(T*+ZY)
BYZ=aYZ, BYT=aYT, aZX=pBZX, aZY =pZY
elde edilir bu esitlikler, @ # £ oldugu kullanilarak,
YZ=0, YT=0, ZX=0, ZY=0 (4.37)
halini alir. Ayrica K =aA+bB involutif olsun. Bu durumda,

(acl, +bX) +b2YZ=1,, ab(a+B)Y +b?*(XY +YT)=0, w58)
4.38
ab(a+f)Z+b*(ZX+TZ)=0, (apl, ,+bT) +b?ZY =1 _,
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yazilabilir. (4.37) ve (4.38) birlikte diigiiniildiigiinde

2 2
(acl, +bX) =1,, (apl,_,+bT) =1, (439
ab(a+pB)Y+b*XY =0, ab(a+p)Z+b*TZ=0

esitlikleri elde edilir. (4.39) denklemlerinin ilk esitli§inden aal,+bX matrisinin
involutif oldugu agiktir. Buradan bir qe{0,1,..., p} sayisi ve bir S, eC, tersinir

matrisi igin X matrisi,

S, (4.40)

seklinde elde edilir. Ayrica (4.39) denklemlerinin ikincisinden agl _ +bT matrisi
involutiftir. Buradan bir re{0,1,...,n— p} sayist ve bir S, eC__ tersinir matrisi

icin T matrisi,

S (4.41)

seklinde bulunur. Y, e C_ ve Z, eC, ; olmak iizere Y ve Z matrisleri,

q
Y, Y z, Z
= A = ) :
Y sl( ' 2}321 z sz( ' stll (4.42)

bi¢iminde olsun. (4.40), (4.41) ve (4.42) ifadeleri ile (4.39) denklemlerinin ii¢iincti ve

dordiincii esitliklerinden sirasiyla,
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((aﬁ+1)Yl (aﬂ+1)Y2j=(O o} e [(aa+1)Zl (aa+1)zzJ=(o o) 4.43)

(aB-1)Y, (ap-1)Y,) (0 0 (aa-1)Z, (ax-1)Z,) (0 O

oldugu goriilir. Bu esitliklerde afe{l, -1} ve axe{l -1} olup olmadigina

bakilarak Y ve Z matrislerinin tiim olas1 bigimleri asagidaki sekilde karakterize

edilebilir.

i)  Eger aff=1ve aax=-1 ise, (4.43) ifadelerinden Y ve Z matrisleri,

_ 0 0 -1 _ Z, 7, -1
Y =5, S,* ve Z=S, S, (4.44)

seklinde olur. (4.41), (4.40) ve (4.44) ifadeleri, (4.37) esitliklerinin sirasiyla

ikincisinde ve tg¢iinciisiinde kullanildiginda (4.44),

P L (0 Z\
Y =S, Y. 0 S, ve Z=S§, o o S, (4.45)
3

halini alir. Burada Y, eC ve Z,eC herhangi matrisler olmak tizere

(p=a)xr (p-a)
(4.37) esitliklerinden Y,Z,=0, , ve Z,Y,;=0 oldugu aciktir. Boylece (4.41),

(4.40) ve (4.45) ifadeleri kullanilarak B matrisi,

g|q 0| ., 0 0.,
S| b S, S, S,
Y, 0
0 Opfq :
B=U . . u
0 Z,).. f :
2[0 ozjsll > 2 S
b n-p-r
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=1, 0 0
0 0 0
_ p—q 3 -1 -1 -1
=U(S,®S,) AN 0 (s,'@s,*)u
0 0 O _len_p_r
seklinde yazilir.

i) Eger af =1 ve aa =-1 ise, (4.43) ifadelerinden, Y matrisinin (4.45) halinde
ve Z matrisinin sifir matris oldugu goriiliir. Boylece (4.41) ve (4.40) ifadeleri de goz

Ontine alinarak B matrisi,

| 0
g 0 0
Sl b 1_1 Sl SZ_l
0 -l-aa | Y, O
B=U b " U
0, 0
0 _ S,
210 FZ I
1ax, 0 0 0
b q
-l-aa
0 | Y. 0
=U(S,®S,) b " d (s,tes, U
0 0 0, 0
0 0 0 %Zln_p_r

olur.

i)  Eger af=-1ve aa =1 ise, (4.43) ifadelerinden Y ve Z matrisleri

Yl Yz -1 0 0 )
Y =5, S, ve Z=5, S, (4.46)
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bi¢iminde olur. (4.41), (4.40) ve (4.46) ifadeleri (4.37) esitliklerinin, sirasiyla,

ikincisinde ve ti¢iinciisiinde kullanildiginda (4.46),

0 Y,\. ., 0 0.,

Y =S, S, ve Z=5, S, (4.47)
0 O Z, 0

halini alir. Burada Y, e (qu(n_p_r) ve Z, e (C(n_p_r)xq herhangi matrisler olmak {izere

(4.37) esitliklerinden Y,Z,=0, ve Z;Y,=0_ oldugu agiktir. Boylece (4.41),

-r

(4.40) ve (4.47) ifadeleri kullanilarak B matrisi,

0 0
q 0 Y
S -1 S 2 S 1
'l o lep_q ! 1(0 o] 2
B=U Ut
s(o Ojsl S B'f 0 g
2 Z O 1 2 2
3 0 On—p—r

0o, O 0 Y,
0 ith 0 0
=U(S,®S,) 5 (s,t@s,*)u
o 0 =1, 0
b
z, 0 0 0

seklinde yazilir.

iv) Eger aff=-1 ve aa =1 ise, (4.43) ifadelerinden Y matrisinin (4.47) halinde

ve Z matrisinin sifir oldugu goriiliir. Boylece (4.41) ve (4.40) ifadeleri de goz oniine

almarak B matrisi,



1—a05I 0
b d I
Sl Sl
0 —1—a0¢I
B=U b P
0
1—a05I 0
b q
0 —l—aozI 7
=U(Sl®82) b p=d
0 0
0 0

bi¢iminde elde edilir.
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U—l
2, 0 |,
S,| b S,
0 On—p—r
0 Y,
0 0
(S[l ® s;l) Ut

210
b

0 0

v)  Eger af # 11 ve aa =1 ise, (4.43) ifadesinden Y matrisinin sifir matris ve Z

matrisinin (4.47) halinde oldugu agiktir. Boylece (4.41) ve (4.40) ifadeleri de goz

Ontine alinarak B matrisi,

0, O
s _ s
1 O _2| ) 1
b p—q
B=U 1-ap
0 0
s{ jsll s,| P
z, 0 .
0, O 0
=2
0 Thy 0
_U(S, @S _
(5:85) o o L g,
b
z, 0 0

0
U—l
0
-1
-1-ap 2
I

b n—-p-r

0

0

. (s;1 ® s;l) Ut
—1—aﬁI
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seklinde bulunur.

vi) Eger af #*1 ve aar =-1 ise, (4.43) ifadelerinden Y matrisinin sifir matris ve

Z matrisinin (4.45) halinde oldugu goriiliir. Boylece (4.41) ve (4.40) ifadeleri de goz

Ontine alinarak B matrisi,

zlq O -1
S,| b S, 0
O OP*Q
B=U _ ut
1-ag, 0
0 Z,). ., b 4
S, 0 0 S, S, 1-ap 2
0 In—p—r
%Iq 0 0 0
0 0, 0 0
=U(S, ®S _ St@s, t)ut
(S.@85,) 0z, 1 a’BIr 0 ( 1 2 )
b
0 0 0 _1;aﬂ .
olur.

vii)  Eger af#+1 ve aa#+1 ise, (4.43) ifadelerinden Y=0 ve Z=0 oldugu

aciktir. Boylece B matrisi,

b ' gt
-1-ap ?
b In—p—r
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1_ba“ 1, 0 0 0
0 _1;3"‘ L, O 0
=U(S,®5,) 1 ag (Slfl@szfl)ufl.
0 0 ! 0
b
0 0 o T
b n—p-r

bi¢iminde yazilir. O halde A matrisi,

al 0 St 0 al 0 S, 0
A=U| °P Ut=U(S,®S,)| P ! St@s, Ut
[ 0 ﬂln_pj (S, 2)( 0 sz-lJ[ 0 mn_pj(o S, ( ! 2 )

seklinde yazilabilir. Burada V =U(S,®S,) olarak almnirsa, yukaridaki her bir

durum sirasiyla teoremin tiim siklarini ispatlar. Boylece ispatin gereklilik kismi

tamamlanir.

Simdi tersine, A matrisi (4.27), B matrisi (4.28), (4.29), (4.30), (4.31), (4.32),
(4.33) veya (4.34) bigimlerinden birisi olsun. Ayrica teoremin siklarindaki ilgili
kosullar saglansin. Bu durumda BAB = AB® ve K? =1 oldugu agiktir. u

Onceki sonu¢ BAB = AB’ esitligini saglayan matrisler i¢in verilmisti. Bu esitligin
soldan A ile garpilmasiyla elde edilen A’B’ :(AB)2 esitligi igin ayni problemi

tekrar ele almak ilging olabilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Teorem4.3. a#0 ve a#f olmak iizere a, f€C olsun. A ve BeC,\{0}

sirasiyla {a, B} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica & beC’ olmak iizere

K=aA+bB olsun. Bu durumda AZBzz(AB)2 esitliginin saglanmasi ve K

matrisinin involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul



A_v alp 0 v
- O ﬂln—p
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(4.48)

olacak sekilde bir V eC, tersinir matrisinin mevcut olmast ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) £ =0 ise,
L?“h 0 0 0
o A 0
B=V b . Vas
0 z, =1, 0
b
1
Z, 0 0

b) aax=1ve aff=-1 ise,

0, 0 0 Y,
o ——I,, O 0
B=V ) \Val
0 0 —1, 0
b
Z, 0 0 0.,
C) aa#1ve af=-1ise,
l1-aa
s I, 0 0 Y,
-l1-aa
0 | 0 0
B=V b pmd \Van
0 0 E I, 0
b
0 0 0 0,,.,

d) ac=-1ve af =1ise,

(4.49)

(4.50)

(4.51)



e)

f)

9)

h)

=1, 0 0
O op_q 3 O V—l ]
0o z, 0 0
0 0 O %Zln_p_r
aa#-1ve af =1ise,
1_ba“ 1, 0 0 0
-l-ax
0 e Yo 0
0 0 0, 0
0 0 0 _len_p_r
ac=-1ve af #1ise,
%Iq 0 0 0
o 0, O 0 1
_ V.
o z =34 0
b
0 0 0 _1;aﬁ o
ac=1ve af #-1ise,
0o, O 0 0
-2
0 Flp’q 0 0
- AV
o o ¥, 0
b
~1-ap
z, 0 0 T

ac =+l ve af = £1,

85

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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1_ba“ 1, 0 0 0
o iaw 0
B=V b . v, (4.56)
0 0 —apy 0
b
0 0 0 _1;aﬂ o,
Burada Y,eC_ . .., Y;€C . Z,€C ., ve Z;eC, . herhangi
matrislerdir ve Y,Z,=0_, Z,Y, =0, ., Y;Z,=0_,, Z,Y; =0, kosullar1 saglanir.

Ispat: A bir {@, B} —kuadratik matris oldugundan,
A=U(al, ®p1,_,)U" (4.57)

olacak sekilde bir pe{0,1,...,n} sayis1 ve UeC, tersinir matrisi vardir. XeC,

olmak tizere B herhangi matrisi

B=U U (4.58)
zZ T

biciminde yazilsin.

Oncelikle kabul edelim ki, A’B* = (AB)2 kosulu saglansin. Bdylece
BYZ=aYZ, BYT=a¥YT, [ZX=afZX, P°ZY=aBfZY

esitlikleri elde edilir. & # £ oldugu kullanilarak bu esitlikler,

YZ=0, YT=0, BZX=0, BZY =0 (4.59)
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halini alir. Ayrica K =aA+bB involutif olsun. Bu durumda

(aal, +bX) +b>YZ=1,, ab(a+p)Y+b*(XY+YT)=0, @50)
a,
ab(a+B)Z+b*(ZX+TZ)=0, (apl,_,+bT) +b’ZY =1,

yazilabilir. (4.59) esitliklerinde S sayisinin sifir olup olmamasi (4.60) esitliklerinde
farkliliga sebep olur. Boylece B matrisinin bloklart olan X, Y, Z, T matrislerinin
bigimleri farklilik gosterir. Bu nedenle B matrisinin olasi durumlart f sayisina

bagli olarak asagida karakterize edilmektedir.

i)  Eger =0 ise, (4.59) esitlikleri ile birlikte (4.60) denklemleri,

(aal, +bX) =1, aba¥ +b?XY =0,
P P (4.61)
(bT)* +b?ZY =1, ,, abaZ+b?(ZX+TZ)=0

halini alir. (4.61) esitliklerinin ilkinden aal,+bX matrisinin involutif oldugu

agiktir. Buradan bir qe{0,1...,p} sayist ve bir S eC  tersinir matrisi igin

I 0
aal, +bX =Sl( S 0 }Sl‘l seklinde yazilabilir. Boylece X matrisi,

p-q

S, (4.62)

Y=S Y S (4.63)
1 Y Y 2 .
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bi¢iminde olsun. (4.62) ve (4.63) ifadeleri (4.61) denklemlerinin ikincisinde

Y, Y, 00 ) 5
kullanilirsa = yani Y =0 oldugu agiktir.
=Y, -Y, 00

(4.61) denklemlerinin igiincii esitliginde, Y =0 oldugu kullanildiginda bT

matrisinin involutif oldugu agiktir. Buradan bir re{0,1,...,n—p} sayisi ve bir

0
S, € C,_, tersinir matrisi i¢in bT =S, ( Or | JSz‘l yazilabilir. Bdylece
“Tn-p-r
%h 0
T= 82 1 Szil (464)
0 Tl

olur. Son olarak, Z, € C, , olmak lizere Z matrisi,

q
Z, Z
Z:S4:1 2}&* (4.65)

bi¢ciminde olsun. (4.62), (4.64) ve (4.65) ifadeleri ile birlikte, (4.61) esitliklerinin

PR 22, 0 00 ) -
dordiinciisiinde kullanildiginda = olur. Boylece Z matrisi
0 -2z, 0 0
0 Z, -1
Z=S, S, (4.66)
Z, 0

seklinde bulunur.

Simdi V=U(S, ®S,) olsun. Béylece A ve B matrisleri, sirastyla,
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l-acx I 0
b ¢ ”
S, S, 0
-1-ax
0 I
b p-q
B=U . Ul
2 0
0 Z r
s, 2 |g s,| P s,
Z, 0 1
0 Sl
1_ba“ I, 0 0 o0
o A o o
=V b l V—l
0 Z, 2, 0
b
-1
z, 0 0 Tl

seklinde yazilabilir. Bununla birlikte teoremin a) sikkinin ispati tamamlanir.

i) Eger F#0 ise, (4.59) denklemlerinin igiincii ve dordiincii esitliginden

ZX =0 ve ZY =0 oldugu goriiliir. Bu durumda (4.60) yeniden diizenlenirse,

2 2
(acd, +bX) =1,, (apl,_,+bT) =1, .67
ab(a+pB)Y+b*XY =0, ab(a+p)Z+b*TZ=0

esitlikleri elde edilir. (4.67) denklemlerinin ilk esitlifinden aal,+bX matrisinin

involutif oldugu ac¢iktir. Buradan bir q e{O,l,..., p} sayist ve bir S;eC tersinir

matrisi i¢in,
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S, (4.68)

olur. Ayrica (4.67) denklemlerinin ikinci esitliginden apl _ +bT matrisinin

involutif oldugu agiktir. Boylece bir re{0,1,...,n—p} sayisi ve bir S,eC, |

tersinir matrisi i¢in

s, (4.69)

olur. Y, eC,, ve Z, eC,, olmak iizere,

q
Y, Y zZ, Z
Y:S{ ' 2]54-1 ve z:s{ ' st;l (4.70)

olsun. (4.68), (4.69) ve (4.70) ifadeleri ile birlikte, (4.67) denklemlerinin ii¢linciisii

ve dordiinciisiinde kullanildiginda

Gzﬁjz Eiﬁfim=° v [(aaH)Zl (aaﬂ)zz}o- (4.71)

oldugu goriiliir. Bu esitliklerde ac e{l,-1} ve afe{l,-1} olup olmadigna
bakilarak Y ve Z matrislerinin tiim olas1 bigimleri asagidaki sekilde elde edilebilir.
ii-1) Eger aa=1 ve af=-1 ise, (4.71) ifadelerinden Y ve Z matrisleri,

Y, Y\ ., 0 0., . ... _
Y =S, S,” ve Z=§, S, bigiminde olur. Bu matrisler, (4.68)
0 0 Z, Z,
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ve (4.69) ifadeleri ile birlikte (4.59) esitliklerinin ikincisinde ve figiinciisiinde

kullanildiginda,
0. 0 O

Y =S, 21S," ve Z=S, St (4.72)
0 0 Z, 0

halini alir. Burada Y, eC_  ve Z,eC .  herhangi matrisler olmak iizere

(4.59) esitliklerinden Y,Z,=0, ve Z,Y,=0,_, oldugu agiktir. Boylece (4.68),

-r

(4.69) ve (4.72) ifadeleri kullanilarak B matrisi,

0 0
9 0 Y.
S, S 2 1s,™t
3 0 lepq 3 3[0 Oj 4
B=U ) u™
0 0). ., —1, 0 o
S, 7 0 S, S,| b S,
3 0 On—p—r
0, 0 0 Y,
0 —% l,, O 0
=U(S,®S,) , (s,"®s,)u
0 0 —1, 0
b
Z, 0 0 0,,,
seklinde yazilir.

1i-2) Eger aa#1 ve aff=-1 ise, (4.71) ifadelerinden Y matrisinin (4.72) halinde

ve Z matrisinin de sifir matris oldugu goriiliir. Boylece (4.68) ve (4.69) ifadeleri goz

Ontine alinarak B matrisi,
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l1-aa I 0
b ¢ -1 0 Y,\. .
S, S, S, S,
0 -l-ac | 0
B — U b p—q U—l
—1, 0 o
0 S, S,
0 0n—p—r
l-aa
: I, 0 0 Y,
-l1-aa
0 I 0 0
=U(s,®s,) b P (s,*@s, U
0 0 E I 0
b

0 0 0 0.,

olur.
ii-3) Eger aa=-1 ve af=1 ise, (4.71) ifadelerinden Y ve Z matrisleri,

Y. 0

3

— 0 0 -1 _ Zl Zz 1 e e . .
Y =S, S, ve Z=S§, S, bi¢iminde olur. Bu matrisler (4.68)
Y, 0

ve (4.69) ifadeleri ile birlikte (4.59) esitliklerinin ikincisinde ve fig¢iinciisiinde

kullanildiginda,
0 O 0 Z

Y:S{Y O)sﬁ ve Z:S4[0 Ozjs;l (4.73)
3

halini alir. Y;eC . ve Z,eC herhangi matrisler olmak iizere (4.59)

rx( pfq)

esitliklerinden Y,Z, =0, , ve Z,Y,;=0, oldugu agiktir. Boylece (4.68), (4.69) ve

q

(4.73) ifadeleri kullanilarak B matrisi



=1, 0
S;|b° S, s{
B=U 0 Op—q
0
0 Z,). r
S4(0 Ozjssl 4 O
2
pla 00
0 0,, Y
=U(S,®8S,) a8
0 2z, 0
0 0 0

seklinde bulunur.

ii-4)
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(s;1 ® sﬁ) U

Eger aa# -1 ve af3 =1 ise, (4.71) ifadelerinden Y matrisinin (4.73) halinde

ve Z matrisinin sifir matris oldugu goriiliir. Boylece (4.68) ve (4.69) ifadeleri goz

Ontine alinarak B matrisi

l-aa | 0
b q
SS
0 -1-aa
B=U b P
0
l—baa |q 0
-l1-aa
0
= U(S3 ®S4) b

0 0
0 0

U—l
0, 0
S—l
0 —%In_p_r )
0
0
(s,*@s, U
0
2




seklinde yazilir.

i-5)
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Eger ac=-1 ve af #1 ise, (4.71) esitliklerinden Y matrisinin sifir matris

ve Z matrisinin (4.73) halinde oldugu aciktir. Boylece (4.68) ve (4.69) ifadeleri goz

Ontine alinarak B matrisi,

—U(s,@S,)

olur.

i-6)

0
] 0
-1-ap
b
0
0
0
-1-ap
o
b n—-p-r

Ufl

(s,"®s,)u

Eger a =1 ve af #-1 ise, (4.71) ifadelerinden Y matrisi sifir matristir ve

Z matrisi (4.72) halindedir. Boylece (4.68) ve (4.69) ifadeleri kullanilarak B matrisi




0, O 0
2
0 =l O
=U(s.@s,)| o 1-ap
b
z, 0 0

seklinde bulunur.

ii-7)

aciktir. Boylece B matrisi,

l-aa I 0
b q
Ss 3
-l1-aax
0 I
b p-q
B=U
0
1—baa |q 0
0 —l;aa Ipiq
~U(s,®S,)
0 0
0 0

bi¢iminde yazilir. O halde A matrisi,

0
1—ba,8 I 0

S, 1
o =8

b

0 0

0 0

1-ap | 0

b

0 —1;aﬂ IHH
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(s;l ® s;l) ut

Eger aa =+l ve af # =1 ise, (4.71) ifadelerinden Y=0 ve Z=0 oldugu

(53-1 ® 54-1) Ut
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S, 0 \fal 0 S, 0 B AN
=U(S3(-DS4)[ 8 . 1][ OP P ](03 ) J(S3 ‘@S, 1)U 1
n-p 4

seklinde yazilabilir. Burada V =U(S,®S,) olarak tammlanirsa yukaridaki her bir

durum sirastyla teoremin b), c), ..., h) siklarini ispatlar. Boylece ispatin gereklilik

kismi da tamamlanir.

Simdi tersine olarak, A matrisi (4.48), B matrisi (4.49), (4.50), (4.51), (4.52),
(4.53), (4.54), (4.55) veya (4.56) bigimlerinden birisi olsun. Ayrica ilgili siklardaki

kosullar saglansin. Bu durumda A’B? = (AB)2 ve K? =1 oldugu agiktir. n

K dogrusal bilesim matrisinin involutifligi problemine ait bu ¢alismadaki son sonug,

A’BA =BA kosulu ile birlikte asagida verilmistir.

Teorem4.4. a=#0, a=p ve (a, ﬁ)e&{(—l, 1), (1, —l)} olmak iizere a, fC
olsun. A ve BeC, \{0} sirasiyla {«, S} —kuadratik ve herhangi matris, ayrica

a,beC” olmak iizere K=aA+bB olsun. Bu durumda A’BA=BA esitliginin

saglanmasi ve K matrisinin involutif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

AV R Ve 4.74
% (4.74)

olacak sekilde bir V eC_ tersinir matrisinin mevcut olmasi ve B matrisinin

asagidaki durumlardan birini saglamasidir.

a) B2#1, a®=1ve B=0 ise,
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l-aa
s I, 0 0 Y,

o A v, o0
B_V b . Vs (4.75)

0 0 =1, 0

b

0 0 0 %l Lo

Burada Y, eC,_ ., ,, Ve Y;€C herhangi matrislerdir.

b) B2#1, a’=1ve af =1 ise,

1—baa |, 0 0
B=V| 0 ‘lga“ L, Y, V. (4.76)
0 0 0, ,

Burada Y, e C , herhangi matristir.

(p—a)x(n-p

c) B2#1, a’=1ve aff=—1ise,

l-ax

2, o v,
B=v| o0 ‘1;6‘“ I, 0 |V (4.77)
0 o o,

Burada Y, eC_ , ,, herhangi matristir.

d) a’#1, =0 ve ax =1 ise,

0, 0 Y,
B=V| 0 %Ir 0o |V (4.78)
0o o




Burada Y, € C | , herhangi matristir.

x(n—p-r

e) a’#1, =0 ve aa=-1 ise,
0, Y, 0
1 1
B=V|[0 =I, 0 |V
b
-1
00 Tl

Burada Y, € C . herhangi matristir.

f) B°=1ve aa =1 ise,

0, 0 0
B=V| 0 1—baﬁ I 0 v
~1-ap
z, 0 o

Burada Z, e C , herhangi matristir.

(n—p-r)x

0) B?=1ve ac=-1 ise,

0, O 0
B=V|Zz, %Ir 0 v
o o ¥,

Burada Z, € C,,, herhangi matristir.

Ispat: A bir {o, B} —kuadratik matris oldugundan,

A=U(al, ®p1,_ )U"
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(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)
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olacak sekilde bir pe {0,1,..., n} sayist ve U e C tersinir matrisi vardir. XeC,

olmak iizere B herhangi matrisi

B=U U (4.83)
zZ T

bi¢iminde olsun.

X 2BY aX pY
A’BA =BA saglansin. Boylece [ “ ap ]:( P

) s olur ve buradan
apZ BT al

a’X=X, od’pY=pY, pZ=Z pT=p4T (4.84)
esitlikleri elde edilir. Ayrica K =aA+bB involutif olsun. Bu durumda

(aal, +bX) +b>YZ=1,, ab(a+B)Y +b*(XY+YT)=0, w55)
4.85
ab(a+f)Z+b*(ZX+TZ)=0, (apl,,+bT) +b?ZY=1_,

yazilabilir. Bu denklemler ve (4.84) birlikte ele alindiginda ispat, ¢ ve g

skalerlerine bagli olarak asagidaki durumlara ayrilabilir.
) Eger f° #1 ise, (4.84) denklemlerinin iigiinciisiinden Z=0 oldugu goriilir.

i-1)  Eger a®=1ve =0 ise, (4.85) esitlikleri,

(aal, +bX) =1,, (bT)Y'=1_,, abaY+b?(XY+YT)=bY (4.86)

halini alir. (4.86) denklemlerinin ilk esitliginden acl +bX matrisinin involutiftir.

0 -l

p-q

| 0
Buradan aal, +bX = Sl( I ]Sll olacak sekilde bir qe{0,1,..., p} sayis1 ve
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bir S, € (Cp tersinir matrisi vardir. Béylece X matrisi,

s, (4.87)

seklinde elde edilir. Ayrica (4.86) denklemlerinin ikinci esitliginden bT matrisi

involutiftir. Boylece bir re{0,1,...,n—p} sayis1 ve bir S, eC, _  tersinir matrisi

I 0
icin bT =S, ( Or | 182_1 seklinde yazilabilir. Buradan T matrisi,

n—p-r
L

T=S, 9 S, (4.88)

0 5 (R
olur. Y, eC,,, olmak iizere Y matrisi,
_ Y Y, -1

Y =S, S, (4.89)

Y, v,

bi¢iminde olsun. (4.87), (4.88) ve (4.89) ifadeleri (4.86) denklemlerinin

_ 2Y, O 00 .
sonuncusunda yerine yazilirsa, = olur. O halde Y matrisi,
0 -2v, 00

0 Y,
Y =5, S, (4.90)

seklinde bulunur. Burada Y, €C, ., , ,, ve Y;eC herhangi matrislerdir.

(p—q)xr

V=U(S,®8S,) olsun. Boylece A matrisi,
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l-ax
| 0
S b a -1 0 Y2 S -1
1 1 1 2
-l1-aa Y; 0
0 =
B = U 1 U—l
—baﬂ I 0
0 S s,
2 _1-ap 2
0 I
1_ba“ 1, 0 0 Y,
o aa oy 0
b P 4
-V . Vv
0 0 —ap 0
b
0 0 o ¥,
b n—p-r

seklinde yazilir. Boylece teoremin a) sikkinin ispati tamamlanur.

i-2)  Eger a’=1 ve =0 ise, (4.84) denklemlerinden T=0 olur ve (4.85)

esitliklerti,

(aal, +bX) =1,, (apl,,) =1,,. ab(a+p)Y+b>XY=0 (4.91)
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halini alir. (4.91) denklemlerinin birinci esitlifinden acl  +bX involutif matristir.

Boylece bir qe{0,1,..., p} sayisi ve bir S; € C tersinir matrisi igin,

X =S, St (4.92)

olur. (4.91) denklemlerinin ikincisinden a$ e {1, —1} oldugu asikardir. Y, e C,

x(n-p)

olmak tizere Y matrisi

Y =S " 4.93
=3y, (4.93)

bi¢iminde olsun. (4.92) ve (4.93) ifadeleri, (4.91) denklemlerinin sonuncusunda

(aB+1)Y,

erine yazilirsa,
yerme ¥ [(aﬂ—l) Y,

0
]:(OJ olur. afe{l,—-1} oldugundan ag=1 iken

0 Y,
Y =S ve af=-1 iken Y=S,| | bulunur. Burada Y,eC
3 Y 3 O 2
2

(p—a)x(n—p)

herhangi matristir.

Simdi V=U(S,®1,_,) olsun. Boylece A matrisi,



seklinde yazilabilir ve B matrisi af =1 iken

l-ao I 0
b ¢ 0
SS 8371 S3
B=U 0 -1-aa Y, ) |u™
b p-q
0 O )
1—baa |q 0 0
-v| 0 _1;""“ L, Y, |V
0 0 0.,
ve af =-1 iken,
l1-aa
— 1 0 v
-1 1
SB 3 83 =
B=U -l1-aa 0)|u™t
0 — 1o
0 0. )
l—baa I, 0 v,
_v| o 2B g |y
b p-q
0 0 Onp
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Seklinde bulunur. Boylece, sirasiyla, teoremin b) ve ¢) siklarinin ispati tamamlanir.

i-3)  Eger a®#1 ve B=0 ise, (4.84) denklemlerinden X=0 olur ve (4.85)

esitliklerti,
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(bT) =1

pi

(aal,) =1 o abaZ+b*TZ=0 (4.94)

halini alir. (4.94) denklemlerinin ilkinden ace{l, -1} oldugu asikardir.

Ayrica(4.94) denklemlerinin ikinci esitliginden bT involutif matristir. Boylece bir

re{0,1...,n—p} sayws1 ve bir S, € C,_ tersinir matrisi icin T matrisi,

T=5, s, (4.95)

seklinde elde edilir. Y, e C_, olmak iizere Y matrisi,

r

Y=(Y, Y,)8,* (4.96)

bi¢iminde olsun. (4.95) ve (4.96) ifadeleri, (4.94) denklemlerinin sonuncusunda

kullanilirsa, ((aor+1)Yl (aa—l)Y2)=(0 O) olur. aae{l,—l} oldugundan
aa=1 iken Y=(0 Y,)S," ve aa=-1 iken Y=(Y, 0)S,™ bulunur. Burada

Y,eC, herhangi matristir.

x(n—p-r)

Simdi V =U(I, ®S,) olsun. Boylece A matrisi,

seklinde yazilabilir ve B matrisi, aa =1 iken
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S 0, 0 Y,
B=U g O | fut=vio b1, 0 v
0 s, LS b
0 F ! et 0 0 __1 I n-p-r
ve ac =-1 iken
0, (Y, 0)s,* o Y, o
1
B=U bl O | futavio b, 0 v
0 s, LS b
0 F Inipir 0 0 __1 In—p—r

seklinde bulunur. Boylece sirastyla teoremin d) ve e) siklarinin ispati tamamlanir.

i-4)  Eger a’#1 ve B#0 ise, (4.84) esitliklerinden B=0 bulunur ve bu kabule

aykiridir.

i) Eger f° =1 ise, (4.84) denklemlerinin ilk iki esitliginden X=0 ve Y =0
oldugu goriiliir. Buradan (4.85) esitlikleri,

(aa)’1,=1,, (apl,_,+bT) =1

p

ab(a+pB)Z+b*TZ=0 (4.97)

n-p?

halini alir. (4.97) denklemlerinin ilkinden ac e{-1,1} oldugu asikardir. Ayrica
(4.97) denklemlerinin ikinci esitliginden agl _ +bT matrisi involutiftir. Bu

durumda bir r €{0,...,n—p} sayist ve bir Se C,___ tersinir matrisi igin

s (4.98)
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olur. Z, eC, , olmak lizere Z matrisi,

Z=S Z 4.99
(2 (199

seklinde olsun. (4.98) ve (4.99) ifadeleri (4.97) denklemlerinin {iglincii esitliginde

(ax+1)Z,

erine yazilirsa,
YEnE Y [(aa ~1)Z,

0
j=(oj elde edilir. ac {1, -1} oldugundan aa =1

0 Z
iken Z=S (Z J ve aa=-1 iken Z-= S[ Olj bulunur. Ayrica burada
2

Z,eC_, ., herhangi matristir.

Boylece A matrisi,
A=U(al,®p1,_ U =U(1,@S)(al,®pl,,)(1,®S*)U™"  ve

seklinde yazilabilir. B matrisi acr =1 iken

0, 0
1-ap, 0
B=U|_(0 r Ut
S[Z j S b 1 :
2 0 B ;aﬂln_p_r
0, 0 0
1-ap Ny -
=U(1,®8)| 0 1, 0 (1,@s™)u?
-1-ap
z, 0 g

ve aa =-1 iken
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0, 0
1—a,b’I 0
B=U s(zlj g b LUt
0 0 —1;a,8|n_p_r
0, 0 0
l1-ap Vg -
=U(1,®8)| Z, — 0 (1,es™)u™
0o 0 _1;aﬂ|np,

seklinde yazilir. Burada V=U(Ip@S) olarak tanimlanirsa teoremin f) ve @)

siklarinin ispati ile birlikte ispatin gereklilik kismi tamamlanur.

Tersine olarak, A matrisi (4.74), B matrisi (4.75), (4.76), (4.77), (4.78), (4.79),
(4.80) veya (4.81) bigimlerinden birisi olsun. Ayrica a, «, £ sayilar ilgili kosullari

saglasin. Bu durumda A’BA =BA ve K* =1 oldugu agiktir. |



BOLUM 5. ORNEKLER

Bu bolimde, onceki boliimlerde verilen bazi sonuglar ile ilgili ornekler yer
almaktadir. Bu Ornekler ii¢ ayri tiptedir. Birinci tip Orneklerde verilen A ve B
matrisleri bu caligmadaki ilgili sonugta matrisler iizerinde olmasi gereken esitlikleri
saglayacak fakat B matrisi ilgili sonugtaki olmasi1 gereken kalipta olmayacaktir. Bu
durumda hicbir sifirdan farkli a ve b skalerleri igcin K=aA+bB matrisinin

idempotent olamayacag1 anlasilacaktir. Ornek 5.1 ve 5.3 boyle 6rneklerdir.

Bir diger 6rnek tipinde ise A matrisi verilip ilgili sonugta saglanmasi gereken matris
esitligini ve sabitlenmis katsayilar i¢in dogrusal bilesimin idempotentligini saglayan
tim B matrisleri elde edilecektir. Ornek 5.2 ve 5.4 bdyle 6rneklerdir. Son 6rnek
tipinde ise yazilan A ve B matrisleri i¢cin hem ilgili teoremdeki matrisler tizerindeki
esitlikleri hem de K dogrusal bilesim matrisinin involutifligi saglanir (bkz. Tablo

5.1).

2 2 3 1 0 -1 0 1
N 0 3 2 -1 0 1 2 -1 L o
Ornek 5.1 A= ve B= matrisleri verilsin. Bu
0 2 -1 1 0 1 O
0O 2 -2 2 0 4 4

matrislerin  A°BA=A’B  kosulunu sagladiklarmi gdrmek kolaydir. Simdi

K =aA+bB matrisinin idempotent olmasimi saglayan tim a, beC" sayilarm
bulalim. Burada A matrisi {1, 2} —kuadratik matristir yani & =1, f =2"dir. Ayrica

K =aA+bB matrisi,
2a 2a-b 3a -a-b
0 3a+b 2a+2b -a-b
0 b-2a -a a+b
0 4b-2a 4b-2a 2a

K=
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olur ve buradan

4a*> 6a’—2ab-5b’ 9a’ —6b? —3a® —4ab-b®
K - 0 7a*+2ab-b*> 6a’-4ab-2b° -3a’-2ab+b?
0 —6a’+2ab+5b’ —5a° + 6b? 3a’ + 2ab —b?
0 -6a’+8ab+8b> —6a’+8ab+8b? 43°

elde edilir. K matrisinin idempotentligi yalnizca (a, b)e{(O, O)} iken saglanir
ancak sifirdan farkli sayilar1 aradigimiz icin aramilan kosullarda a, be C™ mevcut
degildir. Ornegin, K = K? esitliginin saglanmasi icin kdsegen iizerindeki birinci ve
dordiincii elemanlar da karsilikli olarak esit olmali, buradan 2a(2a—1) =0
yazilabilir. Boylece a0 oldugundan a=1/2 bulunur. Ugiincii satir dordiincii siitun
elemanlarmim esitliginden ise a=1/2 olmast kullanilarak b*=1/4  yani
be{l/2, -1/2} olur. Ancak (a, b)e{(1/2, 1/2), (1/2, -1/2)} iken K* =K oldugu

agiktir.

Dikkat edilirse A ve B matrisleri A’BA=A’B sartim saglamalaria ragmen B

matrisi Teorem 3.2’nin a) sikkina uygun degildir. ve burada A matrisini kdsegen

-1 0 0 1
.. ) .. . 1 -1 ) )
bicime getiren tersinir matris V = 0 1 0 seklindedir.
2 0
5 -4 0
Ornek 5.2. A=| 8 -7 0/ olsun. A’BA=A’B kosulunu saglayan ve aA+B
-4 4 1

matrisini idempotent yapan tiim aeC’ sayilarin1 ve BeC, \{0} matrislerini elde

edelim.
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[k olarak, A matrisinin bir kdsegenlestirilmis bicimi ve onu kdsegen yapan tersinir

-3 00 -1 10
matris sirastyla A=V| 0 1 0|V ve V=[-2 1 0| seklinde yazlabilir.
0 01 1 11

Boylece Teorem 3.2°nin notasyonlari kullanilarak ¢ =—3 ve £ =1 kabul edilebilir.
O zaman Teorem 3.2’nin b) sikki uygulandiginda a=-1/3 oldugu aciktir. Ayrica
n=3, p=1ve re{0,...,n—p}={0,1 2} oldugundan r sayismmn aldig1 degere

gbre B matrisinin baz1 bloklar1 goriinmeyebilir. Boylece V 'BV matrisinin olas1

durumlart r =0, 1, 2 igin sirastyla

0O c¢c d 0 O e 0 O 0
0 1/3 0 (,|0 4/3 0 |,|0 4/3 O
o 0 1/3) {0 0 1/3) (0 O 4/3

olarak elde edilir ve burada c, d, e kompleks sayilardir.

5 0 6 -3 2 0 2 2
N 0 2 -3 0 0 00 O L o
Ornek 5.3. A= ve B= matrisleri verilsin. Bu
0 0 -1 0O 0 0O
6 0 6 4 4 0 4 -4

matrislerin A°BA =BA kosulunu sagladigin1 gérmek kolaydir. Simdi K =aA+bB

matrisinin idempotent olmasini saglayan tiim a, b e C" sayilarii bulmak isteyelim.
Burada A {-1, 2} —kuadratik matristir yani & =-1, f =2"dir. Ayrica K=aA+bB

matrisi,

5a+2b 0 6a+2b -3a-2b
2a -3a 0
0 —-a 0
6a+4b 0 6a+4b —-4a-4b

K=aA+bB=

olur ve buradan
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7a®—4ab-4b> 0 6a°—4ab—-4b*> —3a’+4ab+4b°
0 4a° -3a° 0
0 0 a’ 0
6a’—8ab—8b> 0 6a’-8ab-8b°> -2a’+8ab-+8b

elde edilir. K matrisinin idempotentligi yalmzca (a, b)e{(0,0),(0,1/2)}
oldugunda saglanir ancak sifirdan farkli sayilar1 aradigimiz i¢in aranilan kosullarda
a,beC” mevcut degildir. Ornegin, K =K? esitliginin saglanmasi icin kdsegen
tizerindeki ikinci elemanlar da karsilikli olarak esit olmali, buradan 2a(2a—1) =0
yazilabilir. Béylece a=0 oldugundan a=1/2 elde edilir. Ancak kosegen tizerindeki

ikinci elemanlarm esitligine bakilirsa a(a+1)=0 yani a=-1 elde edilir. Ancak

K? # K oldugu agiktir.

Dikkat edilirse A, {-1, 2} —kuadratik matris olmasina ve A’BA =BA kosulunu

saglamasina ragmen B matrisi Teorem 3.5’nin b) sikkina uygun degildir.

Ornek 5.4. Yukarida verilen A matrisi ele alinsin. A’BA =BA kosulunu saglayan
ve aA—B matrisinin idempotent olmasim saglayan tim a e C™ sayisim BeC, \{0}

matrislerini bulalim.

A matrisinin bir kdsegenlestirilmis bi¢imi ve onu kdsegen yapan tersinir matris

-1 0 0O -1 -1 0 -1

0 -1 0 0}, 1 0 -1 -1 . .
sirastyla A=V V=ve V= seklinde yazilabilir.

0 0 20 1 0 0 O

0 0 0 2 0O -2 0 -1

Boylece Teorem 3.5%in notasyonlari kullanilarak o =-1 ve £ =2 kabul edilebilir. O

zaman Teorem 3.5’nin b) sikki uygulandiginda a=1/ f=1/2 oldugu agiktir. Ayrica
n=4, p=2 ve qe{0,...,n—p}={0,1, 2} oldugundan g sayisimm aldig1 degere

gbre B matrisinin bazi bloklar goriinmeyebilir. Boylece V'BV matrisinin olas:

durumlar1 4 =0, 1, 2 igin sirasiyla



~1/2

olarak elde edilir ve burada c, d, e, f, g, h kompleks sayilardir.

o O @ O

~1/2

d) (-3/2
f 0
0|'| 0
0 0

0

0
0

0 0) (-3/2
g h 0
0 0| O
0 0 0
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o O O O
o O O o

Ornek 5.5. Asagidaki tabloda bulunan A ve B matrisleri, ilgili teoremdeki matris

esitliklerini saglar. Ayrica K =aA+bB dogrusal bilesim matrisi involutiftir.

Tablo 5.1. 4. Boliimde Verilen Sonuglara Ait Bazi Ornekler

Tecl,lr%ﬂml ve awve ° . V Matrisi A Matrisi B Matrisi
Siklari Degerleri
0 -1 -1 0 1 1 -10 4 5 5 0
a=1, 0 1 -1 -1 -1 -1 1 0 2 10 -6 3
Teo. 4.1.9) _4 0 1 -2 -1 1110 0 13 -9 3
-1 -2 -1 1 1 4 31 8 2 2 -3
ac2. 0 -1 1 3/2 0 1/2 2 1
Teo. 4.1.b) -1 -1 0 0 1 0 4 1 2
=-1 0 1 -2 1.0 0 2 1
acd. [0 -11 o 0 o0 {3 4 1
Teo. 4.1.d) 1 0 -1 12 12 1/4 4 5 -2
= -1 2 0 -1/2 -1/2 -1/4 2 2 2
s 2 1 -1 0 0 0 3 4 1
Teo. 4.1.f) ’ 1 -1 1 12 12 1/4 -4 -5 -2
=—2 (2 -1 2 ~1/2 -1/2 -1/4 [2 2 2
0 1 0 1 1/2 0 1 -1 2 0 2 -2
a=2, 10 1 -2 0 -3/2 1 -2 0 4 3 -5
Teo. 4.2.3) _ 2 0 -1 o} 0 2 -5/2 4 0 4 0 2
0 -1 1 0o 2 -2 7/2 0 4 0 2
0 -1 0 O 3 0 0 0 5/2 0 0 0
a=-2, -1 0 2 -1 0 1/2 -5/2 -5/2 -4 0 7/2 3/2
Teo. 4.2.b) _ 1 2 11 5 0 3 5/2 1 -1 -9/2 32
- 0 2 1 -1 5 0 0 1/2 71 10
0 -1 -1 2 -2 -15/2 -5/2 -5/2 3 11 5 5
=-2, 0 0 0 -1 0o 3 0 0 0 5 0 0
Teo. 4.2.e) . 1 2 1 0 5/2 5/2 3 5/2 9 -11 -9 -7
1 -1 1 -1 5/2 5 5/2 3 3 4 -1 3




Tablo 5.1 (Devami)

113

Tlgili
Teor%mve aveb v Matrisi A Matrisi B Matrisi
Siklar1 Degerleri
1 -2 0 -1 -5 -8 12 8 16 -24 34 24
Teo. 4.2 a=-3, |-1 1 -1 1 4 7 -8 -4 12 20 -20 -10
€.420) . |10 0 o0 0 0 -1 0 0 2 0
1 0 -1 0 0 0 4 0 0 12 10
0 1 2 =300 3 17 22 -12 13/2
a=-3, 1 111 -3 6 -3 0 -11/2 3/2 -3/2 5
Teo. 4.3.3) _ 1 210 0 6 -3 -3 o -9 4 9/2
0 2 1 92 6 0 0 6 -13 22 -12 5/2
1 0 1 1 9/2 -1 2 -4 6 1 -2 5
a=2, |0 =2 -1 -1 4 12 -2 4 -13 -4 8 -13
Teo. 4.3.d) bey |0 -1 0 -2 2 0 12 2 8 2 4 -8
-1 0 -1 -2 5 1 -2 9/2 -7 -1 2 -6
2 0 0 1 11/2 -5 5 0 -8 6 -6 0
Teo. 4.3 a=2, 0 -1 -1 0 5/2 -2 5/2 5/2 -5 -5 -5
.438 L, |1 144 0 0 1/2 5/2 2 2 -4 5
1 -10 0 0 0 0 3 0 2 0 -5
0 2 0 1 -1 0 4 -4 4 0 -8 10
a=1, 2 2 1 4 4 3 -4 8 ~14 -2 16 -22
Teo.439 11 10 1 20 5 -4 10 0 -14 16
-1 -2 0 0 0 0 1 4 0 -4 4
0 0 0 1 0 O 0 1 0 0 O
a=-2, 1 0 -1 1 -4 1 1 -1 12 -3 -2 2
Teo.d4a) |2 10 2 2 0 -1 0 7 2 2 1
0o -1 -1 -1 6 2 1 =2 7 2 -1 4
0 -1 0 -1 0 0 16 3 6
=3,
Teo.44b) © 2 2 1 8 1/3 8/3 16 -6 -4
= 1 2 0 0 0 -1 40 -6 -16
) 1 -1 1 -1 0 7 -14 8
Teo.44d) o 11 1 12 -1/2 0 4 8 5
=1 10 0 0 0 0 0 1
0 1 1 -1 0 0 5 5 -3
Teo.44f) O 1 2 4 3 -2 6 6 4
b=2 12 0 4 4 -3 2 -2 2




BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Baksalary ve Baksalary 2000 yilindaki [24] calismasinda, iki idempotent matrisin
dogrusal bilesiminin ne zaman idempotent olacagi problemini ele almis ve bunun
lizerine bir¢ok yazar tarafindan O6zel tipli matrislerin dogrusal bilesimlerinin ne
zaman yine 0zel tipli matris olacagi problemi ¢alisilmistir. Liu ve digerleri 2016
yilinda bir kuadratik veya bir tripotent matris ile herhangi bir matrisin dogrusal

bilesiminin, belirli sartlar altinda, involutifligini incelemislerdir [45].

Bu ¢alismada [45] ¢alismasindan esinlenilerek bir kuadratik ve herhangi bir matrisin
dogrusal bilesiminin involutifligi ve idempotentligi ele alindi. $6yle ki, ¢calismanin 3.
boliimiinde, bir kuadratik ve herhangi bir matrisin, belirli kosullar altinda, dogrusal
bilesimin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ortaya konulmustur. 4.
boliimde, 6nceki boliimde ele alinan dogrusal bilesimin bu kez involutif olmasi igin
gerekli ve yeterli kosullar belirlenmistir. Her iki bolimde verilen sonuglar ile ilgili

ornekler Boliim 5’te verilmektedir.

Dikkat edilirse [45] ¢alismasinda, dogrusal bilesimi olusturan matrislerin saglamasi
gereken kosullar teoremin hipotezinde 6n sart olarak kullanilirken bu calismada
bahsi gegen kosullar gerekli ve yeterli kosula baglanmistir. Bu durum elde edilen

sonuclarin sayisal 6rnekler tizerindeki etkinligini artirmaktadir.

Ayrica Sarduvan ve Kalayct bir kuadratik veya bir kiibik matris ile herhangi bir
matrisin dogrusal bilesiminin idempotent olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 elde
etmiglerdir [53]. Buradan anlasilacagi iizere Bolim 3’te verilen sonuglar [53]
calismasinin bir kismini olusturmaktadir. Bunun yani sira Boliim 4°teki sonuglarla da

bir makale yaymlanmasi planlanmaktadir.
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Elbette ki bu ¢alismada elde edilen sonuglarin farkli matris ¢iftlerine genisletilmesi

miimkiindiir. Ornegin, bu matris ciftlerinden birisi yine herhangi matris ve digeri

{a, B, y}—kﬁbik matris olarak ele alinabilir. Dolayisiyla bir {a, B, y}—kﬁbik ve

herhangi bir matrisin dogrusal bilesiminin involutifligi, tripotentligi, kuadratikligi,
vb. c¢alismalar yapilabilir. Ayrica iki matrisin  dogrusal  bilesiminin
karakterizasyonunu c¢alismak yerine, biri herhangi, ikisi 6zel tipli matris olan {i¢
matris ile olusturulan dogrusal bilesimin karakterizasyonu galisilabilir. Ornegin, bir
kuadratik, bir idempotent veya involutif matris ile herhangi bir matrisin dogrusal
bilesiminin idempotentligi, involutifligi, vb. karakterizasyonlar ele alinabilir. Bunun
yan1 sira matrisler iizerine konulan kosullar degistirilerek farkli ¢alismalar
yapilabilecegi gibi bu calismada ele alman matris giftlerinin dogrusal bilesiminin

tripotentligi, kuadratikligi vb. karakterizasyonlarinin ¢alisilmast miimkiindiir.
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