
Que!ques Reflexıons sur la Cınematıque Dans le 
Plau de Lobatchevskı

Siegfried IIARTMANN <*>

Dans la pr^sente etüde nous considerons l’espace de groupe du groupe 
des mouvements du plan de LOBATCHEVSKI.

Par analogie â l’application cinematique de BLASCHKE - GRÜN- 
WALD nous construirons une application cinematique du plan de LOBAT- 
CHEVSKI Q2 dans l’espace hyperbolique de dimension trois.

Dans9f3 sont examines quelques problemes de la theorie des courbes 
et surfaces et mis en rapport avec la cinematique dans 22.

Les mouvements â deuoc parametres, trouves dans 2se divisent 
en un produit de deux mouvements de un parametre. Par rapport â 
l’application cinematique ces mouvements correspondent â des surfaces 
dans JY3.

1 — ANTIQUATERNIONS ET LEUR CORRELATION AVEC LE 
MOUVEMENT DANS LE PLAN DE LOBATCHEVSKI . -

Soient les unites quaternionaires (j=0,1, 2, 3) avec e®=l et la tab- 
le des produits : '

e® Cı

d. D

e3

62
- 6ı
-e®

12)

Si alors

Q - <7oeo •’9ıeı + <heı + qse3 i =0,1,2,3

(♦) Üniversite d’Oran - Oran/Algöne.
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est un antiquaternion, la «conjuguee» sera definie par

(1.3) Q = q^o q^x-q2c2-q3e3
dans laquelle, ici et par la süite les q, sont des nombres reels.

Alors
(1.4) QQ=<QQ> =q‘>0-q\-q22— q\

Nous designons le produit scalaire des antiquaternions par

(1-5) <QQ">=qoqo <7ıQ'ıd <7.9'2-Q39’3

Le (4) est designe egalement comme la norme de Q:

(1.6) QQ = N(Q),
par consequent
(1.7) N QÇ') = N Q N[Q').

Un antiquaternion avec

(*.8) Q + Q = 2go = O s’appelle vecteur:

(1.9) q = 9ı^ı + 9-^2 4 93^3-

Si nous representons le produit scalaire de vecteurs par

(1.10) <9.9' > = ~ 9»9j'— 9î92'-> 9s9s
et leur produit vectoriel par

(1.11) [9. 9'] = — (9,93'- 9392‘)c,ı-(937ı'-9ı93')<’2 4- (9i92'-92’9i') «*3.
nous avons pour Q—qQ4-9 , §'=90'4-9'

(1-12) <yQ' = 9û9o'4-9o7' + 9o'9-<9-9'> + [9,9 ]

L’antiguaternion norme peut egalement prendre la forme suivante :

(1.13) Q = ch <? + 9 . sh <P, 99 — 1

Nous constatons que les mouvements dans le plan de LOBATCHEV- 
SKI peuvent se representer tres aisement â l’aide des antiquaternions: Si 
nous introduisons notamment les vecteurs
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x = xtt t + x2e2 + x3e3
(1.14) , , , . ,x = »ı Cj + x2 e2 + x3 c3

et l'antiquaternion norme :

(1.15) QQ^N(Q) = 1,
la transformation x'-+x

(1.16) x = Qx'Q

une substitution orthogonale proprement dite des en xt. Car nous 
avons

(117) N(x) = N(Q)Nx’)N(Q) Nix')

ou

(1.18) x,24 x3 — x3=xİ 2+rr2'2- x3‘.

En outre, si x' est un vecteur, il en est de meme de x parce que

x + x = Q(x' + x’ Q = 0.

La detorminante de (16) est egale +1. Les transformations (16) 
forment le groupe G3.

Consid^rons les at, comme coordonnees homogenes d’un point dans 
le plan de LOBATCHEVSKİ. La transformation (16) qui transforme X/ 
a x,, elle represente le mouvement dans ce plan. A cause de (18) ce plan 

(1.19) x2>—x32 = 0

est invariable, par rapport des transformations lineaires orthogonales 
(16). Par consequent, les distances entre les points restent invariables.

Nous obtenons de la sorte une concordance mono-univoque entre les 
antiquatemions Q et les mouvements dans le plan de LOBATCHEVSKİ.

2 — L’ESPACE HYPERBOLIQUE Çft3 ET APPLICATION DES 
DROITES DU 9£3 DANS LE PLAN g3

Prenons les coordonnees qt d’un antiquaternion norme Q comme co­
ordonnees homogenes d’un point dans un espace projectif <2? de dimen- 
sion 3. Nous appelons de nouveau Q le point determine par q, dans e 3.
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De la sorte q’il existe une correspondance mono-univoque entre les mou­
vements (1.16) dans le plan de LOBATCHEVSKI et les points de :

L’espace projectif <£3 est l’cspace de groupes du groupe (?3 des mou­
vements du plan de £2.

L’ensemble des points Q dans avec N(Q)=0 forme la quadri- 
que :

(2.1) <QQ> =Qo2-Qt’-Q27^ <73î = 0-

On l’appelle le quadrique absolue de mesure.

Si enfin nous ezprimons la distance entre deu'x points normes Q, Q', 
par

(2.2) d7 = (q0—q0')2—(q]-qı')‘,—(q2-q2')2 + (q3- q3)2
<QQ> = <Q'Q'>— 1,

nous introduisons une metrique dans
L’espace ainsi «matrise» est l’espace hyperbolique ‘t#3 avec l’in- 

dice 2.

Les points pour lesquels vaut :
(2.3) <QQ’>=Q,
s’appellent mutuellement polaires.

En applicant x, x' une transformation orthogonale :

(2.4) x'*=R'x'R', x*=RxR, R R' = RR =1,

la transformation (1.16) est remplacee par la nouvelle

(2 5) x* = QV*Q*

dans laquelle

(2.6) Q* = R’QR, RR' = RR = 1.

Ce passage de q, ve. . les g/ est une transformation antiquaternaire 
orthogonale. II est aise de voir que sa determinante est egale â 1. II est 
clair que l’on peut representer toute transformation de ce genre par un 
choix approprie de R, R' dans (6).
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Les transformations orthogonales (6) laissant invariante la distance 
entre les points dans gf3, on peut se les figurer comme des mouvements 
dans l’espace hyperbolique 9t3-

Prenons maintenant Q, Q' deux points polaires normes dans le:9£3 :

(2.7) <QQ> =<Q Q'> = ’1, <QQ > =0.

Nous formons les produits

(2.8) x = QQ' , x=QQ

et nous constatons que x, x' sont des vecteurs unitaires:

x + x = QQ'-t QQ = 2<0Q > =0,

(2.9) x' + x' = Q’Q + QQ' = 2<QQ’> =0,

x x = x' x' = 1

Tout comme dans le § 1, nous considererons les xi,xi' comme coor- 
donnees homogenes des points dans le plan £2. A son tour, le point des 
coordonnees a?,, p.e,x. sera designe par x.

Alors il est adjoint univoquement â chaque droite g passant par deux 
points polaires Q, Q' un couple de points x, x' dans E2- Les points x, x' 
ne dependent pas de choix des points Q, Q' sur la droite g. Aux droites 
du faisceau de droites dans 9P avec le centre de faisceau Q correspondent 
les champs de points {a;}, [x'} dans le plan de l’image qui se confondent 
par le mouvement Q.

L’image d’un point, conçu comme porteur d’un faisceau de rayons, est 
done un mouvement dans le plan Q2.

L’application cinematique que l’on obtient du plan Q2 sur les points 
de l’espace c3t3 est beaucoup plus generale que l’application cinematique 
connue de BLASCHKE - GRÜNWALD du plan euclidien sur les points 
de l’espace quasi-elliptique, ainsi que les applications des rotations de 
la sphere (mouvement du plan elliptique) sur les points de l’espace ellip- 
tique [1], [2], {4].

Aux mouvement de l’espace (J[a (6) rapportes sur la droite g, corres­
pondent de maniere independante des mouvements (4).
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On en deduit le resultat 1° groupe Ga des mouvements de l’espa- 
ce 9C3 est isomorphe au produit des groupes G3, G~/ des mouvements du 
plan Q3.

A chaque droite g, passant par deux points polaires Q et Q' du 
correspond en Q2, par (8) le couple de points ( r. a:')-

Si nous realisons la liaison avec les coordonnees droites de PLÜC- 
KER g k de la droite g, nous avons

xı = 0oı 4 023 • xı = 9oı — 913
(2.10) x2 = gm + g3l , x2 = 0U2 - ,q31

x3 = 003 — 911 ' ^3 = 003 + 012

oiı x, et x,' sont des coordonnees des vecteurs x, x'.

Deux droites (x,x'), (x*,x'*) en CJ[3 sont appelees paralleles gauches 
ou paralleles droites lorsque

(2.11) x = x* ou x' = x'*

Toutes les droites paralleles gauches coupent une meme paire de 
droites non coplanaires qui appartiennent au «groupe droit» et inver- 
sement.

Pour des droites paralleles gauches et 
droites nous avons

pour des droites paralleles

(2.12)

0oı 913 • 0oı* ~ 033*
002 03i = 0oj* — 03ı* ou

£7o3 + 0u = 003* + 0u*

9m + 9n — 0oı* + 9n> 
9 01 + 031 = 003* + 031* 
003 0>2 = 003* 012*

Le parallelisme introduit de cette maniere correspond au parallelisme 
de CLIFFORD.

D’une maniere analogue â la transposition dans la geometrie eucli- 
dienne, la transformation
(2.13) X’ = AX ou X* = XB
transfere en • ’ toutes les droites paralleles gauches et toutes les droites 
paralleles droites les unes dans les autres.
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Nous designons cette transformation par deplacement â gauche ou 
deplacement â droite.

Un mouvement quelconque en ÇJf3
(2.14) X’ = AXB

peut etre represente comme le produit d’un deplacement â gauche et d’un 
deplacement â droite.

D’une maniere correspondant â ce glissement de plan, nous designons 
le plan permettant une representation canonique

(2.15) X <ıı, v) — A (m) B (v)

Ici se pose le probleme de trouver dans 9C3 les surfaces qui peuvent 
se representent comme deux especes essentiellement differentes ayant la 
forme (15) (generalisation du probleme de S.LIE [3] dans le ■' ')

En cinematique, ce probleme correspond â la recherche, dans le plan 
Q 2, de mouvements de deux parametres, qui peuvent s’analyser de deux 
manicrcs essentiellement differentes en produit de deux mouvements d’un 
parametre.

3 — MOUVEMENTS D’UN PARAMETRE

a) Mouvements dans l’espace hyperbolique CJ{3

Soient donnees g et g* deux droites de . D’une maniere analogue 
â ce qui est expose au § 2, leurs images sont representees dans le plan 
Q2 par les couples de points (x, x'), (x*, x'*). Nous designons l’angle 

<p et l’angle <p' entre les droites g et g* par

(3 1) ch 9 = <x,x*> ou c7ı<p'=

Si les droites se coupent de sorte que <p=<p', alors
(3.2) <x , x*> = <xt' , x’*>

Si nous considerons un point Q sur g, et traçons â travers lui une 
droite g parallele gauche par rapport â g*, ou parallele droite par rap- 
port â g*, l’angle entre g et g dcvient egal â ç ou respectivement â rp'.

Si maintenant nous considerons en le mouvement

(3.3) Q* = R'QR,
oû R' = ch 9' + a’ sh 9' , R = ch V 4 a sh 9
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Lors de ce mouvement, chaque point Q sur la droite (a, a') est trans- 
forme en un nouveau point Q sur cette droite. Alors le mouvement (3) 
laisse invariant la droite (a, a') et sa polaire comme un ensemble.

Si nous mettons en (3) 7?' = cos<p'+e sinq>', 22=cos<p+e sinip, la dro­
ite (e, e) et sa polaire restent egalement invariant comme un ensemble.

Si maintenant <p=q>', le mouvement (3) s’analyse en une rotation 
autour de la droite (a, a') ou (c , e) de c3{3.

De cette façon, un mouvement quelconque (3) dans le cJl3 laisse in­
variant une droite determinee et sa polaire comme un ensemble, c’est â 
dire qu’un mouvement quelconque peut se figurer comme helicoide.

b) Mouvement dans le plan £a

Par

(3.4) x(t). Q(t) x Q(t) , QQ=1 , tel

un processus de mouvement d’un parametre M=K’/K du systeme de coor- 
donnees K' est decrit dans le plan &s, par rapport au systeme de coor- 
donnees fiızes K, lors duquel le parametre t («temps») pareourt un i.nter- 
valle ouvert reel I. L’image d’un point fixe x' de K’ pareourt dans le 
systeme de coordonnees fixes K une courbe x(t) que nous designons com- 
me trajectoire du point a'.

Dans l’espace hyperbolique S^3 le point Q(t) decrit une trajectoire 
C. Nous y rattaehons le tetraedre mobile ayant les somments Qo=Q(t), 
Q\ , . Q.ı de sorte que le point Qı vient se poser sur la tangente en
Q â C, et que le point Ç>_> vient se poser dans le plan osculateur de C en Qo. 
Alors, Q3 est le pöle du plan osculateur par rapport au quadrique absolu 
(2.1).

Alors sont valables en S^3 les equations derivees de la forme:

dQ0 = Qı ds
(3.5) = -«?!<?,> d.? +

d<?2 — < Q) Q: ■ <Q tQ j> Q\ K d s + Q3 t d s
dQs- — <- QiQt> <Q3Q3> ds

oû ds = V | <QQ> | dt est Tarc parametrique et rJQ, t
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(3.6) = <QQ> <QQ> - <QQ>2
<QQ>3

[QQQQ\

sont la courbure et la torsion de la courbe C.

Les formules (5) representent l’analogie avec les equations de 
FRENET de la theorie des courbes dans l’espace euclidien.

La tangente â la courbe Q(t) dans le 9C3 a comme representation 
dans le plan Q3 1c couple de point (Q, Q'). Au devoloppable â la courbe 
Q(t) correspondent en fi- deux courbes p'0 et p' isometriques entre 
elleş

(3.7) pO =Ç t>Q,(f)= —r=^-2= , p O = —_£_?____
VI<QQ> i \ <<?<?>!

Soit x’ un point fixe en K' de Q2.

De (4) süit par derivation de t :

(3.8) dx = dQx 0 i QxŞdQ

Si, dans (7) nous remplaçons x‘ par (4) en tenant compte de (5), 
nous obtenons

(3.9) dx = 2 [o;, p] ds

d xIci, - f - signifie la vitesse absolue du point x' de K’ par rapport au 

systeme f?::e K.

De

(3.10) p QpQ

par süite

(3.11) dp = {dQp'Q + Qp'dQ}i Ödp Q

oû l’expression entre pare?.theses, tenant compte de (7) devient egale 
â zero et l’on obtient alors

(3.12) dp = Qdp'Q
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Etant donne que chague point de temps possede un pöle momentane, 
p prend, au cours du mouvement M, differentes positions dans les deux

systemes de coordonnees.

On deduit de ceci â l'aide de (12) que le mouvement d’un parametre 
en Q2 peut se reprcsenter comme un roulement sans glissement de la 
courbe polaire ınobile p(t) sur la courbe polaire fixe p' (t), et qu’elle sont 
done en relation isometrique.

En considerant un mouvement d’un parametre en ’ dans lequel un 
point quelconque decrit une trajectoire C (courbe Q(f)) , la droite (p, p’) 
est sa polaire forment les a^ces helicoidaux momentanes du mouvement.

Si maintenant Q(t) (courbe decrite C dans9t3) est une droite, nötre 
mouvement dans le plan se reduit au mouvement autour du point fixe p.

4 — IIELICES DANS 9£:'

Les courbes de BERTRAND les plus simples dans le 9t3 sont les 
helices, dans lesquelles la courbure CJCet la torsion t sont constants. El­
leş naissent comme des trajectoires de groupes de mouvements monoter- 
mes dans le c3t3. Prenons par ertemple un tel groupe autour de l’axe 
(.Oı, es) :

(4.1) Q t) = (eochıt—eıShal)Q'tcoch$t +e-s7ı3t)

Le point (1) ayant

(4.2) Q' = cocM>+ c^sM*
decrit alors une helice S dans CJ{3.

Si nous posons

(I.*) a-(î = y. a43 = 5
nous obtenons pour S

(1.4) Q t)= chWch'ft)eol-(.ch<Psh‘tt)el + (sh<?chSt)e ‘2—(sh<?shbt)e3

Par consequent S se trouve sur 1c cylindre

4.S) qı' = ch7V ou c/25— q32 = sh‘’v

( C’est la surface reglee dont les generatices sont paralleles.
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11 s’ensuit d'apres (3.6) que
Y1cJı2<P -54sh?9 Clfl _ yo y2 + 82)’c)i"9— sh2t9

s'
oû nous avons mis a=y3ch3<p—52sh2<D .

Lors de l’application S dans le plan O2, si, en vue de la simplifica- 
tion, on introduit les grandeurs y + 8=p. et y —6=v on obtient :

a p(t) = (ych2(?—8sh2<f)et 4- (\>chVsh?shıxt)c2~ (vchVshVchııt) r.( 

((.7) a.p'(t) = (ych!<P + 8s/ı'’tPJc,1 + mchVshcpsh vt ’r2—'p.c7ı cpsTı <pc7ıv/ ,’e3 

a2= l <7 |

Ce sont des cercles du plan Q3. Plus particulierement, pour y = 0 
(resp. 5 = 0) S devient une coupe plane du cylindre (5), c. â d. done une 
droite ou un cercle dans 9£3-

Si nous considerons maintenant le groupe des mouvements autour de 
l’axe (e3, e3) soit done
(4.8) Q(t) = (r0cosat—c3sina.t)Q'(eacos^>t 4- e3s\nnt >
le point (8) decrit avec (2) une helice S' dans c3{3, dont on peut repre- 
senter les coordonnees par
(4.9) qQ - chrpcosyt, qt = sh?cos6t, q-> -sh^sivBt, q3 = chfs n t

S' se trouve sur le cylindre

(4 10) q02 + q3 = ch't? ou qt2 4- q3 = sh^.
La courbure ~‘et la torsion t de S' correspondent aux expressions 

de (6). Si nous appliquons S’ dans le plan Q2, nous obtenons comme pour 
S des cercles du plan QB :

a. p(() = (—vch(Psh(psin[it)eı 4- (vch'Psh'Pcosp.t'fa + (ych2(?—8sh2(9)e3
*1-111 a . p'(f) = (p.ch(?sht?sinvt)e1 4 (—ııchcpshVcosvtJe^— (ych2tp—5s7ı2P)e3

5 — MOUVEMENTS A DEUX PARAMETRES DANS Q2 ET 
L’APPLİCATİON CINEMATIQUE DE LA SURI ACE DE 
TRANSPOSITION DEŞf3

Nous considerons un mouvement de deux parametres dans le plan Q 2
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(5.1) x(u,v) = Q{u,v'x'Q(tı.v), QQ = 1

Dans l’espace c]f3 le point Q = Q(u, v) decrit une surface </>. Nous y 
rattach ons le tetraedre mobile Q, Qa, > P—ou P est le pole du plan 
tangent par rapport â la quatrique absolue.

Suppose que

„ _QQ.
v|B|

(5 2)

. -P2 G | ' J \’.G

oü E, G soient les coefficients de la premiere forme quadratique de sur­
face :

<(1Q dQ> ■= E du2 + 2F du dv + G dv2
E — <Qa Qu> , F = <Qa Qv> , G=<QyQv> .

Pour les surfaces de la courbure de GAUSS nul, pt ,p& resp. p/.fs' 
ne sont dependants que de u resp. de v et on a

Q(u , v)~ R(u) Q(0,0) R'(v) 
alors la surface de la courbure nul est la surface de transposition

(5.3) Q(u.v) = R u)R'(v)
Les mouvements, lesquels correspondent aux surfaces de la cour­

bure nul, se divisent en un produit de deuz mouvements â une parametre.

(5 4) x_(u) = R (u)z' R (u) , x(v) = R' (v) x' R' (v)

Ici se pose le probleme de trouver les mouvements â deux paramet- 
res dans le plan Q3, qui s’analysent de deux manieres essentiellement dif- 
ferentes en un produit de deurz mouvements d’un parametre.

Soit donne dans 9C3 un groupe de mouvement d’un parametre autour 
de l’asce (cı, ej:

(5.5) X = (c0 eh at — Cj sh at) Q ch (3t + < t sh |ît)

Lors de ce mouvement la courbe plane

6) q0 = u > q-ı = ° > <?2 = r M . = s (m) , m2 — r2 + s’ = 1 
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decrit une helicoîde :

x0 = u ch v

(5.7a)
x2 = r (w) ch <P v + s(u)sh9v
x3-r (w) sh V v + s (w) ch V v

, 9 . v = <a — 3) t ou
v = (a + 3> t

Dans le cas particulier, lorsgue tp = O, nous obtenons une surfacû de 
revolution autour de l’axe (CıCı) :

(5.7b)

x0= uch V 
xt= u sh v 
x2= r (u) 
x3 - s (ıt)

Enfin dans " l’eguation d’une surface râglee peut etre representee 
par

(5.8) X (u , v) = Q (u) cos v + Q' (u) sin v avec
< QQ > = <Q'Q’> = 1 , <Q. Q > = 0

Pour l’application cinematique nous considerons maintenant comme 
surfaces de transposition, des surfaces, qui sont engendrees par depla- 
cement â droite de l’helice B(v) le long de l’autre hâilce A (w) dans 3 
ou par deplacement â gauche de l’helice A(u) le long de l’helice B(v).

Alors nous obtenons comme surfaces de transposition (dans la rep- 
resentation canonique)
(5.9) X(u ,v) = A(u) B(v)
oû

A(u) = (ch(?chau)c0 + (sh9ch (1—a)u)e, + (ch9sha.u) e2 + (sh<?sh(l—a.)u)e3
B(v) = (sh'J'shav) e0 4-(ch'Psh(l—a'v) e} +(sh'i'chav)e2 4- (chWch<l — a)u)e3

Ces surfaces (9) correspondent aux mouvements â deux parametres 
dans qui se divisent en un produit de deux mouvements d’un para­
metre correspendants aux courbes A (w), B(v) dans9P-

(5.10) x(u) = A (u) x'A (u) , x(v) ■=• B (v) x'B (v)
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Si l’on represente ces mouvements d’un parametre en coordonnees, 
on obtient de (10) pour A(u).

x, — (c7ı2<Pc7i‘?au—s/ı’Vch2(1—alıra;/ (sh2(?shu'x'2 + (ch-Vsh au
4- shi<?sh2(l—a.)u)x'3

(5 11) x2 = (sh2(P sh(l — 2a)u)xl' + (ch <?',x2'— sh2<?ch(L — 2a)u)x3' 
x3- (.ch2<?sh2av—sh2c?sh2( 1 - a)u)xt'~fsh2<?chu)x2 +(ch:<?ch<xu 1 s7ı’<p 

c7ı2(l a)ci x3 
et pour B (v)

- (sh2ifch2av — ch^ch’-il—a)v)x/ ~(sh2'i,shv)x2' + (sh2^sh2av t- 
ch2sh2(l— a'ıv)x3*

(5.12) x2 - (sh2'I'sh 1—2a)v)x/ — (ch.'ff)x2 — (s7t2'Pc7ı1l—2a)«;)r3' 
x3=(sV't'sh2av -ch'Vsh'U—x}v)xl’—(sh2'¥chv)x2 +(sh 'Vch av r- 

c/ı’'Pc7ı2(l—a)v)x3

On peut se representer ces mouvements comme le roulement de la 
trajectoire polaire mobile sur la trajectoire polaire immobile.

On obtient de (11 pour la trajectoire polaire mobile resp. pour la 
trajectoire polaire immobile

S]Xj — (1—2a) ch ?sM>sh u 8}xt'- chyshVshtl - ?a)u
8lx2 = ach'<f> -(1— a.)sh7<p re 5]x2‘ = ach2tp—(1—alsTıfy
S]X3=—(1—2a)e7ıcPs7ı<Pc7ı u 8}x3= — cht?sh<?ch(l.—2a.)ıı

oü 5/= | a’c7ı?<?—(1—a)2s7ı7<p
et par analogie de (12)

62x1 = (1—2a) ch't'sh'Vsh, v 6zx/ = c7i'ps7ı'Ps7ı'1 —2a)v
82x2 = — (1—2a)c/ı?'I, + ash?'V resp S2x2’ = — (1—a ch2^ 4 ash'^f
52x3 - —(1—2a')ch'fsh'4'ch v 82r3 =—ch'J'sh *p 71'1—2a) v

ou 62j = | a’s7ı?'p — (1—a) |
Ce sont des cercles avec des rayons differents dans Q 2. Si Ton con- 

sidere d’autres genres de surfaces de transposition (9) on obtient comme 
des trajectoires polaires egalement des cercles, mais avec rayons diffe- 
rent.
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