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ONSOz

Mikemmel kod inga etme konusu, kodlama teorisinde son zamanlarda arastirma
konusu olan 6nemli konulardan biridir. Agikar olmayan mukemmel kod elde etme
bircok disiplinler arasi c¢alismalar agisindan o6nemlidir. Bunlardan birkagi
kombinatorik, kriptografi, cizge teorisi, grup teorisi ve geometri vb. olarak siralanabilir.
Bununla birlikte, mukemmel kod varliginin tespiti kodlama teorisinde en zor
problemlerden biri olmasindan dolayi ¢ok sayida arastirmaci tarafindan ele alinmis
bir konudur.

Mikemmel kod calismasi farkli metrik uzaylar ele alinarak calisiimistir. Ozellikle,
Hamming metrigi Gzerinde mikemmel kodlar ile ilgili farkli galismalar bulunmaktadir.
Bu metrik kullanilarak lineer kodlar igin farkli uzaylar Gzerinde Hamming siniri elde
edilmis ve bu sinirda esitlik olmasi durumunda mukemmel kod varliginin olup
olmadigi arastirmasi yapilmistir. Bu baglamda, TUBITAK tarafindan desteklenen
109T328 nolu bu projede de benzer bir calisma Homojen metrigi ele alinarak Galois
halkasinin 6zel durumlari olan halkalar Gzerinde bazi homojen agdirliklara goére
sinirlar elde edilmig ve esitlik durumlarinda mukemmel kod varliginin olup olmadigi
arastirmasi yapilmistir.
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OZET

Kodlama teorisinde agikar olmayan mukemmel kodun varhginin olup olmadigi
problemi en zor problemlerden bir tanesidir. Bu yizden arastirmacilar tarafindan
dikkatle ele alinarak farkli metrikler Uzerinde farkli metotlar Uretilerek problemin
zorlugu asiimaya calisiimistir. Bu ¢alismada, mukemmel kod varliginin olup olmadigi
Homojen metrigi ele alinarak cahlsilimisti. Homojen metrigine gbére Galois
halkalarinin 6zel durumlari Gzerinde belirli agirliklara gore lineer kodlar igin sinirlar
elde edilmigtir. Mikemmel kod varliginin olup olmadigi elde edilen sinirlarda esitlik
durumuna bakilarak irdelenmigtir. Esitlik durumunda agikar olmayan mukemmel kod
parametrelerini verecek pozitif tamsayi degerlerinin olup olmadidi arastirmasi
yapiimigtir.

Anahtar Kelimeler: Sinirlar, Lineer kodlar, Galois Halkalari, Homojen Agirliklar,
Mukemmel Kodlar

ABSTRACT

The topic of perfect codes is one of the most important and investigated recently
topics in coding theory. The study of nontrivial perfect codes is important from coding
point of view. However, the problem of the existence of perfect codes is one of the
most difficult problems in coding theory and it has been studied by many
researchers. In this study, we obtain bounds for error correcting codes of some
particular homogeneous weights over the special cases of Galois rings. We also
study these bounds to check the existence of perfect linear codes.

Keywords: Bounds, Linear Codes, Homogenous Weights, Galois Rings, Perfect
Codes



1. GIRIS

Preparata, Kerdock, vs. gibi iyi parametrelere sahip bazi lineer olmayan kodlar,
uzakligr koruyan Gray fonksiyonu yardimiyla bazi lineer Z, kodlarin gérintisu olarak
elde edilmistir. Bu ise lineer olmayan yani cebirsel olarak zayif bir yapiya sahip
kodlari, bazi 6zel halkalar Uzerinde taniml lineer yani cebirsel yapiya sahip kodlar
olarak temsil etme olanagi saglamistir. Bu nedene bagl olarak, bazi 6zel halkalar
uzerinde tanimh kodlari ve bu kodlar ile sonlu cisimler Uzerinde tanimli klasik kodlar
arasindaki iligkileri aragtirma yonelimi artmistir. Bu yondeki ¢alismalara bir 6rnek ise
Galois halkasi tzerinde tanimli ve homojen agirhga bagh kodlardir.

Kodlarin parametreleri kodlarin kapasiteleri hakkinda bilgi verir; o6rnegin hata
duzeltme yetenegdini gosterir. Dolayisiyla, kodlarin parametreleri arasindaki iligkileri
veren ve sinirlar olarak adlandirilan esitsizlikler 6nemlidir. Optimal yada mikemmel
olarak adlandirilan ve en iyi parametrelere sahip olan kodlar onemlidir. Bu tip
kodlarin var olup olmadiklarin ¢ok énemli bir problemdir. Bu sorular literattirde farkh
kod ve metriklere gore calisiilmaktadir. Bu ¢alismada Galois halkasi Gzerinde tanimli
ve homojen agirliga bagh olarak kodlar i¢in sinir esitsizligi ispat edilecektir. Bu
genellemenin 6zel bir hali olan Lee metrigine bagh olarak Z, (quaternary) kodlar igin

bir sinir esitsizligi verilecektir. Ayrica, bu siniri saglayan ve mukemmel kodlar olarak
adlandirilan kodlarin varligi arastirilacaktir. Mukemmel kodlarin varligi durumunda
ise belli bir parametre buyukligune kadar sonugclar arastirilarak listelenecektir.

2. GENEL BILGILER

2.1 Galois Halkasi, Lineer Kodlar ve Agirliklar

p asal bir sayl ve Z, :{(_),i,...,p—l} kimesi p asal saylya 6lumden kalan sayilar
sinifi olsun. Z, kimesinin bir cisim oldugu bilinmektedir. £ >1 igin Zpk sifir bolenli
bir halkadir. h(x)eZpA [x] polinomu 7. dereceden monik ve indirgenmeyen

(irreducible) bir polinom olsun. Bu durumda, R=Z , [x]/(h) bolim halkasi bir Galois
halkasidir.

R halkasinin idealleri,

seklinde olup (p) ideali R halkasinin tek maksimal idealidir. Ayrica, (p) maksimal
idealinin digindaki batln elemanlar tersinirdir (carpmaya gore tersleri vardir).

Tanim 2.1.1 R", R-modulunin bos olmayan bir R-alt modiline C lineer kodu
denir. C lineer kodun elemanlarina ise kods6z (codeword) denir. C lineer kodun
disindaki elemanlara ise s6z denir.



k=1 durumda R halkas! bir Galois cismidir. g = p" elemanli bir cisim F, ile gosterilir.
C, F, Uzerinde tanimli lineer kod olsun. Bu durumda C bir alt vektor uzayidir.

Tanim 2.1.2 x,ye F, vektorlerin farkl bilegenlerinin sayisina aralarindaki Hamming

uzaklik denir ve d,, (x,y) ile gosterilir.

x=(x,%,..x,) V& y=(y,¥,,...1,) ise
dH(x,y):‘{i:xl. ;tyl.}‘

dir. Ayni sekilde kodun Hamming minimum uzakhgi

d,(C)= mindu(~»)

x,yeC,x#y

dir. Kodlamada bir kodun uzunlugu, boyutu (ya da eleman sayisi) ile birlikte minimum
uzakhginin buydaklagua de gok dnemlidir.

Eder CcF,, boy(C)=k ve d,(C)=d ise C lineer kodun parametreleri [n,k,d|
seklinde gosterilir.
Cok iyi bilinen ve gesitli sonuglar elde edilmis Hamming uzakligindan baska Homojen

agirliga bagh
uzakhk tanimi Galois halkasi tUzerinde tanimli kodlar i¢in asagidaki gibidir:

Tanim 2.1.3 x < R olsun.

p*, xe(p) ve x#0
‘/Vhom(x)= pk_pk_li (p)
0, 0

seklinde R Galois halkasi elemanlar icin homojen agirlik denilen bir agirlik
fonksiyonu tanimlidir.

Tanim 2.1.3 incelendiginde R=Z,={0,1,2,3} halkasi icin w,, =w, 6zel hali elde

edilir. Bu ise,
w, (0) =0, (1) =1=w, (3).w, (2) =2
degerlerini verir ki bu ¢ok iyi bilinen Lee agirlik fonksiyonudur.

Tanim 2.1.4 ¢=(c,c,,....c,) € R" olmak Uzere,



n
Whom = z Whom (Ci) ’
i=1

¢ sO6zun homojen agirligi olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.5 x=(x,x,,...x, ),y =(,;,...,) € R" verilsin.

dhom (x’y)zzwhom (xi _yz)
i=1

seklinde tanimlanan d, _ fonksiyonuna x ile y arasindaki homojen uzaklik denir.

hom

Teorem 2.1.6 4, fonksiyonu bir metriktir.

2.2 Kod Parametrelerine Bagh Sinirlar ve Milkkemmel Kodlar

C, bir Galois cismi F, Uzerinde taniml lineer kod olsun. Eger C c F,', boy(C)=k ve

d, (C)=d ise C lineer kodun parametreleri [n,k,d| seklinde gésterilir.

Teorem 2.2.1 (Hamming Sinir)) C lineer kodun parametreleri [n,k,d] ve d(C)=d

olsun. Bu durumda,

2

i=0

|(d-1)/2] n i
( ](q_l) Sqn—k

i
iligkisi vardir.

Tanim 2.2.2 Teorem 2.2.1’de esitlik durumunu veren parametrelere sahip olan
lineer koda mukemmel lineer kod denir.

Galois halkasi Uzerinde tanimli lineer kodlarin yapilari ve buna bagh olarak tip
tanimlamalarini burada ele almayacagiz. Ancak konunun temelleri ile ilgili bilgiler [1]
gibi benzer kaynaklarda mevcuttur.

3. GEREG VE YONTEM

Bu arastirmada, Sapna ve digerleri [2] tarafindan yapilan calismadan esinlenerek,
literatirde henlz yapilmamis Galois halkalarinin 6zel durumlari Gzerinde tanimh
lineer kodlar igin homojen agirlik ve uzakligina bagli olarak bir Ust sinir elde
edilmistir. Bu Ust sinirin hesaplanmasi, lineer kodlarin cebirsel yapilarina bagli olarak
elde edilen kosetlerin sinif liderleri ve kosetlerin sayisina bagli olarak ve de lineer
kodun hata dizeltme kabiliyetine paralel olarak belli bir agirhiga sahip ya da daha
dusuk hata vektorlerin sayisinin hesaplanmasi ile elde edilmistir. Galois halkalari
uzerinde taniml lineer kodlarin eleman sayisi yani kod sozlerin sayisi lineer kodun
tipine bagh olarak irdelenecektir. Bu calismanin baslangici en temel ve dnemli bir



Galois halkas! olan Z, halkasidir. (TUBITAK bagvuru formu Bagari Olgitleri ve B

Plani kisminda belirtildigi Uzere dngorulmemis gelismelerle karsilagiimasi durumunda
neler yapilacagi ile ilgili en azindan Z, halkasi tzerinde homojen agirliga gore lineer

kodlar igin sinirlarin elde edilmesi ve mukemmel kod varliginin arastiriimasi
caligmasinin yapilacagi vurgulanmistir.) Bu noktada Z, halkasi GUzerinde homojen

agirhiga gore mukemmel lineer kodlarin var olmadigi sonucuna varilmistir. Bu
calisma Bulgular kisminda ele alinacaktir. Daha sonra sirasiyla Z,,Z, ve Zp,

halkalar Gzerinde benzer galigmalar yapilmis ve belli homojen agirliklara goére lineer
kodlar igin sinirlar elde edilmistir. Esitlik durumunda mukemmel kod parametrelerinin
elde edilip edilemedigi ¢alismasi yapilmistir. Fakat bu halkalar Gzerinde uygulanan
metodun daha genel hali olan halkalar Uzerine uygulanmasi ¢ok elverigli olmadigi
gOrulmustir. Bu problemin ilk ele aliniginda farkli metotlara da bagvurulmus (6rnegin
Gray izometrisi) fakat bu metodun Z,, Z, ve Zp, halkalar igin higbir sonug

vermedigi gozlenmistir. Butun ele alinan halkalar Gzerinde tanimli lineer kodlar igin
elde edilen sinir esitsizligine bagh olarak mukemmel kod tanimi verilmigtir.
Midkemmel kodlarin varligi bu esitsizligi saglayan parametrelerin var olup
olmamasina bagli oldugundan parametrelerin durumuna goére siniflandirma
yapiimigtir.

2] ’ 3[

4. BULGULAR
Bu projede elde edilen bulgular sirasiyla asagidaki gibidir:

a) Homojen agirliklarina bagh Z, halkasi Uzerinde lineer kodlar icin sinir elde

edilmis ve bu halka Uzerinde mukemmel lineer kod olmadigi Gray izometrisi
kullanilarak gosterilmistir. Z, halkasi Uzerindeki bu galisma Kisim 4.1’ de ele

alinmigtir.

b) Z, halkasi Uzerinde bazi belirli homojen agirliklara bagh hata dizelten

kodlar ic¢in sinirlar elde edilmis ve bu sinirlar kullanilarak bir hata duzelten
mukemmel kodlarin varliginin olmadigi sonucuna variimistir. Z , halkasi

Uzerindeki bu ¢calisma Kisim 4.2’de ele alinmistir.

c) Z, halkasi Uzerinde benzer calismalar yapilimis elde edilen sinirlara gore

mukemmel lineer kod parametrelerinin var olup olmadigi ¢galismasi yapimistir.
Z., halkasi uzerindeki bu calisma Kisim 4.3'te ele alinmistir.

d) b) ve c) de elde edilen bulgular [2] nolu makaledeki metot dikkate alinarak
elde edilmistir. Z, halkasina bakilmasinin sebebi bu metot uygulanarak daha

genel halkalar igin bir sonug verip veremeyecegini tespit etmektir. Fakat bu
metodun daha genel halkalar icin elverisli olmadigi sonucuna variimigtir.

e) Benzer calismalar, Z , halkasi Uzerinde agirhg t:(p—l)(p”) ya da daha

kUguk sdzler icin sonug verdigi sonucuna variimigtir.
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f) Daha genel halkalar igin sinirlar ile ilgili farkli metotlarin olup olamayacagi
literatlrden arastirimis ve danigsmanin yonlendirmesi sonucu [3-5] nolu
makaleler gézden gegcirilmistir. Fakat homojen agirliklarina bagli daha genel
halkalar icin benzer bir uygulamanin veya uygulamalarin elde edilmesi
problemin mevcut yaklasimlar ile ¢6zulmesinin zor oldugu kanaatine
variimigtir.

41 Z, halkasi lizerinde homojen agirliga bagh lineer kodlar icin sinir ve
mukemmel kodlar

41.1 Z,- Lineer Kodlar

Z,=1{0,1,2,3} lzerinde n uzunluklu bir C lineer kodu, Z) un Z, modiliinin bir

toplamsal alt modullu olarak tanimlanir. C serbest moduli, C kodunu geren lineer
bagimsiz elemanlardan olusan bir moduldur. C kodu, k, tane serbest ve k, tane

serbest olmayan baz igeriyorsa bu taktirde, C kodu (k.k,) tip kodu olarak
adlandirilir.

Z, kumesinin elemanlari olan 0,1,2 ve 3 Un homojen agirliklari sirasiyla 0,1,2 ve 1
seklindedir.

0, a=0
whom(a) =<1, a=13
2, a=2

Buna ek olarak, Z', deki » siral bir elemanin homojen agirligi bilesenlerinin homojen
agirliklarinin toplamina esittir yani, u = (u,,u,,...,u, ),v=(v,v,,...,v, ) € Z), olmak izere,

d, (u,v):IZ::WL (ul. _V,-)

dir. Z,- lineer kodun Lee agirligina egit olan sifirdan farkli minimum homojen uzakligi
d,. ile gosterilir. n uzunluklu, tipi (k,,k,) ve minimum homojen uzakligi 4, olan bir

Z,-lineer kod kisaca [n,(kl,l’cz),al,mm olarak ifade edilir.

Teorem 4.1.1.1 C, Z, uzerinde bir lineer kod olsun. Eger C, homojen agirhgi ¢ ye
esit ya da ¢ den kuguk tum hatalari duzeltirse, bu taktirde

Z
||éI 2thom(t)

11



dir. Burada || simgesi kumenin kardinalitesini ve Nhom(t) homojen agirhgi ¢ ye esit
ya da ¢ den kuguk hatalarin sayisini gosterir.

ispat: C toplamsal bir altgruptur. Eger C, homojen agirigi ¢ ye esit ya da ¢ den
klguk tum hatalar duzeltirse, bu taktirde buatin bu hatalar farkli eslenik siniflarina

dismelidir. Bu ylzden C nin kendisini iceren egslenik siniflarinin sayisi Nhom(t)
sayisina esit ya da daha buyuk olmalidir.

Sonug 4.1.1.2 C kodu tipi (k,k,) olan bir Z,- lineer kod olsun. Eger C, homojen
agirhg ¢ ye esit ya da ¢ den kiguk tum hatalari duzeltirse, bu taktirde

22rl 2k —k, > N

rom (1)

dir.

Tanim 4.1.1.3 Eger C tipi (k,,k,) olan bir Z,- lineer kod ve 2" = N

hom

(¢) ise, bu
taktirde C tipi (k.k,) olan Z,- lineer kodu, mikemmel Z,- lineer kodu olarak
adlandirilir.

4.1.2 Bazi Homojen Agirlikli Sé6zlerin Sayisi

Tanim 4.1.2.1 Homojen agirligi ¢ olan sozlerin sayisi hom( ) ile gOsterilecektir.

Lemma 4.1.2.2 C, n uzunluklu Z,- lineer kod olsun. Bu taktirde,

t/ZJ 5 i
2[ i
ne0-22°(0)2)

dir. Burada | .| sembolii taban fonksiyonudur.

Ornek 4.1.2.3

Homojen
Adirhiklarn

)

Soézlerin Sayisi

12



Tablo 1

Teorem 4.1.2.3 C, n uzunluklu Z,- lineer kod olsun. Bu taktirde,

%)=

i=0 \_ 1

dir.

ispat: Q qu polinomunu, Z', deki s6zlerin Lee agirlik yayihm polinomu olarak
i=0

tanimlayalim. Tablo 1 deki toplamlarin her bir birinci,ikinci, ... toplanilan rakamlari

siraslyla asagidaki po(x), D (x) polinomlarinin katsayilarina karsilik gelir. Yani,

po(x)=[gj (1+2x)’ Z‘g”[j

n n—1

X (1+2x)" = szx”z , B

i=0 l

n
Z 21’ xi+4
i=0

n
z 2ixi+6

i=0 l

[a—

S
i8]
—~~
=
~
Il
NN
R»
—~~
—
+
N
=
~
=
8
Il
NSRS
S
|
N
N—
N——

=
(=)}
—_
—
+
[\
=
~
=
b
I
w I
S
|
(98]
N—
N——

pl)=[ s 0 22y '=( Jz2(7)

seklindedir. Bu taktirde, Zn:pi(x):Q(x) elde edilir. Q(x) polinomunun i inci

i=1
katsayisi, homojen agirhgr i olan Z', deki s6zlerin sayisini verir. Diger taraftan,

13



dir.

4.1.3 Miikemmel Z,-Lineer ve ikili Kodlar

n uzunluklu bir ikili lineer kod F,' nin F, altuzayidir. F,’ deki bir n sirali bir v
s6zunun sifirdan farkl yerinin sayisi v nin Hamming agirhdi olarak adlandirilir ve
w, (v) olarak gosterilir. u ve v sézleri arasindaki Hamming uzakligi 4, (u,v) ile

gosterilir. C kodundaki kodsézlerin en kiiglk sifirdan farkli agirhgr w, (C) dir ve C
lineer oldugundan w,, (C) =4, (C) dir.

Z,- lineer kodlari ve ikili lineer kodlari arasindaki en onemli iligki [6] nolu makalede

A.R. Hammons Jr., P.V. Kumar, A.R. Calderbank, N.J.A. Sloane ve P. Sole
tarafindan kurulmustur. Bu makalede en iyi bilinen lineer olmayan ikili kodlar olan
Kerdock ve Prepeta Kodlar Gray eslemesi kullanilarak Z, - lineer kodlarin géruntust

olarak elde edilmigtir. Gray eslemesi olan ¢ sirasiyla 0,1,2 ve 3 sayilarini (0,0),
(0,1), (L1) ve (1,0) esler. Yapilan bu calismadan sonra, diger sonlu halkalar
uzerindeki kodlar ve Z,- lineer kodlar ile ilgili galismalar artarak gunumuze kadar
devam etmistir. Buna ek olarak, Gray eslemesi (Zj, Homojen uzaklik) dan

(Zi", Hamming uzakhk) e bir izometridir.
Asagidaki iyi bilinen lemma ikili kodlar ve Z, - lineer kodlar arasindaki iligkiyi verir.

Lemma 4.1.3.1 C kodu, n uzunluklu, tipi (k,k,) ve minimum homojen uzakligi
dyon (C)=d olan bir Z,- lineer kodu ve ¢ Gray eslemesi olsun. Bu taktirde, ¢(C) 2n
uzunluklu, minimum Hamming uzakhdi d,,,(C)=4d olan bir ikili bir koddur.

Lemma 4.1.3.2 (ikili Lineer Kodlar icin Hamming Siniri)

C kodu n uzunluklu, minimum uzakligi d ve eleman sayisi M =2"olan bir ikili bir
kod olsun. Bu taktirde,

dir.

14



Tanim 4.1.3.3 Hamming sinirinda esitlik durumu varsa ikili lineer kodlar, mikemmel
lineer kodlar olarak adlandirilir.

Ikili mikemmel kodlar agagdidaki iyi bilinen teoremle karakterize ediimektedir.

Teorem 4.1.3.4 ([7]) ¢ asalin bir kuvveti olmak Uzere; asikar olmayan mikemmel
¢’lu kod, Hamming ([2’—1,2’—r—1,3],r22) ya da Golay ([23,12,7]) kodlarindan
birisinin parametreleriyle ayni parametrelere sahip olmalidir.

Teorem 4.1.3.5 C, n uzunluklu, tipi (k,k,) olan bir Z,- lineer kod olsun. Eger C
kodu ¢- hata diizelten miikemmel Z,- lineer kod ise bu taktirde, ¢(C)=C kodu -
hata dlzelten mukemmel Z, - lineer koddur.

Ispat: Ispati, tanimlari kullanarak elde edelim. C, n uzunluklu, tipi (k,,%,) olan bir
Z,- lineer kod oldugundan,

i=0 \_ !

/2]
M) (7 |

esitligi saglanir. ¢(C) fonksiyonunun eleman sayisi M =2 ve bu ikili kodun
uzunlugu 2n oldugundan, mikemmel ikili kodun tanimindan ¢(C) kodu ¢- hata
dizelten mukemmel Z, - lineer koddur.

Cift uzunluga sahip asikar olmayan mukemmel ikili bir kod olmadigindan asagida
verilecek sonug aciktir.

Sonug 4.1.3.6 Tek veya ¢ift uzunluga sahip asikar olmayan mukemmel Z,- lineer
kod yoktur.

Kisim 4.1’de elde edilen sonuglar, uluslar arasi bir konferansta sunulmustur [8]. Ayni
zamanda, Z, halkasi Uzerinde elde edilen bu sonuglar uluslar arasi bir yayin olarak

basiimistir ve ekte sunulmustur [9].

4.2 Z, halkasi uzerinde homojen agirliga bagh lineer kodlar igin sinir ve
mukemmel kodlar

Kisim 4.1'de verilen Gray izometriden yararlanilarak mukemmel Z,-lineer kod olup
olmadigini arastirma isleminin Z_, halkasinda ise yaramadigi gorulmustir. Bu
yuzden, Z, halkasi Uzerinde mukemmel lineer kod varligi [2] nolu kaynak baz
alinarak agagidaki metotla ele alinmistir:

V' vektor uzayi ve C c V bir lineer kod olsun. Bu taktirde;
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y
ﬁ = agirlig1 ¢ ya da daha kiigiik vektor sayisi (1)

dir. EQer, esitlik verilen parametreler igin saglaniyorsa bu parametreler igin

mukemmel kod olabilecegi sonucuna varillir.

421 Z, halkasi uzerinde belli homojen agirliga sahip soézlerin sayisinin
belirlenmesi

[>23 olmak Uzere; Z, halkasl icin homojen agirlik asagidaki gibi tanimlanir:

2 xe 2HZZ,
Wiom (X) = 277, xe 2HZZ,
o , x=0.

Z, halkasi uzerinde verilen homojen agirlik tanimi baz alinarak belli z homojen

agirliklara sahip sozlerin sayisi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2. Homojen Agirliklari ¢ olan sozlerin sayisi
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t=9.(27)>(2' -
; i(n\(n—4

+(2'-2) (4 ( | j

Yukaridaki elde edilen sonuglar asagidaki teorem kolayca genellestirilebilir:

Teorem 4.2.1.1 Homojen agirhgi zzr-(z’*z) olan kodsozlerin sayisi; sng olmak

.. S (ol _o) n\ n—i klindendir.
tzere Y ( ) (,j[r_zl_ seklindendir

1

4.2.2 Z, halkas! iizerinde agirhg t=2"" ya da daha kiigiik olan sozlerin

sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Bu alt bolumde bazi 6zel agirliklar icin mukemmel kodlarin varlik problemi
arastirilacaktir.

Agirhgr ¢t =2 ya da daha kiigiik olan s6zlerin sayisi Tablo 2 araciligiyla,
(2'-2)n+1

dir. Verilen n uzunluk parametresine gore mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:

(2’—2)n+1=2“. (2)

Burada |V'|=2" oldugundan ve |C|=a alinirsa,
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elde edilir. In—a degeri s ile gosterilecektir.

s =0 durumu, s6z sayisl su anda incelenen ve daha sonra incelenecek agirliklara
gbre hicbir zaman 1 degerini vermediginden moduler aritmetige gore yapilacak
incelemelerde dikkate alinmayacaktir.

(2) nolu esitlik mod 2 ye gore incelenirse;
(2'-2)n+1=2" mod2
2(2""~1)n+1=2" mod2
I1=0 mod2

elde edilir. Bu ise n parametresi igin agirhgi ¢ =2 ya da daha kiigiik olan sézler igin

mukemmel lineer kod olmadigi sonucuna ulagtirmaktadir.

Sonug 4.2.2.1 Z , halkas! uzerinde agirligi ¢ = 2" ya da daha kiiguik olan sézler igin

mukemmel kod yoktur.

4.23 Z, halkas! uzerinde agirhig t=2"" ya da daha kiigiik olan sézlerin

sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirhgr ¢+ =2"" ya da daha kiglk olan sézlerin sayisi Tablo 2 araciligiyla,

(2'-2) @[Z}(z —2)£g]£7]+n 1

dir. Verilen n uzunluk parametresine gore mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:
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(2 —2)2(gj[;j+(2’ —2)[@[?}%1:25. (3)

(3) nolu esitlik mod 2 ye gore incelenirse;

(2 -2 (gjg}u(z’ —2)[3}[:’}%1 =2 mod2

n+1=0 mod2

n= mod 2

elde edilir. Bu ise n parametresinin tek say! olabilecegini gosterir. Dolayisiyla n

uzunluk parametresi ¢ift degerleri alamaz.

Agirhg ¢t =2""' ya da daha kiglk olan sozlerin sayisi asagidaki gibi yazilabilir:
427 1) | D e2(2 <) ntn 1. (4)
2

n tek sayl oldugunda (4) nolu ifadenin 2 sayisinin bir kuvveti olup olmadigini
irdeleyelim. (Zj ifadesi bir pozitif tamsayl olacagindan 1. ifade en az 2 tane 2

carpani icerir. Benzer sekilde, n ve (2"1 —1) tek sayilar oldugundan 2. ifade sadece

bir tane 2 carpani igerir. 3. ifade olan n+1 ise ¢ift sayidir. Eger n=3,7,11,... gibi tek

sayillardan olusuyorsa n+1 deQeri en az 2 tane 2 c¢arpani igerir. Dolayisiyla bu
durumlar g6z énune alinarak (4) nolu ifade 2 ¢arpani parantezine alinirsa asagidaki

gibi bir durum elde edilir:

2(C+T+C)=2T.

Dolayisiyla 2T # 2° olamayacagindan n =4x+3 degerini alan uzunluk parametreleri

icin mikemmel kod olamayacagi sonucuna varilir. Burada, T herhangi bir tek sayiyi
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ve (¢ herhangi bir ¢ift saylyr temsil etmektedir. (4) nolu ifade g6z 6nune alinirsa T

hicbir zaman 1 degerini alamaz.

Kabul edelim ki n=4x+1 olsun. Bu deger (3) nolu esitlikte yerine yazilip

dizenlenirse;

32(27 1) 2 +8(27 1) x+8(27 ~1)x+2(27 1)+ dx+2=2° (5)
elde edilir. (5) nolu esitligin her iki tarafi 4 e bollunarse;

8(27 1) +2(27 —1) x42(27 —1)x 422 4 x =2 (6)

bulunur. (6) nolu esitligin saglanmasi igin x =2x, olmasi gerekir. Bu deger (6) nolu

egitlikte yerine yazilip 2 ile bolundrse,
16(27 1) x> +2(27 ~1) x +2(27 —1)x, 422 4, =27 (7)

elde edilir. (7) nolu esitligin saglanabilmesi igin x, = 2x, olmasi gerekir. Bu deger (7)

nolu esitlikte yerine yazilip 2 ile boltunarse,

32(27 1) %2 +2(27 1) g +2(27 — 1), 42 4, =2 (8)
(7) ve (8) nolu esitliklerden gorulur ki asagidaki gibi bir degerde denklem sonlanir:
2 (27 1) 2 4227 1) x4 2(27 1), b 4122 9)

Burada x, bir tek sayidir. x =2r+1 olsun. (9) nolu esitlikte yerine yazilip

duzenlenirse;
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2/+1(21_1 _1)2 452 +2(21_1 _1)2 4r+2/+1(21_1 _1)2 +4(21_1 _1)2r+2(21_1 _1)2 o)
+4(27 =1)r+2(27 1)+ 27 +2=2""

(10) nolu esitlik mod 4 e gore isleme alinirsa,

2r+2=0 mod4

elde edilir. Buradan r =2z +1 seklindedir. Dolayisiyla n=4x+1=2'(4z+3)+1 olur. Bu

deger (3) nolu esitlikte yerine yazilirsa;

2/ (4z+3)+1)2"" (4z+3)
2

(2'-2) (

+(2'-2)(2' (42 +3)+1)+2' (4z+3)+2=2’ (11)

(11) nolu esitlik 2 ye bolunur ve mod 2 e gore isleme alinirsa geligki 1=0 mod?2

sonucu elde edilir. Bu da n=4x+1 degerinin olamayacagini gosterir. n tek sayilar
ya n=4x+1 ya da n=4x+3 oldugundan n tek sayilari igcin mukemmel kod yoktur

sonucuna varilir.

Sonug 4.2.3.1 Z , halkasi uzerinde agirhgi ¢ = 2" ya da daha kiiglik olan sézler igin

mukemmel kod yoktur.

Not 4.2.3.2 Kisim 4.2.3’te ele alinan muikemmel kod olup olmadigi icin yapilan
islemler yayina kabul edilen [10] nolu makalede diskriminant metodu kullanilarak
daha kisa bir sekilde mukemmel kod olmadigi sonucuna ulastirmigtir. Fakat Kisim
4.2.3te ele alinan yerine koyarak yapilan islemler Gelisme raporu 3'te ifade

edilmistir.

4.2.4 7, halkas! iizerinde agirhig t=3.2"" ya da daha kiigiik olan sozlerin

sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirhg ¢ =3.2"7 ya da daha kiglk olan hata vektor sayisi Tablo 2 araciligiyla,
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- (o)) - )52 | ljj +n+l (12)

dir. Verilen n uzunluk parametresine gére mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:

AR

(13) nolu esitlik mod 2 ye gore incelenirse;

(2"—2)3(3][Z]+(2"—2)2[g]£2]+(2"—2) (1 ljj tn+1=2"=2" mod2

n+1=0 mod 2

n= mod 2

elde edilir. Bu ise n degerinin tek sayi olabilecegini gosterir. Dolayisiyla n uzunluk

parametresi ¢ift degerleri alamaz.

n tek sayl oldugunda (13) nolu ifadenin 2 sayisinin bir kuvveti olup olmadigini

irdeleyelim. (n] ifadesi bir pozitif tamsay! olacagindan 1. ifade en az 3 tane 2

carpani igerir. Benzer sekilde, (ZJ ifadesi bir pozitif tamsayi olacagindan 2. ifade en

az 2 tane 2 carpani icerir. n tek oldugundan parantez ici ¢ift olur ve (2’ —2) sayisi 1

tane 2 carpani igerir. 4. ifade olan n+1 ise ¢ift sayidir. Eger n=3,7,11,... gibi tek

sayllardan olusuyorsa n+1 de@eri en az 2 tane 2 c¢arpani igerir. Dolayisiyla bu
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durumlar géz 6nune alinarak (13) nolu ifade 2 ¢arpani parantezine alinirsa asagidaki

gibi bir durum elde edilir:

2(C+C+C+T)=2T.

Dolayisiyla 2T #2° olamayacagindan n =4x+3 deg@erini alan uzunluk parametreleri
icin mukemmel kod olamayacag! sonucuna varilir. Burada, T herhangi bir tek sayiyi
ve C herhangi bir ¢ift sayiyl temsil etmektedir. (17) nolu ifade géz énline alinirsa T
hicbir zaman 1 degerini alamaz. n=4x+1 degerleri icin mukemmel kod olup

olamayacag! Uzerinde galisiimaktadir.

Sonug 4.2.4.1 Z , halkasi Uzerinde n =4x+3 seklindeki n tek sayi degerleri diginda

agirhg ¢t =27 ya da daha kiiciik olan hata vektérleri icin milkemmel kod yoktur.

Kisim 4.2’'de Z, halkasi Uzerinde elde edilen sonuglar uluslar arasi yayin (SCI)
olarak yayina kabul edilmistir ve ekte sunulmustur [10]. Ayni zamanda, Z, halkasi

uzerinde uzunluk parametresi n=2" ise asagidaki sonuca ulasiimigtir ve bu sonug¢
ekte de sunulan uluslar arasi bir konferansta sunulmus ve tam metin olarak Procedia
Computer Science dergisinde yayina kabul edilmistir [11].

Sonug 4.24.2 n=2" olmak Uzere, Z, halkasi Uzerinde homojen agirhgi ¢ ya da
daha kuguk sozler icin mukemmel kod yoktur.

4.3 Z, halkasi uzerinde homojen agirliga bagh lineer kodlar icin sinir ve
miikemmel kodlar

Kisim 4.2'de ele alinan metot, belli homojen agirliklar baz alinarak Z, halkasi igin

uygulanmigtir. Benzer gekilde (1) nolu esitlik kullanilarak bu halka Uzerinde lineer
kodlar igin bir sinir elde edilmistir ve bu sinir sayesinde muikemmel kod

parametrelerinin var olup olmadigi ¢alismasi yapiimigtir.

4.3.1 Z, halkasi lzerinde belli homojen agirliga sahip soézlerin sayisinin
belirlenmesi

I'>1 olmak Uzere; Z, halkasi igcin homojen agirlik asagidaki gibi tanimlanir:
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3 xe 3HZZ,
Wiom (X) = 237, x¢ 3HZZ,
0 , x=0.

Z, halkasi Uzerinde verilen homojen agirlik tanimi baz alinarak belli 1 homojen

agirliklara sahip sozlerin sayisi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3. Homojen Agirliklari ¢ olan sozlerin sayisi

4.3.2 Z, halkasi uzerinde agirhig t=2.3"7 ya da daha kiigiik olan soézlerin

sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirhgi ¢ =2.3"7 ya da daha kiglk olan sozlerin sayisi Tablo 3 araciligiyla,

(31—3)n+1
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dir. Verilen n uzunluk parametresine gore mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:

(3'=3)n+1=3". (14)
Burada |V'|=3" oldugundan ve |C|=a alinirsa,

4

— 3111—a

€]

elde edilir. In—a degeri s ile gosterilecektir.

s =0 durumu, s6z sayisi su anda incelenen ve daha sonra incelenecek agirliklara
gore higbir zaman 1 degerini vermediginden moduler aritmetie gore yapilacak

incelemelerde dikkate alinmayacaktir.

(14) nolu esitlik mod 3 ye gore incelenirse;
(3'-3)n+1=3" mod3

3(3/_1—1)n+1:3“' mod 3
1=0 mod3

elde edilir. Bu ise n parametresi icin agirhgi +=2.3"" ya da daha klgik olan s6zler

icin mukemmel lineer kod olmadigl sonucuna ulastirmaktadir.

Sonug 4.3.2.1 Z, halkasi lzerinde agirigi 1=2.3"" ya da daha kigik olan sézler

icin mukemmel kod yoktur.

4.3.3 Z, halkas! iizerinde agirhg t=3"" ya da daha kiigiik olan sozlerin

sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirhgr ¢+ =3"" ya da daha kiiclik olan sozlerin sayisi Tablo 3 araciligiyla,
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o)

dir. Verilen n uzunluk parametresine gore mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:

(Z}L(s’ —3)[1’}2(:’}:3*‘. (15)

(15) nolu esitlikte asagidaki gibi dizenlemeler yapllirsa,

1+(3l—3)n+2n:3s

1+(3f—1)n=3s
(3’—1)n=3“—1
3]
"y

elde edilir. Burada /, s pozitif tamsayisinin bir ¢arpani ise n parametreleri elde
edilebilir. Ornegin, s =4 ve [ =2 degerleri igin n =10 parametre dederi elde edilir.

Sonug 4.3.3.1 /, s degerinin bir carpani degil ise, Z, halkasi lzerinde agirgr ¢ =3""

ya da daha kuguk olan sozler igin mukemmel kod yoktur.

4.3.4 Z, halkas! iizerinde agirhg t=4.3"" ya da daha kiigiik olan s&zlerin

sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirhgr ¢+ =4.3"7 ya da daha kiigiik olan hata vektdr sayisi Tablo 3 araciligiyla,
n ! n n ! 2(n
(O]+(3 —3)(1]+z[1]+(3 -3) [2]
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dir. Verilen n uzunluk parametresine gore mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:

(3}(3/_3)[?}2@*(3/‘3)2@”' (16)

(16) nolu denklem duzenlenirse;

21 21
SRR FC O D ST QELEY
2 2 2 2

elde edilir. MUikemmel kod olup olmadigi tespiti asagidaki gibi incelenir:
(3% =23 +9)n” + (-3 +8.3' ~11)n+2=23""", (17)
(17) nolu denklemin her iki tarafi 2 ile garpilir ve gerekli dizenlemeler yapllirsa;

(32’ —2.3M" +9)n2 +(—32’ +8.3' 1 1)n +2=23""F

(18)
(32' -6.3 +9}n2 +[—32l +8.3 —llln +2-23 =0
- | — —_—

a b c

elde edilir. (18) nolu denklemin diskriminanti asagidaki gibi elde edilir:

A=b"—-4ac
=(-3"+8.3 —11)2 ~4(3"-6.3 +9)(2—2.3°‘)

(3" +83' ~11) +4(3% —6.3' +9)(23* -2) (19)

Son esitlik incelendiginde [>2 igin her zaman pozitiftir. Yani A >0 dir. Dolayisiyla
(19) nolu denklemin pozitif iki kokiu vardir. Bu koklerin pozitif bir tamsayi olup
olmadigi ile ilgili calisma yapmak gerekmektedir.Eger bu kokler tamsayi degilse bu
takdirde boyle n degerleri bulunamayacagindan mukemmel kod yoktur sonucuna
varilir.

Bu kokler;

oA bdA (20)
2a 2a

dir. Her iki kdkun igerisinde bulunan VA nin durumunu incelemek gerekir.

Ja =\/(—32’ +83' —11) +4(3% =63 +9)(2.3° -2) 21)
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ifadesi icin delta kdkin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde (20) nolu kékler hi¢bir zaman

pozitif bir tamsayi olamaz. Bu yiizden, JA nin durumunu asagidaki gibi ti¢ farkls
sekilde inceleyebiliriz:

(i) I=s

(ii) s >/
(i) s </

(i) /=s olsun. Bu taktirde, (21) nolu denklem

JA = \/(—3” +8.3' -1 1)2 +4(3"-63'+9)(2.3' -2) (22)

olur. (22) nolu denklemde x=31alln|rsa,

JZ:\/(x2 ~8x+11) +8(x> ~6x+9)(x~1)

= Jx* —8x3 +30x> —56x +49

= (x2 —4x+7)2 (23)
:‘xz —4x+7‘
:‘(x—2)2 +3\
elde edilir. (23) nolu ifade de mutlak degerin i¢i daima pozitif oldugundan,
JA=x*—4x+7 (24)

olarak elde edilir. (24) nolu denklem (20) nolu koklerde sirasiyla yerine yazilirsa,

—b—/A
l/i =
2a
—(—321 +8.3 —11)—(x2 —4x+7)
2(32’ -6.3 +9)
B x> =8x+11-x>+4x-7
2(x* —6x+9) (25)
_A(x-1)
2(x—3)2
_ 5 (x—l)2
(x-3)
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elde edilir. (25) nolu esitlikte x=3' ve />2 oldugundan r koku her zaman negatiftir.
Dolayisiyla, r pozitif degeri ile ilgilendigimizden burada ¢6zim yoktur. Diger kokte
yerine yazilirsa,

—b+A
Eh 2a
B —(—32’ +8.3 -1 1)+(x2 ~4x+7)
- 2(3-6.3'+9)

B X —8x+11+x*—4x+7
2x* —12x+18 (26)
B 2x* —12x+18

2x* —12x+18
=1

elde edilir. (26) nolu esgitlikte », koku istenilen deger olan pozitif tamsay degeri olarak
elde edilir. Yani, n=1 dir.

(ii) s>/ olsun. s>/ ise s=1[+k yazilabilir. Burada, k£ =0 dir.

(21) nolu ifadede s=/+k ve x=3'(/>2) yazlirsa,

JA =\/(—321 +83 —11) +4(3" -6.3' +9)(2.3" -2)

=\/(x2 ~8x+11) +8(x* —6x+9)(x3" ~1)

:\/x4 +(-16+8.3°)x* +(78-48.3 ) x” + (128 +72.3") + 49
elde edilir. Pozitif tamsayi kokler ilgi alanimizda oldugundan,
x4+ (—16+8.3")x +(78-48.3" ) x* +(-128+72.3" ) + 49 = (ax’ +bx+c)2 (27)

seklinde olmaldir. (27) nolu esitligin sag tarafi acik bir sekilde yazilip polinom esitligi
kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

x* +(—16+8.3k)x3 +(78—48.3")x2 +(-128+ 72.3")+49 = a’x* +2abx’ +(b2 + 2ac)x2 +2bcx +

ise
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a’=1 (28.1)

2ab=-16+8.3" (28.2)
b* +2ac="78—48.3" (28.3) (28)
2bc=—-128+72.3" (28.4)
> =49 (28.5)

dir. 4 durum mevcuttur:
a)a=1lc=7
(28.2) ve (28.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83"=>bh=-8+4.3" (29.1)

(29)
b* +14=78-48.3" (29.2)

elde edilir. (29.1), (29.2) de yerine yazilirsa,

(-8+43") +14=78-48.3"

= 64-64.3" +16.3* +14 =78 -48.3"
=163 -16.3*=0

=3 (3" -1)=0

elde edilir. 3" #0 oldugundan 3* =1= k =0 bulunur. Fakat k=0 dir. Dolayisiyla bu
esitlik saglanmaz.

b) a=1lc=-7

(28.2) ve (28.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83"=b=-8+4.3" (30.1)

(30)
b —14="78-48.3" (30.2)

elde edilir. (30.1), (30.2) de yerine yazilirsa,

(-8+43" )2 _14=78-483"
— 64— 643" +16.3% —14 = 78— 48 3
—16.3% 163" -28 =0

=4m’ —4m-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3* degerleri bu denklem igin
her zaman irrasyonel elde edilir.
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c)a=-1lc=7
(28.2) ve (28.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

—2b=-16+8.3" =bh=8-43" (31.1)

(31)
b>—14="78-48.3" (31.2)

elde edilir. (31.1), (31.2) de yerine yazilirsa,

(843" )2 _14=78—48.3"
= 64-64.3" +16.3* —14=78-48.3"
=163*-16.3"-28=0

=4m’ —4m-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3* degerleri bu denklem igin
her zaman irrasyonel elde edilir.

d) a=-1,c=-7
(28.2) ve (28.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83" =b=8-43" (32.1)
b> +14=78—48.3" (32.2)

elde edilir. (32.1), (32.2) de yerine yazilirsa,

(8-43") +14=78-483"

= 64-64.3" +16.3* +14 =78 -48.3"
=16.3*-16.3"=0

=3 (3-1)=0

elde edilir. 3" #0 oldugundan 3* =1= k=0 bulunur. Fakat k=0 dir. Dolayisiyla bu
esitlik saglanmaz.

Bu 4 durumdan da gorulecegi uzere, JA degeri s>/ icin kok disina g¢ikamaz.
Dolayisiyla kokler her zaman irrasyonel say!i olarak elde edilir.

(iii) s</ olsun. s</ ise I=s+k yani s =[—k yazilabilir. Burada, £ =0 dir.

(21) nolu ifadede s=/-k ve x=3'(/>2) yazlirsa,
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JA =\/(—321 +83 —11) +4(3" -6.3' +9)(2.3 -2)

- \/(x2 ~8x+11) +8(x* —6x+9)(x37 1)

= Jxt+(-16+837 )2t +(78-48.37 ) x>+ (~128+72.37" ) +49
elde edilir. Pozitif tamsayi kokler ilgi alanimizda oldugundan,
x4+ (-16+8.37)x* +(78-48.37 )x” +(-128+7237) +49 = (ax’ +bx+c)2 (33)

seklinde olmaldir. (33) nolu esitligin sag tarafi acik bir sekilde yazilip polinom esitligi
kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

x* +(—16+8.3”‘)x3 +(78—48.3”‘)x2 +(—128+ 72.3*")+49 = a’x* +2abx’ +(b2 +2ac)x2 +2bcx + ¢

ise

a’=1 (34.1)

2ab=-16+83" (34.2)

b* +2ac=78-48.37* (34.3) (34)
2bc =—128+72.37* (34.4)

> =49 (34.5)

dir. 4 durum mevcuttur:
a)a=1lc=7
(34.2) ve (34.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83"  =>bh=-8+43" (35.1)
b*+14=78-483"* (35.2)

elde edilir. (35.1), (35.2) de yerine yazilirsa,

(-8+43%) +14=78-483"

= 64-643" +163% +14=78-483"*
=163% 163" =0
=3*(3%-1)=0

elde edilir. 3% %0 oldugundan 3™ =1= k=0 bulunur. Fakat k=0 dir. Dolayisiyla
bu esitlik saglanmaz.
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b) a=1lc=-7
(34.2) ve (34.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83" =>b=-8+43" (36.1)

(36)
b’ —14=78-483" (36.2)

elde edilir. (36.1), (36.2) de yerine yazilirsa,

(-8+4.3" )2 _14=78-483
=64-643"+163 -14=78-48.37*
=163%*-16.3"-28=0

=4m’ —4m-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3* degerleri bu denklem igin
her zaman irrasyonel elde edilir.

Cc)a=-1lc=7
(34.2) ve (34.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

—2b=-16+83"=>b=8-43" (37.1)

(37)
b’ —14=78-483" (37.2)

elde edilir. (37.1), (37.2) de yerine yazilirsa,

(8-4.3" )2 _14=78-48.3
=64-643"+163 -14=78-48.37*
=163%*-16.3"-28=0

=4m’ —4m-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3™ degerleri bu denklem
icin her zaman irrasyonel elde edilir.

d) a=-1,c=-7
(34.2) ve (34.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

—2b=-16+83"=>b=8-43" (38.1)

(38)
b +14=78-483* (38.2)

elde edilir. (38.1), (38.2) de yerine yazilirsa,
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(8-437%) +14=78-483"

= 64-643" 41637 +14=78-48.3""
=163 -163"=0
=3*(3%-1)=0

elde edilir. 3% %0 oldugundan 3*=1=k=0 bulunur. Fakat k=0 dir. Dolayisiyla
bu esitlik saglanmaz.

Bu 4 durumdan da gorulecegi uzere, JA degeri [>s icin kok disina g¢ikamaz.
Dolayisiyla kokler her zaman irrasyonel say!i olarak elde edilir.

Sonug 4.3.4.1 Z, halkasi lzerinde agirigi 1=4.3"" ya da daha kiglk olan sézler

icin mukemmel kod yoktur.

Kisim 4.3’te elde edilen sonuglar uluslar arasi bir konferansta sunulmustur. Ayni

zamanda tam metin olarak konferans kitapgiginda basima kabul edilmistir [12].

4.4 Zp, halkasi uzerinde homojen agiriga bagh lineer kodlar igin sinir ve

miikemmel kodlar

Bu kisimda, p >2 asal olmak Uzere Zp, halkasi igin belli homojen agirliklarina gore

sozlerin sayisi elde edilmigtir. Ayrica, Tablo 4 kullanilarak diger kisimlarda elde
edilen c¢alismalar baz alinarak lineer kodlar icin sinirlar elde edilebilecegdi

gorulmustir. Ek olarak, (1) nolu makaledeki metot kullanilarak agirligi

tZ(p—l)(p/_z) ya da daha kuiglik olan s6zlerin sayisina gére mikemmel kod varligi

incelenmisgtir.

441 Zp, halkasi uzerinde belli homojen agirliga sahip sozlerin sayisinin

belirlenmesi
[>1 ve p>2 asal bir sayl olmak Uzere; Zp, halkasi i¢in homojen agirlik asagidaki

gibi tanimlanir:
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Zp, halkasi Uzerinde verilen homojen agirlik tanimi baz alinarak belli # homojen

agirliklara sahip sozlerin sayisi asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 4. Homojen Agirliklari  olan sozlerin sayisi
=0(n) > (/=0 [}
t=(p=1)(r7) > (¥ —P)m

442 Z, halkas: lzerinde agirhgi t=(p—1)(p"2) ya da daha kiigiik olan

sozlerin sayisina géore miikkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agitigi t=(p-1)(p"?) ya da daha kiigiik olan sozlerin sayisi Tablo 4 araciliglyla,

(pl—p)n+l

dir. Verilen n uzunluk parametresine gore mukemmel kod olup olamayacagini

incelemek igin (1) nolu esitlik araciligiyla asagidaki esitligin incelenmesi gerekir:
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(pl—p)n+1:p5. (39)
Burada |V'|=p" oldugundan ve |C|=a alinirsa,

In—a

I
€]

elde edilir. In—a degeri s ile gosterilecektir.
s =0 durumu, s6z sayisl su anda incelenen ve daha sonra incelenecek agirliklara
gére hicbir zaman 1 degerini vermediginden moduler aritmetige gore yapilacak

incelemelerde dikkate alinmayacaktir.

(39) nolu esitlik mod p ye gore incelenirse;

(pl—p)n+1=p“ mod p
p(pl_l—l)n+1:ps mod p
I1=0 modp

elde edilir. Bu ise n uzunluk parametresi igin agirigi t=(p-1)(p'”) ya da daha

kUguk olan sozler icin mukemmel lineer kod olmadidi sonucuna ulastirmaktadir.

Sonug 4.4.2.1 Z ; halkasi Uzerinde agirhgi tz(p—l)(p/_z) ya da daha kiglk olan

sozler igin mukemmel kod yoktur.

5. SONUG

Bu calismada, ele alinan metotlara gére homojen agiriga bagh Galois halkasinin
Ozel durumlari icin kismi sonuglar elde edilmistir. Belli homojen agirliklara gore bu
halkalar Uzerinde lineer kodlar icin sinirlar elde edilmistir. Bu sinirlarda esitlik durumu
incelenmis ve bu inceleme sonucunda mikemmel lineer kodlarin var olup olmadigi
sonucuna variimistir. Galois halkalarinin ailesinden ve kodlama teorisinde en ¢ok
uygulama bulmus ailesinden olan Z_, halkasi Uzerinde kodlar i¢in Bu projede

mukemmel kod varligi problemine ¢6zUm sunulmustur. Genelde ise Zp, halkasi
uzerindeki kodlarin mikemmel olmasi igin gerek sart elde edilmistir ve p =3 durumu
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ile genelde p durumunun o6zel agirhkh mukemmel kod varligi problemine ¢6zim
sunulmustur.

Ancak, gelisme raporlari boyunca kullanilan metotlar ve burada (1) nolu kaynakta ele
alinan metot, Galois halkalar Gzerinde homojen agirliga bagh agirhg1 ¢ ya da daha
kiguk olan sozler icin mukemmel kodun var olup olmadigini 6zel durumlar disinda
dogrudan sdylememize olanak vermemektedir. Dolayisiyla, Galois halkalari Gzerinde
homojen agirliga bagli agirligi ¢+ ya da daha kiguk olan sozler i¢cin mikemmel kodun
var olup olmadigini dogrudan elde edilebilecek bir metot problemin ¢6zimunu
kolaylastiracaktir. Yaptigimiz galismalar ve proje deneyimim suresince direkt bir
yontemin varhdini destekleyecek bir bulguya rastlanmamistir. Bu nedenle projenin
sonuglarini daha ileriye tagsima problemi dnimuzdeki yillarda da arastirmacilarin
dikkatini cekecek énemli bir problem olarak gindemde kalmaya devam edecektir.

37



KAYNAKLAR

10.

11.

12.

. WAN Z.X., Quaternary Codes, Vol:8, World Scientific Pub., Singapore, (1997). Pp: 77.

JAIN S., Nam K.B., Lee K.S., On Some Perfect Codes with Respect to Lee Metric, Linear
Algebra and Its Applications, 405, 104-120, (2005).

QUISTOREFF J., New Upper Bounds on Lee Codes, Discrete Applied Mathematics, 154,
10, 1510-1521, (2006).

ASTOLA J.T., An Elias-type Bound for Lee Codes over Large Alphabets and Its
Applications to Perfect Codes, IEEE Trans Inform Theory, 28, 111-113, (1982).

GREFERATH M., O’Sullivan M.E., On Bounds for Codes over Frobenius Rings under
Homogeneous Weights, Discrete Mathematics, 289, 11-24, (2004).

HAMMONS A.R., Kumar Jr. P.V., Calderbank A.R., Sloane N.J., Sole P., The Z,-

Linearity of Kerdock, Preparata, Goethals and Related Codes, IEEE Trans Inform
Theory, 40, 304-319, (1994).

. TIETAVAINEN A., On the Nonexistence of Perfect Codes over Finite Fields, SIAM J.

Appl. Math., 24, 88-96, (1973).

SIAP, I, Ozen M., Siap V., On the Existence of Perfect Quaternary Codes, SIAM
Conference on Discrete Mathematics, Texas-USA, (2010) pp: 45.

OZEN M., Siap V., On the Existence of Perfect Codes over Z, with Respect to
Homogeneous Weight, Applied Mathematical Sciences, 6, 2005-2011, (2012).

SIAP I, Ozen M., Siap V., On the Existence of Perfect Linear Codes over Zz, with

Respect to Homogenous Metric, The Arabian Journal for Science and Engineering,
Yayina Kabul Edildi.

On the Existence of sz -Perfect Linear Codes with Respect to Homogeneous Metric,
Procedia Computer Science, Yayina Kabul Edildi.

OZEN M, Siap V., Kara O., On the Existence of Perfect Linear Codes over the Ring Z,

of Integer modulo 3’ with Respect to Homogenous Metric, ICM Proceedings, (2012).

38



TUBITAK
PROJE OZET BiLGi FORMU

Proje No: 1097328

Proje Bashigi: Homojen Agirliklarina Bagh Galois Halkalari Uzerinde Tanimh Lineer Kodlarda

Sinirlar ve Mikemmel Kodlar

Proje Yiiriitiiciisii ve Aragtirmacilar: Dog. Dr. Mehmet OZEN (Yur(tiict), Prof. Dr. irfan SIAP
(Aragtirmaci), Yrd. Dog. Dr. Vedat SIAP (Bursiyer), Ars. Gér. Elif Segah OZTAS(Bursiyer)

Projenin Yiriitiildiigii Kurulus ve Adresi: Sakarya Universitesi, Esentepe Kampiisii, Fen

Edebiyat Fakiltesi, Matematik Bélumu, Serdivan, Sakarya

Destekleyen Kurulus(larin) Adi ve Adresi:

Projenin Baslangi¢ ve Bitig Tarihleri: 15.01.2010 — 15. 05. 2012

Oz (en gok 70 kelime)

Kodlama teorisinde asikar olmayan muikemmel kodun varliginin olup olmadi§i problemi en zor
problemlerden bir tanesidir. Bu yilzden arastirmacilar tarafindan dikkatle ele alinarak farkli
metrikler Gzerinde farkli metotlar Uretilerek problemin zorlugu asiimaya calisiimistir. Bu calismada,
mikemmel kod varliginin olup olmadigi Homojen metrigi ele alinarak c¢alisiimistir. Homojen
metrigine gore Galois halkalarinin 6zel durumlari Gzerinde belirli agirliklara goére lineer kodlar icin
sinirlar elde edilmistir. Mikemmel kod varhdinin olup olmadigi elde edilen sinirlarda esitlik
durumuna bakilarak irdelenmistir. Esitik durumunda asikar olmayan muikemmel kod
parametrelerini verecek pozitif tamsayi dederlerinin olup olmadidi arastirmasi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sinirlar, Lineer kodlar, Galois Halkalari, Homojen Agirliklar, Mikemmel
Kodlar

Fikri Uriin Bildirim Formu Sunuldu mu? Evet [] Gerekli Degil x
Fikri Uriin Bildirim Formu’nun tesliminden sonra 3 ay icerisinde patent bagvurusu yapilmalidir.

Projeden Yapilan Yayinlar:

1. OZEN M., Siap V., On the Existence of Perfect Codes over Z, with Respect to
Homogeneous Weight, Applied Mathematical Sciences, 6, 2005-2011, (2012).

2. SIAP I, Ozen M., Siap V., On the Existence of Perfect Linear Codes over Zz,

with Respect to Homogenous Metric, The Arabian Journal for Science and
Engineering, Yayina Kabul Edildi.

3. On the Existence of sz -Perfect Linear Codes with Respect to Homogeneous
Metric, Procedia Computer Science, Yayina Kabul Edildi.

4. OZEN M, Siap V., Kara O., On the Existence of Perfect Linear Codes over the
Ring Z, of Integer modulo 3 with Respect to Homogenous Metric, ICM

Proceedings, (2012).

39




