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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

E" : n—boyutlu Oklid uzay1
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R’ : (1xn)— boyutlu siitun matrislerinin ciimlesi
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K(k_m)(t) : (k - m)—boyutlu sirt uzay

Z(k_m)(t) : (k — m)—boyutlu merkez uzay1

Q : (k -m+ 1) —boyutlu merkez regle yiizeyi

ol : i —inci asli dagilma parametresi

D : Toplam dagilma parametresi

p : Dagilma parametresi

b : 2-regle ylizeyin Blaschke invaryanti

b, : (k + l)—boyutlu regle ylizeyin i —inci asli Blaschke invaryanti

>

: (% +1)—boyutlu regle yiizeyin Blaschke invaryant:



OZET

Anahtar Kelimeler: Oklid Uzayi, Regle Yiizey, Simetrik Homotetik Hareket,
Blaschke Invaryanti.

Bu calisma dort bolim halinde diizenlenmistir. Birinci bolimde E”, n-boyutlu
Oklid Uzayinda 1-parametreli hareketler ve 1—parametreli homotetik hareketleri
tanitilmig, bunlarla ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci bolimde ilk olarak E°, 3-boyutlu Oklid Uzaymnda regle yiizeyler
tamtilmagtir. Akabinde E”, n—boyutlu Oklid Uzayinda (k+1)—boyut1u regle
ylizeyler tanitilip, bu regle yiizeylerin asimptotik ve tegetsel demetleri ile ilgili tanim
ve teoremler verilmistir. Bununla birlikte E"’de (k+1)—boyutlu regle yiizeyin

i—inci asli dagilma parametresi, toplam dagilma parametresi ve Blaschke
invaryantlar ile ilgili tanimlar verilmistir.

Uglincti bolimde E”°de homotetik hareketlere istirak eden regle ylizey giftleri ile
ilgili kavramlar tanitilmigtar.

Dérdiincii béliim ¢alismamizin orijinal kismim olugturmaktadir. Bu béliimde E”

n—boyutlu Oklid uzayinda simetrik homotetik hareketler altinda (& +1)—boyutlu
regle yiizey giftlerinin Blaschke invaryantlar ile ilgili teorem ve sonuglar verilmistir.
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ON THE BLASCHKE INVARIANTS OF THE PAIR OF THE
GENERALIZED RULED SURFACES UNDER THE

SYMMETRIC HOMOTHETIC MOTION IN E”

SUMMARY

Keywords: Euclidean Space, Ruled Surface, Symmetric Homothetic Motion,
Blaschke Invariant.

This work is prepared as four chapters. In the first chapter one-parameter motion and

one-parameter homothetic motion are defined in E” and their definitions and
theorems are given.

In the second chapter of this work we have given the ruled surfaces in three

dimensional Euclidean space, E’. After that (k+1)-dimensional ruled surfaces in
n —dimensional Euclidean space are explained and the definitions and the theorems
related to the asymptotic and tangential bundles of these ruled surfaces are given.
Furthermore, definitions related to the i.th principal distribution parameter of
(k +1)-dimensional ruled surface, total distribution parameter and Blaschke
invariants are also given.

In the third chapter of the thesis the pair of (k+1)- dimensional ruled surfaces under
homothetic motion in E” are investigated and related phenomena are expressed.

Fourth chapter of this work is the original contribution to the science of mathematics.
In this chapter we have given the theorems and the results of the Blaschke invariants
of (k+1)-dimensional ruled surface pairs under symmetric homothetic motion in

n —dimensional Euclidean space, E”.
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BOLUM 1. E" n-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BiR
PARAMETRELI HAREKETLER

1.1. E™de 1-Parametreli Hareketler

Tamm 1.1.1.
I c IR sifint ihtiva eden bir aralik olsun. # €1 igin A(f) pozitif ortogonal matris ve

C(¢)’de bir situn matrisi olmak iizere, elemanlar:
Alg) Cl¢
10 ) a1

ile verilen f, ciimlesine E” n—boyutlu Oklid uzayinda 1-parametreli hareketi ad

verili. Burada A(f) ve C(f)’nin elemanlann #nin diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir [5]. E"’nin 1-parametreli hareketlerinde E hareketli, E’de sabit
uzay olarak kabul edilecektir.

Bir x € E” noktasi igin
£.6)=x= 4@+ ) (1.1.2)

dir. Caliymamiz boyunca A(f) ve C(¢) yerine genellikle A ve C kisaltmalan
kullanilacaktir.

x € E sabit noktastmn f, altindaki yoriingesi E sabit uzayinda bir egridir. Bu x,
« dx, dflx

isinin teget vektor alami X =——=
egrisinin teg a & @t



x = f,"(x,) oldugundan dolay1 f,nin inversi

L a4t —a'c
N

dir. Bu son denklemden df /dt tiirevi hesaplanarak,

g[f4_[2A4 —2A4C+é}
Ly
0 0

ifadesi bulunur. Eger 447 = B, ve —B,C+C =V, alinirsa

af .. _|B V,
a’ _[o o}

elde edilir ve buradan da
x=Bx+V,

esitligi bulunur.

Tamm 1.1.2.

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.3) esitligi ile verilen harekete # amindaki ani hareket denir. Ani harekette
B, =V, =0 ise bu harekete ani duraklama, B, =0 ve V, #0 ise bu harekete ani

Gteleme ad1 verilir [11].

Tanm 1,1.3.

x|xo =0 olacak sekilde bir x, noktas: varsa ani harekete ani dénme ve x, noktasina

da ani donme merkezi denir.



A(f)e SO(n) oldugundan dolay: B=AA~ matrisinin bir anti-simetrik matris

oldugu kolayca gériilebilir.

(1.1.1) ile verilen denklemin #’ye gore tiirevini alinirsa

x=Ax+Ax+C | xe€E | xcE (1.1.5)

2

bulunur.

Eger xc E ve x e E sabit noktalar ise bu noktalara pol noktalar1 ad1 verilir. Pol

noktalan i¢in x =0 ve x =0 olacagindan dolay1

Ax+C=0 (1.1.6)

dir. Eer A regiiler bir matris ise (1.1.2) ve (1.1.6) bagintilarindan

. -1 .
x:—(A) ¢ (1.17)
x=—(}1A-‘)é+c (1.1.8)
elde edilir.
Tanmm 1.1.4.

(1.1.7) ve (1.1.8) denklemini saglayan noktalarin geometrik yerlerine, sirasiyla,
hareketli ve sabit pol egrileri denir.

(1.1.5) ve (1.1.6) baginttlan g6z Sniine alimrsa pol egrilerinin hiz vektérleri igin

x=Ax (1.1.9)



bagintisi elde edilir. Boylece pol egrilerinin yay uzunluklar: hesaplanirsa

ﬂ

veya

-

§=8

Ax|dt

.
X

dt =

. i
X X

dt | Alt)e SO(n)

bulunur. O halde agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.1.5.

E"’de (1.1.1) denklemi verilen 1-parametreli hareket boyunca pol egrileri birbirleri

tizerinde kaymaksizin yuvarlamr.

1.2. E"’de 1-Parametreli Homotetik Hareketler

Tanm 1.2.1.
I c IR sifirt ihtiva eden bir aralik olsun. ¢ e I igin A(t)e SO(n), h(t)= h(e)I, ve

C(t)e IR! olmak iizere,

F, [h(’)(f(’) Cl(t)], h(t)= 0 (1.2.1)

seklinde tammli F, ciimlesine E"’nin 1-parametreli homotetik hareketi denir;
burada A(¢), A(t) ve C(¢)’nin elemanlar1 ¢’nin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir
[8].

h=hI, oldugundan h™' = (1/h)I, ve k' = h’dir. Eger hd =S alinrsa

ST =4 =(1/h)4"



olur. Béylece x € E” igin (1.2. 1) denklemi g6z 6niine alinirsa
F(x)=x=S8x+C (12.2)

dir. Bu son denklemden ise

x=Sx+8x+C (1.2.3)
elde edilir.

Tanmm 1.2.2.

(1.2.3) esitligindeki ;c’ya mutlak hiz, Sx+C *ya siiriiklenme lz1 § x ’ya ise relatif
hiz denir [8].

xcE ve xeE sabit noktalan icin ;c=0 ve x=0 olacagindan dolay: (1.2.3)

denkleminden
§¥+C=0 (12.4)

olur. Bu denklemin ¢oziimii S matrisinin regiiler olup olmamasina baglidir.

Teorem 1.2.3,

E"’de x=Sx+C denklemi ile verilen 1-parametreli homotetik harekette S’

matrisinin determinant1 V¢ € I igin sifirdan farklidir [8].

O halde S regiiler oldugundan dolay1 (1.2.4) denkleminin tek bir ¢oziimii vardir.

Tamm 1.2.4,
E”’de bir harekette hareketin Jakobien matrisinin tiirevinin determinant: sifirdan

farkl: ise bu harekete regiilerdir denir.



Boéylece Teorem 1.2.3. ve Tanim1.2.4.”den dolay: asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 1.2.5.
E"’nin homotetik hareketleri V# i¢in regiiler hareketlerdir.

Sonug 1.2.6.
E"’nin bir homotetik hareketinin Vz-amnda, hareketli ve sabit uzayinda bir tek

ortak pol nokta ¢ifti vardir.

(1.2.4) denklemi g6z 6niine alinirsa .g' regtiler oldugundan dolay:

x= -(&)_l C . (det.g' " o) (12.5)

x= —([vs*l)éw (1.2.6)

sonucu elde edilir. (1.2.5) denklemini saglayan noktalarin geometrik yeri homotetik
harekete istirak eden hareketli pol egrisi ve (1.2.6) denklemini saglayan noktalarin
geometrik yeri de homotetik harekete istirak eden sabit pol egrisidir.

(1.2.4) denklemini (1.2.2) de yerine koyarsak, hareketli ve sabit pol egrilerinin hizlar1

arasinda

x=S8x 12.7)

bagintisi elde edilir.

Buna gore her iki egrinin yay elementleri hesaplanirsa

x|\dt = ||S x|\dt




.
X

=

dt = |h|

i

dt

di  S=h4

X| X

ds = |Hds
oldugu goriiliir.
Boéylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.2.7.
E"’nin 1-parametreli homotetik hareketi boyunca pol egrileri (hareketli ve sabit)

birbirleri Gizerine kayarak yuvarlanir.

s . dF
F,’nin inversi ve = tiirevi, sirasiyla,

F7l= §7 -s7C £=5’ c
! 0 1 > dt |o o
oldugundan

dF . z[és-‘ —&S“C+(.?}
t

dt 0 0

ifadesi bulunur. S = H ,ve —HC+ C=U , ahinirsa

EF—Isz Ut
dt ! 0 0



olur. x=F,*(x)= 8" (x - C)yi (1.2.2) denkleminde yerine yazar ve x =0 alirsak

x=H,(x-C)+C (1.2.8)
bulunur.

Teorem 1.2.8.

(1.2.8) ifadesindeki H, matrisinin determinant1 V¢ € I ve Vn igin sifirdan farklidir
[2].



BOLUM 2. REGLE YUZEYLER UZERINE

2.1.  E’’te Regle Yiizeyler

Tanmim 2.1.1.

Bir ¢ — E? vyiizeyi verildiginde Vp € ¢ noktasinda E*’tin tamamen ¢ ’de kalan bir
dogrusu varsa, ¢’ye bir regle yiizey ve pe€¢ noktasindan gegen, ¢’de kalan bu
dogruya da regle yiizeyin dogrultmani denir [9].

Regle yiizeyin parametrik denklemini elde etmek igin dogrultmanlan kesen ve ytizey

iizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir

r:I1->E

t—>r(t)

egrisi secilir ve bu egri regle yiizeyin dayanak egrisi olarak adlandmnlir, (Sekil2.1). ¢
regle yiizeyinin 7 dayanak egrisinin r(t) noktasindaki dogrultmamn iizerinde degisken
bir nokta

B IR—>¢

v —> B(v)=r(t)+valt)
seklindedir. Burada

a(t)=(a,()a,().a,())

birim dogrultman vektériinii gésterir.
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E* uzayinda regle yiizey

@ IxIR > E?

@.v)—> olt,v)

doniisiimii ile belirtilir.

Tanmm 2.1.2.
Bir

¢:IxIR— E’
t,v)— olt,v)=r(t)+va(t)

regle yiizeyi, V¢ e/ igin

q)(t + 27, v) = q)(t, v)

olacak gekilde periyodik ise regle yiizey kapalidir denir [9].
Tamm 2.1.3.

Bir (p(t, v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik kesen eg@riye regle yiizeyin

ortogonal yoriingesi denir [9].
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Tanmm 2.1.4.

Bir ¢(f,v) regle yiizeyinin komgu iki dogrultmammnin ortak dikmesinin dogrultmanlar
iizerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon) noktast ad1 verilir [9].

Tamm 2.1.5.

Bir (p(t, v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken
bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (eZrisi)
denir [9].

(s, u) regle yiizeyinin merkez noktasmin 7 yer vektori; dayanak efrisinin r(s) yer
vektort, a(s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan # uzakligi cinsinden

ﬂ(S, u) = r(s) + ua(s)

seklinde ifade edilebilir.

2.2.  E"’de (k +1)—boyutlu Regle Yiizeyler
E"’de diferensiyellenebilir bir

a:l >E"

t = aflt)

egrisi verilsin. Her a(t) noktasinda tammlanmig ortonormal vektor alan sistemi

{e.(t).e,(t).....e, ()} olsun. Bu sistem Ta(,)(E") uzayinin % -boyutlu bir alt uzaymi

gerer, bu uzay1 E, (¢) ile gosterirsek

E,(t)=Sple,(t).¢,().....e, @)} = T, (E") (2:2.1)

dir.
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Tamm 2.2.1.
E, (t) altuzay1 ¢ egrisi boyunca hareket ederken E”°de bir (k+1)-boyutlu bir

yiizey meydana getirir. Bu yiizeye E"’de (k + 1) -boyutlu genellestirilmig regle yiizey
denir ve ¢ ile gosterilir [4].

Tanim 2.2.2.

E,(t) altuzaymna, ¢°nin a(f) noktasindaki dogrultman uzayr ve o egrisine ise

¢ *nin dayanak efrisi denir. ¢ igin parametrizasyon

k
ot u,,....u, ) = alt)+ zl:u,.e,(t) 2.2.2)
dir. ¢’nin ¢’ye ve u,’ye gore tiirevleri alinirsa

¢ = ‘;(t)'l'gui é"(t)

g, =e¢ , 1<i<k

olur.

Biittin tez boyunca

{&(z)+§u,. éi(t),el,...,ek}

=1
sistemi lineer bagimsiz olarak kabul edilecektir.

Tamm 2.2.3.

sp{el(t),...,ek(t),;l(t),...,é,,(t)} 22.3)
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alt vektor uzayina, ¢’nin E, (¢)’ye gore asimptotik demeti denir ve Al2) ile gosterilir
[4]. boyA(f)=k+m, 0<m<k kabul edilirse E,(¢)’yi kapsayan A(t) asimptotik
demetinin

@)...e.)a,, )@} (2.2.4)

seklinde bir ortonormal baz: bulunabilir.

Teorem 2.2.4.
E"’de (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey ¢ olsun. Ve igin E ()

dogrultman uzaymin dyle bir {e,, e, ,...,e, } bazi bulunabilir ki, bu baz igin

. k
e, =Y ae +Ka,, , 1<i<sm, x,>0 (2.2.5)

=1

. k
e, =) ael , m<i<k (2.2.6)

=

dir [4].

O halde {,,e,,...e,} bazi, @’nin A(f) asimptotik demetinin (2.2.4) ile verilen

bazim tek tiirlii olarak belirler.

Tamm 2.2.5. (Teorem2.2.4.deki) {,(¢),€,(?).....e, ()} bazina E, (¢)’nin dogal tagiyict

bazi veya ¢ ’nin asli gatis1 denir [5].

K, > K, >..>K, >0 olmak iizere fe,(t),e,(?).....e,(t)} dogal tasiyic1 baz, isaretine
kadar bellidir.

¢ regle yiizeyinin sabit bir p noktasim g6z 6niine alalim.
p= ¢(t1,u1,...,uk)

ise p noktasmndaki teget uzayinin bir bazi
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{o‘t(t)+iu,é;(t),el,...,ek} @2.7)

i=1

olur. Ciinkii (2.2.7) sisteminin gerdigi uzay 7, (¢) uzayidir. Burada ¢ sabit tutulup

u,, 1 <i <k, parametreleri degistirilirse p noktas1 £, (t) uzaymn noktalarini tarar.

Tanim 2.2.6.

Sp{el O)e, () er(t)...ex €) Ez} <, 2.28)

pep
uzaymna ¢ ’nin E, (t)’ye gore tegetsel demeti denir ve T(t) ile gosterilir [4].
Burada boyA(f)=k +m, 0 <m < k oldufundan
k+msboyT(t)sk+m+l 2.2.9)
dir. T(t)’nin boyutu i¢in bu iki ihtimali ayr1 ayn inceleyelim.

Kabul edelim ki V¢ e icin boyT(t)=k+m olsun. Bu durumda ¢’nin o dayanak

egrisinin iz vektorii A(f) uzaymin igindedir, yani

. & k
a=Y L, +Zlnjak+j (2.2.10)
J=

i=1

dir. ¢’nin herhangi bir P(f) dayanak egrisi, a(t) egrisine bagl olarak

P(t)=a(t)+iz:1:u,. O, () 22.11)

bigiminde yazilabilir.
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Buradan

)=+ z(u e, +u, e)

i=1

. k k 3 . .
P@)=>te +> n,a,, +Z(u,- e, +u, ei)
i=1 =1 i=1

elde edilir.

Son egitlik (Teorem?2.2.4)’ten

. k . k m . k .
P(t)= Z(ﬁi +u;)ei +Xma,,, + Y u e+ Due
i=1

= i=1 i=m+1

 a—
=

bulunur ve (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri g6z Oniine alindiginda

P)- z(za e+ 3 (za,]

i=1 7=l i=m+1 j=1
i=1 i=m+1

. k m k m m
P(t)= 21(61' Uy U, + Y ua, ]e, + 0,8, + D UK,
= = =1 =1

elde edilir.

ku +1,=0 , 1<s<m (2.2.12)

olacak bigimde P(¢) noktalar igin P(f) hiz vektorleri E, (¢) igindedir. x,, 1<s<m
degerleri sifirdan farkli olduklarindan (2.2.12) sisteminin ¢oziimii tektir, yani #,

1< s <m skalarlan tek olarak hesaplanabilir.
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Tanim 2.2.7.

(2.2.11) ifadesinde goriildiigii gibi P(t) noktasim #, 1<s<m vektorleri temsil
etmektedir. Burada bu bilesenlerden (k —m) tanesi keyfi olarak segilebilir. Belli bir
1 igin (2.2.11) ve (2.2.12) esitliklerini saglayan P(f) noktalarnm cimlesi E, (r)
iginde (k —m)-boyutlu bir altuzayr doldururlar. Bu uzaya ¢ nin E,(¢) igindeki sirt

uzay1 denir ve K, __ (t) ile gosterilir [4].

Tamm 2.2.8.

K, » st uzayr, dogrultman uzay1 olarak @ efrisi boyunca ¢ tarafindan ihtiva
edilen bir ylizey meydana getirir. Bu yiizeye ¢ ’nin (k—m+l)—boyutlu sirt regle
ylizeyi denir [5].

$imdi V7 e I igin boyT(t)=k+m+1 olsun. Bu durumda

ag Sp{el,...,ek,akﬂ,...,ak+m}

dir.

Bu halde 7/(¢)’nin

f....e..a,,, oo @yams Brme } (2.2.13)

seklinde ortonormal bazi bulunabilir. 7. # 0 olmak iizere,

. k

k
a= Zfiei T 2.1 T i 2214
=1

i=1 7

dir. Herhangi bir P(t) dayanak egrisinin (2.2.11)deki ifadesinde t’ye gore tiirev
almip, tiirev denkleminde (2.2.14) ifadesi yerine konulduktan sonra (Teorem 2.2.4)

uygulanarak P(t) tiirev vektori igin
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. k m k m
P(t)= Z(é} +uj +zuiaij + Zuiaﬁ )ei +Z(Ksus + ”s)lkhf +ﬂm+lak+m+1
J=1 i=1 s=1

i=m+1

bulunur. Béylece
ku, +n,=0 , 1<s<m 2.2.15)

olacak bigimde P(f) noktalar: i¢in I‘D(t) iz vektorleri Sp{el,...,ek,c;t}’da yatarlar.

Yukaridaki denklem sistemi (2.2.12) ile aymdir.

Tanm 2.2.9.
1<s<m igin elde edilen m—tane x,u, +7, =0 lineer denklemleri ile tammlanan

P(t) noktalarmin meydana getirdigi (k —m)—boyutlu uzaya ¢’nin E, (¢) icindeki

merkez uzay: denir ve Z,_, (¢) ile gosterilir [4].

Tamm 2.2.10.
Z,_,(t) merkez uzayi, dogrultman uzay: olarak o efrisi boyunca ¢ tarafindan

ihtiva edilen bir yiizey meydana getirir. Bu yiizeye ¢ ’nin (k—m+1)—boyutlu
merkez regle ylizeyi denir ve Q ile gosterilir [5].

Tamm 2.2.11.

&, (k+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizeyine ait ¢ nin (k—m+1)—boyutlu Q
merkez regle ylizeyinin ortogonal yoriingesi 7 olmak iizere, Q’min dogrultman
uzayma toplam olarak dik olan bir dogrultman uzayi, r’yi dayanak egrisi kabul
ederek bir regle yiizey meydana getirir. Dogrultman uzayr F,(¢) ile gosterilen bu
yiizeye ¢ ’nin (m+1)—boyutlu asli regle yiizeyi denir ve A ile gosterilir [6]. Burada

boyF, (t)+boyZ,_,(t) = boyE, (1) (2.2.16)

dir.
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Ayrica

F,(0)=Sple,,...e.} ,
Zk—m(t)= Sp{em+1, €y }, (2.2.17)
E,(t)=Sple,,....e,}

oldugu agiktir.
(& + l)—boyutlu ¢ genellestirilmis regle yiizeyine ait o dayanak egrisi igin

. k

@ = Zfiei T N1 Qomn (2.2.18)

i=1
oldugundan agagidaki iki 6nerme dogrudur.

* ¢’nin bir Z, _(z,) merkez uzaymin olmasi igin gerek ve yeter sart 7,,,, # 0

olmasidir.

* ¢’nin bir X, (z,) sit uzaymm olmas: igin gerek ve yeter sart 77, =0
olmasidir.

O halde, sirt veya merkez uzaydan hangisi varsa ona ait regle yiizey igin bir

parametrizasyon

k—m
Ut gt) = )+ S 00,0 @2:219)

i=1
olacaktir.
m=FK ise

boka~m (t) = boka~m (t) =0
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dir ve bu durumda sirt regle yiizeyi ¢ ’nin sirt efrisine dejenere olur, merkez regle

yiizeyi ise ¢ ’nin striksiyon ¢izgisine dejenere olur. Buradan gunu ifade edebiliriz.

Sit regle yiizeyli genellestirilmis regle yiizeyler E*’in tanjant yiizeylerine
(striksiyon ¢izgisiz yiizey) genellesir, merkez regle yiizeyli genellestirilmis regle
yiizeyler ise E’{in striksiyon ¢izgili regle yiizeylerine genellegir.

Tamm 2.2.12.
Surt regle yiizeyli ¢ genellestirilmis regle yiizeyine ait bir {e,,....e,,a,.1,- %, }

ortonormal bazim1 /R"’nin bir {el,...,ek,akﬂ,...,akm,akmﬂ,...,a,,} ortonormal bazina
tamamlayalim. Burada {a,.,.,,..,a,} bazina tamamlayici baz ad: verilir. Eger ¢

merkez regle yiizeyli ise tamamlayici ortonormal baz {a,z,r,,,,r2 seesly }’dir [5].

Burada

. m n—k—m

Qi+i = —K€; +Zrijak+j toa,.,,+ Zymak+m+l , 1<i<m,

=1 A=2
. m n—k-m
ak+m+l = —-Z wjak.‘_] . + Z ﬂﬁak+m+ﬂ, 2 (2'2‘20)
j=1 A=2
. m n—k-m
Aiimrs = Zwsjak+j + ﬂsak+m+l + Zﬂsﬂakﬂnﬁt , 1<s<n-k-m ’
=l =2
dir [4].
Tanmm 2.2.13.

¢, E"’de merkez regle yiizeyli genellestirilmis regle yizey olsun. Parametrik

gosterimi,
&,(t,u) = a(f)+ ue, ® , Gu)ekRr (2.2.21)

olan ¢, regle ytizeylerine ¢ ’nin 2-boyutlu asli regle yiizeyleri denir [7].
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¢, regle yiizeylerinin dogrultman uzaylan bir boyutludur. A, ile gosterilen bu uzay
h, = Sple,}’dir ve E,(t) igindedir. Burada <e,.,ej> =0, oldugundan i# j igin

(h,.,hj> = 0’dur. Bu gekilde tamml A, dogml’;manlanna asli 1§1n adi verilir,

Tanim 2.2.14.
E"’de (k +1)—boyutlu genellestirilmis regle yiizey ¢ icin parametrizasyon

ot 0) = alt)+ S e, ()

=1

olsun. Eger bir p pozitif tamsayisi igin

¢(t+p’u1a"'auk)=¢(t’u1""’uk)

ise ¢’ye kapalidir denir; burada, p en kiigiik peryodu gosterir. Kapali regle
ylizeylerin dayanak egrileri de kapahdir [7].

Tanim 2.2.15.
E"’de (k + 1)—boyutlu genellestirilmis regle yiizey ¢ olsun. Eger
1.  VtelR igin ¢’nin A(f) asimptotik demetlerinin boyutu k+m

sabittir.

2. Bir I'={{0<t< p}c I kapali arali tizerinde ¢ nin p peryotlu bir

asli ¢at1s1 mevcut ise ¢ ’nin regle yiizeyine basit kapalidir denir [7].

Basit kapali bir ¢ regle yiizeyin A, dogrultmanlani o kapali dayanak egrisi boyunca

olusan 2-boyutlu ¢,, 1<i <m asli regle yiizeyleri de kapal olurlar.

Tamm 2.2.16.
¢, (k+1)~boyutlu regle yiizeyinin & dayanak egrisi igin
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. k

a= Z&ei F N1 s mar
=1

olmak iizere, Ny 20 ise

P =Iwa  1<i<m (2.2.22)
K.

ifadesine ¢ ’nin j —inci asli dagilma parametresi denir [5].

Tanim 2.2.17.
E"’de (k+1)—boyutlu ¢ regle yiizeyin j—inci asli dafima parametresi 2; olmak

lizere

D=]]e (2.2.23)

i=]
ifadesi toplam dagilma parametresi olarak adlandirilir [12].

Tamm 2.2,18.
E"’de (k+1)—boyutlu ¢ regle yiizeyin dagilma parametreleri p,, p,,...,0,, olmak

lizere

p= '",/ Pi-Psre-Pr (2.2.24)

ifadesi ¢ dagilma parametresi olarak isimlendirilir [3].

Tamm2.2.19.
E", n-boyutlu Oklid uzaymda silindirik olmayan (m > 0), dayanak egrisi a(t) ve
dogrultman uzay1 E(f)= Spfe(r)} olan 2-regle yiizey iin

b——-g

4 (2.2.25)
K
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degerine ¢ regle yiizeyinin Blaschke invaryant1 ad1 verilir [10].

Tamm 2.2.20.
pcE”, (k + 1)—boyutlu genellestirilmis regle yiizey verilsin. ¢’nin asimptotik
demetinin boyutu (% +m) olmak iizere;

b, = S i<ism (2.2.26)

degeri ¢ ’nin i —inci asli Blaschke invaryanti olarak isimlendirilir [10].

Boylece asli Blaschke invaryantlarindan  yararlanarak  (+1)—boyutlu
genellestirilmis regle yiizeyin Blaschke invaryant: agagidaki sekilde tammiamir;

Tanim 2.2.21.
g E", (k+1)—boyutlu genellestirilmis regle yiizeyin asli Blaschke invaryantlar:

b,,b,,...,b, olmak lizere

= |bl ...l)m] (2.2.27)
degerine ¢ regle yiizeyinin Blaschke invaryant1 ad: verilir [10].
Tanim 2.2.22,
m =k olmak {izere

boyZz, |, (t) =0

dir ve bu durumda merkez regle yiizeyi ¢’nin striksiyon ¢izgisine dejenere olur.
1-boyutlu altuzay E(f)= Sple(t)} c E, (¢) tarafindan olusturulan 2-regle yiizeyin

k
Blaschke invaryants, e(t)= cosf,e, (t), 6, =sabit, [¢]=1 iken,

v=l

k
D &, cosb,
b= —— vl - (2.2.28)
Z‘{(Emsﬁvam) +(cos9#xp)2]

olarak tammlanir [10].



BOLUM 3. E"’DE HOMOTETIK HAREKETLERE iSTIRAK
EDEN REGLE YUZEY CIiFTLERI

E"’de bir homotetik hareket
F(x)=x=hdx+C, Alt)eSOm), ne)=hE), Clt)eIR"
olmak tlizere ve h4 = § i¢in

x=8x+C

x=Sx+Sx+C

x=88(x-C)+C x=0, x=8"(x-C)
ifadesi bulunur. Eger S$~1 = H, ise

x=H,(x-C)+C, H=H{)=H,

dir. V¢ e[ igin H, = H(¢) matrisinin determinant: sifirdan farkli oldugundan daima
bir tek pol noktasi vardir. Bu noktays, E hareketli uzayinda Q ve E sabit uzaymda

Q ile gosterelim. Q ve Q, sirast ile, hareketli ve sabit uzaylarda @@ ve o hareketli
ve sabit pol egrilerini ¢izerler. V¢ e I igin bdyle pol egrileri daima vardir. Bu egriler

pol noktalan tizerinde kayarak yuvarlamrlar.

Pol noktalarda bu egrilerin hizlan sifirdir; yani, x =0 ve x = 0°dir. O halde
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Sx+C=0
a= ~(S) C (3.1.1)
a =-(§S-‘)é+c (3.1.2)

olur. Boylece, sirasiyla, hareketli ve sabit pol egrileri (3.1.1) ve (3.1.2) ile ifade
edilirler.

Simdi her a(f) noktasma baglanmig g (©).e2(2),....ex (t)} ortonormal vektér alan

sistemini g6z Oniine alalim.

Tanmm 3.1.1.

x=Sx+C homotetik hareketi altinda {51,52,...,&} sistemi & egrisi boyunca
hareket ederken bir £ hareketli uzayinda (k + 1)—boyut1u bir ylizey meydana getirir.
Bu yiizeye E”’de homotetik hareketin (k+1)—boyutlu hareketli genellestirilmis

regle yiizey denir ve ¢ ile gosterilir.

¢ igin bir parametrizasyon

a(;,;l,...,;,,)=z(z)@;.-;.-(t) (3.13)
dir.
Se:(t)=¢,(t) , 1<i<k (3.1.4)

alarak « sabit pol egrisinin ()= Sa(f)+C(t) noktasina baglanmus bir

.0)5,0)...6,0)} (3.1.5)
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ortogonal sistemini g6z Oniine alalim.
Tamm 3.1.2.
Homotetik hareketi altinda {¢,,£,,...,&, } sistemi & egrisi boyunca hareket ederken

E sabit uzaymnda bir (k +1)—boyutlu bir yiizey meydana getirir. Bu yiizeye E”’de
homotetik hareketin (k + 1)— boyutlu sabit genellestirilmis regle yiizeyi denir.

Teorem 3.1.3.

x=Sx+C homotetik hareketi altinda birbirlerine karsilik gelen ¢ ve ¢ regle
ylizeyleri dayanak egrileri boyunca, birbirleri tizerinde kayarak yuvarlanir [2].

Ispat:

¢ ve ¢’nin dayanak egrileri pol egrileri olarak segilirse hareketli ve sabit pol

egrilerinin hizlan arasinda

a=Sa
bagmntisi vardir. ¢ vea mn yay elementleri hesaplanirsa

|¢.=

S

o dt

‘H‘w=|h|Aédt . S=hd
ol
ds = |Hds

bulunur. Bu ¢ ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin dayanak egrileri boyunca,

birbirleri iizerinde kayarak yuvarlandigi anlamina gelir.
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Tanimm 3.1.4.

¢ ve ¢, sirasyla, hareketli ve sabit genellestirilmis regle yiizeylerinin birbirleri
iizerinde kayarak yuvarlanmasim saglayan x=Sx+C hareketine E”’nin

k. mertebeden homotetik hareketi denir ve

F:E" >E"
x> Flg)=Sx+C
R ) > )

Z—>F,(e_,.):8e_,.=s, , 1<i<k
bagintilan ile ifade edilir. O halde
(e.8,)=W8, , 1<ij<k (3.1.6)
dir. Boylece {g, ,E55.-,E; | OTtOgONal sistemini

e, =r=r.1Sisk

“f

el
alarak ortonormallestirebiliriz ve ¢ sabit genellestirilmis regle yiizeyine ait
E, (¢)’nin dogal tastyic1 baz: olarak {e,(t).e,(®),....e, (¢)} ortonormal sistemi alabiliriz.

E,(f) altuzayi, ¢°nin a(f) noktasindaki dogrultman uzay: ve @ egrisine de ¢°nin

dayanak egrisi olan ¢ i¢in parametrizasyon

Hetty) = ) o, 0) G.17)

dir.
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¢°nin E;(f)’ye gore asimptotik demeti A(f)’nin gl,...,gk,akﬂ,...,ak-km} ortonormal

bazi igin

Sars=4,, , 1<i<m

olmak iizere ¢ nin E, (¢)’ye gore asimptotik demeti A(f)’nin

T SO T (3.1.8)

seklinde bir ortonormal baz1 bulunabilir. Burada

a,, = A’;‘” , 1gism (3.1.9)

dir.

¢ nin T(¢) tegetsel demetinin boyutunun k+m+1 olmas: halinde T(f) nin bir

gl,...,;k,akﬂ,...,ahmﬂ} ortonormal bazi igin ¢’nin T (t) tegetsel demetine ait bir

ortonormal baz {e,,....e,,a,.,,....a;,,.., } dir. Burada

- Dpmt o
Dpoma =525 Ay = Sakemn (3.1.20)
dir.

Teorem 3.1.5,

E"’de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen hareketli
ve sabit regle yiizeyler, sirasiyla, 8 ve ¢ olsun. 3 ve ¢ ’nin asli ¢atilarini olugturan
vektorler arasindaki bagnt

dei=e, , 1<i<k (3.1.21)

dir [2].
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Teorem 3.1.6.
E"°de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen ¢ ve ¢,

sirastyla, hareketli ve sabit regle yiizeylerin asli g¢atilarim olugturan vektorlerin

tiirevlerine ait

g E __ _ _ . k
e =Z]a,yej +KiGQei , € =Zl:afjej +x,a,, , 1<i<m
J= J=

esitliklerindeki katsayilar arasinda

&S“‘+a—zﬁ =(;I/h)+aﬁ , I=]

, 1<i<m (3.1.22)
ay =a,j . i# _]
Ki =K, , 1<i<m (3.1.23)
bagintilar vardir [2].
Teorem 3.1.7.

E"’de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen ¢ ve ¢,

sirastyla, hareketli ve sabit regle yiizeylerinin dayanak egrileri sirasiyla o ve o

olmak iizere

2 E _ ko . . k k
a =Z‘fiei +Z’7;ak+1' Ve @ =Zgiei +Z77jak+j
i=1

j=1 i=1 Jj=1
ifadelerindeki katsayilar arasinda,

hE, =¢ , 1<i<k (3.1.24)

- l'?m+1| (3.1.25)

0

bagintilan vardir [2].
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Teorem 3.1.8.
E™’de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen é ve ¢,
strastyla hareketli ve sabit regle yiizeylerinin i —inci dagilma parametreleri sirasiyla

p, ve p, olmak iizere bu dagilma parametreleri arasinda
lol=lo,| , 1<ism (3.1.26)

bagntis1 vardir [2].

Teorem 3.1.9.

E"’de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen Z ve ¢,

sirasiyla hareketli ve sabit regle yiizeylerinin p ve p dagilma parametreleri arasinda

p=hp (3.1.27)

bagintis1 vardir [2].



BOLUM 4. E"’DE SIMETRIK HOMOTETIK HAREKETLERE
ISTIRAK EDEN GENELLESTIRILMIS REGLE YUZEY
CIFTLERI ve ONLARIN BLASCHKE INVARYANTLARI

Tamm 4.1.1.

E"’de k.mertebeden homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen hareketli
ve sabit regle yizeyler, sirastyla, ¢ ve ¢ olsun. ¢’nin dogrultman uzayi
E: (t) = Spgl,gz,...,glz } ve Se—,. =¢g,, 1<i <k, olmak lizere, ¢ nin dogrultman uzay:
da E,(¢)=Sple,.£,,...&, } olsun. gl,gz,...,;k} ortonormal sistemi ve {£,,¢,,...,&, }

ortogonal sistemi homotetik hareket altinda, birbirlerine
Se;=-¢, , (&S“l)si=0 , 1<i<k (4.1.1)

ifadesi ile kargilik geliyorsa bu homotetik harekete E"nin k.mertebeden simetrik
homotetik hareketi adi1 verilir [1].

Caliyjmamiz boyunca k. mertebeden simetrik homotetik hareketler icin A(f)
homotetik orani her ¢ € I IR igin pozitif kabul edilecektir.

Teorem 4.1.2.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen
¢ ve ¢ regle yizeyleri dayanak egrileri boyunca, birbirleri {izerinde kayarak
yuvarlanir [1].
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ispat:
¢ ve ¢’nin dayanak egrileri pol egrileri olarak segilirse hareket altinda hareketli ve

sabit pol egrilerinin hizlan arasinda

a=Sa 4.12)

bagntis1 vardir. @ vea ’nin yay uzunluklar sirastyla s ve s olmak iizere

i

(74

Sa

'&dz=|h|,4§dt , S=hd | AeSO(n),
lHP:WFw,
ds = |Hds

bulunur.Bu ¢ ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin simetrik homotetik hareket

altinda birbirleri Gizerinde kayarak yuvarlandig: anlamina gelir.

Teorem 4.1.3.

E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine kargilik gelen
¢ ve ¢ regle yiizeylerin dogrultman uzaylar, sirasiyla, E; (t)= Sp?],gz,...,;k} ve
E,(t)=Sple,,&,,....€, } olmak iizere

Sei=—g& , 1<i<k (4.1.3)

dir [1].
Ispat:
k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen 5 ve

¢ regle yiizeylerin dogrultman uzaylarinin vektorleri birbirine
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Se; =-¢, , (&S“1)3i=0 , 1<i<k

ifadesi ile kargilik gelir. Bu bagintinin tiirevi alindiginda

Se;, +Sei =—¢g;

elde edilir. e; = S'¢, oldugundan
S8, +S8ei =&
bulunur. (S s )8,- =0 esitligi gz oniine alindiginda

Sei=—-6: , 1<i<k
bagintisi elde edilir.

Sonug 4.1.4.
E" de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen

¢ ve ¢ regle yiizeylerin dogrultman uzaylari E: (t) = Sp{él,éz,...,gk} ve
E,(t)=Sple,.£,,....€, } 'ye gore asimptotik demetleri, sirastyla,

Z(t) = Sp{;1,...,;k,;1,...,;k}

ve
At)= Sp{gl,...,gk,;l,...,;‘k}

ise bu uzayin vektérleri birbirine
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Se; =—¢,,

S;i =—& , 1<i<k
bagintilan ile karsilik gelirler [1].

Kabul edelim ki boyz—‘l(t) =k+m, 0<m<k olsun Af) asimptotik demetinin

. * * . L

e1,ez2,...,er vektorlerinin lineer bafimsiz olan m tanesi ei+1,...,€wsm olarak

siralanirsa A(¢) asimptotik demetinin bir bazs
{El,...,Ek,2k+1,...,2k+m} , 0<m<k (4.1.4)

olarak bulunur.

Benzer diisiince ile A(f) asimptotik demetinin bir baz: da

{81,...,8k,8k+1,...,8k+m} , 0sm<k (4.1.5)
dir [1].

¢ ve ¢ regle yiizeylerinin Z(t) ve A(t) asimptotik demetlerinin sirastyla (4.1.4) ve
(4.1.5) ile verilen bazlar1 ortonormallestirebiliriz. O halde ¢ ve ¢ regle ytizeylerinin,

sirastyla, A(f) ve A(¢) asimptotik demetleri igin

gl,..-,gk,;kﬂ,...,;kﬂn} (4.1.6)
ve
{el,...,e,,,akﬂ,...,akm} 4.1.7)

ortonormal bazlari bulunur.
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Teorem 4.1.5,
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen

é ve ¢ regle yiizeylerinin A(f) ve A(¢) asimptotik demetlerinin ortonormal bazlar,

sirastyla, {él,...,ek,am s @iim } ve {¢,,...€,,8,.1-,@,.,} ise bu bazlar birbirine

_ (4.1.8)
Sawj=-ha,,, , 1<j<m

bagintilan ile kargilik gelirler, [1].

k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine kargilik gelen ¢ ve

¢ regle yiizeylerinin tegetsel demetleri, sirasiyla, T(t) ve T (t) ise

f(r):sp{a,...,z,,,a,...,;k,a}
veé

T(t)z Sp{gl,...,sk,.;‘1,...,;‘k,c}}
dir [1].

Burada boyf(t)=k+m ise T(t)’nin bir bazi {;1,...,;k,ékﬂ,...,ékﬂn} ve

boyT(t)=k+m ise T(f)’nin bir baz {sl,...,a,,,8k+1,...,;:k+m}’d1r. Bunlar aym

zamanda A(t) ve A(f) asimptotik demetlerinin bazlan oldugundan Z(t) ve A(t)’nin
sirasiyla (4.1.6) ve (4.1.7) ortonormal bazlan T(t) ve T (t) icinde bir ortonormal

bazdir.
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Kabul edelim ki boyT(t) = boyT €)=k +m+1 olsun. O zaman T(t) ve T(t) tegetsel

demetlerinin sirasiyla,

?1 9eesCh s Akt yeesy Qictm , Alrml }
ve

{el""’ek:akﬂr“’ahm ’ak+m+1}
ortonormal bazlar1 bulunur [1].

Teorem 4.1.6.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine karsilik gelen
¢ ve ¢ regle yiizeylerinin T(t) ve T (t) tegetsel demetlerinin ortonormal bazlari,

strastyla, {51,...,ek,am,...,am,amﬂ} ve fe,..€,,8,.15 8.0, %.1} olmak

iizere bu ortonormal bazlar birbirlerine

Sei=—-he, ,1<i<k,
Sai.; =~ha,,, , 1<j<m, (4.1.9)

Sak+m+l = hak+m+1
bagintilar ile karsilik gelir [1].

E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen ¢
ve ¢ regle yiizeylerinin tegetsel demetleri, sirastyla, T' (¢) ve T(¢) olsuniar. T(t) ve
T(¢) tegetsel demetlerinin bazlan, sirastyla, £” *nin
E1,02,080,@ktt,. s Bt bt |

ve

{el,ez,...,e,,,a,m,...,akm,aka,...,a,,}

bazlarina tamamlanabilir. Burada ¢ ve ¢ merkez regle yiizeyli ise {Ek+,,,+z,...,5,, } ve

{a,.,.2>-»a, } sistemlerine tamamlayic1 baz ad verilir [1].
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Teorem 4.1.7.

E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirlerine kargilik gelen
¢ ve ¢ merkez regle yiizeyli regle yiizeylerinin E”’deki tamamlayici ortonormal
bazlan sirasiyla, gk+m+2,...,5n }, ve {a,,+m+2,...,an} olmak tizere bu baz vektorleri

birbirine

SC_lk+m+1=ha ZSZSn—k—m

k+m+A >
bagintisi ile kargilik gelirler [1].
Boylece Teorem 4.1.6. ve Teorem 4.1.7. den asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1.8.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen ¢

ve ¢ regle yiizeylerinin tegetsel demetleri, sirasiyla, 7' (t) veTl (t) olsun. £”’nin T(t)
vel (t)’ye gore iki ortonormal bazi, sirastyla, gl,;2,...,;k,;k+l,...,ak+m,t—1k+m+l,...,2n}
ve {e, +€352€4 s Ay ses Ay o> Ay s -3, § OlMak iizere bu iki baz birbirine

Sei =—he, , 1<i<k ,

H

Saw; =-ha,,, , 1<j<m,

Saiimr =ha,,,., , 1<r<n-k-m

bagintilant ile doniistigiinden E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareket
E"’nin (n -k — m)— boyutlu Spfa,.... @, } altuzayma gore bir yansimadir [1].

Teorem 4.1.9.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen ¢
ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerin asli catilarim olugturan vektérlerin

tiirevlerine ait
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b k

e; :Zayej +KiQkvi 5, € =Zlaxjej tK G, , 1<i<m
= =

esitliklerindeki katsayilar arasinda

Eii =(;l/h)+a“ , I=]

, 1<i<m | 1<j<k, (4.1.10)
(247 =a,.]. 5 i¢j
Ki =K, , 1<i<m (4.1.11)
bagintilart vardir [1].
Teorem 4.1.10.

E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen é

ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin dayanak egrileri a ve o olmak iizere

k . k

a= Z}f,-ei + 1y Akemnn Ve A = ;fiei T N1 Pesmn
1= =

ifadelerindeki katsayilar arasinda

& =-hE, , 1<i<k

nm+l = hﬂ m+l

(4.1.12)

bagintilan vardir [1].

Teorem 4.1.11.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen ¢

ve ¢, sirastyla hareketli ve sabit regle ylizeylerinin i —inci dagilma parametreleri,

sirastyla, E ve p, olmak iizere bu dagilma parametreleri arasinda

p=hp, , 1<i<m (4.1.13)

bagintist vardir [1].
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Teorem 4.1.12.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen (3

ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin p ve p dagilma parametreleri arasinda

p=hp (4.1.14)
bagintis1 vardir [1].

Teorem 4.1.13.
E"*de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen ¢

ve ¢, sirastyla, hareketli ve sabit regle yiizeylerinin D ve D toplam parametreleri

arasinda
D=h"D (4.1.15)

bagntis1 vardir [1].

Teorem 4.1.14.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine kargilik gelen ¢

ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin asli Blaschke invaryantlary, sirasiyla, 3; ve

b, olsun. ¢ ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin asli Blaschke invaryantlari

arasinda

b, =-hb; , 1<i<m (4.1.16)
iligkisi vardir.

ispat:
(2.2.26) denklemi ile verilen 7 —inci asli Blaschke invaryanti

b == | 1<i<m

oldugundan (4.1.11) ve (4.1.12)’de elde edilen bagintilar g6z 6niine alindiginda
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Ki
b,=-hb: , 1<i<m

elde edilir.

Teorem 4.1.18.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen ¢

ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin asli Blaschke invaryantlari, sirasiyla, b ve

b, olmak tizere, ¢ ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin Blaschke invaryantlar:

arasinda

B=hB (4.1.17)
iligkisi vardir.

Ispat:

(2.2.27) denklemi ile verilen Blaschke invaryanti

B=1p,..5,|

oldugundan, (4.1.16) denklemi g6z 6niine alindiginda

B =hm,/|51...25m[

B=hB
elde edilir.

Simdi tartigilacak nokta m=#% ise k& mertebeden simetrik homotetik hareketler
altinda birbirine kargilik gelen dogrultmanlar tarafindan olugturulan w ve
hareketli ve sabit 2-regle yiizeylerin Blaschke invaryantlar arasinda iligkidir.

v, 2- regle yiizeyi @ dayanak egrisi ile birlikte E(f)= Sple(t)} < E, (¢), 1-boyutlu
altuzayi tarafindan olugturulur. Benzer gekilde

Se =—he
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denklemi goz oniinde bulundurularak E hareketli uzaymda o dayanak egrisi ile
birlikte I—Z(t)z Spg(t)} altuzay: tarafindan olugturulan y hareketli 2- regle yiizeyi
elde edilir

Teorem 4.1.16.

E"’de m=k iken k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine

kargilik gelen y ve y hareketli ve sabit 2-regle yiizeylerinin Blaschke invaryantlari,

srrasiyla, b ve b olmak iizere, ¥ ve w hareketli ve sabit 2-regle yiizeylerinin

Blaschke invaryantlan arasinda

b=nhb (4.1.18)
iligkisi vardir.
ispat:

é ve ¢ genellestirilmis regle ylizeylerinin, sirasiyla, E: (t) ve E, (t) dogrultman
uzaylarinin teget vektorleri

k
e(t)=> cosb,e,(f), 6, =sbt
v=l

ve

- oo _ i
e(t)=Zcos€vev(t), 6y =sbt

v=]

olmak tizere
cosfy = cosd, (4.1.19)

bagintist vardir.

k
(2.2.28) denklemi ile verilen Blaschke invaryant: e{t)= cosf,e,(t), 6, =sabit,

v=l

le]=1 olmak iizere,

k
D&, cosb,

b - v=1

s oy

u=l v=l
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dir. (4.1.11), (4.1.12) ve (4.1.19) denklemleri son denklemde yerine yerlestirildiginde

E _ _
—hzgv cosB.

b= v=1
e/ x Y _
> (Zcosevawj +(cos¢9,,/c,,)z
M= v=1

b=—hb

elde edilir.

Bu durumda e=e;, 1<i<m alnarak (4.1.18)’den (4.1.16) gorilliir ve Boylece
(4.1.18), (4.1.16)’in genellestirilmis hali olarak diisiiniilebilir.

Teorem 4.1.17.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen ¢
ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin asli dagilma parametreleri, sirasiyla, ;,. ve

p; olmak tizere asli dagilma parametreleri ve Blaschke invaryantlar: arasinda

B= ! ml'[f,.p,., , 1<i<m (4.1.20)
77m+1 #=1

ve

B=—l m’na;,.l , 1<i<m (4.1.21)
ﬂm+l =1

esitlikleri vardir.

ispat:

E"°de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda birbirine karsilik gelen ¢
hareketli regle yiizeyinin asli dagilma parametreleri

olarak tammlandigindan
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bulunur. Bu denklem (2.2.26) denklemi ile verilen 7—inci asli Blaschke invaryant1
denkleminde yerine kondugunda

Zi _5ipi

77 m+1

elde edilir ve bu son denklem (2.2.27) denklemi ile verilen Blaschke denkleminde
yerine kondugunda ¢ hareketli regle yiizeyinin asli dagilma parametreleri ile

Blaschke invaryant: arasinda

bagintis1 vardir. Benzer gekilde ¢ sabit regle yiizeyinin asli dagilma parametreleri ile

Blaschke invaryant: arasinda
B= !

mlﬁg,.pi‘ , 1<i<m
ﬂm+l =1

bagintis1 vardir.

Teorem 4.1.18.
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altnda birbirine kargilik gelen ¢

ve ¢ hareketli ve sabit regle yiizeylerinin toplam dagilma parametreleri, sirasiyla, D

ve D olmak iizere, toplam dagilma parametreleri ve Blaschke invaryantlan arasinda

1

D11,

i=]

B= , 1<i<m (4.1.22)

m+1
ve
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B=t m—ﬁﬁf,.’ , 1<i<m (4.1.23)
”m+1 =
bagmtilan vardir.

ispat:
E"’de k.mertebeden simetrik homotetik hareketler altinda ¢ hareketli regle

yiizeyinin toplam dagilma parametresi

denklemi (4.1.21) denkleminde yerine yerlestirildiinde ¢ hareketli regle yiizeyinin

toplam dagilma parametreleri ile Blaschke invaryant: arasinda

B=ol
nm+1

DIIS,

i=l

bagintis1 vardir. Benzer sekilde ¢ sabit regle yilizeyinin toplam dagilma parametreleri

ile Blaschke invaryant1 arasinda

B=— ?/Dﬁé\ . 1<i<m
ﬂm+l =

bagintis1 vardir.




SONUCLAR ve TARTISMALAR

E"’de homotetik hareketler altinda genellestirilmis regle yiizey ¢iftlerinin Blaschke
invaryantlan Sadik Keles ve Ali Ihsan Sivridag tarafindan gahisildi. [1]de Ismail
Aydemir tarafindan simetrik homotetik hareketler tanitilip, simetrik homotetik
hareketlere igtirak eden regle yiizey ciftleri ile ilgili tamim ve teoremlere yer verildi.
Biz bu galigmada gerek [10] ve gerekse [1] ¢aligmalarini g6z oniine alarak, simetrik
homotetik hareketlere istirak eden regle yiizey ¢iftlerinin Blaschke invaryantlan ile

ilgili teorem ve sonuglara yer verdik.

Bundan sonraki amacimiz, /R" Minkowski Uzayinda (& +1)-boyutlu time-like ve
space-like yiizeylerin Blaschke invaryantlarim ¢aligmak olacaktir.
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