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OZET

Anahtar Kelimeler: Legendre Diferensiyel Denklemi, Legendre
Polinomlari, Laplace denklemi, Kiiresel —koordinatlar, Dogurucu fonksiyon.
Bu tez 6 boliimden olusmaktadir.

Birinci boélimde Legendre polinomlarinin kullanim alanlarindan bahsedilmis teze
girig yapilmistir. Ayrica Legendre polinomlart ile ilgili ilk calismadan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii  boliimde Laplace denkleminin kiiresel koordinatlardaki ifadesinden
yararlanilarak Legendre denklemi elde edilmistir. Daha sonra Legendre denkleminin
coziimleri olan Legendre polinomlari iizerinde durulmustur.

Dordiincii boliimde Legendre polinomlariin 6zellikleri verilmistir.

Besinci boliimde Legendre polinomlarinin fiziksel uygulamasi lizerinde durulmustur.

Altinct boliimde ise tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar belirtilmistir.
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LEGENDRE POLYNOMIALS

SUMMARY

Key Words: Legendre Differential Equation, Legendre polynomials, Laplace
equation, spherical coordinates, Generating Functions.

This thesis is consists of six chapters.

In the first chapter , it is mentioned about the using areas of the polinomials and there
is an introduction to the thesis. Furthermore, it is discussed about the first study of
the Legendre polynomial.

In the second chapter, main definitions and concepts used in the thesis are given.

In the third chapter, the Legendre equation is obtained by benefiting from the
statement of spherical coordinates in the Laplace equation . The Legendre
polinomials are emphasized which are the solutions of the Legendre equation.

In the fourth part , the features of the Legendre equation are emphasized.

In the fifth chapter , it is focused on the physical practice of the Legendre
polinomials.

Finally in the sixth chapter , the results are stated gained through the study of thesis.



BOLUM 1. GIRIS

Matematiksel fizik problemleri ¢ogu zaman katsayilar1 degiskenlerine bagli olan Adi
Diferensiyel Denklemler veya Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemler yardimiyla
ifade edilmektedir. Bu tipteki denklemlerin 6zelligi arastirma yapilan bolgede veya
bolgenin smir ¢izgisinin {izerinde katsayilarin tekil (singililer) olmasidir. Yani
bolgenin baz1 noktalarinda katsayilarin sifir olmasi veya belirsizlik halinde
bulunmasidir. Boyle tipteki denklemlere doniisen fiziksel problemlerin analitik
¢Oziimlerini bulmak ¢ok zor oldugu gibi bazi durumlarda ¢dziime ulagmakta
miimkiin degildir. Problemin zorlugu, denklemin ¢oziimiiniin sonsuz seri seklinde
aranmasindan kaynaklanmaktadir. Boyle durumlarda ise karsimiza yeni bir problem
cikmaktadir. Bu da denklemin tiim 6zel durumlart i¢in sonsuz serinin yakimsakliginin
ispatlanmas1 ve Ozdeger fonksiyonlarinin ortogonalliginin gdsterilmesidir. Ayrica
matematiksel fizik probleminin ¢dziimiinlin kararliligini ispatlamak ve korumakta

gerekir.

Bu cins fiziksel problemlere uyan denklemler Bessel, Legendre, Chebyshev-Hermite,
Chebyshev- Laguerre tipindeki denklemlerdir. Bu tipteki denklemlere fiziksel
problemlerin ¢dziimlerinde sikga rastlanmaktadir. Ornegin bu uygulama klasik
mekanik problemlerinde baslamis, elektromanyetik teori, kuantum mekanigi,

kuantum fizigi ve termodinamik problemlerinde de kullanilmistir.

Bu zorluklar1 asmak i¢in bilimde bircok O©nemli 6zel fonksiyonlar smifi
olusturulmustur. Bunlardan en c¢ok kullanilan1 silindirik fonksiyonlar (Bessel,
Hankel, Weber, Neuman fonksiyonlar1) , kiiresel fonksiyonlar (Legendre
polinomlar1) ve &zel polinomlar (Chebyshev-Hermite, Chebyshev- Laguerre
polinomlar1) nin olusturdugu smiflardir. Bu tiir denklemlerin yardimiyla ve o6zel

fonksiyonlarin kullanilmast ile ¢esitli fiziksel olaylarda ve teknigin 6nemli



problemlerinde  yaklasik ¢Oziimler bulunmakta ve problemlere agiklik

getirilebilmektedir.
Bu nedenlerle konunun 6nemi dikkate alinarak bu tezde, Legendre diferensiyel
denklemi, onun ¢oziimii olan Legendre polinomlar1 ve Legendre polinomlarinin

Ozelikleri incelenerek tek bir kaynakta toplanmustir.

{Pn (X)} Legendre polinomlar1 1785 yilinda Legendre tarafindan

0

(1-2xt+t?)2 = 3P0t
n=0

bagintis1 yardimiyla tanimlanmigtir. 1874 yilinda Gegenbauer, Legendre

polinomlarini genellestirmis ve
(1-2xt+t2)" =Y cl”
n=0

bagintisini saglayan ciimle i¢in {Cr‘{ (x)} notasyonunu kullanmistir. Burada v, sifir ve

negatif tamsay1 olmayan herhangi bir reel sayidir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tammm 2.1. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
tizerinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri icin verilen sartlar altinda ¢oziimlerin
bulunmasi problemine Baslangic Deger Problemi denir. Verilen sartlara da

Baslangic Sartlar denir. [2]

Tammim 2.2. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
lizerinde bagimsiz degiskenin farkli degerleri icin verilen sartlar altinda ¢oziimlerin
bulunmasi problemine Simir Deger Problemi denir. Verilen sartlara da Simr

Sartlar denir. [2]

Tamm 2.3. Birinci mertebeden bir diferensiyel denklem aranan fonksiyon ile onun
tiirevine gore lineerse, bu durumda denkleme birinci mertebeden lineer diferensiyel

denklem denir. [2]

Tammm 2.4. Reel degiskenli f(x) fonksiyonu, h nin komsulugunda (x-h) nin
kuvvetlerine gore Taylor serisine agilabiliyorsa bu fonksiyon h de analitiktir. Bir

(a,b) araliginin her noktasinda analitik olan bir fonksiyon o aralikta analitiktir.

Karmagik degiskenli ve tek degerli bir f fonksiyonu, D nin ancak bazi noktalar1 harig¢
diger noktalarinda tiirevlenebiliyorsa, bu fonksiyon D de analitiktir. Eger bu
fonksiyon D nin biitiin noktalarinda tiirevlenebiliyorsa buna diizgiin analitik

fonksiyon denir. Ornegin,

f (Z) = 1+_Z
1-z
fonksiyonu, z=1 noktast harig¢ her yerde analitiktir. [4]



Tamm?2.5. y"+P(X)y'+Q(x)y =0 denkleminde P(x) ve Q(x) fonksiyonlart X,

noktasinda analitik iseler, X, noktasina adi nokta denir. [2]

Tanmm 2.6. Tanim 1.5 deki P(x) ve Q(x) fonksiyonlar1 X, da analitik degil iseler bu

taktirde X,noktasma, y"+P(X)y'+Q(X)y =0 denkleminin tekil noktasidir denir.

2]

Tanim 2.7. A gercel (veya karmasik) parametre olmak {izere
d dy
—| PX)—= [-q(X)y + Ap(X)y =0, as<x<b 2.1)
dx dx
diferensiyel denklemini ele alalim. L diferensiyel operatorii

Ly = —di( p(x)d—yj +a0y (2.22)
X dx

olarak tanimlanirsa (2.1) denklemi bu operator yardimiyla
Ly - Ao(X)y =0 (2.2b)

biciminde yazilabilir. Burada L ye ikinci mertebeden lineer diferensiyel operator,

A sayisina spektral parametre, ((X)fonksiyonuna ise potansiyel fonksiyonu

denir.

(2.2a,b) denkleminin

Uy=Ay@+By'@=0
U,y=Ay(@+B,y'(a)=0 (2.3)



sinir kosullarin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine Sturm-Liouville sinir

deger problemi ad1 verilir. [5]

Tanim 2.8. (2.1) ifadesi, A spektral parametresine bagli bir denklemler
ailesidir.y(x)=0 fonksiyonu Anin her bir degerinde denklemi ve verilmis sinir
kosullarini sagladigina gore asikar bir ¢oziimdiir. Eger bu homojen denklemin, A nin
herhangi bir degerinde (2.3) homojen sinir kosullarimi saglayan sifirdan farkl
¢ozlimil varsa, Anim bu degerine sinir deger probleminin 6zdegeri , bu 6zdegere

karsilik gelen ¢oziime ise 6zfonksiyon denir. [5]
Tanim 2.9. xyz uzayinda bir P(x,y,z) noktas1 verilmis olsun. P noktasinin orjine olan
uzakligr o, OP dogru pargasinin oz-ekseni ile pozitif yonde yaptigi aginin 6lglisii &

olsun. OP dogru parcasinin xoy diizlemindeki dik izdligiimii [OP'], ve [OP’] dogru

pargasinin ox-ekseni ile pozitif yonde yaptigi aginin dlgiisti ¢ olsun.

[OP']=psing

oldugundan,

X = psinf@cosp

y=psinf sin @

Z=pcosf

olur.Boylece xyz-koordinat sisteminden p68p koordinat sistemine bir bolge
doniislimii elde edilmis olur. Bu durumda P noktasinin p8p sistemindeki
koordinatlar1 ( pf¢) olur. Bu sayilara P noktasinin Kkiiresel koordinatlar1 adi

verilir. [3]

Tanim 2.10. a,,a,,...,a, sabit gercel sayilar olmak iizere



n dny n-1 dn_ly dy
X" +a,x - +...+a, - Xx-—+a,y=f(x
an 1 dxn—l n-1 dX ny ( )

seklindeki diferensiyel denkleme Euler-Cauchy diferensiyel denklemi denir. [2]

Tanimm 2.11. Ac R ve V bir vektor uzay1 olsun. A nin her bir elemanina V nin bir
ve yalniz bir elemanini karsilik getiren fonksiyona bir vektor degerli fonksiyon adi

verilir. [2]
Tamm 2.12. F ve G vektor degerli fonksiyonlar olsun.
V te Aigin F(t).G(t)=0 ise F ile G, A iizerinde ortogonaldir(diktir) denir.

Tanim 2.13.

d d
—(p(x)—yj—q(x)y+zp(x)y=o
dx dx

denklemi uygulamalarda karsilagilan ve 6zfonksiyonlarina 6zel fonksiyon denilen
bir dizi denklemin genel bi¢imidir. Regiiler Sturm-Liouville probleminden farkli

olarak, p(x) fonksiyonunun [a, b] aralifinin u¢ noktalarinda sifir olmasi1 veya bu

araligin sonsuz olmasi halinde bu denklemler i¢in tanimlanan sinir deger problemi
tekil Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir. O halde 6zel fonksiyonlar, tekil

Sturm-Liouville sinir deger probleminin ¢éziimleri olan fonksiyonlardir. [8]

Tanmmm 2.14. a herhangi bir reel say1 ve n bir dogal say1 olmak iizere (@),

faktoriyel fonksiyonu,

(a), =a(@a+)(@+2)...(aa+n-1 n>1



seklinde tanimlanir. Bdylece (@), sembolii,a ¢arpanindan baslayarak her bir

carpanin bir 6ncekinden bir fazla oldugu n tane ¢arpanin ¢carpimimi gostermektedir.

Ozel olarak,

(a), =1 a=0 icin

olarak tanimlanir. Faktoriyel fonksiyonu

(1), =1.2.3...n=n! igin bilinen faktoriyelin genisletilmisidir. [9]

Tamim 2.15. x>0 olmak lizere Gamma fonksiyonu
['(X) = j t*'edt
0

ile tanimlanir.
I'(x+1)=xI'(x) X>0
bagintis1 vardir ve bu bagintinin tekrar tekrar kullanilmasiyla bir n tamsayisi igin
'@+n)=(@+n-HI'(@a+n-1)
.:(a+n—1)(a+n—2) I'a+n-2)
:: (a+n-I)a+n-2)---(a)'(a)
=(a),
ifadesi elde edilir. Faktoriyel fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

_I'(a+n)

a), =———=, n tamsayr n>0ve a>0
(@), r@ y



bagintisi vardir. n > 1 tamsayist i¢in X = n alirsak,
I'h+)=n'(n)=n(n-DHI'(n-1)=...=nll'(1)

ve
r()=[edt=1
0

oldugundan

I'h+1)=n!
bulunur. [9]

Tamm 2.16. p bir sabit olmak iizere,

2
: d y+xd—y+(x2—p2)y:0 (2.4)

X
dx? dx

diferensiyel denklemine p inci mertebeden Bessel denklemi denir. (2.4)

denklemin ¢oziimii

y,(x) = aZ ((;,1)) @

seklindedir. Eger a, =1olarak alinirsa, denklemin 6zel ¢6ziimii, J, ile gosterilen ve

sifirinci mertebeden birinci tip Bessel fonksiyonu olarak adlandirilan

nw=3 0]

i (n)?



fonksiyonudur. [9]

Tanim 2.17. a, b, ¢ sabit parametreler olmak {izere,

x(1-x)y"+[c—(a+b+1)x]y’—aby =0 (2.5)

denklemine Hipergeometrik denklem adi verilir. (2.5) denkleminin bir 6zel ¢oziimii

ot S @a0ux

n=1 (C) n'

seklindedir. Bu 0zel ¢oziim hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir ve

F(a,b;c;x) sembolii ile gosterilir. Yani,

Fabic=1+3 @a®nx

n=1 (C) n n!
(2.5) denkleminin bir ¢oztimiidiir. [9]

Tamm 2.18. B(m,n) ile gosterilen Beta fonksiyonu Gamma fonksiyonu yardimiyla

'(m).I'(n)

B(m.n) = r(m+n)

1
j X" (1= x)"" .dx

0
seklinde tammlanr. [9]
Tamm 2.19.

Xy"+(1=x)y'+ny=0 (2.6)



10

diferensiyel denklemi Laguerre denklemi olarak adlandirilir ve bu denklemin bir

0zel ¢oziimili Laguerre polinomu olarak adlandirilan

", (—n), X"
yl = Z—kza

o (kD
fonksiyonudur Burada
(=D*n!
-n = 7
= (n—k)!

dir. Laguerre polinomu L, (X) ile gosterilir ve

n

(=), X" -1 nix"
0= kZ? (k1)* kz( k!)*(n—k)!

seklinde tanimlanir. n=0, 1, 2,...i¢in Laguerre polinomlari

X n

Loo=21

x"e™
n! dx" ( )

seklinde de yazilabilir. [9]
Tanim 2.20. n bir parametre olmak iizere
y"=2xy'+2ny =0

diferensiyel denklemine Hermite denklemi adi verilir. Bu denklemin ¢oziimii tiim

sonlu X ve a, a, keyfi degerleri igin

_a 1+i2k(_”)(—”+2)“-(—n+2k—2)x2k
= (2k)1
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o0 k _ _ . _ _ 2k+1

ta, x+22 Ad-nm{A-n+2)---(1-n+2k —2)X 2.7)
= 2k +1)!

seklindedir.Eger n sifir veya pozitif tamsay1 ise Hermite denklemi daima n inci

dereceden (2.7) seklinde polinomsal bir ¢dziime sahiptir. Bu polinomsal ¢6ziim;

{% n}, %n den biiyiik ya da esit olan en biiyiik tamsay1 olmak iizere, H,(X) ile

gosterilir ve

) e mex
H, (0= kz;‘ k!(n—2k)!

fonksiyonu ile tanimlanir ve Hermite polinomu olarak bilinir. [9]

Tamm 2.21. {fn(x)} seklinde gosterilen fonksiyonlar kiimesi i¢in dogurucu

fonksiyon
G(x.t)y=> ¢, f,(0t"
n=0

seklindedir. Burada c,, {fn(x)} kiimesinin parametrelerini iceren n nin bir
fonksiyonu x ve t ise bagimsiz degiskenlerdir. Ornek olarak {1, X,Xz,...,X”,...}
fonksiyon kiimesinin bir dogurucu fonksiyonu exp{xt} dir. Clinkii

o Xt) 2 1

exp Xt =) —
n! o n'

. . . .1 .
yazilabilmektedir. Burada G(x,t) yerine exp {Xt}, C, yerine - ve f,(x) yerine x"
n!

gelmistir. [7]
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Teorem 2.1. ¢ (X), a<x<b Tlizerinde @(X)>0 olacak seklinde reel ortogonal

polinomlarin bir kiimesi olsun. h,
(on (X) = han + ﬂ-n—l

olacak sekilde bir katsay1 olsun ve
b
2
9 = (P-0) = [ @00, (x)dx
a

olsun. Bu durumda

: -1 _ hn . Pt (y)(pn (X) ~ Pni (X)(Dn (y)
kzz(;gk 2 (X (Y) = g.h y—x

dur. [6]

Teorem 2.2. v (X) polinomlart @(X)>0 olacak sekilde (a,b) araliginda ortonormal

bir kiime ise ve

j w(X) f 2 (x)dx

mevcut ise
lim [ 0(x) f (0, (x)dx = 0 (2.8)
dir. Eger (2.8) ortogonal polinomlara gore belirlenmek istenirse

b
g, = [@(0@,” (x)dx



ve (2.8) de
1 b
limg, > j (X) f (X)g, (X)dx = 0

olarak almmalidir. [6]

13



BOLUM 3. LEGENDRE DIiFERENSIYEL DENKLEMi VE
CcOZUMU

3.1. Legendre Diferensiyel Denklemi

Oy oy vy
azz//sax—2+ Y =0 (3.1.1)

Laplace denkleminin kiiresel koordinatlardaki ifadesinden yararlanilarak Legendre

denklemi elde edilebilir.

(3.1.1) ile verilen ii¢ boyutlu Laplace denklemi i¢in (x,y,z) diizleminde

X =Trcos@sin 4
y =rsin@sin 4
Z=rcosg

dontigiimleri ile (r,¢,9) kiiresel koordinatlarina gegilirse,

2
R S T e e T
r=or or r-sing o094 0%) risin” 3 dp

denklemi elde edilir.Bu denklemin,
w(r,4,9) =R(r).0(9).0(p)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimiinii bulmak i¢in
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61// drR
or dr

—0O0

W _99 oo

09 dg

61// do
09 d(o

—RO

tiirevleri (3.1.2) de yerine yazilirsa,

i(rzdR(r)](@(lg)@( ) R(r) d (Sm d@(mj@( )4 RO d*0(p) _
dr dr 9d3 d sin ¢ de’

elde edilir. R(r)®($)sin> 3= 0 oldugundan bulunan son denklemin R®sin* 9 ile

boliinmesiyle ,

1 d ( ) dR(r)j 1 d ( . d®(3)j
—Ir + — | Sms———-
R(r) dr dr O(H)sin 4 d9 dg

1 d’d(p)
q)((p)sm 9 do’

(3.1.3)

=0

elde edilir. Bu denklemde ilk terim yalnizca r ye bagl oldugundan ve son iki terim
de r den bagimsiz oldugundan ilk terim bir sabite esit olur. Bu sabit n(n+1) olarak

alinirsa,

1 i(rz dR(r)

ROy o j:n(n+1) (3.1.4)

veya
d (> dR(OD)_ _
dR(r ar j n(n+1)R(r)=0
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elde edilir. Buradan

2r(dR(r)J +r2d ZRg” —n(n+1R(r) =0
dr dr

Euler diferensiyel denklemi elde edilmis olur. Euler diferensiyel denkleminin

¢Oziimii ise

yardimiyla
R(r)=Ar" + Br ™"
seklinde bulunabilir.

(3.1.4) iin (3.1.3) de yerine yazilmasiyla,

n(n +1)sin’ 9+ﬂi(singwj
(9) dg dg

(3.1.5)
1 d2®(¢):
O(p) do’

denklemi elde edilir.

(3.1.5) in sol tarafindaki son ifade yalnizca ¢ nin bir fonksiyonu oldugundan bir
sabite esittir. Bu sabiti -m > olarak segilirse,

1 dzq)((ﬂ): m?2

D(p) de?
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veya

d’®(p)

2

+m’d(p) =0

elde edilir.

(3.1.5) in her iki tarafi ®(9) ile ¢arpilirsa,

2
n(n+1)sin® 9O(J) + sin gi(sin 9 d®(‘9)) L d Lo =0
dg dg O(p) do
elde edilir.
Bu son ifadede
1 d 2CD(¢) - _m?
D(p) do’
degeri yerine yazilirsa,
. . d (. ,dOW9)
n(n+1)sin*> $—m* JO(9) + sin $—| sin$g———= | =0 3.1.6
( ( )sin )@( )+ sin dg(sm 49 j ( )
elde edilir.
(3.1.5) de U =cos$ doniisiimii yapilirsa,
—u——sm9 ve d_dd =—sing—
d d$ dudg du

olur ve 1-u* =sin* 9 yardimiyla



18

d@(u)j o
du B

(n(n+ 11 -u? —m2)®(u)+(1—u2);—u((l—u2)

elde edilir. Son denklemin diizenlenmesiyle de

d’eu)

2u L) +n(n+1)BU)=0
du du

(1-u?)

Legendre diferensiyel denklemi elde edilir.
3.2.Legendre Diferensiyel Denkleminin Coziimii
(I=x>)y"+2xy"+n(n+1)y =0 (3.2.1)

denklemine n. dereceden Legendre denklemi denir. Burada n herhangi bir pozitif

reel sayidir.
(3.2.1) denklemi

., 2X ., n(n+1)
—_ —+ =
1-x° 1-x°

y

seklinde yazilirsa X =+1 noktalar1 diizgiin tekil noktalar olacaktir. Ayrica s=1/x

doniigiimii yapildiginda , (3.2.1) denklemi

2
dy+[2 2 }der n(n+1) _0

ds2 |'s s(s*—1)|ds si(s?—1)

seklinde yazilabilir. Bdylece, diferensiyel denklem sonsuzda da bir diizgiin

singiileriteye sahiptir. Oyle ise bu noktalar disinda,

n(n+1)

2X
P(X)=- e P(Xx)=
L (X) e v ) (X) 1—x
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fonksiyonlart analitik fonksiyonlardir. Bu nedenle , X =0 noktas1 komsulugunda

|X|(1 araliginda (3.2.1) denkleminin,

y:ickxk
k=0

seklinde bir ¢oziimii bulunabilir. y nin kendisi ve

y' =) ke, x*!
k=1

y" =Y k(k—T)c,x*?
k=2
tiirevleri (3.2.1) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ik(k — e, X2 = > k(k =D, x“ =2> ke, x“ +n(n Jrl)i“ckxk =0
k=2 k=2 k=1 k=0

elde edilir.

Bu denklemde x in ayn1 kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenirse
x’ 2(hc, +n(n+1)c, =0

veya

1
C, = B n(n+1)c,.

X' 3(2)c, —2¢, +n(n+1)c, =0
3(2)c, +[n(n+1)-2]c, =0
3(2)c, +(n—=1)(n+2)c, =0



veya
C, = —i(n —-1)(n+2)c
23 v
X 4(3)c, —2(1)c, —2(2)c, +n(n+1)c, =0
4(3)c, +[n(n+1)—6lc, =0
4(3)c, +(n—=2)(n+3)c, =0
veya
C, = —L(n -2)(n+3)c
Y34 g
X 5(4)c, —3(2)c, —2(3)c, +n(n+1)c; =0
5(4)c; +[n(n+1)—12]c, =0
5(4)¢c; +(n=3)(n+4)c, =0
veya
C, = —L(n -3)(n+4)c
T 45 ’
x* (k+2)(k +1)c,,, +[-k(k=1) =2k +n(n+1)]c, =0

(k+2)(k +1)C,,, +[n> +n—k(k +1)]c, =0
(k+2)k+1Dc,,, +(n=k)(n+k+1)c, =0

veya
c __(n=k)(n+k+1
2T (k+)(k+2)

k>0 (3.2.2)

K>

yazilabilir.

20
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_(=2)(n+3)
3.4

_ D' (=204 H(n+3)

41

C, = 2

0 »

_(n—3)(n+4)C
4.5
_(=D*(n=3)(n-H(n+2)(n +4) c

3!

Cs = 3

1>

_(n—4)(n+5)C

5.6 )
_ D' (n=4H(n=2)n(n+ H(n+3)(n +5) c
6!

Ce =

0>

__(n=5)n+6) .
T 6.7 i
_(=D)*(n-5)(n-3)(n—=1)(n+2)(N+4)(n +6) .

7!

1

* 7.8 °
_ (=D (n=6)(n=H(n-2)n(n +1)(n +3)(n+5)(n+7) c
8!

__(n—6)(n+7)C

0

__(n—7)(n+8)C
- 8.9 7
_ (=D*(n=7)(n=5) (1 =3)(n=1)(n+2)(n+4)(n+6)(n+8) .

9

olur.

Bu sekilde devam edilirse —1 < X < 1araliginda iki lineer bagimsiz ¢6ziimii ;
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00 =c, 1= 1D
N (n —2)n(n4:r D(n+3) 4
_(n=4)(n- .2)n(n +1)(n+3)(n+5) 6
6!
N (n=6)(n=4)(n=-2)n(n+1)(n+3)(n+5)(n+7) X* = )
8!
200 = ¢, (x- F=ARED
N (n=3)(n- l)s('n +2)(n+4) o
_(n=5)(n— 3)(.n —I)(n+2)(n+4)(n+6) 7
7
N (N=7)(n=5)(n=3)(n=1D(n+2)(n+4)(n+6)(n+8) N
9

seklinde bulunur.

Eger n ¢ift ise Y, icin sonsuz seri sirlandirilir ve n. dereceden bir polinom elde
edilir. Eger n tek ise bu kez y, sinirlandirilir ve yine n. dereceden bir polinom elde
edilir.c, ve C, keyfi sabitler oldugundan her bir n i¢in onlarin degerlerini segebiliriz.

Boylece ¢oziim x=1 de 1 degerine sahiptir. Bu sekilde elde edilen ¢6ziim Legendre

polinomu olarak adlandirilir. Asagida ilk dort Legendre polinomu verilmistir.

n=0: C, =1, ve Yy, ¢Ozlimi

P,(x)=1 (3.2.3)
n=1: c, =1 ve Yy, ¢Ozimi

P (X) =X (3.2.4)
n=2: c, =—1/2, vey, ¢ozimii

P, (X) = %(3% ~1), (3.2.5)
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n=3: c,=-3/2, vey, ¢dziimi

P (X) = %(5X3 —3X). (3.2.6)

olarak bulunur.

Genel olarak, n=2,4,6, ..., i¢in

| 13.(n=1)
Co=(-1 {—2.4“}] } (3.2.7)

ven=1,3,5, ..., i¢in

_ ool 13..n
5=t {2.4...(n—1)} (3.2.8)

(3.2.7) ve (3.2.8) deki ¢, ve c, degerleri y,(X) ve Yy,(X) formiillerinde yerine

yazilirsa ¢esitli Legendre polinomlar elde edilir.

Ornegin n=4 i¢in,

c, = <—1>2(§j =§,

bulunur ve y, ¢oziimii
35

3
P,(X)==| 1-10x* + =—x"
4 (X) 8( 3 j

- %(35x4 ~30x>+3)

olarak bulunur.
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Her Legendre polinomu Legendre diferensiyel denkleminin 6zel bir ¢éziimiidiir.

Ornegin

P, (X),

(1I-x*)y"=2xy'+6y =0,

denkleminin 6zel ¢6zimii,

Py(X),

(1-x*)y" =2xy’ +12y =0,

denkleminin 6zel ¢oziimii,

Genel olarak P, (x) ise

(I-x*)y"=2xy"+n(n+1)y =0

denkleminin 6zel ¢oziimiidiir.

n. dereceden Legendre polinomunun toplam formiilii

L] (=Df@n=2K0 |
P ()= 2" kz_(;[k!(n—zk)!(n—k)!}x (3-29)

dir. Burada eger n¢iftise N =n/2 egerntekise N =(n—1)/2 dir.
Ornek: P,(x) i (3.2.9) u kullanarak bulalim.

Coziim: Burada N =(3-1)/2 =1 dir.



25

1G] (D 62K |
B = Skz_ik!@—zk)!@— k)!} X

1 ( 6! j 5 ( 4!)
=—|| ——= | X | — | X
8|\ onn3! 112!

- é(20x3 ~12x)

= %(5x3 ~3x)

3.3. Legendre Polinomlar:

Legendre polinomunun dogurucu fonksiyonu
1 =
(1-2xt+t%) 2 =Y P (t"
n=0

bagintist ile tanimlanir. Legendre polinomunun serisel ifadesi bu bagintidan

yararlanilarak elde edilir.

(a),, ifadesi.

(@),, =[a@@+2)...(a+2n-2)][(@a+1)@+3)...(a+2n-1)]
mfa)(a+l
-’ @( 2 j 3D

seklinde ifade edilebilir.

Bu 6zdeslikte a =1 alinmasiyla

(2n)!= 2“(-} n! (3.3.2)
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elde edilir.

(a),, degeriise

@ a@a+1)...a+n-k-Dl@a+n_k)...(a+n-1]
e [(@a+n—-k)...(a+n-1)]

NG
D" 1-a-n), .

seklinde hesaplanabilir. (3.3.3) de a =1 alinmasiyla

n!

NI 334
(== oy, G349

elde edilir. (1—-t)™® ifadesi binom agilimi yardimiyla

(1) = i(—a)(—a—l)...(—aJr n+1)(_1)n,[n

n=0 n!

(@a)(a+h@+2)...(a+n-1 n
n!

s

n

Il
(=}

_~(@)g,q
—Z(;Tt (3.3.5)

seklinde yazilabilir.

Ayrica serilerin 6zelliklerinden bilinmektedir ki, ¢ift indisli ve A(k,n) genel terimli

bir seri

S AN =YY Ak.n—k) (3.3.6)

n=0 k=0 n=0 k=0
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S Ak.n) i Ak,n —2K) (3.3.7)

bagintilarin1 saglar. Burada [g}g ye esit olan ya da g den kiiciik olan en biiyiik

tamsay1y1 gostermektedir.

(3.3.6) ve (3.3.7) nin bir sonucu olarak ve A(k,n—k) = C(k,n) konularak

(3.3.8)

yazilabilir. Bu notasyonlar
(1-2xt +t* ) 2 ZP (x)t"

bagintisiyla verilen P, (X) Legendre polinomunun serisel ifadesinin elde edilmesinde

kullanilabilir. Ifadenin sol tarafi,

2xt—t*)"
n!

(-2xt+t5) 2 =[i-@xt—t)] 2 = i&}

seklinde yazilabilir. Binom ag¢ilimi kullanilarak,

lj
2 _% _ OO (2 n nfq1_ t "
(1-2xt+t") 2 = E o (2xt) (1 _2xj

n=0

1
ZU > oty 3 0 n)k(zxj

n=0 n! k=0 k'




(=0, _ (=D

esitligi elde edilir. (3.3.8) esitliginin ve

n! (n—=k)!

H @ (200" (D"
=& (n —2k)!k!

n

yazilabilir.

(1] _ (2n-=2k)!
2) . 27 (n=k)!

oldugundan

S Gl (2n-2K)120"* (D" _,
(1-2xt+1?) _nzz;‘k:o (n_zk)!k!zzn_Zk(n_k)!t

yazilir.

1 ©
(I-2xt+t*) 2 =Y P (0t"
n=0

ifadesi ile (3.3.9) karsilagtirihir t" in katsayilar1 esitlenise

NS

2l
(D' @26 o

B0 = o - 2K)!

elde edilir.

28

ifadesinin kullanilmasiyla

(3.3.9)



3.4. Rodrigues Formiilii
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Legendre polinomlar1 Rodrigues formiilii adi verilen bir formiil yardimiyla bulunur.

Pn(x):2 (-1 (2n-2k)! -2k
= 2"k!(n —k)!(n - 2k)!

ifadesi elde edilmisti.

Eger D= a4 olarak alinir ve

oldugu goz 6niinde bulundurulursa ,

DSy = m!x™
(m--s)!

ifadesi yardimiyla

(2n—2k)!x"*

(3.4.1) denklemindeki
(n—=2k)!

ifadesi

DnXZn—Zk _ (2n_2k)!xn—2k
(n—2Kk)!

seklinde yazilabilir.

Bu nedenle (3.4.1) serisel ifadesi,

(3.4.1)

(3.4.2)
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1 Dn 2n-2k
P,(x) = Z( A (3.4.3)
o 2"kl(n—k)!
seklinde yazilabilir.
n! -
Ch=—"—"7— oldugundan
= kl(n=k)!
(3.4.3) denklemi

B} (—l)k DnCn,k X2n—2k

e (3.4.4)
k=0 JE

P (X) =

olarak yazilir. Buradan

Dn [ﬂ k 2n-2k
I:’n (X) = " n'Z(_l) c:n,kx
+ k=0

seklinde yazilabilir.

{g} <k<n0<2n-2k<n olacak sekilde

k min biitiin degerleri icin D"x*"** =0 dir. Boylece (3.4.4) iin sag taraftaki toplam
k=0 dan k=n ye kadar genisletilebilir ve

D" N
S ,Z( D*C, x> (3.4.5)
+ k=0

P () =

veya binom agilimindan yararlanarak,
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n !
W2 1" =S (=) n ¥ 22K
( ) kzz(;( ) k!(n—k)!

ifadesi (3.4.5) denkleminde yerine yazilirsa,

1
2"n!

P.(X)= D" (x> -1)" (n=0,1,2,3,...) (3.4.6)

seklinde Rodrigues formiilii elde edilir. (3.4.6)

n 2_ n
p =L 47D
2"n! dx"

(3.4.7)

seklinde de yazilabilir.

Bu formiil Legendre polinomlar1 hesaplamak i¢in kolay bir yontem vermektedir. Bu

formiille hesaplanan ilk alt1 Legendre polinomu

R(X)=1

P (X)=x

09— (¢ -1

P,(X) . (5> —X)

T

P.(X) =é (35¢* —30¢2 +3)
P.(X) =?13 (63 —70¢* +15)

P, (X) =%(231x6 —315x* +105x> —5)



seklindedir. X in kuvvetleri

x=P(x)

€ = LR+ 2P

- %[3Pl(x)+2P3(x)]

x* = %[7P0(x)+20P2(x)+8P4(x)]
x> = é[273(x)+28P3(x)+8P5(x)]

x¢ = ﬁ[%Po(x)+110P2(x)+72P4(x)+16P6(x)]

seklinde bulunur. Genel olarak

-y !+ Dn! P (%)

I=nn=2,n-4,... 2(””/2(;(n - I)) ld+n+D)!!

seklinde yazilir.
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o
[ e i
} VAN
rﬁ_ t‘/ sl
=1 ’k\ ..,;_T_EF-‘

3

‘L\h/{;

- F'-;.l,!‘} F;i."} Fi.f}

S ;

Sekil 3.1

P,(X) icin diger formiilleri elde etmek igin (3.4.6) denklemi kullanilabilir.

D = — olmak lizere
dx

Leibnitz formiuliinden

’
D"(uv) = (uv)" =u"v+nu"v +

n(n - 1) u(n—Z)V” n

...... +uv™
veya

k=0

D"(uv) = Zn“cn,k (D*u) (D™ v)

(3.4.8)
oldugundan Rodrigues formiilii

P,(X) = ann' D" [(x-1)"(n+1)"]




olarak alindiginda
u=xx-1D",v=(x+1)" olmak iizere,

1

P00 =7 > Cou (D (x=)")D"™ (x+1)")

1 ni(x—D"* nl(x+1)
P (x)= C
(%) 2"n!k§; M (n=k)! k!

olur. Veya,
n!
C,, =——— oldugundan
T kl(n=k)!
n—k k

. X—1 X+1
P(X)=) C’ | —
bulunur.

Ornek: Denklem (3.4.8) i kullanarak P,(X) i bulunuz.

Coziim: Denklem (3.4.8) de n =0 yazilirsa,
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P(=t S oy
:4i85|733(x6 —-3x* +3x* -1)
:%83722(&5 ~12° +6X)
=%%(30x4 —-36x> +6)

1

=—(120x° —72x
(12077720
1

=—(5x* =3x
o -3x)

olarak bulunur.
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BOLUM 4. LEGENDRE POLINOMLARININ OZELLIiKLERI

4.1. Dogurucu Fonksiyonlar

Kiiresel fonksiyonlar matematiksel fizik problemlerinin ¢éziimiinde ¢ok 6nemli rol

oynarlar. Legendre polinomlar1 ise % Laplace denkleminin temel ¢6ziimii ile

ilgilidir. Burada R, M ve M/ noktalar1 arasindaki mesafedir. Ayrica r ve r,, M

ve M, noktalarinin yarigap vektorleri, ¢ ise onlarin arasindaki ac1 olsun.

Bu durumda
L r<r,icin
1 1 -2t '
R \/r2—2rr cos > |1 1 "
0 pcosp+r —— r>T,icin
ry1-2tx+t° '

o r r .
yazilabilir. Burada X =cos@ (—-1<x<1) vet=—<1 veyat=-"<1 dir.
I r

1

ot +t2

P(t,X) = (O<t<l, 0<x<I)

fonksiyonuna Legendre polinomlarinin dogurucu fonksiyonu denir.

W(t,x) fonksiyonunun t ye gore acilimi
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Y(t,x) = !

— =Y Pt 4.1.1)
V1=2tx +t2 nZ::;

seklindedir. Bu agilim keyfi x ler ve |Z| < ‘Xi\/XZ —1‘ ler i¢in gegerlidir. (4.1.1)

acilminin P, (X) katsayilar1 n-yinci dereceden polinomlardir ve bunlara Legendre

polinomlar1 denir. Buradan 1 ifadesi

LZ[L) P,(cosp); r<r,

1 r(] n=0 rO

== e\

R lz —Oj P.(cosp) ; r>r,
ro\r

biciminde yazilabilir.

v

P, (X) :%J[X+\/X2 —lcosgo]ndgo

0

integral gosteriminden yararlanarak (4.1.1) agilimi

ZPH(X)tnzéjji[(x+ X —lcosgo)t]n

n=0

_17
_”‘([ (X-I—\/X —ICOS(/))

_ﬂ't\/Xz—l'[ 1-x —cosg

x? -1

(4.1.2)
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biciminde yazilir.

Z—CcosSQ 72 —1

"fdgo r

0

formiiliinii goz Oniine alalim. Bu bagmtida z, [— 1,+1] araliginda olmadig1 kabul
edilir ve vz’ —1 belirlenmis sabit degerini almas1 gerekir ki (‘Z—\/Z2 —1‘<1)

esitsizligi saglansin. Bu kosullar ¢ergevesinde (4.1.2) nin sag tarafi

1

N1 =2tx + t2

ye esit olur.

(4.1.1) serisi |X| <1l ve |Z| <1 kosullarinda diizgiin yakinsaktir. Ciinkii—1<x <1

araliginda |Pn (X)| <1 dir. Buna gore

P.()t"

<[t"

: 1
olur. Eger |t| >1 ise bu durumda t, :f doniisiimii yardimiyla |t1| <1 oldugundan

! t £ P (0) & Py(X)
2 - - 2 :tlz n+1 :z n+1
Vi-axt+t? (l-axt +t> o U A3t

elde edilir. Boylece sonug olarak
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iPn(x)t”, It <1
1 n=0

V1=2xt +t* R P (X)
Z tnn+1 ? |t|>1

n=0

(-1<x<0)

yazilabilir.
1

(1-2xt+t* )_E dogurucu fonksiyonu Legendre polinomunu t nin kuvvetleri

cinsinden ifade etmek i¢in kullanilabilir.
Ornegin,

1

(1-2xt+1%) 2 = [1-xt)> —t> (x> = 1) 2

esitliginin sag tarafi (1-— xt)” parantezine alinirsa,

ety (¢ -D)| 2
(1-2xt+t") _{(th) [(l—xt)z ﬂ

elde edilir. Buradan,

RS g
(1—xt)?

1

(1-2xt+t%) 2 =(1— xt)‘l[l

bulunur. Son ifade de hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla ,

_ 2 _%_ _ -1 l_m
(I-2xt+t7) ? =(1-xt) 1F{29 ’ (l—Xt)Z}



seklinde yeniden yazilabilir.

(1—2xt +t? ) 2 ZP(x)t

oldugundan,

VR B B e ) RS n
(1-xt) IF{z, ,—(l_xt)z} 2P0t

dir. Bu ifade ise

U(tw )T
g sl

" (1-xt)?

k=0

yardimiyla
_ RS CSE) 1 (l—xt)
(1=, { " (1-xt)’ } (l—xt)z:;
(L) ey
g k'(l Xt)2k+1
seklinde yazilabilir.
Ly v (KD, (x)
(l—Xt)ZkH = (1= xt) Z n!

ifadesi (4.1.4) denkleminde yerine yazilirsa

40

(4.1.3)

(4.1.4)



() ey
4 1 -] &l2), = (2k + 1), (xt)"
(1-xt) ‘F{E’_ }:Z ;( +r?!( )

Llj 2k +1), (x> =D*t¥"x"
-3y
k!'n!

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi

2k +1), = (n+2k)!
(2k)!

yardimryla

1
— | (n+2K)103 =Dk X"t
—xt)! l._.tz(xz_l) _%VS (zjk
(1-xt) 1F{2’ ) (l—Xt)z} zz k!n!(2k)!

seklinde yazilabilir. Ayrica

1
NS

}

ii Ak, n) = i A(k,n—2k) oldugundan ,

nf 1 oken
H (21 nl(x* =1 x"
=i kl2k)!(n-2k)!

41
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P (x? —1)} iH ni(x* =1k x"*t" @.1.5)

1—xt
(1=x)7,F {2 T (1-xt)? | & 22Kk (n-2k)!
elde edilir.

(4.1.3) ve (4.1.5) denklemlerinde t" nin katsayilari esitlenerek P, (X) i¢in yeni bir

NS

[}n(x kn2k

P (%)= &2 (k!)? (n 2k)!

formilua elde edilir

P,(X) i¢in yeni bir dogurucu fonksiyon elde etmek i¢in

NS

[ } n! (X k n 2k
&0 (k!)? (n 2k)!

P (X) = (4.1.6)

ifadesi ele alinarak keyfi bir ¢ sabiti igin

[”} k n2k
c x)t" c) (x* =1
Z() y (X) ZZ()( ) X (o

n=0 n=0 k=0 22k(k') (n_2k)'

yazilabilir.

- ¢l .
> B(k,n):ZZA(k,mzk)

n=0 k= n=0 k=0

NS

oldugundan ,
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(C)n (X)t ShS (C)n+k(X2_1)an n+2k
Z Z;kz(; 2% (k) n! t

(C)n+2k = (C + 2k)n (C)Zk yardlmlylaa

C), P.OOt" & & (C+2K), (xt)" (C),, (x* —1)*t?
Z() L (X) ZZ(;Jr)()()( )

! 2%n!

bulunur.

on-(g5), -

Z(c+2k) (X" = F,(C+ 2k;—; xt)

oldugundan ,

2 (0), P, (Ot" & & (C+2K), (X" (€),, (x> —D)t**
2= ‘

2k
n=0 n! n=0 k=0 n! 2°n!

i (k!)?
dir.
(Fy(c+2k;—; xt) = (1—-xt) " oldugundan

. ch Cc+;j (x> =)<t
D Fy(c+2ks—xt) k b
k=0 (k")




} (lcj (lc+1j (x? =)<t
Z(l Xt) (c+2k) 2 k 2 2 k

0 (k1)?

LY (L 1) n e
w[cj [2c+2jk(x D't

= (k1> (1= xt)e+*
SRR i}
—C,—C+—;
272 2
2 2
— (=X, F, L)
(1—xt)
L;
ic)  (X)t"

yazilir. Burada c herhangi bir kompleks say1 olabilir.

1

=(1-2xt+t2)?

olarak alirsa (4.1.7) i¢in denklik formu sdyle kurulur:

0 F %(1_1‘“] _ 3 ©OnP 0"

p n=0 n!

Simdi (4.1.6) denklemine geri doniip

ipﬂ(x)tn _ © [5:| (XZ _l)kxn—Zktn
n=0 n! n=0 n=0 22k (k')z(n_zk)'

44

(4.1.7)
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:i (X2_1)kxntn+2k
Lo 2%k n!
xt 1., »
=€ 0F1(_;1;Et (x*=1))

toplami ele alinirsa

xt w Pn(x)
JF (= 12 —)=) = o

n=0
bagintis1 elde edilir. Bu baginti,

1
Jo(2)=,F 1(_;1;—2 22)

ile

", (t1-x7)= ipn(x)tn (4.1.8)

n=0

Bessel fonksiyonu olarak da yazilabilir.

—t)

(4.1.8) de X yerine X=Y ty
P

t yerine—-> alinip, her bir terim p~' ile carpilirsa,

(4.1.9)

elde edilir.



Burada

_ t (n+K)!P . (x)t"
n— IP X— n+k
g ( P ] % kin!

oldugundan (4.1.9) un sag tarafi

S5 (D" (n+ KPR, 00ty
;Z:o kl(n!)?

>

olarak da yazilabilir.

ii A(k,n) =iz A(k,n—k)

n=0 k=0 n=0 k=0

ifadesi kullanilarak

- ty(x—t 2 (x* -1
, exp{ y/() )}OFI Y -1)

S (=)™ nly™ P, (0t
zg k![(n—k)!J

& DLy R (ot
22 (0 (-

elde edilir.
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(4.1.10)



Hipergeometrik fonksiyonlarin

(@),z"
5 (b)), n!

F(a;h;2) = Z
seklindeki gosteriminden yararlanilarak,

F (-l y) = z( ),y

(D k!
yazilabilir. Ayrica
!
(-n), = ﬁ ve  (1),=k! olduklarindan
~1)*(n—k)!

(=D*nty"

yFEnLy) = kzom

yazilir. Bu ifade (4.1.10) de yerine yazilirsa,

~ty(x- t)} yr (¢ -1
p

A (D" ny™ R (0t
nzz(;kzz(; k{[(n=k)1F

_Sw (D nly R (0t
nZ?kZ(; (kh?*(n—k)!

S F (=N y)P, (Ot

n=0

a7

(4.1.11)



ifadesi elde edilir.

Basit Laguerre polinomlari

L, (X)=,F, (-n;1;x)

seklinde gosterilir. Bu notasyon (4.1.11) de yerine yazilirsa,

1 242 2
- - — -1
(1-2xt+1t%) 2exp —yx=b t)z oF yrx 2)2
I-2xt+t 4(1-2xt+1t7)

1

ifadesi elde edilir. Boylece

pexpltyt—x0p2 1, tyV1-x2 p2) = S L, (y)P, (0"

n=0

ifadesi elde edilmis olur. Burada,

1

p=(1-2xt+12)2
dir.
4.2. Diferensiyel indirgeme Bagintisi

1 ©
F(x,p=(1-2xt+t*) 2=>"P, (x)t"
n=0

[fadesinde her iki tarafinin t ye gore tiirevinin alinmasiyla,

=S L (yP, ("

n=0

48

4.2.1)
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3 ®
% (1-2xt+t%) ™ 2 (-2x+2t)= z nP, (x)t""

n=0

elde edilir. Her iki taraf (1-2xt+t*) ile carpilirsa,

X2 (-axt+ )R, (ot

V1=2xt +t? —

elde edilir. Bu son esitlik de (4.2.1) yardimiyla

(x-t) g P,OOt" = (1-2xt +t2)nZ:: nP, (x)t"" (4.2.2)
seklinde yazilabilir. (4.2.2) ifadesi,

xg P,()t" — nZ:; P.OOt"™ = Z nP, (x)t"" — ZXnZ:; nP, (x)t" + nZ:; nP, (x)t"!

veya bu ifadenin diizenlenmesiyle,

o0

[~ (k + 1), () + 2k + DXP,(x) —kP,_, ()]t =0

k
seklinde yazilabilir. t nin ayn1 kuvvetlerinin katsayilarinin karsilastirilmasiyla,
(n+DP ., (X)-2n+1)XP,(X)+nP,(X)+nP,_,(X)=0 n=123... (4.2.3)
elde edilir.

Benzer indirgeme bagintilar1 Legendre polinomlarinin tiirevleri arasinda da

bulunmaktadir. Bu bagintilar1 bulmak i¢in 6nce (4.2.1) in X e gore tiirevi alinirsa,
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'
3

—%(1 —2xt+t%) 2.2x=Y P, (0t"

n=0

bulunur. Esitligin her iki tarafi (1-2xt+t>) ile garpilirsa,

!

t o0
= (1-2xt+t)Y P (X" (4.2.4)
V1-2xt +t? Zl
veya
£ P00t = (1-2xt +t*)> P/t (4.2.5)
n=0 n=0

elde edilir. tnin ayni derecelerdeki katsayilarinin karsilastirilmasiyla bu kez
P.(x)=P.,(X)+ P, (X)—2xP,(X) (4.2.6)
bagintisina ulasilir.

(4.2.3) ifadesinin bir kez tiirevi alinirsa,

(n+DP,/

+1

X)—2n+DP/(X)+nP,,(x)=0

elde edilir. Son denklemden P,,,(X) in degeri (4.2.6) da yerine yazilirsa

NP (X) = XP, (X) = P._ (X) 4.2.7)
elde edilir.

(4.2.6) ve (4.2.7) den XP,(X) in yok edilmesiyle
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(2n+DP,(X) =P, () =P () (4.2.8)
bulunur. Simdi
P_Vl (x)=0

almir ve (4.2.8) formiilinde n=0,1,2,3,....,n yazilarak elde edilen baglantilar

toplanirsa,
D> 2k +1P,(x) =P, () + P, (X) (4.2.9)
k=0

seklindeki indirgeme bagintisi elde edilir.

(4.2.6) ve (4.2.8) denklemleri bagimsiz indirgeme bagintilaridir. Béylece bu iki
denklemden c¢esitli bagintilar elde edilebilir. (4.2.6) ve (4.2.8) in birlestirilmesiyle

XP, (x) = P, (X) = (n+1)P,(x)
bulunur.

4.3. indirgeme Bagintilar1 Yardimiyla Legendre Diferensiyel Denkleminin Elde

Edilmesi

Legendre diferensiyel denklemi indirgeme bagintilar1 kullanilarak elde edilebilir.
XP. (%) =nP.(x)+P._, (X) (4.3.1)
XP,(X) = P,y (X) = (N+ P, (X) 43.2)

bagintilari elde edilmisti.
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Simdi sadece P,(X) ve onun tiirevlerini igeren bir bagintt bulmak icgin (4.3.2)

denkleminde n yerine (n-1) yazilirsa

XP,, (X) = P, (X) = nP,_ (X)

elde edilir.

(4.3.3) de tiirev alinirsa,

XP" (x)=P'(X)-(n+DP/,(x)

bulunur.

(4.3.1) denkleminden ,

P’ (X) = xP;(x) —nP, (x)

yazilir ve tlirev alinirsa

P",(X) = P.(X)+ xP,(x) —nP, (x)

bulunur.

Bu ifadeler (4.3.4) denkleminde yerine yazilirsa,
X[(P/(X) + XxP/(x) — nP, (x)] = P/(x) — (n + D[P, (x) — nP, (x)]
elde edilir.

Terimlerin yeniden diizenlenmesiyle P,(X) i¢in

(4.3.3)

(4.3.4)



(1—=x*)P/(x)—2xP/(X)+n(n+1)P,(x) =0

Legendre diferensiyel denklemi elde edilir.

4.4.P, (X) in Hipergeometrik Formu

Oncelikle
a, b’ © b n
Ty @,
c: n=0 (C)n n!

seklinde tanimlanan hipergeometrik fonksiyonu ve onun genellestirmesi olan

aa,,....a

55 | (@), (@)y (@) 2"

F 7 :Z
. b]abz,-..,b; n=0 (bl)n(bz)n...(bq)n n

53

esitligini verelim. Burada hicbir payda parametresi sifir ya da negatif tamsayi

degildir. Buna ragmen p veya  nun sifirdan farkli olmasina gerek yoktur.

Simdi , F, notasyonunu P, (X) Legendre polinomlarinin gésterilmesinde kullanalim.

Legendre polinomlarinin,

HIG 1)[ ] (20"

P ()= 2, KI(n —2K)!

ifadesinde
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n!
(_n)zk

2 “n+l
s =23 (557

degerlerinin yazilmasiyla,

1 n) (—-n+l
da)er5) 05
O
k=0 k!n!(z—nj (x*)

(n=2k)!=

elde edilir.

P,(X) Legendre polinomunun

(1-2xt+t2) 2 =ipn(x)t“ (4.4.1)

esitligini verelim.Burada,
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(1-2xt+1%) 2 = [(1-1)> —2t(x— 1)]‘%-

seklinde yazilabilir.Esitligin sag tarafi (1 - t)2 parantezine alinirsa

1

1
1 _ 2 N2
A-2xt+t3) 2 =| a—pe[ 1= 2D g gy 2D (4.4.2)
(1-1) (1-1)
sonucuna varilir.
Hipergeometrik fonksiyonlarin 6zelliklerinden
(@),
1 I:0 (ay_y Z) - ; n! ve
@) =01-2"
olduklar1 bilinmektedir.
Buna gore
L
2t(x—1) | 2 I 2t(x-1)
1- > =F| == >
(1-t) 2 (-1
(1) {2t(x—1)}n
- = \2 ), -1
F, 12k P =y = a-t (4.4.3)
2 (-1 pary n!

dir.

(4.4.3) (4.4.2) de yerine yazilirsa,



(lj 2°t“(x—p* Gj 24 (x = D)*
2

2 P00t = t)é KIA— )™ < K-

elde edilir. Buradan

} o [lj 25(n+2k)!I(n—1)*t"*
2RO =22, KI(2k)!n!

n=0 n=0 k=0

bulunur.

1 (2n)! .. )

—| = degerinin yerine yazilmasiyla
(ij 2°"n! s Y Y g

- = & (n+2k)I(n =1kt
P (x
Z(; (0 ZKZ:: k12*k!n!

elde edilir.

n yerine (n-k) yazilirsa

& n e (n+Hk)I(n=Dt"
2P0t _ZZ K12¥K!(n — k)!

n=0 n=0 k=0
olur.

!
(n— )'—; degeri yazilirsa

(D" (=n),

L e (D emy R D
200" =20 25 (K1)’

56
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elde edilir .Buradan

o0

N n A& (D) (N k), (x=DKt
gp”(x)t _Z(;kz(; 2 (k)2

bulunur. Bu nedenle

—-n,n+1;

P.(X)=,F, " dir.

P.(=xX)=(-1)"P,(x) oldugundan;

—-n,n+1;

P.0)=(-D",F T

bulunur.

4.5. Legendre Polinomlarinin Dikligi

P,(X) ve P,(x) polinomlar1 Legendre denkleminin birer ¢éziimleri olduklarindan

(m=#n)
(1—-x*)P/(x)—=2xP.(X)+n(n+1)P,(x) = 0 4.5.1)
(l—Xz)Pn']'(X)—ZXPn'](X)+m(m+l)Pm(X) =0 (4.5.2)

bagintilarin1 saglamaktadirlar. Bu bagintilar
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[a=x»P0] +nn+ P, =0 (4.5.3)

[a=x»P20] + mm+ 1P, (x) =0 (4.5.4)

seklinde yazilabilir. (4.5.3) P,(X)ile ve (4.5.4) de P, (X) ile carpilir taraf tarafa

gikarilirsa,

P, (%) [a=x)P/(0)] +n(n+ 1P, (x)P,(x) =0

P (X) [(1 - xz)Pn;(x)]'+ m(m+1)P, (X)P,(x) = 0

P,(0) [1=x)P0)] = P00 [a=)P; 0] + [n(n+ 1) = m(m + D] P, (x) P, (x)=0
elde edilir.

(1= X>)P! (NP, (x) + P, (x) [1=x)PL0)] - (1= x)PL(OP! (%) -

P, (0 [A=x)P/0)] (4.5.5)

oldugundan (4.5.5) denklemi

(n—m)n+m=1) P,(x) P, () =[(1=x*){PL ()P, (x) - P, (OP/(0)}] (4.5.6)
olarak yazilabilir.

(4.5.6) denkleminde integralin herhangi sonlu aralig1 i¢in,

(n=m)n+m-1) [P,00P,(dx = [1-x* )P, (0P, (0~ P, 0PI (457)



59

elde edilir.

x=1 ve x=-1i¢in (1—x*)=0 oldugundan,
1

(n—m)(n+m-1) j P (x)P_ (x)dx =0
-1

yazilabilir.
m ve n negatif olmayan tamsayilar olsun.Bu durumda n+m+1= 0 dir.

Ayrica nzm,n—-m=0 ise

1

[P.OOP,()dx =0, m=n (4.5.8)
|

elde edilir.

Eger m=n ise

2

[P, 0] dx =2

Con+1

(4.5.9)

olarak bulunur.

(4.5.8) ifadesi -1<x<1 aralig1 iizerinde P, (X) polinomlar kiimesinin dik oldugunu

ifade eder. Bodylece Legendre polinomlart ortogonal polinomlarin sagladigi

Ozelliklere sahiptir denilebilir.

4.6. P (x) in Yeni Ozellikleri

eXtJO(t l—XZ):Z Pn(X)t

o N

(4.6.1)
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ifadesi elde edilmisti.

(4.6.1) de ilk once X =cosa,t=vsina ikinci olarakta X=cosf, t=Vsina

doniistimleri yapilarak

2 P (cosa)v"sin" g

exp(Vcosa sin f)J,(vVsin S sina) = z - o (4.6.2)
n=0 .
P
exp(Vcos fsina)d (Vsinasin f) = Z . (COS’Br)]\'/ sin” & (4.6.3)
n=0 .
bagintilar1 elde edilebilir.
sin(f —«a) =sin fcosa —cos fsina
oldugundan,
exp(Vcosasin f) = exp[v sin(f — a)]exp[v cos fsin a] (4.6.4)
dir. (4.6.2), (4.6.3) ve (4.6.4) yardimiyla
i P, (cos a)v sin” B exp[v sin(f— a)]i P (cos l[;’r)]\'/" sin” o
. n=0 .

n=0

sin"™* (B — a)sin® aP, (cos S)V"

nzz k!(n—k)!

k=0

elde edilir. Buradan

sin" AP, (cosa) = ZCn’k sin"™* (B — a)sin* aP, (cos )
k=0
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dir. Burada C_, binom katsayisidir. Bu son denklem

. n o, . _ n—k
P (cosa) = (S?“ “j C., {M} P, (cos ) 4.6.5)
sinf ) i sin o
seklinde yazilabilir.

1
P.(X) in orijinal tanim1 ele alinir ve uygunluk igin p = (1—2xt +t*)? olarak alinirsa

i POt =p (4.6.6)

olarak yazilabilir.

(x=9

olarak alinirsa

(4.6.6) denkleminde t = —, x =

1
© _ _ 2 75
an(x th‘”v” :{1_2(x 2t)erv_z}
e,

n=0

1
= ,o[,o2 —2(X =tV +V? ]_5
elde edilir.

Burada v" lerin katsayilar1 esitlenirse

-n-1 X—1 _ . (n+k)!Pn+k(X)tk
o pn[ - J_kz;‘ e (4.6.7)

elde edilir.
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4.7. Legendre Polinomlarinin integral Gosterimi

Legendre polinomlarinin integral gosterilimi
Pn(x)zljo” (x+x> —1cos@)"dg 4.7.1)
V4

bicimindedir. Bu formiilii gerceklemek i¢in Once integral altindaki ifadeyi binom

serisi seklinde yazalim. Buradan

elde edilir.
2m)!
|- —Z(m ) > k=2m
—j cos“ gdg=<2""(m!)
7o 0 k=2m+1
oldugundan

[%] n!Xn—Zk (X2 —l)k

l]['X+\/X2 —lcosg)"dg =
72-0

=27 (n=2k)!(k!)?

(4.7.2)

elde edilir. Sag taraftaki ifadenin Legendre polinomu oldugunu kanitlamak igin

1

F(xt)= =(1-2xt+t?) 2

1
V1=2xt+t>

dogurucu fonksiyonunu diizenleyelim.
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F(x,t)=(1—-2xt+t?) 2 = (1 —lxtj[l - t(zl(i(zxt_)ﬂ (4.7.3)

seklinde yazalim. (4.7.3) iin sag tarafindaki ilk ifade

l—lxt = i(xt)s (4.7.4)

seklinde yazilabilir. (4.7.3) iin sag tarafindaki ikinci ¢arpan ise

LT[V
] eV 9
seklinde seriye agilabilir.
1 > =2k )
ORI [ n j(Xt) o

oldugundan (4.7.6) serisi (4.7.5) yardimiyla

_M _% _ AN _1\N+k _1/2 _Zk n 2 2k+n
{1 (l—xt)z} =>>(-D ( kj( njx (x? =t 4.7.7)

seklinde yazilir. Son ifade n —n —2k alinarak t nin kuvvetlerine gore diizenlenirse

2,2 ‘% o [”z] _ _
|:1_t (x —1)} :Z (_l)n—k( 1/2][ 2K jx”‘Zk(xz—l)ktn (4.7.8)

(1 - Xt)2 n=0 k=0 k n - 2k

veya



1

2 2 _ 75 0
L CDY R oy Y
(I—xt) "o
elde edilir. Burada

2l —1/2\( -2k
An :Z(_l)nk( ﬁ j{n_zijnzk(xz_l)k

k=0
dir.

(4.7.4) ve (4.7.9) (4.7.3) de yerine yazilirsa

F(x,t)= i(xt)siAnt” = ii A xt"®

s=0 n=0 s=0

elde edilir. Nn— n—s alarak son ifade t nin kuvvetlerine gore diizenlenirse

F(x,t):i(niAn_sxsjt”

n=0 \ s=0

veya
F(xt)=> P,t"
n=0
elde edilmis olur. Burada

F(x,t)=(1-2xt+t?) 2 = i P (t"

n=0

64

(4.7.9)

(4.7.10)

(4.7.11)

(3.7.12)

acilimi uyarinca P, (X) ler Legendre polinomlaridir. Devam edecek olunursa
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P00 =3 AL

veya (4.7.10) g6z ontlinde bulundurulursa

n—s [ [(n-s)/2] -1/2 -2k
P, (0 = (Z (‘”"Sk( U(n_s-sz XMk(XZ_Dk]XS

S= k=0

[n/2] —1/2 n=2k —2k
= [(—1){ ﬁjZ(—l)”S(n_s_zij“k(xz—l)kJ (4.7.13)

k=0

oldugu goriiliir. Son bagintiy1 sadelestirmek i¢in
ws —2k n-s-1
(1) -
n—s—2k 2k -1
ve

Zfn-s-1 n n!
2 ( 2k -1 ]_(2kj_ (2K)!(n - 2Kk)!

s=0

ifadesinden yararlanilirsa (4.7.13)

(/2] D —1/2 n! n-2k /2 k
pn(x>=2[(—1> g _I)J

k=0

w2l k) n! o
= 22(k )' - : ' X 2k (X2 —l)k
o (k" (2k)!(n-2k)!

[n/2] n'
=D g, X" (x* —1)*
~ 2% (k1)?(n - 2k)!
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seklinde yeniden yazilabilir. Bu ifade (4.7.2) ile karsilastirilarak (4.7.1) ifadesi elde

edilir.

4.8. Laplace 1n ilk integral formu

H nix" 2 (x? = 1)

P (x)= 4.8.1
(%) &= 27 (k1) (n—2k)! (#8.1)
ifadesi elde edilmisti. Bu ifade
(1) _(2k)!
2) 2%k
oldugundan,
2Jn(3) er=be 1)
P.(x) = ¢ (4.8.2)
k!(2K)!(n —2k)!

seklinde de yazilabilir.

Gamma ve Beta fonksiyonlarinin tanim ve 6zellikleri yardimiyla (4.8.2) deki

ifadesi

RGO 1]

k! F(;jrmk)_ ak+1) =z

T

cos™ pdp = ljcos”‘ pdop
T

0

Il
NN
[SL I
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yazilabilir. Buradan (4.8.2)

B} n!Xn—zk (Xz _1)k

0= 2k,

ICOSZK(pd(o (4.8.3)

1
Tk o

seklinde yeniden yazilabilir.

m tek sayr oldugunda J.cosmgod¢=0 oldugundan (4.8.3) denkleminin sag

0

tarafindaki toplamda kile 2k yer degistirebilir. Boylece (4.8.3) den

Iy
1 & X (x* -1
& kK(n=k)!

J.coskgod(o (4.8.4)

elde edilir. Burada k tek sayisini iceren her bir terim sifirdir. Boylece (4.8.4) ifadesi

P, (x) =

1 n
1 {X+(X2 —1)2005(4 do (4.8.5)
T

O =y

seklinde Laplace 1n ilk integralini verir.

(4.8.5) den P, (X) in baz1 basit 6zellikleri elde edilebilir.

-1<x <I araliginda

1
X+(X* =1)2 cos @ :\/X2 +(x> =1)cos’ @

Z\/Xz sin® ¢+ cos’ ¢ dir. (4.8.6)
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dir. Bu ylizden -1<x < 1 i¢in

1
X+ (x> =1)2 cosg :\/1—(1—X2)sin2 )

olur. (4.8.6) denkleminden ¢ =0 ve ¢ =7 noktalart disinda

1

X+ (x> —1)E cosgp| <1

oldugundan

n

1 V3
X+ (x> =1)2 cosg d(p<lj1.d¢)
7[0

e
|Pn(x)|s;£

bulunur.

Teorem 4.8.1. —1< x <1 igin |P,(x)| <1 dir.
17 :
Pn(x)=—'|‘{x+(x2 —1)2 COS(/):| "do (4.8.7)
7 0
denklemini elde etmek i¢in bu denklem (4.8.6) ile birlestirilirse
In
1 T 2 s 2 2
|Pn(x)| < ;Hl —(1=x")sin go] do
0

veya
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L
1 2

P, () s%zj[l—(l— x*)sin” o] dg

elde edilir. Burada 0 < ¢ < %7[ ve sing >2¢/7 dir. y>0 icin 1-y <exp(-Y)

kullanilirsa

1-(1-x*)sin*p<1- =

201 42 201 2
49 (12 X )<exp{_4(o (1- X )}
w
elde edilir. Buradan

2
P, (x)| < = | exp[— -

2n(pz(1—x2)}d(p

o _ 201 2
< gj'exp{ 2l (21 X )}d(o
T

0 T

yazilabilir.

Jz

exp(-*)dff = ————
2n(1 - x?)

Kl
A
| 0o
| 3
S ey 8

1
ifadesinin elde edilmesi i¢in  f = (go/ 7[)[2“ (1- Xz)]E yazilarak integralin yeni bir

turd elde edilir.

Teorem 4.8.2. Eger -1<x<1 ve n herhangi bir pozitif tamsay1 ise
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T |5
ot

dir.
4.9. Fonksiyonlarin Legendre Polinom Serileri Yardimiyla Gosterimi

Analitik fonksiyonlarin kuvvet serileri seklindeki ¢oziimleri
fo)=>c,x"
n=0

olarak gosterilir. Burada ¢, = f ™ (0)/n! dir.

f fonksiyonu ;

f(x)= ibn P.(X) (4.9.1)

seklinde yazilabilir. Burada -1 <x <1 ve P,(X) n. dereceden Legendre polinomudur.

(4.9.1) ifadesine Legendre polinom serilerinin f cinsinden gosterilmesi denir.

(4.9.1) deki b, katsayisinin hesaplanmasi i¢in (4.9.1) n her iki tarafi B, (x) ile

carpilir ve integre edilirse;

j' f ()P (x)dx = i{bn j P, (X)P, (x)dx}

n=0 -1

-0(55)
2k +1

elde edilir. Boylece
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b, 2k+1

j f ()P, (x)dx (4.9.2)

olarak elde edilir. Bu formiil denklem (4.9.1) de kullanilan b, nin katsayisin1 verir.

ORNEK:

0, —-1<x<0
f(x)= {

0<xxl

fonksiyonunun Legendre polinomlar1 yardimiyla serisel ¢oziimiinii bulunuz.

COZUM: (4.9.2) kullanilarak Legendre katsayilar1 hesaplanabilir.

1 1
by =5 [OWdx=2,
3 3
b, == j (H0dx =~
50 (1), ~
b, == { (1)(51(3x ~Ddx =0,
7¢ (1 , 7
b, —El(l)(EJ(SX —3x)dx = =
b, = 2j(l)[lj(%x“ —30x* +3)dx =0
fo2a0s8 ’

1
=Hj(1) Dl63x® —70%¢ +15%)dx = L,
129 (8 32
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ve bu sekilde devam edilebilir. Bu ylizden

7

F00 =2 P00+ R 00— LR+ P ()=

1
32
bulunur.

4.10. Legendre Polinomlarimin Sifirlar

Legendre polinomlarmin sifirlart Gaussian quadrature olarak bilinen belirli integral

yaklagimlari i¢in kullanilan niimerik metotlarda kismi olarak faydalidir.

b
j f (x)dx integrali yaklasik olarak uygun

zn:ai f(x,) (4.10.1)

toplami1 yardimiyla hesaplanir.

Legendre polinomunun sifirlar1 X; ve a, lerin hesaplanmasi i¢in kullanilir.
(4.10.1) formiilii f(X) polinomu 2n-1 ya da daha kiigiik dereceden polinom
oldugunda tam sonug verir. Metodun uygulanabilmesi i¢in P,(X) in sifirlarinin reel

oldugunun bilinmesine ihtiyag¢ vardir.
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Gaussian Quadrature Kullanilarak Cesitli Tamsayilar icin Belirli Integralin Yaklasik Degerleri

n Kok Katsay1

2 0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000

3 0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888889

-0.7745966692 0.5555555556

4 0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549

-0.3399810436 0.6521451549

-0.8611363116 0.3478548451

5 0.9061798459 0.2369268850
0.5384693101 0.4786286705

0.0000000000 0.5688888889

-0.5384693101 0.4786286705

-0.9061798459 0.2369268850

Teorem 4.10.1 :

koke sahiptir.

P,(X) legendre polinomlar1 -1<x<1 aralig1 lizerinde n tane farkl

Tablo (4.1) de, (4.10.1) deki denklemin a, katsayilar1 ile birlikte n nin gesitli

degerleri i¢in legendre polinomlarinin kokleri listelenmistir.

j‘f(x)dXzZn:aif(xi)

(4.10.2)

belirli integrali f(X;) her bir kokii igin hesaplandiginda yaklasik olarak bulunabilir.

ORNEK: n nin 2 farkli degeri icin quadratiirler yardimiyla belirli integrali

hesaplayalim.
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1
1 : )
n=2: dx ~ (0.5773502692)% /2 +e(—0.5773502692) /2
.[ \N27 \N27 [ ]
— 1 (1.69296345)
N27 .
=0.6753946993.
1 e & (0.9061798459)2 /2
n=5 j de ~ \/_ [(0 2369268850)e
+(0.4786286705) 100’2
+(0.5688888889)(1)
+(0.4786286705) e 05801002
+(0.2369268850) e 017 /2 ]
:%(1.711249393)
w
=0.6826897354
bulunur.

Teorem 4.10.2 : —1<x<1 araligi tzerinde f(X) sonlu siireksizlik noktalari
disinda siirekli ise —1<x<1 aralig lizerinde f'(X) mevcut ise burada f(X)

stirekli ve siireksizlik noktalarinda sag ve sol tiirevleri mevcuttur ve eger
1 1
a, =[n+ﬂf f(y)P, (y)dy (4.10.3)
-1

ise bu durumda f (X) in siirekli oldugu noktalarda
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> a,P() = f(x), ~l<x<l1 (4.10.4)
n=0

dir. (4.10.4) in sol tarafindaki seri, f in siireksizlik noktalarinda

1

E[f(x+0)+ f(x—0)]

orta degerine yakinsaktir.

Ispat: (4.10.4) in sol tarafi (4.10.3) yardimiyla

3a,2,00=3 [0+ |l f R, R. ey

=1imz(k %]j f(YP(Y)P, (X)dy

n
nN—oo k=0

“tim ] 103 k3 R 0P ey

yazilabilir.

(4.10.4) in sol tarafindaki seri f (X) toplamina yakinsar ancak ve ancak

lim [ £ (y)K, (X y)dy = f(x) (4.10.5)
dir. Burada
Ko (X, y) = Z(k + %}Pk )P (Y) (4.10.6)

dir.
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(4.10.4) iin sag tarafindaki serinin toplami i¢in Teorem 2.1.1. den yaralanilarak

(4.10.5)

n . ~ hn
;gk O (X (Y) = g.h

n''n+l

j 2 1

g = | RS0 = ~— = ——

4 2k +1 K+ 1
2

seklinde yazilir.

Burada

dir. Boylece

h—"—l(n+1)
(g,h, +1) 2

olur ve (4.10.7) den

20 (10,0 =2, (02, (Y)

y—X

K. (X,
06y) == oy

elde edilir.

(4.10.4) kosulu

— n+1 Pn+l(X)Pn(y) B I:)n (X)Pm—l(y)

(4.10.7)

(4.10.8)



1

nm{f(x)— J f K, (x y)dy} =0
-1

seklinde yeniden yazilabilir.

1

jRAyMyzo k>0

-1

oldugundan

L n

K,y = | Z(k%ij(x)Pk(y)dy

_1k=0

| B&(kﬁ)a(x)a(y)dy}

-1 k=1

j%dyzl

-1

seklinde yazilabilir.
(4.10.9)

lim [[f 00— f (K, (¢ y)dy =0

ifadesinde yerine yazilirsa

im

n—»wo ) e X_y

elde edilir.

j ! (X) - (y) [Pn+l (X) Pn (y) - Pn (X) I:)n+1 (y)]dy =0

77

(4.10.9)

(4.10.10)
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Teorem 2.1.2 yardimiyla

1
J.g *(y)dy olacak sekilde herhangi bir g(y) icin
el

1
-1
1im(n+%j2jg(y)Pn(y)dy:o (4.10.11)
-1

elde edilir. Boylece

X—-y

1
ile birlikte j g’ (y)dy mevcuttur.
-1

(4.10.11) den

1

— 1
1im(n+ljzjwpn(y)dy -0 (4.10.12)
n—o 2 % X — y
ve

T
lim(n + ijz | T=TWp (yydy=0 (4.10.13)
n—o 2 e X — y
elde edilir.

Boylece eger n — o igin

1

1
n+1 1) 2 n+1 3) 2
—|n+—=| P (X)), ——|n+=| P, (x

ifadeleri sinirhi ise —1<Xx<1 araliginda  f(x) in siirekli oldugu noktalarda

(4.10.10) saglanir.
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Teorem 4.8.2 kullanilarak —1 < X <1 aralig iizerinde

N | —

”—”(mlj_zpm(x) UL A
2 2 4(“3 2(n+1)(1—x%)

1

< z(n+1) 2 < T %
42n+1)(1-x%) 4(1-x%)

Ve

N | —

n—“(n+§j_2Pn(x)< (””)32. T
2 2 4(“2) 2n(1—x?)

1

. z(n* +2n+1) 5< T :
4(2n* +3n)(1-x%) 4(1-x%)

ifadeleri saglanir.

Boylece f(X) in siirekli oldugu noktalarda Teorem 4.10.2 deki (5) in (4.10.3)

denklemini sagladig1 goriiliir.

4.11. X" Genislemesi

Herhangi bir polinom legendre polinomlari cinsinden seriye agilabilir.Katsayilarin

belirlenmesinde P, (X) in ortogonalligi rol oynar.

. N N -
SR (0" = (1-2xt+1%) 2 = (1+1?) 2[1— 2’% ’
n=0 1+t
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o

1 +t2) 2

=y

n=0

ifadesini ele alalim. Buradan

(lj(zx)t .

3 =(1+t)2Y P ()" 4.11.1
nzn,(lt) =(1+) 2P0 (4.11.1)
elde edilir.
{= 2v
1++/1—4t>

olarak alinirsa

2 t

1+1-4t% 1+t?

1+t =

olur ve boylece (4.11.1)

n=0

- ( j (2X) t" " n+%
D o Z P, (V" (ﬁj (4.11.2)

seklinde yeniden yazilir.

) n+
2 | =F 4v?
[l+\/1—4v2) o 3

n+=;
2




oldugundan

el (2n+1 l V2k
( 2 j ? 2 n+2k

1+4/1—4v?

yazilabilir.

(4.11.1) ve (4.11.3) yardimiyla

. Gj (2x)"v" (2n+1)(;j P (x)v"
z n — n+2k

o0
n=0 n! n,k=0

skt pacow

n=0 k=0 k'(3j
2 n—k

elde edilir.

81

(4.11.3)
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Bir onceki teoremdeki y" in katsayilarinin karsilastirilmasiyla asagidaki sonug elde

edilir.
Teorem 4.11.1 : Negatif olmayan bir n tamsayis1 i¢in

nt l2n—4k+1)P _, (%)

S
. 2 n—-k

dir. [6]

X" =

Teorem 4.11.2 : Eger |X| yeterince kiiclik ve

Fg =) 2 (4.11.4)
n=0 n!
ise
f(x) =Y b,P, (%) (4.11.5)
n=0
dir. Burada
b = ZM (4.11.6)

" k=0 2n+2k k! E
2 n+k

dir. (4.11.5) nin yakinsaklik bolgesi X = 0 merkezli elipsin i¢ kismudir. [6]

4.12 ikinci Tip Legendre Fonksiyonu

o)W _
dx{(l x)dx}rn(nﬂ)y 0
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denkleminin genel ¢ézlimiiniin bulunmasi i¢in P,(X) Legendre polinomu ile bagiml

olmayan baska bir tane de 6zel ¢6ziim bulunmasi gerekir. Bu fonksiyon

x+1_i 2n—4k +3

Q(x)— P()1 x—1 Z2k-1)(n-k+1)

Pn—2k+1 (X)

dir. Burada N degeri n ¢iftise N = % n, ntek sayrise N = %(n +1) dir.

n=0, 1, 2, 3 i¢in;
X+1

Q, (X )——ln—1

Q=2

Xx+1 3

Qz(X)——(3X ~Din> =X

X+1 5 , 2
X) =—(5x* =3x)In ———x +—
Q;(X) ( X)In ) 3

olur.

P,(X) ve Q,(X) lineer bagimsiz fonksiyon oldugundan denklemin genel ¢oziimii

y =C,(X)P,(x)+C,Q, (x)

bi¢iminde yazilir. Burada C, ve C, keyfi sabitlerdir.
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Sekil 4.1.

4.13. Birlestirilmis Legendre Polinomlar:

P*(x) ve P™ es Legendre polinomlar: birlestirilmis legendre denkleminin

¢oztimleridir. Burada | pozitif tamsayr ve m=0,1,...I dir. P[I,m, X] olarak

gosterilirler. m pozitif tamsayisi igin

A" = ()" (- x)™ 4R (x) 4.13.1)
dx
_EDm o amdtT
T (1-x7) I (X" =1) (4.13.2)

ile verilirler. Burada P (X)birlestirilmis olmayan Legendre polinomudur.

Birlestirilmis Legendre polinomu negatif m sayis1 i¢in

P () = ()" =M po (4.133)
(I+m)!
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ile tanimlanir.

Birlestirilmis polinomlar Ferrers fonksiyonu olarak adlandirilir. m=0 ise
birlestirilmis olmayan polinom olarak yazilirlar. Birlestirilmis Legendre

fonksiyonlar1 kiiresel koordinatlarda Laplace denkleminin ¢éziimii olan kiiresel

harmoniklerin bir parcasidir. Bunlar [— 1,1] araliginda w=1 ve o= agirlik

1-x2

fonksiyonlar i¢in diktirler. Bu nedenle

2 (I+m)
2041 (1=my "

jp,m(x)P,,m(x)dx = (4.13.4)

x _ (I+m)

=i (4.13.5)

JRm 0P (0

mm’

yazilabilir.

Birlestirilmis Legendre polinomlari

(I-mPBR" () =x2I-DHPRL (x) - (I +m-DRT, (x)
indirgeme bagintisin1 saglarlar.

X =cos@ alinmasiyla (genellikle y ile gosterilir.)

dR™ _ 1uP" (1) — (1 +m)RT (1) (4.13.6)

déo I1— 12

Ve

@1+ P (1) = (1 + MPY () + (1 - M+ DR (1) (4.13.7)
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elde edilir. Ayrica

Rl (x) = (-1)' @1 ~ DI — x)”? 4.13.8)
R (X) = x(2I + )P (x) (4.13.9)
dir.

(=™ vyi igeren ilk bes birlestirilmis Legendre polinomu

POO(X) = 1

P'(X) = X

POy = -

PX(x) = l(3x2 -1

? 2

PIX) =  —3x(1-x%)"
PP = 3(1-x%)

P (x) = lx(5x2 -3)

’ 2

Pl _ 3 2 2 %
00 = S-S I-x)

P’(x) = 15x(1-x%)



PXx) = —15(1-x})7

P/(X) = %(35x4 ~30x +3)
Pi(x) = %X(3—7x2)(1— X"
PI(x) = 1?5(7x2 ~(1-x7)
PXX) =  —105x(1-x?)"
P/(x) = 105(1-x%)’

PRI = éx(63x4 ~70x> +15)
olarak bulunur.

X = cos @ olarak alindiginda ise

P, (cos &) = 1

P’(cosd) =  cosd
P'(cos8) = —sin @
P)(cos) = %(3 cos’ 0—1)

le (cos®) = —3sinfcosl



P(cos§) =  3sin’@

P)(cos®) = %cos O(5cos’ 6-3)
P/(cos®) = —%(5 cos’ @ —1)sin @
P} (cos®) = 15cos@sin’ @
P’(cos#) =  —15sin’ @

olarak elde edilir.

Orjindeki tiirev

a1 1 1
{dP\/’(X)} i 2 lsm{2ﬂ(v+ﬂ)}r(2v+2#+lj
x=0

2 2 2

dir. Logaritmik tiirev ise

1 1
) G|y
{M} = 2tan[1 (A + ﬂ)} | [2 2
R 2 {2(,”#—1)“;(/1—#—1)}

olur.

88
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4.14. Birlestirilmis Legendre Fonksiyonunun Belirsiz integrali icin Rekiirans

Bagintisi

Reel degiskenli, tam say1 mertebe ve dereceli birlestirilmis Legendre fonksiyonunun

integralinin hesabi i¢in iki rekiirans formiilii elde edilecektir.

Burada amag, P."(X) n-yinci dereceden ve m-yinci mertebeden x degiskenli klasik

birlestirilmis Legendre fonksiyonunu gostermek iizere, N > m > 0 indisleri iizerinden
s,:"(x)szn”‘(t)dt X<1, —1<a<1 (1)

integrali icin rekiirans denklemleri gelistirmektir. P,’(X) = P, (X) n-yinci dereceden
Legendre polinomu, yani
1 d"

P.(x)= x> =1)" 4.14.2
0= XD ( )

olmak tizere
m _ 2\m/2 dm
P™(x)=(1-x%) o [P, (x)] (4.14.3)
X

tanim1 kullanilmaktadir. n ve m indisleri bundan bdyle negatif olmayan tam sayilar

olarak kabul edilecek ve a genelde 0 veya negatif olan bir sabit olarak alinacaktir.
Once kolay génderme yapilabilmesi igin bazi iyi bilinen formiiller listelenmistir.

=2n+lxpn_ n P
n+1 n+1

n>0 (P, =0)4)

n+1

pm :_Eﬂil_xpm_ujliﬂL_ "
n-m+1 "

n+l n n=m=0 (4.14.5)
n-m+1
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|
== L Pl = (G0 DX By (4.14.6)
n!
(1—x2)0|i P"=(n+1)xP" —(n—-m+1)P", (4.14.7)
X

P™ =P™ +(n+m)(n+m-1)P""

n+1

(4.14.8)

—(n=m+1)(n-m+2)P""

n+1

xR = 1[(n+ mn+m-DP"' —(n—m+D(n-m+2)P™'|  (4.14.9)
n+
di[(l — X)) P = ~(n—m+ (n+m)(1 - x>)™ V2P (4.14.10)
X

n iizerinden elde edilmek istenen rekiirans formiiliinii elde etmek igin dnce (4.14.7)

nin integrali alinir daha sonra sol tarafa kismi integrasyon uygulanirsa

(1-x)PM(t) X + 2jtan (tydt = (n+ l)Jx.tan (t)dt

(4.14.11)

—(n—=m+DHS"

n+1

elde edilir. Sonra (4.14.5) integrali alinir (4.14.11) de kullanilirsa istenilen sonug

yani
m (n_l)(n+m) m
" m+2)(n-m+1)

4.14.12
2n+1 ( )

_(n+2)(n—m+l)(1_t PO

0<m<n

X
a b

elde edilir.
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(4.14.1) i¢in m lizerinden rekiirans formiillerini veren adimlar (4.14.8) in integraliyle

baglar. Sonug

St =8™ +(n+m)(n+m-DHS™

(4.14.13)

m-1
n+1

—(n-m+1)(n—m+2)S

olur. Simdi (4.14.12) de m yerine (m-1) yazilirsa ve bazi uygun islemler yapilirsa

(n+m-1)(n+m)s™'
(4.14.14)

B (2n+1)(n+m){(n—m+2)(n+2)
- n—1 2n+1

Sy +(1=t)P"(D) |§}
elde edilir. (4.14.14), (4.14.13) de yerine yazilirsa

@2n+DhH(m+1)(n—m+2)
n-1

m+l _ o m+l m-1
S - Sn—l + Sn+1

n+1

(4.14.15)

N 2n+ 1)_(n +m) a —tZ)Pn”“l (t) |:

elde edilir. (4.14.12) de m yerine (m+1) yazilirsa

2n+1 2n+1 8

denklemi elde edilir. Bu sonug (4.14.15) de kullanilirsa
sl = %{(m +I(N-m+2)(n+m+1)S™!
m —
(4.14.16)
+(1=t)P™ ) +(n+myn+m+DHP™ )] [* )



elde edilir. (4.14.16) da n+1 yerine n yazilirsa istenen sonug

Sml = Ll{(m +1)(N—m+1)(n+m)s™

A=) O +(+m=-D(+mPN' ®] L . 2<m<n
olur.

(4.14.12) ve (4.14.17) rekiirans formiillerini agmak i¢in
P, =1, P’=x, F?::%GXZ—D, P'=+v1-x°

(4.14.4) den

2n+1 n
= xXP, —
n+1 n+1

n+1 n-1» nZO’ PIEO

1 . x
Sy =x-a, S [t\/I—t2+sm_lt] |a

125

ve genel olarak
SO :L[P 1(t)_P 1(t)] |X
n 2n +1 n+ n- a

(4.14.12) yardimiyla
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(4.14.17)

(4.14.18)

(4.14.19)

(4.14.20)

(4.14.21)

(4.14.22)
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Sl _ (n—=2)n g 2n—-1

" -Dn+D) " (n—D(n+1) (1-tHPL(® [, nx2 (4.14.23)

bulunur. (4.14.2), (4.14.4) ve (4.14.9) dan

Sy =-28) +[(n+ P, (1) - (n+DHP,, (1] |} (4.14.24)
olur. (4.14.8) ve (4.14.9) dan
pr = 2+ o NEM oo s onsm
n-m+1 n-m+1
(4.14.25)
P™ = 2n+1)W1-x*P’
elde edilir. (4.14.6) dan
Sh = ﬁ n(2n—3)2n-1)S"2 +tP"(t) |:] (4.14.26)
+
Spu == ! SVI-ERIW® K (4.14.27)
+

bulunur.

P"(x) ve S;"(x) in normallestirilmisleri rekiirans formiillerinin sonuglari ¢ok biiyiik

olmasin diye kullanilabilir.

j[an )] dt = ( 2 j (n+m): (4.14.28)

2n+1)(n—m)!

oldugu i¢in P,"(x) normallestirilmis Legendre fonksiyonlari
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12
m

pr E{MM} P™ (%) (4.14.29)

2 (n+m)!

ile tanimlanir. Buradan, swrasiyla (4.14.5), (4.14.12) ve (4.14.17) ig¢in
normallestirilmis formlar1 ayni denklem numarasinin iizerine ¢izgi koyarak elde

edilmistir.

12
2n+1(n- m)!} ST (%)
2 (n+m)!

S (x) {

olmak lizere

P
Em{ (2n+3)(2n+1) } XB 7 (%) (4.14.5)

"l (n+m+D(n—m+1)

_[ (2n+3)(n+m)(n—m)

P2
}m(x), 0<m<n+l
Cn-D(n+m+1)(n—-m+1)

> )
_l—t[ (2n+3)2n+1) } B[, 1<m<n+l (4.14.12)
n+2| (N+m+1)(n—-m+1) :

%
Smi - | {(mﬂ){(mm)(n—ml)} s

m-—1 (n+m+1)(n—m)

r b
oy @n+D(n-m-1) (g X =
+(1-t )_(2n—1)(n+m+1)} P | (4.14.17)

Cen+D(n+m)n+m-—1)
L 2n=D)(n+m+1)(n—m)

+(1-t%)

%— X
} P™'(t) [, 2<m<n
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olur. (4.14.18)-(4.14.27) denklemlerinin acgilmislar1 normallestirilmis formda

P= Ve R00=6/2"x, Foo=(95)° 2ex -n

Pl =pa-x)]> 2

[2n+3)2n+D)]>

n+1

Pi(x) = XP, (X)

%o
—L(zr‘”j P.(X), n0
2n—-1

Sy =L(x—a) , S/ =?[tx/1—t2 +sin™ t] N

SO 1 %_ 1 %_ X
S, :{[(2n+1)(2n+3)} Pml(t)—{(znﬂ)(zn_l)} P}

g1 _n -2 (2n+1)n(n-2) " g
n+1|2n-3)(n+)(n-1)| "

_(-tH[@n+nEn-1 %51 ol
n+l | (n+I)n-1) T a

(4.14.18)

(4.1419)

(4.14.20)

(4.14.21)

(4.14.22)

(4.14.23)



52 !
" [n+2)(n+Dn(n-n}>

P
x{zs‘: +[(n+3)5n(t)(n+1)(2n+lj R](t)] IZ}

2n+3

_ % -
P () = [%} (1-x*)2 P (%)

A
3 1 {n(2n—l)(2n+l)} e |x}
n+1 4(n—1) 8

57 =—— P+nra-ty B |
n+2 X

olarak yazilir.
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(4.14.24)

(4.14.25)

(4.14.26)

(4.14.27)



BOLUM 5. LEGENDRE POLINOMLARININ UYGULAMALARI

5.1. FIZIKSEL PROBLEMLER

Legendre polinomlarinin fiziksel problemlerdeki uygulamasini | uzunlugunda olan
homojen telin bir nokta etrafinda doniisiimii probleminde gosterecegiz. Eger havanin
etkisi ve telin agirhi@ dikkate alinmazsa , bu halde telin denge durumu diizlemin
tizerinde dogrunun sabit @ acisal hizi ile donmesi seklinde olacaktir. Bu telin denge
etrafinda titresim olayr yalniz o zaman meydana gelecektir. Eger tel denge
durumundan ¢ikmis olsa yani telin noktalar1 diizlemin iizerinde hareket etmeseler,
telin titresimini incelemek i¢in tel dogrusalligini kaybetmeli ve onun noktalar1 u(x,t)

fonksiyonu kadar diizlemin {izerinden ¢ikmis olmalidir. Ustelik u(x,t) kayma

fonksiyonu donme diizlemine diktir.

Bu halde doniigen telin tiim noktalarinda noktasal ivme meydana gelmektedir ve iki
vektorden olusmaktadir. Birisi X sabit uzunlugunda digeri ise degisen U
uzunlugundadir. Ustelik u uzunlugu bir eksen etrafinda doniisen diizleme diktir.

Vektorlerin ikiside @ agisal hizi ile donmektedirler.

u(x,t) fonksiyonu doniisen diizleme dik oldugundan bu u(x,t) fonksiyonlar tiim
noktalarinda (—@” X) kadar X ekseni ydniinde ivme kuvveti olusmakta ve bu da
o’u

e kadar u yoniine dogru olmaktadir. Dayanak noktasindan X uzakliginda olan

telin dx elemanini etkileyen kuvvet,
pdx-w*x (5.1.1)

dir. Burada p telin yogunlugudur.
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Telin x noktasinda olusan gerilmesi telin (X,¢) araligindaki biitlin noktalarinin

etrafinda olusan elemanlarindaki gerilmelerin toplamina esittir, yani ;

2

T(x):f,;dxdx:%(fz—xz) (5.1.2)

dir. Bunlar1 goz oniine alarak diizlemin iizerinde doniisen telin serbest titresiminin
denklemi,

2 2
ax T8 Z| PO (2 )N
2 OX

2
- ﬂ(ﬁ _X2)@
X+dx 2 OX

X

biciminde olmaktadir. Veya,

o’u L, o[,., au} , o’
—=a’ | (P -x)— al=— 5.1.3
ot? ax[( )ax 2 (5-13)

=0 (5.1.4)

t:0= f(x), Z_l:to: F(x) (5.1.5)

u

dir. (5.1.3) ve (5.1.4) probleminin ¢6ziimiinii

u=T(t)X(X) (5.1.6)



seklinde arayalim.
(5.1.6) (5.1.3) de yerine yazilirsa

d 2 2 i
T"(t) _dx[(g =X )X (X)]

alT@) X (X)

elde edilir. (5.1.7) denkleminin sag ve sol taraflar1 (—A4) ya esitlenirse,
T"(t)+a*AT(t)=0
i[(ﬁ2 — X)X ()] AX (%) =0
dx
denklemleri elde edilir.

X = (& dontigiimii yapilirsa (5.1.9)

d NS .
E[(l—f )dé}mx =0

sekline doniigiir. Bu ise Legendre denklemidir.
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(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

Fiziksel anlama gore telin u(X,t) yer degistirme fonksiyonunun [O,E] araliginda

sonlu deger almas1 gerekir. Buna gore (5.1.9) denkleminin ¢éziimlerinin bu araligin

uclarida dahil sonlu olmasi gerekir. Onceden gosterilmis A = n(n+1) ler icin

(5.1.10) Legendre denkleminin [-1,+1] araliginda olan ¢dziimleri & =+1 olarak

almaktadir. Bu ¢oziimler P, (&) Legendre polinomlaridir. Burada —x degiskenine

donuliirse

X
X(X) =P, (zj

(5.1.11)
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elde edilir. Polinomlar X =+ ¢ araliginda A=n(n+1) i¢in (5.1.9) denkleminin sonlu

¢Oziimiidiir. (5.1.4) sinir kosulundan
P,(0)=0
dir. Buise n =2k —1 oldugunda gegerlidir. Burada k pozitif bir sayidir.
Boylece (5.1.9) denkleminin
X©0)=0 , X(¢)=smrh (5.1.12)
kosullarindan asikar olmayan ¢oziimleri,
A =2k(2k - 1) (k=1,2,3,...) (5.1.13)

parametrelerinin aldig1 degerlerde miimkiindiir. Bu parametreler 6zdeger olarak

adlandirilir.
Bu 6zdegerlere uygun

X

X(X) =P, (Zj (5.1.14)

seklinde fonksiyonun 6zdegerleri vardir. (5.1.14) 6zdeger fonksiyonlar sistemi [O,Z]

araliginda ortogonal fonksiyonlar sistemini olusturmaktadir.

A=A, igin (5.1.8) denkleminin genel ¢oziimii

T, (t) = a, cos~/2k(2k —1) at + b, sin \/2k(2k —1) at (5.1.15)

olur. (5.1.6) goz oniine alinirsa u, (X,t) fonksiyonu
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U, (%.1) = [a, cos2K(2k —1) at +b, sin2k(2k 1) at|P,, , G) (5.1.16)

bicimini alir. (5.1.16) fonksiyonu (5.1.3) denklemini ve (5.1.4) smir kosulunda

istenen a, ve b, lar i¢in saglanmaktadir. u(X,t)¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in

(5.1.5) baslangi¢ kosullarini saglayan

uxt)=3" [a, cosy2k@k—1) at + b, sin2k(2k 1) at [P , Gj (5.1.17)

k=1
serisi ele alinmalidir. O halde bu seri

X

u(x,0) = iak Py (zj (5.1.18)

8u(a)t(,0) _ i\/mabk P (%j: F(x) (5.1.19)
k=t

kosullarin1 saglar. (5.1.18) serisi diizglin yakinsak olarak kabul edildiginde serinin

a, katsayilarinin elde edilmesi i¢in (5.1.18) esitliginin sag ve sol taraflar1 P, | (%)

ile garpilir, x e gére 0 dan ¢ ye kadar integral alinir ve 6zdeger fonksiyonlarinin

ortogonalligi g6z Oniine alinirsa
l X ! X

I f(X)P, (zjdx = _[ P [zjdx
0 0

fa Y4
:Tk Py (6)dE = mak

elde edilir. Buradan a, katsayilari
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a, _ k= 1jf( )Pz“( j (5.1.20)

seklinde bulunur. Ayni sekilde b, katsayilari

k-1
b 1.
T ar2k(2k - 1I ()2“[] G121

bi¢ciminde bulunmaktadir.

Boylece problemin ¢oziimii (5.1.17) serisi ile verilmektedir ve katsayilari ise (5.1.20)

ve (5.1.21) formiilleri ile belirlenmektedir.

(5.1.17) serisi

u(x,t):i (A, sin/2k(2k —1) at + ¢, )P, , G] (5.1.22)

biciminde yazilirsa buradan su anlagilir. Telin doniisiim zamanmi olusan kii¢iik

titresimler harmonik titresimlerden olugsmaktadir. @, titresimin frekansi

o, =2k(2k —1)a=,2k(2k - 1) @

formiilii ile hesaplanmaktadir.

Buradan sonug¢ olarak sunu vurgulamak gerekir. @, titresimlerinin frekanslar1 @

acisal hizi ile bagimlidir. Telin uzunlugu ve telin yogunluguna bagli degildir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde Legendre diferensiyel denklemi, Laplace denkleminin kiiresel
koordinatlarindaki ifadesinden yararlanilarak elde edilmistir. Legendre diferensiyel
denkleminin ¢ozlimleri olan Legendre polinomlar1 elde edilmis ve onlarin
ozelliklerinden bahsedilmistir. Ayrica Legendre polinomlarinin fiziksel uygulamasi

hakkinda bilgi verilmistir.
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