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OZET

Anahtar Kelimeler: Lineer Uzay, Yaklasik Lineer Uzay, Projektif Uzay, Projektif
Diizlem,Afin Uzay, Afin Diizlem.

Lineer uzaylar konusunun ele alindig1 bu tezin birinci béliimiinde geometrinin tanimi
yapilarak geometrinin kronolojik gelisimi Ozetlendi. Ayrica sonlu ve sonsuz
geometriler hakkinda bilgi verilerek merkezi izdiisiirme ile projektif ozeliklere
deginildi.

Ikinci boliimde yaklasik lineer uzaylar ve temel kavramlar ele alindi. Bir yaklasik
lineer uzaydan yeni bir yaklasik uzay elde edildi ve kisitlanmis uzay, dual uzay, graf
elde etme konularina deginildi. Ayrica dogrusal regiilerlik, noktasal regiilerlik, alt
uzay, boyut, baz gibi kavramlar verildi.

Ucgiincii boliimde lineer uzaylar islendi. Bir yaklasik lineer uzaydan lineer uzay elde
etme, lineer uzaylarin sayisal 6zeliklerine deginildi. Lineer uzaylarin alt uzaylarla ve
dual uzaylariyla aralarindaki sayisal iligkiler incelendi. Lineer uzaylarda nokta ve
dogru sayis1 arasindaki iligki incelendi.

Dérdiincii boliimde 6zel lineer uzaylar ele alindi. Projektif ve afin diizlemle ilgili
onemli teoremlere yer verilerek yaklagik lineer uzaylarin projektif diizleme
gémiilmesi 6rneklendirildi.
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NEAR LINEAR SPACES AND LINEAR SPACES IN GEOMETRY

SUMMARY

Key words: Linear Spaces, Near-Linear Spaces, Projective Spaces, Projective Planes,
Affine Spaces, Affine Planes.

In the first section of this thesis, historical development of geometry was
summarized. Infinite and finite geometry, central of projection  and projective
properties were also referred.

In the second section, near-linear spaces and basic concepts were explained. A new
near-linear spaces was obtained from a near-linear spaces and the topics about
restriction spaces, dual spaces, obtain a graphs were touched on. Also, some concepts
like line regular, point regular, subspace, dimension, base were presented.

In the third section, linear spaces were studied. Obtaining linear spaces from a near-
linear spaces and numerical properties of linear spaces were explained. Numerical
relationships of linear spaces related with subspaces and dual spaces were examined.
The relations between number of points and number of lines at linear spaces were
investigated.

In the fourth section, special linear spaces were explained. Important theorems about
projective planes and affine planes were discussed and the examples about this
embedding of near-linear spaces to projective planes were given.
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BOLUM 1. GIRIS

Bu kisimdaki temel bilgiler KAYA [9] nin, BUKE [7] nin ¢alismalarindan

Ozetlenmistir.

1.1. Geometri Nedir?

Sozliik anlami olarak ‘¢ cisimlerin biiyiikliiklerini ve bigimlerini inceleyen bilim
dali”’ olarak tanimlanan geometri kelimesi Yunanca kokenli olup yer o6lgmek
anlamina gelir. Tabii ki bu tanim geometriciler tarafindan kabul edilebilir olmaktan

uzaktir.

Alman Matematik¢i Felix Klein’e ait olan daha genel bir tanimsa sdyle der; *“ S bir
kiime, G de S yi kendisine doniistliren doniisiimlerden meydana gelen bir grup olmak
tizere, S kiimesinin G nin elemanlar1 olan doniisiimler altinda degigsmez (invaryant)
kalan 6zeliklerinin incelenmesine geometri denir.”” Bu tanim geometriyi, cebirsel bir
kavram olan bir doniistimler grubuyla birlestirmek zorunlulugunu ortaya c¢ikarir.
Dontigiimler de genel olarak geometrik kavram olmayan noktalarin koordinatlar
yardimiyla formiillestirilebilirler. Bu sebeple Klein’in tanimi geometriyi bagimsiz ve
kendine 6zgili yontemlerle incelenebilen bir bilim dali olarak diisiinme fikrine aykiri
goriildiigiinden tenkide ugramistir. Buna karsin, bu tanim genel bir geometri tanimi
olarak degil ama bir kiimenin geometrisinin tanimi olarak diisiiniilebilecegi icin

geometri kavramina daha genis bir agidan bakilabilmesini miimkiin kilar.

Soyut ve aksiyomatik yontem geometriye sinirlari belirsiz bir boyut kazandirmistir.
Soyle ki, “* Onceden dogrulugu varsayilan bir takim basit dnermelerden hareketle

b

elde edilebilecek biitiin sonuglar inceleme >’ gibi bir ifade goz Oniline alinirsa, bu
ifade teorik matematigin bir¢cok dalin1 ve geometriyi de i¢ine alan genel bir tanim

olarak diistiniilebilir. [9]
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1.2. Geometrinin Kisa Tarihgesi

Matematigin orijininde de iki temel alan vardir: Aritmetik ve Geometri. Burada tarih
boyunca geometrideki bulus ve gelismeleri kronolojik bilgilerden bir derleme

biciminde asagida sunulmaktadir.

Insanoglunun diinyada olusumu M.O. 2 000 000 lu yillar olarak hesaplanmakta ve
kabullenilmektedir. Ilk insanlarin uzun asirlar, hatta uzun milleniumlar boyunca ¢ok
ilkel bir yasam siirdiirdiikleri bilinmektedir. Ancak M.O 50 000 li yillarda sayma
belirtilerine rastlanmis, izleyen milleniumlar icinde (M.O. 25 000 li yillar) taslara
islenmis primitif geometrik sekiller tespit edilmistir. Daha sonra tarim sayesinde
yerlesik yasam yaygimlasiyor, Maden Caginda (M.O. 4000 li yillar) ilerleme ve
medenilesme siirliyor. Gergek gelisme yazinin ve rakamlarin icadi (Mezopotamya da
M.O. 3000 ler) ile oluyor. Mezopotamya da Siimerler, onlar1 izleyen Babil ve

Akadlar (M.O. 3500-2000 periyodunda) geometri adina sunlar1 biliyorlard:

Uggen ve ¢okgenlerin ALANLARININ hesaplanmasi,

Pisagor Teoremi M.O. 1600-1900 arasinda yazilan Plimpton tabletinde Pisagor

ticliilerini kapsayan tablolar var.
Birgok basit geometrik cismin hacmini veren formiiller,
Kesik kare piramidin hacmini veren formiil,

Cap1 goren cevre aci diktir.

Mezopotamyalilar ve biraz sonra sdz edecegimiz eski Misirlilar aginin 6l¢iilmesini
tam olarak gelistiremediler. Ancak yapi kiriglerinin e8imi hesabinda kotanjanta

benzer bir kavram gelistirmislerdi. & yerine yaklasik degerler kullaniliyordu.

Geometrinin orijininin Misir olduguna iliskin yaygin fakat yanlis bir kanaat vardir.
Oysa Misirdaki matematiksel gelismeler, Mezapotamyadakileri yaklasik 500 yil
sonradan izlemistir. Misirlilar bu kavramlar disinda geometrik eslik kavramini

kullandilar. M.O. 2800 lerde Biiyiik Piramidi insa ettiler.
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Insanoglu yazinin icadindan hemen sonra tekerlegi icat edince (M.0O. 3000) ulasim
ve ticarette ulasilan kolayliklarin sagladig1 gelismeler sayesinde © sayinin varligi ile
karsilasti. Cember, daire, kare, silindir gibi basit geometrik sekillerle ilgili olan bu
harika say1 tamamen geometri orijinlidir. (r yaricapli ¢ember icin, n=¢evre/2r=alan/r
nin karesi). © iizerinde Mezopotamyalilar, Misirlilar, Cinliler, Hintliler, Helenler ve
hatta 1600 Ili yillardan itibaren birgok biiylik matematik¢i ugrasmislardir.
[rrasyonelligi 1767 J. F. Lambert tarafindan ve transandant bir say1 oldugu ok

sonralar1 (1882 de Alman matematik¢i F. Lindemann tarafindan) ispatlanmistir.

Geometrideki gelismeler, daha sonra Bati Anadolu da devam etmektedir.
Yunanlilarin ¢aligmalar1 ile Misir ve Mezopotamya’dan Ogrenilen bilgiler Miletli
Tales (M.O. 595) ve Pisagor (M.O. 540) tarafindan islenmis ve gelistirilmistir. Tales
ve Pisagor’un Dediiktif Geometri ¢alismalarindan higbir belge bugiine ulagmamustir.
Bu donemde Ispatli Geometriye gegilmistir. Daha sonra gelismeler, Trakya, Mora

yarmmadasi ve Italya’ya yayginlasti. Cetvel ve Pergel yardimiyla;

Bir ¢gemberinin alanina esit alanl kare ¢izmek
Acty1 lige bolmek

Kiipiin hacmini iki katina biiylitmek

gibi klasik problemler ve benzerleri bu dénemde (M.O. 4. asirda) ¢alisilmustir. (bu
problemlerin izleyen asirda cebirsel egriler yardimiyla ¢oziildiigii biliniyor). Sonra
Eudemus (M.O. 335) Geometri Tarihini yazdi, Aristeaus (M.O. 320) konikler

konusunu ayrintili inceledi.

M.O. 323 de Biiyiik Iskender’in 6liimii ile iige par¢alanan Roma Imparatorlugunun
Misir kesiminde I. Ptolemi doneminde bilimin yeniden sahlanmasini saglayan
gelismeler oldu. Iskenderiye’de tamamen serbest egitim veren okullar kuruldu. Oklid
M.O. 300 lerde Elementler adli eserleri yazdi. Bu eserler iizerine ¢ok sey
sOylenebilir. Tales, Pisagor ve Pisagoryanlarca ispat edilmis geometrik ifadeler bu
donemde miikemmellestirildi. Daha sonra M.O. 140 da Hiperkus, ilk diizenli

trigonometri eserini yazdi, Heron birinci yilizyilda bazi formiiller gelistirdi ve
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geometriye dayali bir¢ok icatlar yapti. Pappus M.S. 320 de Pappus teoremini de
kapsayan Koleksiyonu yazdi. (Pappus teoremi altigenlerle ilgili bir 6zellik olarak
ispatlaniyor, ama bugiin Projektif geometride 6nemli bir role sahip bir aksiyom

olarak bile kullanilmaktadir).

1143 yilinda Elementler’in bati dillerine ¢evrildigi gorildi. 1635 de Cavalieri
Geometri adli eserini yayinliyor, 1637 de Descartes Analitik Geometri’yi kesfediyor.
1639 ve 1640 da sirayla Desargues ve Pascal bugiin kendi adlariyla bilinen
teoremlerini de kapsayan eserlerini yayinliyorlar. 1678 de Ceva teoreminin ispati

veriliyor.

1670 de Hiperbolik Geometrinin ortaya atilisi, 1794 de Legendre’nin Geometrinin
Elemanlari, 1801 de Gauss’un paralellik kavrami {izerine c¢aligmalari, 1826 da
Poncelet ve Plucker’in geometride Duallik Ilkesi, 1827 de Mobius, Plucker ve

Feurbach’in Homojen Koordinatlari isleyisleri gerceklesiyor.

1822 de Poncelet’nin bugiin kendi adiyla anilan teoremlerinide kapsayan Denemeler
adli eseri yayinladi. Kazan iiniversitesinden Lobacevski’nin 1829 da yayinlanan
calismalar1 ve bu konuda daha 6nce ayn1 sonuglara ulastig1 ve ispatlandigi anlasilan
Macar Bolyai’nin ¢aligmalar1 ile Cok Paralelli (=hiperbolik) Geometrilerin varligi

goriildil.

1843 de 4-boyutlu uzayin vektdr cebri ile ilgili olarak Hamilton Kuaterniyonlari
kesfedildi ki bu kavram bugiin en ilging ve somut ( Dezargsel fakat Pappussel

olmayan) projektif diizlemlerden birini insa etmekte kullanilmaktadir.

Daha sonraki yillarda ses getiren eserler olarak 1847 de Von Staudt’un Geometri Der
Lage’si, 1854 de Riemann’in Habitationschrift’i, 1872 de Klein’in yayinlar1 ve son

olarak 1889 da Hilbert’in Grundlagen Der Geometri’si goriiliiyor. [13]
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1.3. Aksiyomatik Sistemler ve Ozelikleri

Geometriyi ingsa etmeye baglarken modern matematigin gelismesinde kullanilan

aksiyomatik yontem hakkinda temel fikirleri edinmek dnemlidir.

Aksiyomatik yontem deney, gozlem, deneme-yanilma veya sezgisel kavrayis ile
kesfedilen sonuglarin ( teoremler vs. ) gercekten dogru oldugunu gosterdigimiz veya

ispat ettigimiz bir isleyisdir.

Bir aksiyomatik sistemde bir sonucun ispati tamamiyla her biri 6ncekinden mantik
yoluyla c¢ikarilan ve dogru olarak bilinen bir ifadeden, ispatlayacagimiz sonuca
gotiiren ifadelerin bir dizisidir. ilk olarak ikna edici bir ispat igin bir ifadenin baska
bir ifadeden ne zaman c¢ikacagini belirlemeye ait zeminin kurallarimi olusturmak
gerekir. Bunun icinde iki degerli mantia (dogru-yanlis) ait kurallara sahip
olmaliyiz. ikinci olarak ispatta kullanilan terimlerin ve ifadelerin her okuyucu

tarafindan acik bir anlama sahip olmasi1 dnemlidir.

Tanimlar matematigin her dalinda oldugu gibi geometride de ¢ok Snemli bir role
sahiptir. Bir kavrami tanimlamak ya da belirlemek i¢in bagka kavramlar1 kullanmak
zorunlulugu vardir. Bu bagka kavramlar da daha baska kavramlar yardimiyla
tanimlanabilir. Bu da gerek dilde bu amagla kullanilacak soézciiklerin sonlu sayida
olmasi, gerekse liizumsuz tekrarlarin Onlenmesi bakimindan bazi sézciikk ya da
terimlerin tanimlanmadan alinip kullanilmasit sonucunu dogurur. Dolayisiyla
tanimlanamayan ya da tanimlanmasina gerek goriilmeyen bazi temel kavramlarin
varligini kabullenmek gerekmektedir. Bunlara ilkel ya da tanimsiz (tanimlanmamis)

kavramlar denir. [9]

Ilkel kavramlarm kullanimiyla diger kavramlarin tanmimlari elde edilir.

Sistemin Onermelerine gelince durum terimlerdekinin aynisidir. Bu Onermenin,
gercekten dogru (veya yanlis ) oldugunun ispat1 ya sirkiiler veya lineer niteliklidir.
Burada da ispat1 bir yerde durdurmak geregi vardir ve s6z konusu dnermeleri ispatsiz

olarak kabul zorunlulugu vardir. Boylesi dnermelere aksiyomlar ( veya postulatlar )
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adi verilir. Postulatlar da aksiyomlar gibi ispatsiz kabul olunan ama dogruluklarina o
zamanki anlayisa gore, aksiyomlar kadar kesin gozle bakilmayan temel 6nermelerdir.

Gilinlimiizde bu ¢esit temel dnermeler arasinda ayrim yapilmamaktadir.

Aksiyomlar, aksiyomatik sistemimin temel dogrularidir. Diger dogrular aksiyomlar
veya postulatlar adi verilen onermelerle tanimlarin kullanimi sonucu ispatlanirlar.

Boylesi 6nermelere sistemin teoremleri denir.

Her bir aksiyomatik sistem bir miktar tanimsiz terim ihtiva eder. Bu terimler
gercekten tanimsiz olduklarindan dogustan anlam sahibi degildir. Her okuyucu kendi
yolunda bunlar1 yorumlama se¢imi yapabilir. Bir sistemde her tanimsiz terime 6zel
bir anlam vererek o sistemin bir yorumu meydana gelir. Eger sistemin bir yorumu

tiim aksiyomlar1 gerceklerse bu yoruma bir model adi verilir.

Bir aksiyomatik sistemin en onemli ve en temel 6zeligi tutarliligidir. Aksiyomatik
sistemin timiinii saglayan bir geometrik yapi olusturulabiliyorsa bu aksiyomatik

sistem tutarlidir denir.

Bir diger oOnemli 0Ozeligi de bagimsizligidir. Bir aksiyomatik sistemde bazi
aksiyomlar diger aksiyomlar tarafindan elde edilebiliyorsa bu aksiyom sistemine
bagimlidir denir. Sistemin higbir aksiyomu sistemi olusturan diger aksiyomlar

tarafindan elde edilemiyorsa bu aksiyomatik sisteme bagimsizdir denir.

Ornek 1.3.1. Basit bir aksiyomatik sistem olusturalim.

[

Tanmimsiz Terimler: X’ler , Y’ler ve “’ait olma’ , “’...... den gecme’’ , “’lizerinde

olma”’
Aksiyomlar:

A, : Bu sistemde kesinlikle ii¢ farkli X vardr.

A, : 1ki farkh X, kesinlikle bir Y ye aittir.
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A, : X lerin tlimii ayn1 Y ye ait degildir.

A, 'Y lerin herhangi ikisi ortak olarak ayn1 X i bulundurur.

Teorem 1.3.1. Farkli iki Y kesinlikle ortak bir tek X ihtiva eder.

Ispat: Olmayana ergi yoluyla iddianin aksini kabul edelim. Yani farkli iki Y ortak
olarak farkli iki X ihtiva etsin. Bu takdirde 4, ile celismis oluruz. Bu kabul bizi

celiskiye gotiireceginden teoremin ifadesi dogrudur.
Teorem 1.3.2. Kesinlikle ii¢ Y vardir.

Ispat: 4, den X’lerin her bir ¢ifti kesinlikle bir Y ye aittir. 4, *den ii¢ X in varhigmi ,
A4;’den bu ii¢ X’in ayn1 Y ye ait olmadigim belirttiginden X’lerin farkli ¢iftlerini

olusturup sayarsak ii¢ Y’ nin varligini goriirtiz. Dort Y nin var olup olmadigini séyle
sonuclandirabiliriz. Eger boyle bir Y var olsaydi diger Y’lerle bir dnceki teorem

geregince bir X paylasacaktir. Bu durumda dort tane X olmasi gerekirdi. Buda 4, ile

celiski yaratacagindan li¢ Y vardir.
Teorem 1.3.3. Her bir Y kesinlikle kendisine ait iki farkli X ‘e sahiptir.

Ispat: Teorem 1.3.2. den kesinlikle {i¢ Y’ye sahibiz. 4, ’den her bir Y nin en az bir
X’e sahip oldugu ve 4, ’den kesinlikle bir tane ihtiva etmesinin dnlendigi goriiliir.
A, ve A, den bir Y’nin iki X’e sahip olmasi gerektigi ve ikiden fazla sahip

olamayacag: belirtilir.
Yukaridaki aksiyomatik yontem ve soyut bir aksiyomatik sistem 6rnegini inceledik.
Bu aksiyomatik sistem i¢in bir model iiretelim.

X noktalar kiimesi, Y dogrular kiimesi olarak kabul edelim.

X={X,,X,,X,}
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Y:{YI,Y25Y3} ={{X1Xz}’{X1X3}’{X2X3}}

XZ X3

Sekil 1.3.1. Basit bir geometri modeli

Olusturacagimiz aksiyomatik sistemlerin en Onemli Ozelikleri tutarlilign ve
bagimsizligidir. Bir somut model {iretildiginde aksiyomatik sistemin mutlak
tutarlilig tesis edilmis olur. Bir aksiyom diger aksiyomlara ihtiya¢ duyulmadan

mantik yoluyla tek basina ¢ikarilabildiginden bu sistem bagimsizdir denir.

1.4. Oklid Geometrisi

Oklid gelmis gegmis matematikgilerin arasinda adi geometri ile en ¢ok &zlestirilen
kisidir. Oklid derlemesinin tutarli bir biitiin olmasin1 saglamak icin, kanit
gerektirmeyen apacgik gergekler olarak bes aksiyom ortaya koyar. Diger biitiin

onermeler bu aksiyomlardan ¢ikarilir.

Oklid Elementleri on {i¢ kitaptan olusur. Iskenderiye’de yazilmis olan Elementler’in
iceriginden cok, kapsamis oldugu konularin sunulus bicimi onemlidir. Once bir
takim tanimlar, aksiyomlar ve postulatlar verilmis ve teoremler bunlara dayanarak
kanitlanmistir. Boylece geometri, belirli tanim ve ilkeler c¢ergevesinde

yapilandirilmis olmaktadir.

Elementler’de nokta, ¢izgi, ylizey ve cisim gibi geometrik kavramlar tanimlandiktan

sonra, aksiyomlara gecilmistir. Oklid’in aksiyomlar1 sunlardir;



20

Aksiyomlar:

1) Ayni1 seye esit olan seyler birbirlerine de esittir.

2) Esit miktarlara esit miktarlar eklenirse, esitlik bozulmaz.

3) Esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikarilirsa, esitlik bozulmaz.
4) Birbirine ¢akisan seyler birbirine esittir.

5) Biitiin, parcalardan biiyiiktiir.

Aksiyomlardan sonra postulatlar verilmistir. Postulat, ispat edilmeksizin dogru

olarak benimsenen &nerme demektir. Oklid’in postulatlar1 ise sunlardir;

Postulatlar:

1) iki nokta arasini birlestiren en kisa yol bir dogrudur.

2) Bir dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.

3) Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri bir gemberdir.
4) Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5) Baska iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogruyla aym tarafta, toplam iki dik
acidan kiiciik i¢ agilar meydana getirirlerse bu iki dogrunun uzantilart agilarin iki dik

acidan kiiclik oldugu tarafta kesisirler.

Bu 6nermelerden uzayla ilgili oldugu halde Oklid’in agik¢a belirtmedigi {ic dnerme

daha c¢ikarilabilir.

1) Uzay ti¢ boyutludur.
2) Uzay sonsuzdur.

3) Uzay homojendir.
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Uzun siire postulat olarak adlandirilan énermelerin yapilar1 tam olarak anlagilmamis
ve Oklid’in paralellik postulati adiyla taninan besinci postulati matematikgiler
tarafindan sanki bir teoremmis gibi kanitlanmaya c¢alisilmistir. Baz1 matematikgiler
ise bu postulatt daha kullanigh baska bir postulat ile degistirmek istemislerdir.

Paralellik postulatinin yerine konulan en taninmis postulatlar sunlardir;

1) Bir {iggenin i¢ a¢ilarinin toplami 180 derecedir.

2) Bir dogruya disindaki bir noktadan yalnizca bir tek paralel ¢izebilir.

19. ylizyilda paralellik postulatinin miimkiin sonuclardan sadece biri oldugunun

ispatlanmasiyla Oklid dis1 geometriler kuruldu.

1.5. Oklid Geometrisi Disindaki Geometriler ve Projektif Geometri

Oklid geometrisinin en tartisilan postulati sudur: Baska iki dogruyu kesen bir dogru
bu iki dogruyla aymi tarafta, toplamlar1 iki dik acidan kiigiik i¢ agilar meydana
getirirse bu iki dogrunun uzantilar1 acgilarin iki dik agidan kiiclik oldugu tarafta
kesigirler. Buna gore, bir dogruya paralel olan ve bu dogru disinda verilen bir
noktadan gegen bir tek dogru vardir. Oklid diizleminde kesisen d ve d’ dogrularm
gbéz oOniline alalm. d ve d'niin noktalar, bu dogrulardan higbiri {izerinde
bulunmayan bir M noktasi ile birbirlerine soyle esleyelim: d {iizerindeki herhangi
X noktasina MX dogrusu ile d'nin ortak ( arakesit ) noktasi karsi gelsin. Buna

M merkezli izdiisiim denir.

Buna gore Sekil 1.5.1. d nin 4,B,C,... noktalar1 d'nin A',B’,C’,... noktalarina

eslenir. Burada su soru akla gelecektir. MS dogrusu d’ ye paralel olacak bigimde
segilirse d nin S noktasina d' nin hangi noktasi karsilik gelir? M7’ dogrusu d ye
paralelse d nin hangi noktast T'ye eslenir? Acik¢a goriildiigi gibi Oklid
diizleminde bu sorulara cevap olacak nokta bulmak miimkiin degildir. Bu da Oklid
geometrisinde bir bosluk olusturdugundan paralellik postulatina daima kusku ile
bakilmistir ve uzun siireler ispat edilmeye calisilmistir. Daha sonralar1 J. Bolyai, N.I.

Lobagevski ve C.F. Gaus tarafindan paralellik postulatinin ispat edilemeyecegi onun
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miimkiin hallerden yalniz bir tanesi oldugu goriilmiistiir. Aksiyomlarin gerceklerden

cok varsayimlar oldugu anlasilmis ve bu geometrilerin dogmasina yol agmistir.

C' T / A B’

Sekil 1.5.1. Oklid diizleminde M merkezli izdiisiirme

Yukaridaki soruyu olumlu cevaplayabilmek icin Oklid postulatini “‘diizlemde
herhangi iki dogru en az bir arakesit noktasina sahiptir’” varsayimi ile degistirmekle
eliptik (gercel projektif ) geometrinin temelleri atilmistir. Bu alanda paralelligin s6z
konusu olmadigi bir geometri ilk kez B. Riemann tarafindan gelistirilmistir. Bundan
baska Oklid postulat: yerine ‘¢ bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel
dogru gizilebilir’> varsayimini almakla higbir ¢eliskiye diismeden ve Oklid
geometrisi kadar dogru olan baska geometrilerinde (Bolyai-Lobagevski geometrisi)
varligr da gosterilmistir. Bir dogruya aymi diizlem iginde, bu dogru disindaki bir
noktadan bir tek yada hi¢ yahutta bircok paralel dogru cizilebilen geometriler
yalmzca Oklid geometrisi, Eliptik geometri ve Bolyai-Lobagevski geometrisi
degildir. Bu son saydiklarimiz sirasiyla afin, projektif ve hiperbolik geometri denilen
daha genel geometriler i¢in birer drnektir. Biitiin bu geometriler paralellik postulati
tizerindeki degisikliklerden hareketle genellestirme ve soyutlama yoluyla
kurulmustur. Oklid geometrisinden paralellik postiilatiyla ayrilan bu tiir geometrilere

Oklidyen olmayan geometriler denir. [9]
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1.6. Metrik ve Projektif Ozelikler

Sekillerin geometrik 6zelikleri mithim baz1 gruplara ayrilabilir; bilhassa nicelik ve
nitelik bakimindan gruplama biiyiik 6nem tasir. Sekillerin bu ¢esit dzeliklerine ¢cogu
defa sirastyla metrik ve projektif 6zelikleri denir. Elementer geometri anlamiyla, iki
nokta arasindaki uzaklik, iki dogru veya diizlem arasindaki a¢inin Slgiimii metrik
birer 6zeliktir. Ote yandan, bir takim noktalarm ayni1 bir dogru {izerinde bulunmast;
bir takim dogrularin ayni diizlemde bulunmasi veya bir noktadan ge¢mesi; bir takim
diizlemlerin ayni1 bir dogrudan ge¢mesi gibi 6zeliklerde projektik Ozeliklere birer

Ornektir.

Uc boyutlu Oklid uzaymi gbz Oniine alalim. Bu uzaym herhangi diizlemini
(diizlemde dogrular igin paralellik kavramini ortadan kaldirmak igin) sdyle
genisletelim: Bu diizlemde birbirine paralel biitlin dogrularin kesistigini kabul
ettigimiz sonsuzdaki bir noktay1 diizleme katalim. Bdylece diizleme her dogrultuda
bir yeni nokta katilmis olur. Bu yeni noktalarin hepsini sonsuzdaki dogru denilen
yeni bir dogru lizerinde de oldugunu kabul ederek bu dogruyu da diizleme katalim.
Sonra bu genisletme yontemiyle uzaydaki her diizlemi genisletelim. Son olarak bu
uzaya biitlin yeni (sonsuzdaki) dogrular1 iizerinde bulunduran bir (sonsuzdaki)
diizlem katalim. Boylece elde edilen uzayda asagidaki doniistimleri diisiinelim: D ve
D' bu uzayda iki diizlem olsun. D ve D' digindaki bir M noktasi yardimiyla D
nin X noktasmi, MX dogrusu ile D’ diizleminin arakesit noktasina izdistirelim.

(Bkz. Sekil 1.6.1.)

P

Sekil 1.6.1. M merkezli izdiigiirme sonucunda metrik ve projektif 6zelikler
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M merkezli bu izdiisiirme altinda D diizlemindeki bir dikdortgen D' diizleminde
herhangi bir dortgene doniisiir. D iizerindeki bir gemberin goriintiisii de genel olarak
bir ¢ember degildir. Buradan hemen su sonuglar elde edilir: Iki nokta arasindaki
uzaklik, iki dogrunun dikligi yada iki dogru arasindaki a¢inin genigligi, bir iicgenin
alani, iki dogru pargasinin (yada dogrunun) paralelligi merkezsel izdiistimler altinda

degisebilmektedir.

O halde bunlar projektif ozelikler degildir. Ayni sekilde ¢emberin sekli de boyle
doniistimler altinda korunmadigi igin, cember bir projektif kavram olarak
disiiniilemez. Gergekten, uzaklik, diklik, paralellik... v.s gibi 0Ol¢iiye dayanan
kavramlar 6zelikle projektif geometride hi¢ rol oynamazlar. Buna karsin, yukaridaki
tipte doniistimler altinda, bir nokta her zaman bir noktaya, bir dogru iizerindeki
noktalar baska bir dogru iizerindeki noktalara (yani dogrular dogrulara) doniisir.
Yine, ayni dogru iizerinde olmayan ii¢ nokta ayni1 6zelikte ii¢ noktaya, bir noktadan
gecen dogrular bir noktadan gecen dogrulara doniisiir. Dolayisiyla, bir noktanin bir
dogru iizerinde bulunmasi ve bir dogrunun bir noktadan ge¢mesi yada gegmemesi
projektif 6zelikler; nokta, dogru, liggen arakesit alma, noktalar1 birlestirme projektif

kavramlardir. [7]

1.7. Geometrik Yapi

Bundan sonraki incelenen konularin ¢ogunda biri noktalardan olusan kiime, digeri
dogrulardan olusan bir kiime s6z konusu olacaktir. Noktalardan olusan kiimeyi ./~
ile, dogrulardan olusan kiimeyi ¢/ ile gosterecegiz. Burada /= ile &/  ayrik
kiimelerdir. .//"'ve ¢/ den baska, baz1 noktalarla baz1 dogrular arasinda iizerinde
bulunma ilkel kavrami goz Oniine alinir. Dolayistyla bu kavram ./~ nin bir
elemantyla &/ nin bir elemaninin birlikte diisiiniilmesi durumunda ortaya ¢ikar. Yani
tizerinde bulunma bagintisi siral ikililerle ilgilidir. S6yle ki N, /" den alinan bir

nokta ve d de &/ den alinan bir dogru olmak iizere eger N noktasi ile d dogrusu

i¢in iizerinde bulunma s6z konusu ise bunlar (N ,d ) biciminde bir sirali ikili diye

diisiinebiliriz. (N,d) yazilirsa, bu N noktasi d dogrusu iizerindedir veya
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d dogrusu N noktasindan geger demektir. Bu nedenle iizerinde bulunma kavraminin
incelenmesi .//”x ¢/ ’nin belli bir alt kiimesinin incelenmesini zorunlu kilar. Boyle
bir alt kimede /7 x ¢/ lizerinde bir baginti demektir. Bu bagintiya iizerinde
bulunma bagintis1 veya kesisme bagmtis1 diyecegiz. Bu bagmtiyt ‘o’ ile
gosterecegiz. (N,d) ikilisi o alt kiimesindeyse, yani (N,d) € o ise, bu Nod
veya doN yazilarak ifade edilir. Nod gosterimi ‘N noktast d dogrusu
iizerindedir’ diye okunur. Benzer sekilde eger (N,d) ¢ o ise bu durum  Ned veya
doN gosterimiyle ifade edilir ve bu gosterim ‘N noktast d dogrusu iizerinde degildir’

diye okunur.

Sonug olarak biri noktalardan digeri dogrulardan olusan ayrik ./~ ve &4 kiimeleri ile
V% ¢y lzerinde bir o bagintisindan meydana gelen (/7. &4, 0 ) tiglil sistemleri
s6z konusudur. Bu konunun bagligindaki geometrik yap1 deyimi ile de bdyle

sistemler kastedilmektedir.
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BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Yaklasik Lineer Uzay

Tanim 2.1.1. /" elemanlar1 noktalar, ¢/ elemanlar1 dogrular olan ayrik iki kiime ve
o lizerinde bulunma bagintis1 olmak tizere U=( N, 8, 0 ) geometrik yapisina

uzay denir. [3]

Tanim 2.1.2.

YL1: Herhangi bir dogrunun en az iki noktas1 vardir.

YL2: Iki nokta en ¢ok bir dogru iizerindedir.

Aksiyomlarint saglayan U=( N, 0, 0 ) uzayma bir yaklasik-lineer uzay veya

kismi diizlem denir. [3]

YL2 geregince P ve Q gibi farkli iki noktadan bir tek dogru gecer. Bu dogruyu PQ
ile gosterelim. Eger R ve S de PQ dogrusu iizerinde farkli iki nokta ise YL2
geregince PO = RS dir.

Ornek 2.1.1. 2~ Oklid 3-uzaymin noktalarmin kiimesi ve &/ alisilmis biitiin

dogrularin kiimesi olsun. Bu takdirde U=( ./, &, 0 ) bir yaklagik-lineer uzaydir.

Ornek 2.1.2. ./~ Ornek 2.1.1. deki kiime olsun. 4 ise 3-uzayinm bildigimiz
diizlemler kiimesi olsun. Bu durumda U=( /", & , 0 ) diye bir yaklasik-lineer

uzay olur mu?
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Iki noktadan sonsuz diizlem gectiginden, ikinci aksiyom (YL2) saglanmaz.

Dolayisiyla bir yaklasik-lineer uzay olmaz.

Ornek 2.1.3. 1" ={1,2,3,4,5,6}ve & ={{1,2,3},{2,4},{3,4,5},{L4}} olsun. Bu

uzay Sekil 2.1.1 ile gosterilmistir. [3]

1

Sekil 2.1.1. Alt1 noktali bes dogrulu bir yaklasik-lineer uzay

d, ={1,2,3},d,={3,4,5},d, ={1,4},d, ={2,4} olarak belirtelim. YL1 aksiyomunun

saglandig1 asikardir. Bir dogru iizerinde en az iki nokta vardir. Dogrular iizerindeki
noktalara bakildiginda iki noktanin en ¢ok bir dogru iizerinde oldugu goriiliir.

Dolayistyla bu uzay bir yaklasik lineer uzaydir.

Ornek 2.1.4. Ornek 2.1.3. deki uzayin dogrular kiimesine d = {3, 4} dogrusunu ilave

edelim.

o ={12,3,456) ve @ =1{{1,2,3},{2,4},{3,4,5}.{1,4},{3,4}] biciminde

belirtelim.

3 ve 4 noktalar1 hem d, hem de d, dogrusu iizerinde olur ki bu YL2 ile ¢elisir. Bu

durumda U=( N, 0 ) bir yaklasik-lineer uzay olmaz.
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Ornek 2.1.5. 1" ={1,2,3} ve & ={@,{1,2},{1,2,3}} olsun. Bu uzay Sekil 2.1.2. ile

gosterilmistir. [1]

1

Sekil 2.1.2. YL2 ile gelisen anlamsiz bir uzay

1 ve 2 noktalar1 iki dogru belirttiginden YL2 aksiyomu saglanmaz. Dolayisiyla

U=( N, 0, 0 ) bir yaklasik-lineer uzay degildir.

Bos kiimeyi de bir yaklagik-lineer uzay olarak diisiinebiliriz. Bu kiimede nokta ve
dogrular bulunmadigindan YL1 ve YL2 aksiyomlarmin hipotez kismi olusamaz.
Dolayisiyla ilgili aksiyomlarin saglandigi kabul edilir. Geometrik yap1 sadece
noktadan olusuyorsa yani dogrular kiimesi bos ise bu yap1 YL1 aksiyomu saglar.
YL2 aksiyomunun saglandigi ise asikardir. O halde bu yap1 bir yaklasik-lineer

uzaydir. Bu yapilar agikar yaklasik-lineer uzay olarak bilinir. [1]

Ornek 2.1.6.
1) Yedi nokta ve yedi dogru vardir.

2) Her dogru ii¢ noktaya sahiptir.

3) Her nokta ii¢ dogru tizerindedir.
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4

Sekil 2.1.3. Fano Diizlemi

Sekil 2.1.3. de boyle bir sistem tam olarak gdsterilmektedir. Eger noktalar 0, 1, 2, 3,
4, 5 ve 6 ile gosterilirse, dogrular {1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{0,4,5},{1,5,6},{0,2, 6}

ve {0, 1,3} kiimeleri olarak segilsin. Bu se¢cim keyfi olarak yapilsin. Bu se¢imin

ozeligi 7 ile bolimiinden kalani kullanmak ve i 0 ile 6 arasindaki degerler olmak

tizere her dogru {1+i,2+i,4+i} bi¢gimindedir. Yani {1+5,2+5,4+5}={6,7,9}

kiimesi {6, 0, 2} dogrusudur. Bu yaklasik-lineer uzaya Fano diizlemi denir.

Tamm 2.1.3. Bir X kiimesinin elemanlarinin sayisi |X | ile gosterilir. [3]

Onerme 2.1.1. Bir yaklasik-lineer uzayin iki farkli dogrusu en ¢ok bir noktada

kesisir.

Ispat: d, ve d, farkh iki dogru olsun. Eger |d,nd,|>2 olsaydi YL2 ile geliski

olustururdu. Dolayisiyla iki dogru en ¢ok bir noktada kesisir. [3]

Onerme 2.1.2. Bir yaklagik-lineer uzayin d, ve d, dogrulari igin d, cd, ise bu

takdirde d, =d, dir.

Ispat: YLI1 geregince d, en az iki noktaya sahiptir. Bunlar P ve Q olsun. PQ=d, dir.

d, = d, oldugundan P,Qe d,, PQ=d, olur. d,=PQ=d, dolayisiyla d, =d, olur. [3]
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Gosterim: Bir yaklasik-lineer uzaydaki toplam nokta sayis1 v, toplam dogru sayisi

b ile gosterilir. Bir d dogrusu iizerindeki nokta sayisi v(d ) ile, bir N noktasindan

gecen dogru sayisi b(N ) ile gosterilir. Bu sayilarin sonsuz olmas1 miimkiindir.

2.2. Bir Yaklasik Lineer Uzaydan Yeni Bir Yaklasik Lineer Uzay Elde Etme

U=( ", ,0) bir yaklasik lineer uzay olsun. Bir R=( ", &', 0")

geometrik yapisini asagidaki gibi tanimlayalim.

7", 2V nin herhangi bir alt kiimesi olsun. ¢/ nin en az iki noktas1 .7 de olan
herhangi d dogrusu i¢in d .7 yii yeni dogrular kiimesinin bir eleman: yani
d'=dn.7"" yi ' nin bir eleman1 olarak tanimlayalim. Bu uzaymn yaklasik
lineer uzay oldugu kolayca goriilebilir. R ye yaklasik-lineer uzay veya U nun bir

kisitlanmusi, 6zellikle de U nun .7 ye kisitlanmusi adi verilir. [3]

Ornek 2.2.1. ., Oklid diizleminin noktalar kiimesi, ¢/ bu diizlemde alisilmus

dogrular kiimesi , o iizerinde bulunma bagintist olsun. .7 yii /7 nin orijin
merkezli birim ¢emberinin i¢ noktalarinin kiimesi olarak tanimlayalim. ¢/’ niin

elemanlarimi1 ¢/ deki dogrularin bu birim ¢gemberdeki kisitlanmiglar1 , o' de o nun
kisitlanmust olarak alinsin. Bu takdirde R=( /"',&7", o' ) geometrik yapis1 Oklid

diizleminin bir kisitlanmis1 olur. [3] (Sekil 2.2.1.)

v

Sekil 2.2.1. Oklid uzayinin bir kisitlanmist
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Bu diizlemde dogru ve daire birbirine gore li¢c halde bulunur. Ya dogru daireyi keser,
ya teget ya da dogru dairenin higbir noktasin1 kapsamaz. Burada dogrular birim
daireyi kesecektir. Ayrica her biri ¢ember lizerinde olmayan en az iki noktaya
sahiptir. Bu yiizden her biri sonsuz sayida nokta kapsar. Dolayisiyla YL1 aksiyomu

saglanir. YL2 nin saglandig1 agiktir.

Ornek 2.2.2. " ={1,2,3,4,5} ve & ={{1,4},{2,3}.,{1,2,5}} olsun. [10] (Sekil
2.2.2.)

5 [ J
Sekil 2.2.2. Sonlu bir kisitlanmig uzay

Genel olarak .7 niin se¢imi keyfi oldugundan ./ nin her alt kiimesinden bir
kisitlama elde edilebilir. ..7"'={2,3,4} ve &'= {{2,3}} alalim. Tanim geregi &'

ye dogru secerken bu dogrunun en az iki noktasini da .7 ye se¢meliyiz.

v sonlu ise kisitlamalarin sayis1 2" dir. (2", v elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin

sayisidir.) Ancak verilen bir uzayin biitiin kisitlamalarinin hepsi farkli olmaz.

Ornek 2.2.3. .7~ ={1,2,3,4,5} ve her nokta ikilisi bir dogru olsun. (Sekil 2.2.3.)
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4

Sekil 2.2.3. Bes noktali bir uzayin kisitlanmiglarinin se¢imi igin bir gekil

Burada miimkiin biitiin kisitlamalar &, bir nokta, bir dogru, bir iicgen, kosegenleri

dahil bir dortgen ve uzayin kendisi olarak ortaya ¢ikar.

Bu uzaym 2° =32 tane alt kiimesi mevcut olup bunlardan farkli olanlarin sayis1 5 tir.

Yani her kisitlama farkli bir uzay degildir.

Tamm 2.2.1. U=( N, 0 )bir yaklagik lineer uzay olsun. Buna gore
R =( " o ') asagidaki gibi tanimlansin. Yeni uzayin noktalar1 eski uzayin

dogrulari, dogrulari ise U nun belli bir noktasindan gecen U nun en az iki
dogrusunu kapsamak sarti ile tiim dogrularin kiimesi , ¢/’ niin bir dogrusu olarak

tanimlansin.

Kisaca ;

A=)
&'={{d,.d,,d,...d,}|d € & ,m=>2ved,,d,,d,,...d, U nunbelli bir noktasindan

gegen dogrularin tamami } ise R yeU nun dual uzay1 denir. [3]

Ornek 2.2.4. Ornek 2.1.3. deki U nun dualini alalm. Bu tamim Sekil 2.1.1. ile
aciklanabilir. [3]
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Dogrular d, ={1,2,3},d,={3,4,5},d, ={1,4},d, ={2,4} ile gosterilen yaklasik-
lineer uzayi ele alalim.

7 ={d,d,.d,,d,)

&' ={{d,,d,} {d,.d,} . {d,.d,}.{d,.d;.d,}}
5 ve 6 bir dogru belirtmiyor.(Sekil 2.2.4.)

d, s
d3

Sekil 2.2.4. Ornek 2.1.3. {in duali

Onerme 2.2.1. Bir yaklasik-lineer uzayin dual uzay1 da bir yaklasik-lineer uzaydir.

Ispat: Tanim geregince dual uzayda herhangi bir dogrunun en az iki noktasi vardir.
Dual uzayin iki noktasi diisiiniilsiin ve U=( /", & , 0 ) yaklasik-lineer uzaymmn
bu noktalar1 esleyen dogrularinin d, ve d, oldugu kabul edilsin. Dual uzayda d, ve
d, yi birlestiren her dogru U uzaymda d, ve d, nin kesisim noktasina eslenir ve
Onerme 2.1.1. geregince en ¢ok bir kesisme noktasi var oldugundan dual uzayda d,

ve d, den gegen en ¢ok bir dogru vardir. [3]

Tamm 2.2.2. Her dogru {izerinde tam olarak iki nokta bulunan bir yaklasik-lineer

uzaya bir grafi denir.
Sekil 2.2.3. de gosterdigimiz yaklasik-lineer uzay bir graftir.

Bir yaklasik-lineer uzaydan dual uzayin elde edilis yolunun aynisiyla bir grafini elde

etmek mumkiindir.
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Tamm 2.2.3. U=( N, 0 ) bir yaklagik-lineer uzay olsun. ..77'=& ve
(J'={{ p,q}| p ve q& nin kesisen farkli dogrularidir } olmak

iizere R=(V"',&»",0") ye U nun ¢izgi grafi denir. [3]
Tanim 2.2.4.Lineer uzay olan bir grafa tam graf denir.

Ornek 2.2.5. Sonlu bir grafta 2b+v=v> dir. v uzaydaki noktalarin sayisini, b

dogrularin sayisini géstermektedir.@] adet farkli nokta ikilileri elde edilebilir. Her

dogru tizerinde iki nokta oldugundan (‘2}} = b bulunur.

V! v(v-1)
21(v-2)! 2

=b = V' —v=2b = Vv =2b+v dir. [§]

Ornek 2.2.6. Ornek 2.1.3. deki U lineer uzaymin grafini ¢izelim.

R=( N7/ 0') uzaymda noktalar ve dogrular kiimesini asagidaki gibi

tanimlayalim.

=)
@"={{p.q}| p ve q & ninkesisen farkh dogrusu } olmak iizere R bir grafidir.
' ={d,d,,dy,d, )}

@”={{dl,d3},{dl,d4},{dl,dz},{dz,d3},{d2,d4},{d3,d4}}

U uzayindan elde edilen grafi Sekil 2.2.5. de verilmistir.
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Sekil 2.2.5. Ornek 2.1.3. deki U lineer uzaym grafi

Tamm 22.5. U=( ", ,o0) yaklasik-lineer uzay _t <. olsun.

VP,Qe t” ve P#Q olmak iizere PO dogrusunun tamam t~ de ise A~ e U

nun bir alt uzayi denir. [3]

Bu tanima gore &, herhangi bir nokta, herhangi bir dogru ve uzayin kendisi verilen

uzayin birer alt uzayidir.

Sekil 2.2.6. Dort noktali bir yaklasik-lineer uzay

Sekil 2.2.6. daki uzayin diger alt uzaylari
{1,2,3},{1,2,4},{1,3},{2,4},{3,4},{1,3,4},{2,3,4} tiir.

Onerme 2.2.2. Bir uzaym herhangi sayidaki alt uzaylarinin ara kesiti de bir alt

uzaydir.
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Ispat: Herhangi sayidaki alt uzaylarin arakesiti £~ olsun. Bu durumda P ve O ,
A~ in herhangi farkli noktalar1 iken PQ dogrusu tammli olmak iizere
PQ < A oldugunu gostermek yeter. Ancak t~ i kapsayan herhangi bir alt uzay P
ve @ noktalarim1 da kapsayacagindan alt uzay tanimi geregince PQ dogrusunu da
kapsar. Boylece PQ dogrusu _t~ i kapayan biitiin alt uzaylar tarafindan kapsanir. O
halde _t~ tarafindan da kapsanr. [3]

2.3. Boyut

Tamm 2.3.1. &~ bir U=( /", > ,0) uzaymmn noktalar kiimesinin bir alt

kiimesi olsun. _t~ i kapsayan fakat " in iizerindeki higbir alt uzay: tam anlamiyla

kapsamayan bir alt uzaya _t~ in ortiisii (kapanisi) denir ve (_t") ile gosterilir. [3]

Sekil 2.1.3. deki uzayda ({5, 6}) = {1,5,6} ve

({0,3,4}) = {0,3,1,4, 2,5,6} =U olur.
Sekil 2.1.1. deki uzayda ({1,2,5}) ={1,2,3,4,5} dir.

Onerme 23.1. U=( ", & ,0) bir yaklagik-lineer uzay t",J/c. /1 ve

N .27 olsun.
(D) =0
A (A
(A=A
(N)={N}
(U)y=U ve

A/ ise <X>g<é/> dir.

Ispat: @ de hi¢ nokta bulunmadigindan ortiisii kendisidir. Boylece (@) =@ dir.
(A7) kiimesi A~ in biitiin noktalarin1 kapsadigindan A~ < (") tir. (") U nun

bir alt uzay1 oldugundan kendisini kapsayan en kiiclik alt uzay kendisidir. Yani
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(A =(A") dir. Aym disiinceyle (Uy=U ve (N)={N} dir. A <=/ olsun.
VX e(A") igin ya Xe A ve dolayisiyla X €/ dir ki bu X €({/) olmasim
gerektirir.  Ya da X e MNolacak sekilde M,N e _{ noktalar1 vardir.
M,N e/ oldugundan MN, (//) alt uzayinda bir dogrudur. Ve X (/) dir.

Boylece VX e (A7) i¢in X €({/) ve dolaywsiyla (") =({/) dir. [3]

Onerme 2.3.2. Bir_t" kiimesinin ortiisii _t~ iizerindeki biitin alt uzaylarin

arakesitidir.

Ispat: Onerme 2.2.2. geregince bu arakesitin kendisi de alt uzaydir. Bunun _t~
tizerindeki en kiigiik alt uzay oldugunu gormek kolaydir. Ciinkii arakesit alindiginda
A lizerindeki her uzay alinir. Dolayisiyla arakesit _t~ i kapsayan en kiiciik alt

uzay olacaktir. [3]

Tamm 2.3.2. £~ kendi ortiisiinii gerer (iiretir) denir. Tersi olarak bir /* alt uzay:
verildiginde eger (A )=72* ise A~ in * kiimesi icin bir Uretme (=Germe)

kiimesi oldugu soylenir. Oyle ki ayn1 zamanda _t~ , 2* yi gerer. [3]

Tamm 2.3.3. Kendi Ortiistinli liretmek i¢in tam yeter nokta kapsayan bir kiimeye

bagimsiz kiime denir. Bir bagimsiz 4~ kiimesi VX e A~ i¢in X ¢ (7\ {X})

ozeliginde bir kiimedir. [3]

Ornek 2.1.6. daki yaklasik-lineer uzayda _t~ :{1,5,6} kiimesi bagimsiz kiime

degildir. Ciinkii kendi Ortiisiinii liretmek icin gerekli olandan fazla nokta

kapsamaktadir. Aslinda 1 ve 5 noktalar yeterlidir.

6e(A\{6}) dir. Boyle bir kiime bagimhdir denir. A" ={1,5} kiimesi

bagimsizdir.

L (A \ {1}y ={5} ve 5&(\ {5})={1} dir.
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Sekil 2.1.1. deki {5,6},{4,5,6} ve {2,4,5,6} kiimeleri bagimsizdir. Ciinkii
elemanlarindan biri ¢ikarilinca U elde edilmez. {1,2,4,5} bagimhdir. Ciinki

le({1,2,4,5)\{1}) ={1,2,3,4,5} dur.

Eger kiime bagimsizsa biitiin elemanlar i¢in bagimsizdir. Bos kiime gereginden fazla
eleman kapsamadigindan bagimsiz kiimedir. Bir tek nokta bagimsiz kiimedir.

Herhangi bir nokta ikilisi yine bagimsiz kiimedir.

Tanim 2.3.4. Bir U yaklagik lineer uzayinin noktalarinin U yu tireten bir bagimsiz

alt kiimesine U nun bir bazi denir. [3]

Ornek 2.1.6. daki uzaym {1,2,0} ve {3,5,6} iki bazidir. Daha baska bazlar1 da

vardir.
Bir uzayi iireten bir ¢cok baz bulunabilir.

Ornek 2.1.3. deki uzaym her baz1 6 noktasim kapsamak zorundadir. Buna gore
uzaymn bazlari {1,2,4,6},{2,4,5,6},{3,4,5,6} ve {1,3,5,6} dir. Sekil 2.1.2. deki

uzayin bazi kendisinin tamamidir. Baska baz yoktur.

Verilen bir uzayn biitiin bazlarinin eleman sayilar1 ayni olmasi gerekmez.

Mesela Sekil 2.3.1. deki yaklasik-lineer uzay igin {4,5,6,7},{1,8,3},{1,2,3} birer

bazdir ve bunlarin eleman sayilar1 farklidir.



39

—

Sekil 2.3.1. U yaklasik-lineer uzayinda baz se¢imleri igin bir sekil

Tanmm 2.3.5. U  bir yaklagik-lineer uzay olsun. min={ |B|:B,U nun bir

bazi } sayisinin bir eksigine U yaklasik-lineer uzaymin bir boyutu denir. [3]

Boyutu bulmak i¢in miimkiin olan en az sayida elemana sahip baz bulunur. Bu bazin

eleman sayisindan 1 ¢ikarilir.

Sekil 2.3.1. deki uzayin {2,4, 6,7,9} alt kiimesinin boyutu 2 oldugu gibi uzaymn

kendisinin de boyutu da 2 dir. Sekil 2.2.3. deki uzayin boyutu 4 diir.
Bir dogru, bir nokta, & den ibaret uzaylarin boyutlari sirasiyla +1, 0, -1 dir.
2.4. Uzerinde Bulunma Matrisi

Herhangi bir U=( N, 0 ) uzay1 bir matris (gercekte birka¢ matris) ile temsil

edilebilir. Her nokta bu matrisin satirina ve her dogru bir kolonuna eslenir. Matris de

(1,j) inci yere eger N, noktasi d; dogrusu tizerinde ise 1, lizerinde degilse 0 yazilir.

Boylece Sekil 2.1.1. deki yaklasik-lineer uzay i¢in bir matris
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AN L AW O

(= e e B e N
o O = o o =&
o o = o = o8

d, ={1,2,3},d,={3,4,5},d, ={1,4},d, ={2,4} olarak almabilir.

Burada nokta ve dogrularin farkli isaretlenmesiyle farkli bir matris elde edilir. Bu
isaretlenmenin  degistirilmesi  aslinda matrisin  satir (veya) silitunlarinin

degistirilmesiyle sonuglanir. Bu se¢imi bir dereceye kadar kisitlamak i¢in asagidaki

sartlar konulabilir. v(d,)>v(d,)>v(d,)>...>v(d,) sarti saglanacak sekilde
d,d,,d,,..,d, olarak isaretlenmelidir. Benzer olarak noktalarda

b(N,)=b(N,)>....2b(N,) olacak sekilde isaretlenmelidir.

Sekil 2.1.1. i¢in olusturulan matriste dogrular bu kritere uymaktadir. Ancak noktalar
bu kritere gore diizenlenmemistir. Bunun i¢in matris de 1 ve 4 noktalarinin yerini
degistirmek yeterlidir.

Gosterimi daha 6zenli hale getirmek i¢in;

v, = v(a’j) ve b, =b(N,) olarak tammlansin. Ayni zamanda

0’ Ni%d.f
) T 1, N, ed,

! J

Tanimiyla bu matrisin (i, j) elemanlarinin tam olarak 7, sayisi oldugu goriiliir.

Tamm 2.4.1. r; degerine N, noktasmin d; dogrusu Uzerinde bulunma degeri,

buradaki matrise de iizerinde bulunma matrisi denir. [3]
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Bu matrise bakildiginda uzay hakkinda bazi bilgiler elde edilebilir. Mesela satirda
goriilen 1 lerin sayisi bu satira eslenen noktadan gecen dogru sayisidir. Bir siitunda
goriilen 1 lerin sayisi ona eslenen dogru iizerindeki nokta sayisidir. Bdylece
yukaridaki matris de 4 noktasi ii¢ tane dogru iizerinde iken, 6 noktast hi¢bir dogru

b
tizerinde degildir. Eger her siitundaki 1 ler toplanip siitun siituna eklenirse Zv ; elde
j=1

edilir. Eger satirdaki 1 ler toplanir satir satira eklenirse Zbl. elde edilir.
i=1

Fakat asikar olarak iki degisik yoldan ayni sayida 1 sayilir.

Bu yiizden
n=V, (d; uzerindeki toplam nokta saysi)

i=1

b

Z r=b, (N, noktasindan gegen toplam dogru sayist) ve
j=1

b b v v b v

ZV = z 1= Zrl.j = » b, denklemi elde edilir.

j=1 j=1 i=1 i=1 j=I i=1

0 ve 1 lerden olusan herhangi bir matris ne zaman bir yaklasik-lineer uzay gosterir?
YL1 ve YL2 aksiyomlarinin saglanip saglanmadigina bakilir. Bunun i¢in her siitunda

en az iki tane 1 olmahdir ki YL1 saglansin. YL2 i¢in farkli i ve j i¢in 7, ve r, nin

her ikisin birlikte 1 olacak sekilde en ¢ok bir tane k sayisinin var oldugu soylenir. [1]

U=( ", ,0) bir yaklagik-lineer uzay ve R=( "',&s",0" ) onun dual

uzay1 olsun. Bu iki uzayin iizerinde bulunma matrisleri arasinda bir iligski var midir
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sorusunu yanitlayalim. U nun dogrular1 .7~ niin noktalar1 olmaya baslar. Fakat
" nm dogrular1 yalnizca .7 nin &yle noktalarina eslenir ki herhangi birinin
tizerinde en az 2 nokta bulunur. Bu yiizden Sekil 2.1.1. deki 6rnekte 5 ve 6 noktalari

elenir. Dual uzayin matrisi

1110
0011
1001l
01 01

—_

%)

LR R R

N

Bu matris yukarida verilen matrisin 5 ve 6. satirlart hari¢ tutulursa tranzpozudur.

Yani bu matristeki r;, degerleri ilk matristeki 7, degerleridir. Birinci matrisin satir ve

stitunlar1 burada sirasi ile siitun ve satir olmustur. [10]

Onerme 2.4.1. Bir yaklasik-lineer uzayda farkli iki noktay: birlestiren en az bir

dogru varsa bu takdirde uzayin nokta ve dogru sayisi ile dual uzayin sirasi ile dogru
ve nokta sayilar esittir. Ustelik bir M matrisi i¢in (M ’)t = M oldugundan U nun

dualinin duali yine U nun kendisidir. [3]

Dual uzayda elde edilen dogru ve noktalarin daha Once belirtilen tarzda

diizenlenmesinin sart olmadig1 belirtilmelidir.

Yukarida bahsedildigi gibi bir yaklagik-lineer uzaym herhangi bir alt uzaymin
kendisi bir alt uzaydir. Fazladan olarak tiim uzaydaki noktalar ve dogrular yukaridaki
gibi diizenlenirse bu takdirde alt uzaydaki {izerinde bulunma diizenlemesi de
istenilen tipten olur. Bu yiizden alt uzayin 6zel tertiplenmis tizerinde bulunma matrisi
sadece satirlart alt uzayin noktalarina eslenerek siitunlari alt uzayda en az iki noktaya

sahip olacak sekilde segilerek elde edilmistir.

)

3 (1
Sekil 2.1.1. in {3,4,5} alt uzay1 4 |1 | matrisi elde edilir.
511
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4 dy dy d,
1 1 01 0
2 1 001
{1,2,3,4,5} alt uzayinda da 3 1 100 |eldeedilir.
4 0111
5 01 0O

Eger hi¢ dogru kapsamayan bir nokta segilirse (mesela {1} ve {2, 6}) bir matris elde

edilmez.

Tamm 2.4.2. U=( /", & , 0 ) bir yaklagik-lineer uzay olsun. U igin b>1 ve

her dogru esit sayida nokta kapsiyorsa U ya dogrusal regiilerdir (diizenlidir) denir.

[3]

Tamm 2.4.3. U=( /", & , 0 ) bir yaklagik-lineer uzay olsun. U i¢in v>1 ve her

nokta esit sayida dogru tasiyorsa |J ya noktasal regiilerdir (diizenlidir) denir. [3]
Gosterim: Bir yaklagik-lineer uzayda dogrusal regiilerlik sayist s (her dogru

lizerinde s tane nokta olmasi), noktasal regiilerlik sayis1 ¢ (her noktadan gecen ¢

tane dogru olmasi) seklinde gosterelim.

Onerme 2.4.2. U=( N, 0) yaklasik-lineer uzayinda dogrusal regiilerlik

sayist s ve noktasal regiilerlik sayisi ¢ ise bu takdirde v¢ = bs dir.

Ispat: Uzerinde bulunma matrisi géz dniine alinarak ispat hemen goriiliir.

Biitiin satirlardaki toplam 1 sayis1 = Biitiin siitunlardaki toplam 1 sayis1

Boylece v noktali ve b dogrulu bir yaklagik-lineer uzay hem nokta hem de dogrusal

regiiler iken, noktasal regiilerligi dogrusal regiilerligini gerektirir ve tersi de

dogrudur.
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Tanim 2.4.4. k tane noktasi olan bir dogruya bir k& —dogru denir. Benzer sekilde &

tane dogrunun gectigi noktaya da k —nokta denir.

Onerme 2.4.3. Bir yaklasik-lineer uzayda dogrusal regiilerligi noktasal regiilerligini

gerektirmedigi gibi, noktasal regiilerligi dogrusal regiilerligini gerektirmez. [3]

Sekil 2.4.1. deki yaklasik lineer uzay dogrusal regiilerdir. Fakat 7 noktasindan esit

sayida dogru ge¢mediginden noktasal regiiler degildir.

Sekil 2.4.1. Dogrusal regiiler oldugu halde noktasal regiiler olmayan yaklasik-lineer uzay igin bir
ornek sekil

Sekil 2.4.2. deki yaklagik-lineer uzayda dogrusal regiilerdir. Ancak noktasal regiiler
degildir. Ciinkii 1,2,3,4,5,7,8 den bir dogru gectigi halde 6 dan hi¢bir dogru gegmez.

oo & & 43§

®6

o—

Sekil 2.4.2. Dogrusal regiiler oldugu halde noktasal regiiler olmayan yaklasik-lineer uzay igin bir
ornek sekil
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Sekil 2.4.3. Noktasal regiiler oldugu halde dogrusal regiiler olmayan yaklasik-lineer uzay igin bir
ornek sekil

Sekil 2.4.3. deki yaklasik-lineer uzayda her noktadan iki dogru gectiginden noktasal
regiilerdir. Fakat baz1 dogrularin {izerinde iki, bazlarinin {izerinde ii¢ nokta

bulundugundan dogrusal regiiler degildir.

Sekil 2.4.4. Noktasal regiiler oldugu halde dogrusal regiiler olmayan yaklasik-lineer uzay i¢in bir
ornek sekil

Sekil 2.4.4. deki yaklasik-lineer uzayda noktasal regiiler oldugu halde dogrusal
regiiler degildir.
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2.5. Koneksiyon (Baglanti) Sayisi

Tamm 1.5.1. Sonlu bir yaklagik lineer uzayda d; dogrusu tizerinde olmayan bir
nokta N, olsun. d; dogrusunun noktalarini N, ye birlestiren dogrularin sayisina

koneksiyon (baglanti) sayisi denir ve ¢, ile gosterilir. Burada €va,) gosterimi de

ayn1 anlamdadir. [3]

YL2 geregince bu say1 N, den gecip d; yi kesen dogru sayisiyla aymdir. Eger
N.od, (N,. ed j) ise koneksiyon sayisi ya ‘d j‘:d , nin nokta sayisi olmak tzere
¢y :‘a’j‘—l ya da ¢;=1 olarak tanimlanabilir. Biz bu c¢aligmada ikinciyi

kullantyoruz. Yani 7, =1 ise ¢; =1 olarak aliyoruz.

Onerme 2.5.1. Herhangi bir N, noktasi ve d ; dogrusu i¢in ¢, <v, dir. ( v;;d,

dogrusu iizerindeki nokta sayisi)

Ispat: Eger N, ¢d ; 1se iddianin dogrulugu YL2 den gorilir. Eger N, € d;iddianin

dogrulugu YL1 den goriilir. ¢; =1 oldugundan 1<2 olur. [3]
Onerme 2.5.2. Eger r; =0 ise N, den gecip d; yi kesmeyen dogru sayisi b, —c; dir.

Ispat: b,N. den gegen toplam dogru sayisi olup ¢;» NN, den gegip d, yi kesen
dogru sayist oldugundan N, den gecip d; yi kesmeyen toplam dogru sayisi b, —c;

olur. [3]

Tamm 2.5.2. Bir yaklasik-lineer uzayin her farkli nokta c¢iftinden gegen bir dogru

varsa bu yaklasik-lineer uzaya bir lineer uzay denir. [3]

Sekil 2.1.3., Sekil 2.2.3., Sekil 2.2.5. deki uzaylar bir lineer uzaydir.
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Biitiin nokta ikilileri bir dogru ile birlestiriliyor. Bir lineer uzayda 7, =0 mn ¢, =v,

gerektirdigi agiktir.

Onerme 2.5.3. U=( N, 0, 0 ), b>1 ozeligindeki bir yaklasik-lineer uzay ve

r; =0 olacak sekilde her N, ve d; igin ¢, =v, ise bu takdirde U bir lineer uzaydir,

Ispat: »>1 oldugundan bir d, dogrusu vardir. N, ve N ;» U nun herhangi iki
noktasi olsun. Eger r, =r, =1 ise N, ve N, yi birlestiren dogru d, dir. Eger 7, =0
ve r, =1 ise ¢, =v, bitin durumlarda gegerli oldugundan ¢, =v, dir. Bu durumda
d, tzerindeki her noktay1 N, ile birlestiren bir dogru vardir. Ozel olarak N, yi N ;

ile birlestiren dogruda vardir.

r, =r; =0 ise YL1 geregince Qod, olacak sekilde bir O noktasi almabilir ve

¢; =V, olacagindan N,Q dogrusu mevcuttur.

Bu durumda eger N,oN,Q ise ispat tamamlanir. Eger N, & N,Q ise biraz 6nceki hal

geregince N, noktast N0 nun her noktasi ile birlestirilir. Dolayisiyla N, ile N, yi

1

de birlestiren bir dogru vardir. [3]

Bu teoremde uzayin en az bir dogrusu olma hipotezi esastir. Aksi halde teorem
gecerli degildir. Yani her yaklasik-lineer uzay, lineer uzay olmak zorunda degildir.
Mesela en az iki noktas1 bulunup hi¢bir dogrusu bulunmayan bir yaklasik-lineer

uzay, lineer uzay degildir.

Onerme 2.5.4. U=( N, 0 ), v noktali bir sonlu yaklasik-lineer uzay olsun.

Bu takdirde U nun bir lineer uzay olmasi igin gerek ve yeter sart

Zb:vj (vj —1) > v(v—l)

J=1

olmasidir.
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Ispat: (:>) U nun bir lineer uzay oldugunu kabul edelim ve U daki toplam farkli
nokta ikilisi sayisini iki degisik yoldan hesaplayalim. {Ni,N j} ile {N j,Nl.} yi ayni

ikili olarak kabul etmek tizere v noktali U uzayindaki toplam nokta ikilisi sayisi

v v! v(v-1) 3 o
= = olur. Bu deger ayni1 zamanda v elemanli bir kiimenin 2
2) (v-2)12! 2

elemanli tiim alt kiimelerinin sayisidir. Bir lineer uzayda herhangi nokta ikilisinin bir
dogru belirttigini biliyoruz. Dolayisiyla her dogru iizerindeki noktalardan nokta
ikilileri olugturarak biitiin dogrular iizerinden toplam aldigimizda yine bu uzaydaki
nokta ikilileri sayisin1 buluruz. Boylece uzayin bu sekilde hesaplanacak toplam nokta

ikilisi sayis1

olur.

b
Tersine, Z v, (v = 1) > v(v - 1) iken yaklasik-lineer uzayin lineer uzay olabilecegini
Jj=1

gosterelim. Bunun igin v iizerinden timevarim metodunu kullanacagiz. & ve bir tek
noktadan olusan uzay birer asikar lineer uzaydir. O halde v > 2 alarak ispatlamaliy1z.

Eger v =2 ise iki durum s6z konusudur. Ya =0 yada b =1 dir.

b =0 halinde

...0>2(2~-1) miimkiin olmadigindan bu hal hipoteze uygun degildir.

b=1 iken

v.(v.—1)=2.(2-1)>2.(2-1) esitlik saglandigindan bu uzay, lineer uzaydir.
Z /( j ) ( ) ( ) g g y y

J=1
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v =3 iken dort durum s6z konusudur: »=0,1,2,3

b =0 iken b =1 iken b=2 iken b =3 iken
o veya
° ° —eo—90 —o—0o—
32232 21232 (21+21)232 (21+2.1+2.1)2322

b=0 iken ilgili esitsizlik saglanmiyordu. Yalmzca b=1, v,=v=3 ve b=3,

v, =V, =V, = 2 halinde yukaridaki esitsizlik saglanir, diger durumlarda saglanmaz.

Bu her iki halde de uzayin lineer uzay oldugu goriilmektedir.

Bundan sonra eger ', U dan az sayida nokta kapsayan bir yaklasik-lineer uzay
olmak tizere U igin ilgili esitsizlik saglaniyorsa J' niin bir lineer uzay oldugunu

kabul edelim ve bu takdirde U nun bir lineer uzay oldugunu gosterelim.

b
v>4 olmak iizere U da ) v, (vj —~ 1) >y(v—1) oldugunu farz edelim.

J=1

N, U nun bir noktast olmak tizere U nun .77\ {N} ye kisitlanmigi olan
R:( N7/ 0) yaklagik lineer uzaymi diislinelim. R nin noktalar
-\ {N} kiimesinin noktalaridir ve dogrulari, N den gegmeyen dogrular ile

N den gegip en az li¢ nokta kapsayan dogrularin .-7"" ye kisitlanmiglaridir.

|,;/,’//“'| =v—1 < v oldugundan R nin lineer uzay olmasi icin yukaridaki esitsizligi
gergeklemesi gerekir. Oradaki esitsizlik i¢in sag taraf (v—1)(v—2) olur.
@ " nin & de d, ile gosterilen dogrusunu dj' ile ve onun noktalarmin sayilarin

da vj' ile gosterelim. R de galisarak



dir. Buradan

2V (V _1):;"("]' _1)_ 2 V,-(Vj _1)_ Z Vi ("j _1)

d;eN
dir. Yukarida verilenleri yerine yazarsak
2/ ("j' _1) =2 (Vj _1) 2> (V _1) 2, (Vj _1)

dj' d; d;oN d;oN
\dj\zs ;|2

bulunur.

50
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oldugu hipotezden bilinmektedir. Ustelik N den gecen dogrular iizerindeki noktalart

sayarak agikea,

> (v, -1)<(v-1)

d;oN

olur. Bu yiizden de —2[ > (v - 1)] >-2(v—1) dir. Dolaysiyla gostermek

d;oN

istedigimiz gibi

Zvj'(vj' —1)2v(v—1)—2(v—l)=(v—l)(v—2)

d.

J

elde edilir. Tiimevarim hipotezi geregi R bir lineer uzaydir. Geriye N nin R nin

her noktasi ile birlestirilebildigini gostermek kalir. Bunun i¢in R de sabit bir Q
noktast ve U da keyfi bir tiglincii K noktas1 segilir. N \ {K }, N nin v—1 noktal

bir kisitlanmis1 oldugundan yukaridaki diisiince ile bir lineer uzaydir. Bu yiizden de

N ve Q yu birlestiren bir dogru vardir. [3]

Sonu¢: U nun bir lineer uzay olmasi igin gerek ve yeter sart

2, (VJ _1) =v(v-1)

b
J=1

olmasidir.

b
Ispat: Onerme 2.5.4. iin ispatinda U bir lineer uzayken Zvj (vj —1)=v(v—1)

=
oldugu goriilmiistii. Bu esitlik kesinlikle esitsizligi (>) gerektirdiginden yine aym

onerme geregi U bir lineer uzaydir. [3]
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2.6. Lineer Fonksiyonlar

Tamm 2.6.1. U=( N, 0 ) ve R =( o', o ) iki yaklasik lineer uzay
olsun. f,..7" kiimesinden .7~ kiimesine tanimli bir fonksiyon olsun. Eger d € &4

igin f(d)e"ise f ye U dan R ye bir lineer fonksiyon denir. [3]

Eger .7~ den .7 ye bir lineer fonksiyon olarak 1-1 (birebir) ve/veya Orten ise bu

lineer fonksiyon 1-1 ve/veya ortendir.

Eger d € & dogrusu sonlu ve eger f(d)e ' ise bu takdirde v(d)> v(f(d))

olduguna dikkat edilir. Bu yiizden dogrular ‘‘daha kisa’> dogrulara doniistiiriilebilir

fakat ‘‘daha uzun’’ dogrulara dontistiiriilemez.

U Sekil 2.1.3. deki yaklasik-lineer uzay, R de Sekil 2.6.1. deki yaklasik-lineer uzay

olsun ve f asagidaki gibi tanimlansin.

f: 0—>d boylece f: {1,2,4} —>{b,d}
15b {0,4,5} > {d.g}
255b {1.5.6} - {b.g]
3 5b {0,1,3} > {b,d}
4—>d {2,3,5} > {b,g}
S8 {3.4,6} — {b.d}
6—b {0,2,6} - {b,d}

a
b g
¢ d e

Sekil 2.6.1. Yaklasik-lineer uzay 6rnegi
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Boylece f bir lineer fonksiyondur. Ne bire-bir ne de drten olmadigi asikardir.

Tanim 2.6.2. U ve R iki yaklagik-lineer uzay olsunlar. Eger U dan R {izerine 1:1
ve lineer bir f fonksiyonu var ve f~' de lineer bir fonksiyon ise U ve R

uzaylarina izomorf uzaylar denir. [3]

iki uzaym ayn1 olmas1 izomorf olma olarak anlagiimaktadir.

3 4 4 3 3

(2) (b) (c)

Sekil 2.6.2. Izomorf uzaylar i¢in 6rnek bir sekil

Sekil 2.6.2. (a) ve (b) deki uzaylar izomorf veya aynidir. Ciinkii aralarinda bir
izomorfizm tammlayabiliriz. Mesela f(1)=1, f(2)=2, f(3)=3, f(4)=4 olsun.
Bunlar arasindaki 6zdeslik doniistimii bir izomorfizmdir. f* nin lineer oldugunu bire-

bir ve Orten oldugunu kontrol edelim. Sonlu iki uzay izomorf ise ikisi ayn1 sayida

elemana sahiptir. Bu yiizden (c) nin (a) ya izomorf olmadig1 goriilebilir.

Onerme 26.1. U=( ", & ,0) den R=(",»",0") ye f lineer

fonksiyonu bire-bir ise bu durumda biitiin d ler i¢in v(d)= v( f(d )) dir.

Ispat: Eger [ fonksiyonu bire-bir ise VX,Yed, X#Y i¢in f(X)#f(Y)
olacaktir. Dolayisiyla v( f(d )) >v(d) d nin VX elemani f(d) nin farkh bir
elemanina doniistiigii igin Vf lineer fonksiyonu igin v(d)2v(f(d)) oldugundan

v(d)=v(f(d)) olur.[3]
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Onerme 2.6.2. Eger f U=(./",> ,0) dan R=("',&",0") ye bir

izomorfizm ise biitiin d ve N lerigin v(d)=v(/(d)) ve b(N)=b(f(N)) dir.

ispat: v(d)=v(f(d)) oldugu Onerme 2.6.1. den bilinmektedir. Ciinkii izomorfizm
oldugundan bire-bir dir. N ed olsun. Lineer fonksiyon tanimindan ' (N)e f(d)
dir. Dolayisiyla b(f(N))=b(N) olur. f R den U ya f ile benzer dzeligi
tastyan bir fonksiyon oldugundan b(f(f(N)))2b(f(N)) dir ve dolayisiyla

b(N) > b(f(N)) olur. Sonug olarak da b(N) =b(f(N)) dir. Yani bir izomorfizm

varsa bir dogru iizerindeki nokta sayist ve bir nokta iizerinden gegen dogru sayisi

sabit kalir. [3]

Tamm 2.63. U=( /", & ,0) uzaymmn kendi iizerine bir izomorfizmine

otomorfizm denir. Geometri de bunun i¢in kolinasyon terimi kullanilir. [10]

Sekil 2.1.3. deki yaklasik-lineer uzayin 168 adet kolinasyonu vardir. Bunlardan bir
kismu £, :(1,2,4,0,5,6,3) > (1,2,4,0,5,6,3) (i incinokta i inci noktaya doniisiir.)

f£:(1,2,4,0,5,6,3) > (1,6,5,0,4,2,3); £, : (1,2,4,0,5,6,3) = (4,0,5,6,1,2,3) tiir.

Sekil 2.6.1. deki yaklasik-lineer uzayin biitiin kolinasyonlarini bulmak i¢in asagidaki
yol takip edilsin. Onerme 2.6.2. nin bakis agisindan herhangi bir kolinasyon {a,c, e}
kiimesini kendisine ve {b, d, g} kiimesini de kendisine doniistiirmek zorundadir. Eger

f:a—a ise iki ihtimal vardir. ¢ —>e ve e—>c¢ veya ¢ —>c ve e—>e f lineer

oldugu sonucundan b,d, g,... sabit kalir. Sekil 2.6.3. daki f, elde edilir.
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fira—>a f,ra—>a fira—>c fira—>c fsra—>e fora—e

b—>b b—og b—>b b—>d b—og b—>b
c—cC c—oe c—a c—oe c—a c—cC
d—>d d—>d d—>g d-og d—>b d—>d
e—>e e—>c e—>e e—a e—>c e—a
go>g g—>b g—>d g—>b g—>d g—og

Sekil 2.6.3. Sekil 2.6.1. deki yaklasik-lineer uzayin kolinasyonlari

Eger ¢ >e ve e—>c denirse f nin Sekil 2.6.3. deki f = f, nin lineer kuvveti
oldugu goriiliir. f/ nin a y1 hareket ettirdigi farz edilsin. Iki se¢im vardir. f:a —c
olsun. Eger ¢ — a ise bu takdirde e —> e ve f nin lineerligi f nin Sekil 2.6.3. deki
f =/, olmasmin gerektirir. Eger ¢ — e ise bu takdirde e >a ve f, f=f, lin
lineer kuvveti olur. Son olarak f:a — e olsun. ¢ > a durumunda e > c ve f de
/5 olmak zorundadir. Eger f:c —c ise bu durumda e >a ve f, f, olur. Bunlar

U nun kolinasyonlarinin miimkiin biitiin ihtimalleridir.

Biitin X €. ler igin f(X)=X 6zdeslik doniigiimiinin U=( /", & , 0 ) nin

her zaman bir kolinasyon olduguna dikkat edilmelidir.

Onerme 2.6.3. f ve gU=( ", & ,0) nin kolinasyonlar ise bu takdirde '

ve fog de onun kolinasyonlaridir.

Ispat: /' ve fog nin .7~ den .7 ye bire-bir ve orten oldugu ve f~' in lineer
oldugu bilinmektedir. fog nin lineer oldugunu gérmek yeterlidir. Eger d € &/ ise
g(d)e oldugu (glineer) ve dolayisiyla f(g(d))e oldugu (f lineer)

goriiliir. Dolayisiyla fog lineerdir. [3]

Onerme 2.6.4. Bir yaklasik-lineer uzayin biitiin kolinasyonlar1 kiimesi fonksiyon

bilesimi altinda bir gruptur.
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Ispat: U=( N, o) uzaymin biitlin kolinasyonlarimin kiimesi G ile

gosterilsin. f,geG iken Onerme 2.6.3. geregince f ', fogeG dir. Yani G

kiimesi fonksiyon bilesimi islemine gore kapalidir. [3]
Fonksiyonlar genel olarak fonksiyon bilesim islemine gore asosyatif 6zelige sahiptir.

I 6zdeslik déniisiimii bu fonksiyonun etkisiz elemanidir. V/ € G i¢in /' € G dir ve

fof ' =1 dir. Yani grup fonksiyonlar1 saglar. [10]



57

BOLUM 3. LINEER UZAYLAR

3.1. Ornekler ve Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1. Asagidaki aksiyomlar: saglayan bir U=( N, 0,0 ) uzayina lineer

uzay denir.
L1: Her dogrunun en az iki noktas1 vardir.
L2: Iki nokta tam olarak bir dogru iizerindedir. [3]

Yaklasik-lineer uzaydaki P ve Q gibi farkli iki noktadan gecen dogruyu PQ ile

gosterilsin. 7; =0 olmasi, agikar olarak, ¢, =v, ve b, 2 v, olmasini gerektirir.

1; =0 olmasi N,Nd ;=9 olmast demektir. ( v;,d, dogrusu lizerindeki nokta

sayisini belirtiyor.)

b,, N, noktasindan gegen dogru sayisi olup N, den ge¢ip d; yi kesmeyen dogrularin

mevceut olabilmesi s6z konusu oldugu igin de b, > v, ifadesi gegerlidir.

Bir lineer uzay ayni zamanda bir yaklasik-lineer uzay oldugundan yaklasik-lineer

uzay ile ilgili biitlin 6nermeler ve sonuglar lineer uzay i¢in de gegerlidir.

Herhangi bir yaklasik-lineer uzay1 lineer uzaya doniistiirmek i¢in yaklasik-lineer
uzayda bir dogru iizerinde bulunmayan biitiin nokta ¢iftlerini yeni bir dogru kabul

edip uzaya eklemek yeterlidir.
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Ozel olarak Sekil 2.3.1. deki yaklasik-lineer uzay Sekil 3.1.1. deki lineer uzaya

doniistir.

Sekil 3.1.1. Sekil 2.3.1. deki yaklasik lineer uzayin lineer uzaya doniistiiriiliisii

Ornek 3.1.1. R? Oklid diizlemi olsun. Noktalar kiimesini

N = {(x,y)

X,y € R} olarak, dogrular kiimesini de

& ={[m.b]m.beR}U{[a]la e R} olarak tanimlayalim.
Uzerinde bulunma bagntist;
0: (x,y)o[m,b]< y=mx+b

(x,y)o[a] < x=a olarak tamimlansin.

Bu bir lineer uzaydir. Lineer uzayn biitiin aksiyomlarini saglar. [10]
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R* Oklid diizleminde .7 = {(x, y)‘ X+ yz(l} olsun. Burada .7, birim ¢gemberin

icinde kalan biitiin noktalarm olusturdugu kiimedir. ¢/’ niin elemanlar1 ise R* deki
dogrularm .7'ye kisitlanmislaridir. Bu durumda x* + y*> =1 g¢emberine teget olan

dogrular .>7" niin higbir noktasin1 kapsamadigindan .7"" niin her dogrusu

tizerinde en az iki nokta (gercekte sonsuz sayida nokta) vardir. Dolayisiyla L1
saglanir. L2 aksiyomunun saglandigi asikardir. Boylece R:( ey’ o ')

geometrik yapisi bir lineer uzaydir.

Tanim 3.1.2. v>0 bir dogal say1 ve S = {1, 2,...,v} olsun. B, S nin bazi ii¢ elemanl

alt kiimelerinden olusan bir kiime olsun. Eger S nin herhangi iki farkli sayis1 B nin

elemanlarinda sadece bir kez goriiliiyorsa, yani her 1< x # y <v i¢in;
{xyjc4

Ozeligini saglayan bir ve tek A€ B varsa, o zaman (S,B) siral1 ikilisine v lik

Steiner ti¢lii sistemi denir. [11]

Ornek 3.1.2. Bir Steiner sistemi S(¢,k,v), v elementlerinin § kiimesidir. v

elementleri noktalardan olusur. Bu bloklar belirli alt kiimleler (bloklar) i¢indedir.
Bu bloklar su sekilde belirlenir;

I. ¢ tane farkli nokta kiimesi (t > 2) sadece ve sadece bir blok tarafindan kapsanir.

Bir blok i¢indedir.
II. Her bir blok £ tane noktadan olusur.

Biz sadece bloklar1 dogru olarak diistindliglimiiz durumlarla ve #=2 yani Steiner

Sisteminin lineer uzay oldugu durumlarla ilgilenecegiz. Eger hicbir blok yoksa ( 1)
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ve (11 ) saglanir. Eger bir tek blok varsa k =v saglanir. Buda asikar Steiner sistem

olarak adlandirilir.

Ornegin S (2, 2,3) bir {icgen ( Ug tane 2-nokta, ii¢ tane 2-dogru) belirtir. S (2, 2,3)
bir tane oldugu asikardir. Genellerse sadece S (2, 2,v) v nokta tlizerinde tam graftir.
Fano diizlemi §(2,3,7) dir (Bkz. Sekil 2.1.3.). Sekil 3.1.2. deki §(2,3,9) lineer

uzayini inceleyelim.

AN

Sekil 3.1.2. Steiner S(2,3,9) sistemine bir drnek ¢izim

Diiz dogrular diginda dort kime {1,6,8},{3,4,8},{2,6,7},{2,4,9} dogrulardir. Bu

lineer uzayda noktasal regiilerlik sayis1 4, dogrusal regiilerlik sayis1 3 diir.

Lineer uzaymn duali lineer uzay olmak zorunda degildir. Mesela /™ :{1, 2} ve
o = {{1,2}} olmak tizere U=( /", & , 0 ) bir lineer uzaydir. Ancak bu uzaymn
duali 1""={d} ve &"'={} olmak iizere R=( ./"',&",0") olup bir lineer

uzay degildir. (Bkz. Sekil 3.1.3.(a))
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d
1 ! 2
d3
1 d 2
@ L} dz ds
3 4
d6

(b)

Sekil 3.1.3. Lineer uzayin dualiyle ilgili ¢izimler

Yine Sekil 2.1.3. (b) yi ele alirsak .7 ={1,2,3,4}

o ={d, ={1,2},d, ={1,3},d, = {1,4} .d, ={2.,3},d, = {2,4},d, = {3,4}}

olmak iizere U=( 4, & , 0 ) bir lineer uzaydir. Ancak R=( ", ", 0"),
=) ={d, d,,dy,d,,ds,dg} ve

o' ={{d,.d,,ds},{d,.d,,ds} {d,,d,.d} ,{d;,ds,d,}} olur. d,d €. 7" olup bu iki

noktadan gegen bir dogru yoktur.

Onerme 3.1.1. Bir lineer uzayin kisitlanmis1 da daima bir lineer uzaydir.

Ispat: U=( ., & , o )bir lineer uzay olsun. . »'<.#" almsm. U nun .7’

ye kisitlanmigt olan uzay U’ ile gosterilsin. U nin & "dogrulart kiimesi,

kisitlanmis uzayin tanimi geregi asagidaki gibidir.

&'={dN.7"|de i+ j3AN,N,e. "N edN, ed|.

U=( ", ", o) nin lineer uzay oldugu gosterilecektir. Kisaca N,,N, €./

icin N, ve N, dan gecen d’ dogrusunun var oldugu gosterilecektir.

N N, e’ "=N,_ N, e/
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=d=NN,e
=d'=dN.7" olup d e ¥

iN,,N,e.7""dir ve N, ed,N, €d oldugundan d'€ & " olup bu da U'bir lineer

uzay oldugunu gosterir. [3]

Bir lineer uzayin boyutu sonlu olmak zorunda degildir. Buna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.3. .7 = {(x, y)‘ (x,») ¢ember iizerindeki noktalar |

o) = {d d,R’ de gemberi farkl1 iki noktada kesen dogru }

U=( ", @ ,o0 ) uzay1 sonsuz boyutlu bir lineer uzaydir. Ciinkii uzayin higbir

noktasi digerlerinden elde edilmez. [3]

Inga: Oklid diizleminin ( N, 0, 0 )halini yeniden g6z Oniine alalim. Herhangi
bir d dogrusu i¢in d nin kendisi de dahil d ye paralel biitiin dogrularin kiimesi [d]

olsun.
Bu durumda asagidaki ozelikler gerceklenir.
Onerme 3.1.2.

a) d'e[d] ise [d']=[d] dir.

b) Eger d' ¢[d] ise [d']|N[d]=2 dir.

Ispat: (a) Vxe[d'] i¢in ya x=d' veya x//d’ dir. d'€[d] geregince de ya d'=d

veya d'//d dir. Bu durumlar goz oniine alinacak olursa ya x=d veya x//d olur.
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Bu yiizden de x €[d] olur. Yani [d'] = [d] olur. Benzer sekilde [d]<[d'] olur. Bu

nedenle [d']=[d] dir.
(b) Vye[d] i¢inya y=d yada y//d dir. d'€[d] i¢in d'=d yada d'//d dir.
y=d' veya y/ld'= ye[d'|=[d]c[d]

[d'|N[d]+#D olsaydi xe[d']N[d]
xe[d'] ise (a) dan [x]=[d'] ve xe[d]=[x]=[d] elde edilir. [d']=[d] ve

d' €[d'] oldugundan d' e[d] geliskisine varilir. O halde [d']N[d]=@ dur.
Yeni bir U=( "', &', o' ) sistemini asagidaki gibi insa edilsin.
=o' U{[d]d e o |

o' ={{dU[d]d e }|{[d]de }]

7', .77 nin noktalar ile [d ] paralel denklik smifindan olugmustur. Bu paralel
denklik simifina sonsuzdaki nokta (ideal nokta) denir. ¢/ nin her dogrusu da
kendisine i¢inde bulundugu denklik sinifi ilave edilerek genisletilmistir. Yani ¢/
nin her d dogrusuna sonsuzdaki [d ] noktas1 eklenmistir. Boylece ¢/ ' niin dogrusu
haline doniistiiriilmiistiir. Ayrica sonsuzdaki biitiin noktalar1 kapsayan ve sonsuz
dogrusu (ideal dogru) denilen bir dogruda dogrular kiimesine eklenmistir. Asikar

olarak ¢ ' niin her dogrusu iizerinde en az iki nokta vardir. (En az iki farkli denklik

sinift vardir.) L2 nin saglandigin1 goérelim. X,Y .27 iken X,Y den gecgen tek

dogru XY nin genisletilmisidir.
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Eger noktalardan biri .-7"" niin .7~ noktas1 sonsuzdaki bir [d ] noktasi ise bu
durumda .7~ ve[d] yi birlestiren tek dogru N nin [d] den gegen tek elemamidir.

Eger noktalarin her ikisi de sonsuzdaki [d] ve [c] gibi iki nokta ise bu noktalardan

gecen bir tek dogru sonsuz dogrudur. Dolayisiyla L2 aksiyomu saglanir. Bu yiizden

de U’z( ot o ) bir lineer uzaydir. [3]

Buna genisletilmis reel diizlem veya projektif diizlem denir.
3.2. De Bruijn-Erdos Teoremi

Bir lineer uzayin toplam nokta sayist olan v ile toplam dogru sayisi olan b arasinda
baz1 bagmtilar kurulacaktir. Lineer uzayda hi¢bir dogru bulunmamasi ya da bir tek
dogrunun var olmasi hali disinda simdiye kadar goriilen yaklasik-lineer uzay

orneklerinde b > v olmaktadir.

Asagidaki Teorem 3.2.1. de bunun lineer uzaylar i¢inde her zaman dogru oldugunu

ispatlayacaktir. Oncelikle Onerme 3.2.1. e ihtiyacimiz vardir.

Onerme 3.2.1. Bir yaklasik-lineer uzayda ibi (bl. — 1) <b (b — 1) dir.

i=1

Ispat: Bir yaklasik lineer uzaym sonlu » dogrulu oldugu kabul edilsin. Bu uzaymn

sabit bir N, noktasindan gecen dogrularla olusturulacak sirali ikili sayis1 b, (b,- —l)

dir. Biitiin noktalar i¢in bunlarla kesisen dogrularla olusturulan sirali ikililer

lizerinden toplam alinirsa Zbl. (b, —1) olur. Bunlar kesisen dogrulardan olusturulan
i=1

strali ikili sayisidir. YL2 den dolay1 bir sirali ikilinin burada birden fazla ge¢mesi s6z

konusu degildir. Bu wuzayda kurulabilecek sirali dogru ikilisi sayisi tam

olarakb(b—1) dir. (Kesisen dogrulardan olusan sirali ikili sayis1 < biitiin uzaydaki

siral1 ikili say1s1) Zv:bi (b,—1)<b(b-1) dir. [3]

i=1
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Sonug: Bir yaklasik-lineer uzayda tiim dogrularin kesismesi i¢in gerek ve yeter sart

Zv:bi (b, —1)=b(b—-1) olmasidur. [3]
i-1

Teorem 3.2.2. (De Bruijn-Erdés) U, »>1 6zeliginde herhangi sonlu lineer uzay

olsun. Bu takdirde

i) b>v dir.

ii) Eger b =v ise herhangi iki dogru bir noktada kesisir.

(ii) durumunda ya bir dogru tizerinde v—1 nokta, digerleri ilizerinde ikiser nokta

vardir. Ya da her dogru & +1 noktalidir ve her noktadan £ +1 dogru gecer. k >2.

Ispat: i) Lineer uzayda bir noktadan gecen minimum dogru sayis1 m = {b,-|1 <i< v}

olsun. m >1 dir. Aksi takdirde biitiin noktalar dogrudas olur. M kendisinden m

tane dogru gegen noktalardan biri olup, bu dogrular d,,d,,....d, ile gosterilsin.

1<i<m ve N,#M olmak lizere N,ed, olsun. (Lineer uzay oldugundan biitiin

noktalarimiz M ile dogru olusturur. Dolayisiyla biitiin noktalar M  den gegen

dogrular iizerindedir.) (Bkz. Sekil 3.2.1.)

Sekil 3.2.1. De Bruijn-Erd6s Teoremi i¢in drnek lineer uzay ¢izimi
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L2 aksiyomu geregince N, noktasi ile d, dogrusu iizerindeki her nokta birer dogru
olusturur. Dolayisiyla N, den gegen dogru sayist d, dogrusu lizerindeki nokta
sayisindan biiyiiktiir. Yani b, > v, dir. Benzer diistinceyle 1<i<m -1 iken b, >v,_,

ve b, >v, oldugu goriiliir. Buradan

elde edilir.

M den gegen her d dogrusu igin b(M)>v(d) oldugu gibi her N, noktasi igin
b(N,)=b(M)=v(d) dir. Dolayisiyla her N, noktasi igin m+1< j <b olmak iizere

b,z v, olur. Eger b<v ise

v, <b,

b b b v
demektir. Toplam alinarak Z"; < Zbl. elde edilir. b<v ise Zbl. < Zb ; olacagi

i=l1 i=1 i=1 Jj=1

v b
aciktir. Halbuki yaklasik-lineer uzaylarda Zbl. :Zvj oldugunu gormiistiik.
i=l j=1

Boylece ib,- = Zb:vj < Zb:bl. elde edilir. b<v ise ibl. = Zb:bl_ + ZV: b,
i=1 Jj=1 i=1 i=1 i=1

i=b+1

yazilabileceginden yukaridaki esitsizlik miimkiin degildir.
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Ayrica m >1 dir. Aksi halde b =1 olur ki bu b >1 hipotezi ile ¢elisir. Bu yilizden bir

noktadan en az iki dogru geger.

Yukaridaki D b, <> b, celiskisinden kurtulabilmek igin 5> v olmalidir.

i=l1 i=1

ii) b=v olsun.

1<i<m-1ignv, =b, b

m

:Vl

b
m+1< j<b igin v, =b, dir. Onerme 2.5.4 sonucu geregi » v, (vj—l):v(v—l)

j=1

b
yazilmisti. Bu esitligin sol tarafi » b, (b] —1)=b(b—1) dir. Boylece Onerme 3.2.1

j=1
geregince biitlin dogrular kesisir. Tim dogrularin kesismesinde iki durum soz

konusudur. [3]

I. Durum: Uzaym biitiin noktalar1 d, ve d; gibi iki dogru tizerinde olsun. N bu iki
dogrunun kesisim noktast olsun. d, tizerinde N den farkli bir M, noktasi, d,
lizerinde de M ; noktasi almsin. (M ,€d\{N},M ;€d;\ {N }) olsun. Bu durumda
M M ; dogrusu bu iki nokta disinda baska nokta kapsayamaz. Yani iki noktaldir. d,
lizerinde Uglncl bir nokta £ ve d; lizerinde lglincl nokta P, noktalarmin var

oldugu kabul edilsin. FP, dogrusu iki noktali bir dogrudur ve MM, ile FP,

dogrularinin ortak noktalar1 yoktur. Bu ikinci durumdaki biitiin dogrularin kesigmesi
gercegiyle celisir. O halde dogrularin her ikisi iizerinde tigiincii noktalar1 almaya

hakkimiz yoktur. Bu ytizden de d; dogrusu 2 noktali d; dogrusu da v—1 noktah

olmak zorundadir.
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SEKIL 3.2.2. I. Durum igin &rnek ¢izim

Bu burumdaki lineer uzaya bir yaklasik demet denir. Burada bir dogru v—1 noktali

diger biitlin dogrular 2 noktalidir. [3]

II. Durum: d; ve d; dogrular disinda bir N' noktasinin var oldugunu kabul edelim.
Bu durumda VM ed, i¢in f(M)=NM\d; =M' doniisimii f :d, —d, olup bire-
bir ve oOrten dontsimdir. f (dl. N dj) =d,Nd,=Q dir. VQed, igin

g(ON Ad,)=Q olup f d, yi brter. Yani 6rten doniistimdiir.

M,Ped,M # P igin NM'= NP' dir. NM ~nd,# NP Ad, 12 aksiyomu geregince

f(M)+#g(P) oldugundan f bire-birdir.

Sekil 3.2.3. II. Durum i¢in ornek ¢izim

Bu durumda d; ve d; dogrularmin nokta sayilar esittir. d, dogrusu tizerindeki nokta

sayist k+1 ise biitiin dogrularin {izerindeki nokta sayisi da k +1 olacaktir.
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Ikinci durumda biitiin dogrular kesisecegi icin N den gecen dogru sayist d
tizerindeki nokta sayisina esit olur. Dolayisiyla bir N noktasindan k£ +1 dogru gecer.
k =2 icin bu uzay tiggen olur. Ve biitiin noktalar iki dogrunun iizerinde oldugu i¢in

bu gergekte I. durumdur. Dolayisiyla k£ > 2 diyebiliriz. [3]
3.3. Sayisal Ozelikler

L2 aksiyomu bize lineer uzaylarda nokta ve dogru sayisi ile ilgili baz1 sonuglara
ulagsmamizi izin veriyor. Bu boliimde v (dolayisiyla b sonlu) sonlu bir say1 olarak

kabul edilmektedir.

Onerme 3.3.1. Bir lineer uzayda herhangi bir N, noktast i¢in

Zb:("j _1)’7‘1 =v-1

=
dir.

Ispat: Bir lineer uzayda herhangi bir N, noktasi secildiginde diger biitiin noktalarin

L2 geregince bu N, noktasindan gecen dogrular lizerinde oldugu agiktir. N, den

1

gecen herhangi d; dogrusu lizerinde N, noktasi hari¢ v, —1 nokta oldugundan N,

1

den gecen dogrular kiimesi N, harig Z (vj —1) nokta kapsar. O halde toplam

d;oN;

olarak

Z (vj —1)=v—1

d;oN;

dir.

v—1=d§i(vj—1)1+ > (v,-1)0

d;oN;



bulunur. [3]

b
Onerme 3.3.2. Bir lineer uzayda » v, (vj — 1) =v(v-1) dir.

j=1

b
Ispat: VN, noktasi igin Z (v = 1) r; =v—1 yazilabilir.

J=1

N, igin, v—lzzb:(vj—l)r]j

N, icin, v—lzzb:(vj—l)rzj

N, igin, v—lzzb:(vj—l)rvj

oldugundan

elde edilir. [3]
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Yaklasik-lineer uzaylardan da hatirlayacagimiz gibi 1<i, j<v i¢in b, =b,, b =b,

olmas1 noktasal regiilerligini gerektirir.
1<i, j<b i¢in v, =v,, v =v, ise dogrusal regiilerligini gerektirir.

Onerme 3.3.3. Eger bir lineer uzay dogrusal regiiler ise bu takdirde noktasal

regiilerdir.

Ispat: U dogrusal regiiler bir lineer uzay olup dogrusal regiilerlik sayis1 k +1 olsun.

Herhangi bir N, noktas1 i¢in Onerme 3.3.1. geregince

("f _l)ry‘

b
v—1=
/':

Jj=1
= kb,

oldugunu biliyoruz. N, den gegen her bir dogru iizerinde N, noktas: hari¢ & adet

nokta oldugundan,
yol=kb = b =21
k
Bu esitlik N, nin se¢iminden bagimsiz oldugundan, her N noktasi igin

v—1
=T

dir. [3]

Lineer uzay dogrusal regiiler iken noktasal regiiler oldugu goriildii. Bunun tersini
diisiinelim. Yani noktasal regiiler iken dogrusal regiiler olmasi gerekir mi? Bu dogru
degildir. Sekil 2.1.3. deki lineer uzayi ele alalim. Bu uzaydan bir tek nokta ¢ikarilsin

ve uzayin dogrular1 da ona gore uyarlanarak kisitlansin.
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Sekil 3.3.1 Noktasal regiilerligin dogrusal regiilerligi gerektirmedigini gosteren bir lineer uzay

Onerme 3.3.4. k>1 olmak iizere bir lineer uzaym noktasal ve dogrusal regiilerlik

sayist k+1 ise bu takdirde biitiin dogrular kesisir ve

b=v=k’+k+1

dir.

Ispat. U lineer uzaymnm iki dogrusu b ve ¢ olsun. N, b iizerinde bir nokta iken
ayni1 zamanda Noc ise b ve c¢ kesisir. Eger N ¢ ¢ ise c¢ lzerinde k+1 nokta
mevcut olup N noktasindan da k£ +1 dogru gectiginden N den gegen dogrular ile ¢
tizerindeki noktalar arasinda bire bir esleme s6z konusudur. Yani N den gecen biitiin
dogrular ¢ yi keser. Ozel halde » dogrusuda c¢ yi kesmek zorundadir. Bu biitiin

dogrularin kesistigi iddiasini ispatlar. Herhangi bir N noktast icin Onerme 3.3.3.

geregince
v—1
b=——=k+1
(V) k
dir.

Boylece v—1=k*+k yada v=k>+k+1 bulunur.

Uzayda toplam v nokta mevcut olup her birinden de k£ +1 dogru gectiginden toplam

v(k+1) dogru soz konusudur. Ancak her dogru iizerinde & +1 nokta oldugundan bu
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v(k+l) 3

dogrularin bazilar1 ¢akisiktir. Su halde uzaydaki toplam dogru sayis1 b = L v
_l_

olur. Bu ise ispat1 tamamlar. [3]

Onerme 3.3.5. Eger b>1 ozeliginde bir U lineer uzay1 k£ >1 olmak iizere k& +1
dogrusal regiilerlik sayisina sahip ise ve eger b, <k+1 ise bu takdirde U ya 1 veya

k +1 noktasal regiilerlik sayisina sahiptir.

Ispat: U bir lineer uzay ve k >1 olmak iizere U uzay1 k +1 dogrusal regiilerligine

sahip ve b <k+1 ise Onerme 3.3.3. geregince U noktasal regiilerdir ve noktasal

regiilerlik sayis1 VT_I <k+1 olurdu.

Eger U uzayinda bir d dogrusu disinda bir N noktasi varsa b(N ) >k+1 olur. Bu

durumda b(N ) =k +1 olur. Bu durum d dogrusu iizerinde olmayan her N noktasi

i¢in dogrudur. Ustelik d dogrusu iizerindeki her M dogrusu i¢in de bu diisiince
dogrudur. Ciinkii M den gegmeyen bir d, dogrusu bulunur. Boylece U uzayinin en
az iki dogrusu varsa U noktasal regiilerdir ve noktasal regiilerlik sayis1 &k +1 olur.

Eger U uzayinda yalnizca bir dogru varsa uzay yine regiilerdir. Noktasal regiilerligi

asikar olarak 1 dir. [3]
Tanim 3.3.1. Nokta ve dogru sayilart esit ve v>3 olan bir lineer uzayda
dogrulardan biri v—1 noktali, kalan v—1 dogruda ikiser noktali ise bu lineer uzaya

bir yaklagik demet denir. [10]

Onerme 3.3.6. Eger bir U lineer uzayinda biitin dogrular kesisiyorsa U igin

asagidaki durumlardan biri gecerlidir.
i) U asikar lineer uzaydir,

i) U bir yaklasik demettir,
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iif) U noktasal ve dogrusal regiilerdir ve k>2 olmak lizere bu regiilerlik sayisi

k +1 ile gosterilebilir. Bu durumda,
b=v=k>+k+1
dir.
Ispat: Teorem 3.2.2. ve Onerme 3.3.4. biitin dogrularin kesisecegi sartlari

belirlemektedir. Bir lineer uzayda biitiin dogrular kesisiyorsa, b >1 oldugunda,

Teorem 3.2.2. nin (ii) kisminda bahsedilen miimkiin iki tip uzaydan birinin elde

edilecegi goriilebilir. Bunlarda 6nermemizin ii) ve iii) siklarinda belirtilenlerdir. [3]

Bir asikdr uzayda birden fazla dogru bulunmadigindan iki dogrunun kesismemesi

zaten s0z konusu degildir.

3.4. Degisme Ozeligi

Bagimsiz bir yaklasik-lineer uzayda baz ve boyut kavramlari incelenmis ve ayni
uzayin iki bazinin eleman sayilarinin farkli olabilecegi goriilmiisti. Simdi bu

kavramlar lineer uzaylarla incelenecektir.

Tamm 3.4.1. Eger bir lineer uzayda her X,Y noktalar1 ve biitiin 4~ kiimeleri igin
Xe( A7) ve XE<XU{Y}> ise YE<XU{X}> ozelligi gecerliyse lineer uzaya

degisme 6zelligine sahiptir denir. [3]

Baska bir deyisle X ve Y degistirilebilir. Bunun biitiin miimkiin X,Y,_t~ se¢imleri

icin dogru olmasi gerektigi belirtilmelidir.

Bir 6rnek olarak Sekil 3.4.1. deki lineer uzay ele alinsin.
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3 4

Sekil 3.4.1. Degigme 6zeligine sahip bir lineer uzay ¢izimi

X =1, Y=2 secilip biitin 4t~ secimleri diisiildiigiinde X E<X U{r }> iken

X ¢ X oldugunu saglamanin imkansiz oldugu gériiliir. Burada ispatlanacak bir sey

yoktur. Eger X =Y =1 ve _t" ={3,4} ise her sey saglanir. Sekil 2.1.3. deki uzay
degisme Szeligine sahiptir. Mesela X =1, Y=2 ve A" ={4} ise X ¢ <X> ={4},

XG<XU{Y}>={I,2,4} ve YE<XU{X}>={1,2,4} oldugu goriiliir.

Biitiin lineer uzaylar degisme 6zeligine sahip olmak zorunda degillerdir.

Sekil 3.1.1. deki uzay diisiiniilsiin.
62({2,7}).6€({2,7}U{3}) iken
3¢({2,7}U6)drr.

Onerme 3.4.1. U degisme ozellikli bir lineer uzay olsun. Eger

A ={X,,X,,..,X,} bir bagimsiz kime ve X, 6 e(.t") ise bu takdirde

n+l

{X,X,,... X,, X,. | bagimsizdir.

n?’

Ispat: {X,,X,,..X,,X,.,} kimesinin bagimsiz oldugunun gostermek igin higbir

X, e<{X1,X2,... X,oah\ {X[}>bulunmad1g1n1 ispatlamak gerekir. Eger X, =X,

> “ S n+l

ise bu hipotezden ¢ikar. Yani X, =X,, in {X,,X,,..,X,,X,,,} den ¢ikarilmas ile

n+l
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geriye A" ={X,,X,,..,X,} kalir. Buda hipotezden dolay1 bagimsizdir. X, # X,
ve X, e({X,,X,,... X, }\ {X})=({X.X,...X,} \ {X,}U{X,.}) oldugu kabul

1

edilsin. Fakat X, ¢ <{X Xy X X, l}> dir. Ciinkii A~ bagimsizdir. Dolayisiyla
degisme Ozeliginden X, e<{X],X2,...,X,7}\{Xl.}U{Xl.}>:<X> bulunur. Bu
geligki oldugundan miimkiin degildir. O halde {X,X,,..,X,,X,,} bagmsiz bir

kiimedir. [3]

Onerme 3.4.2. U degisme 6zelikli bir lineer uzay olsun. Eger O € <X U {P}> fakat

Qg (A7) ise bu takdirde (" U{P})=(_t"U{Q}) du.

Ispat: Ortme ozeligi <X U{Q}> c <X U{P}> olmasin1 gerektirir. Ancak U
degisme Ozelligine sahip oldugundan P e <X U{Q}> ve bu ylizden ayni zamanda

<XU{P}>Q<XU{Q}> dir.

Tamm 3.4.2. Eger /* < /* ve herhangi bir /Z alt uzay1 icin 2 Z < l*

olmas1 /~Z =1* vyi gerektiriyorsa; yani eger /* ve /¢* farkli olup aralarinda higbir
alt uzay yoksa /* alt uzay1 /Z* alt uzaymm orter (ortiiyor) denir. Aym zamanda
U VP ile ortiiliiyor denir. Gosterim olarak 2* <2* veya [*>[0* yazlir. [3]

Onerme 3.4.3. U bir lineer uzay olsun. 2* ve *, /"< 1* seklinde iki alt uzay
ise bir P noktasi i¢in 2* =<WU{P}> dir.

Ispat: Herhangi bir Pel* \ /" secilsin. Bu takdirde /¢* <;<W U{P}>QV

oldugundan 2* = <WU{P}> dir. [3]

Onerme 3.44. U degisme ozellikli lineer uzay olsun. P¢<X > ise

(A7) <(AU{P}) dir.
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Ispat. * bir alt uzay olmak iizere <X >gV g</r U{P}> oldugu kabul edilsin.
Bu takdirde QelZ*\(.t") scgildiginde (A"U{Q})c* < ( A U{P}) oldugu
cikar. Onerme 3.4.2. den <XU{Q}>:<XU{P}> olur. Bu yiizden

Vl=</VU{P}> dir. [3]

Onerme 3.4.5. U degisme 6zelikli herhangi sonlu lineer uzay olsun. Bu takdirde U

nun iki bazi ayn1 sayida elemana sahiptir.

Ispat: Ispat tiimevarim metoduyla yapilacaktir. {X,X,,...,X,} ve {¥.Y,,...Y },

n<m olmak tizere U nun herhangi iki bazi olsun. Her bir ¥, e<X2,X X >

390y n

ifadesi dogru degildir. Aksi halde

U=<{Y1,Y2,...,Ym}>g<{X2,X3,...,Xn}>gU olur.

Y, ¢{X,,X,,...X,} farz edilsin. Y] e<{X],X2,...,Xn}> oldugundan degisme ozeligi

EEXEET) n

P ERRRT) n

Xle<{Y1,X X}>olmasm1 gerektirir.  Ustelik Y1§E<{X2,X3,...,Xn}> ve
X2§£<{X3,X4,...,Xn}> tir. Degisme oOzeligi kullanilirsa X2e<{Yl,X X}>

39ecey n

gerektirir. Boylece <{Y1,X3,...,Xn}> c <{Y1,X2,...,Xn}> =U olur.

Eger her Y, <{YI,X3,...,Xn}>ig:inde ise asikar ¢eliski olan U < <{)’1,X3,...,Xn}> U

elde edilir.

1943390009 n

Y, §£<{Y Xy X }> kabul edilsin. Bu takdirde Y, e<{Yl,X2,...,Xn}>:U oyle ki

degisme ozelliginden X, € ({¥,.%,,X;.... X,})=U olup bu sekilde devam edilebilir.

EEREET) n

Sonu¢  olarak U:<{X1, 2,...,Xﬂ}>g<{Yl,Y2,...,Yn}>g<{)’1,Y2,...,Ym}>:U elde

edilir. Oyle ki n=m olur.
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Bir yaklasik-lineer uzayin herhangi bir /* alt uzaymnin kendisi de bir yaklasik lineer
uzay olarak davranilabilir. Dolayisiyla boy 2* ile gosterilen bir boyuta sahiptir.[3]

Onerme 3.4.6. U degisime ozelikli bir lineer uzay olsun. Eger Pg(% > ve

boy( A )=n ise b0y<XU{P}>=n+l dir.

Ispat: Onerme 3.4.5. geregince () in herhangi bir bazi (n+1) elemanldr.
{X,X,,..,X,,} bdyle bir baz olsun. Onerme 3.4.1. geregince

{X,,X,,...X,.,, P} bagimsizdir. Ve asikar olarak kendi kapamsi olan <X U{P}> yi

n+1°

gerer. <X U{P}> nin herhangi iki bazi aynm1 sayida elemanli oldugundan bu say1

n+ 2 dir. Dolayistyla boy<X U {P}> =n+1 dir. [3]

3.5. Hiper Diizlemler

Tanmm 3.5.1. Bir U lineer uzayinca ortiilen bir alt uzaya U nun bir hiper diizlemi

denir. Esdeger olarak hiper diizlem maksimal has alt uzaydir. [3]

Biri digerini 6rten lineer uzaylar icin Ortiilen 6rtenin bir hiper diizlemidir.
Ornek 3.5.1.

Reel 5-uzayda hiper diizlemler reel 4-uzaylardir.

Reel 4-uzayda hiper diizlemler reel 3-uzaylardir.

Reel 3-uzayda hiper diizlemler reel 2-uzaylardir.

Reel 2-uzayda hiper diizlemler reel 1-uzaylardir.

Reel 1-uzayda hiper diizlemler her bir noktadir.
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& nin hiper diizlemi yoktur.

Ornek 3.5.2. Sekil 2.1.3. deki Fano diizleminin her bir dogrusu hiper diizlemdir.
Mertebesi 3 olan afin diizlemlerde de her bir dogru bir hiper diizlem olarak ifade

edilebilir.

Ornek 3.5.3. Bir dogrunun hiper diizlemleri noktalar, bir noktanim hiper diizlemleri

bos kiimedir. Bos kiimenin hiper diizlemi yoktur.

Bir hiper diizlemin boyutunun uzayin boyutundan bir eksik gibi goriinmesine

aldanilmamas1 gerekir. Bu ifade genelde dogru degildir. Sekil 3.1.1. deki lineer
uzayda {2,4,6,9,5} veya {2,4,6,9,7} kiimelerinin her biri uzayin bir hiper

diizlemini olusturur. Uzayin kendisinin boyutu 2 oldugu gibi bunlarin boyutu da 2

dir.

Onerme 3.5.1. U degisme 6zelikli sonlu bir lineer uzay olsun. Eger /~°, U nun bir

hiper diizlemi ise boy/Z =boy -1

Ispat: U, #~ yi orttiigiinden U:<% U{P}> olacak sekilde PeU \ /#Z noktalari
vardir. Onerme 3.4.6. geregince b0y<ﬁ’ U{P}> =boy/” +1 dir. boyU=boy” +1 ya

da boy/~ =boyU—-1oldugu goriiliir. [3]

Tanim 3.5.2.
1) Herhangi iki dogru kesisir.

2) Ugii aym dogru iizerinde olmayan dort nokta vardir, sartlarim saglayan bir lineer

uzaya bir projektif diizlem denir. [3]

Ikinci sart en az iki dogrunun var olmasmi gerektirir. Yaklasik dogru demetleri
birinci aksiyomu sagladiklar1 halde bu tanimin diginda tutulur. Simdiye kadar iki tane

projektif diizlem 6rnegi verildi. Fano diizlem ve genisletilmis reel diizlem.
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Onerme 3.5.2. Bir projektif diizlemin hiper diizlemleri ancak dogrulardir.

Ispat: d herhangi bir dogru olsun. X ¢d ise bu takdirde <d U{x }> =U oldugu

gosterilmelidir.

Bunu ispatlamak i¢in Ug<dU{X }> veya U nun herhangi bir P noktast igin

Pe<d U{x }> oldugunu gostermek yeterlidir. Eger P=X veya Ped ise ispat
tamamdir. Aksi halde PX bir dogrudur ve d dogrusunu bir Q noktasinda keser.

Ancak Q ve X in her ikisi <d U{x }> dedir ve <d U{x }> bir alt uzay oldugundan

Pe QX c(dU{X}) dir. [3]

Eger bir projektif diizlem degisme 6zeligine sahip olsayd: Onerme 3.5.1. den direkt
olarak 2 boyutuna sahip oldugu sdylenebilirdi.

Onerme 3.5.3. Bir projektif diizlemde degisme 6zeligi gegerlidir.

Ispat: Herhangi X,Y noktalar1 ve herhangi bir _t~ kiimesi i¢in X gE(X > ve
X 6<X U{y }> nin Y E<X U{x }> gerektirdigini ispat etmek gerekir. <X > icin

tam olarak 3 ihtimal vardir. Bos kiime, bir nokta veya bir dogrudur.

Eger <X>:® ve X6<XU{Y}> ise X =Y dir.

Eger <X > = P bir nokta ise bu takdirde X E<X U{r }> olmast X € PY oldugunu

ifade eder. Dolayisiyla ¥ € PX = <X U{x }> dir.

Eger </lf >=d bir dogru ise bu takdirde X ¢d Onerme 3.5.2. geregince

<d U{x }> =U y1 gerektirir. Bu yiizden Y <X U{x }> oldugu asikardir. [3]
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Onerme 3.5.4. Hiper diizlemleri sadece dogrulardan olusan bir lineer uzayda

degisme 6zeligi saglanir.

Ispat: Onerme 3.5.3. de eger (_t")=d bir dogru ise bu takdirde X ¢d Onerme
3.5.2. geregince <dU{X}>:U y1 gerektirir. Bu yiizden Y6<XU{X}> oldugu

asikardir. [3]
Onerme 3.5.5. Herhangi bir projektif diizlemin boyutu 2 dir.

Ispat: Onerme 3.5.3. geregi bir projektif diizlemde degisme 6zeligi gegerlidir. Bu
durumda Onerme 3.5.1. geregi boyutu 2 dir. [3]

Tamm 3.5.3. Bir U lineer uzayinda U nun herhangi bir dogrusu /#’ da bir noktaya
sahipse U nin /7 has alt uzayina bir projektif hiper diizlem denir. [3]

Sekil 2.6.1. deki uzay, kendisindeki tek projektif hiper diizlemin {b, d, g} oldugu bir

lineer uzaya doniistiiriilebilir.

Sekil 2.1.3. ve Sekil 3.3.1. deki Lineer uzaylarda 3-noktali her dogru bir projektif

hiper diizlemdir.
Onerme 3.5.6. Herhangi bir projektif hiper diizlem bir hiper diizlemdir.

Ispat: /~, U nun bir projektif hiper diizlemi ve PeU\/#Z olsun. Eger Q, /~ da

olmayan P den farkli herhangi bir nokta ise kabul geregi PQdogrusu /4 yi bir R

noktasindan keser. Fakat R ve P nun <ﬁ U{P}> de olmas1 Qe RP <ﬁ U{P}>

olmasim1 gerektirir. Boylece Uc <ﬁ’ U {P}> olur ve <ﬂ U {P}> — Uasikar

oldugundan ispat tamamlanms olur. [3]
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3.6. Lineer Fonksiyonlar

Bir yaklasik-lineer uzayin dogrularini1 baska bir yaklasik-lineer uzayin dogrularina

doniistiirmeyen lineer fonksiyon ornekleri bulmak zor degildir.

Eger f nin tanim bolgesi bir lineer uzaysa bu takdirde f nin goriintiisiiniin de ayni

zamanda bir lineer uzay olmak zorunda oldugu gosterilecektir.

Onerme 3.6.1. U bir lineer uzay, U’ bir yaklasik-lineer uzay ve f, U dan U’ ye

orten bir lineer fonksiyon olsun. Bu takdirde U’ lineerdir.

Ispat. P ve Q, U niin farkli noktalart olsun. f orten oldugundan U nun

f(X)=P ve f(Y)=0Q olacak sekilde farkli X,Y noktalan vardir. f lineer

oldugundan f(XY) P ve Q dan gegen bir dogru olmak zorundadur. [3]

Onerme 3.6.2. U ve U’ lineer uzaylar ve f, U dan U’ iizerine birebir ve orten bir

lineer fonksiyon olsun. Bu takdirde 7' lineerdir.

Ispat: P ve O, U niin farkli noktalar1 olsun. f bire-bir ve 6rten oldugundan

f(X)=P ve f(Y)=Q olacak sekilde U nun farkl birer tek X ve Y noktalari

vardir. f lineer oldugundan f (XY )= PQ buyiizden f' (PQ)= XY dir. [3]

Bu kismin geri kalaninda f ve f~' in alt uzaylar {izerinde nasil islem gdrecegi

incelenecektir. U ve U’ Sekil 3.6.1. deki lineer uzay olsun.

2
I d e
><I M
4 5 a b c

Sekil 3.6.1. Alt lineer uzay
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f:1>d, 2—c¢, 3—5b, 4—>a, 5—>d seklinde U dan U ye bir lineer

fonksiyondur.

U nun alt uzaylarn &, herhangi bir nokta, herhangi bir dogru ve de U nun

kendisidir.

/ bu alt uzaylara ne yapar? f (@) =, U nun herhangi bir X noktasi i¢in f (X )
' niin bir noktasidir. f lineer oldugundan her d dogrusu igin f (a’ ) U’ nilin bir

dogrusudur. f(U)={a,b,c,d} gergekten U’ niin bir alt uzayidr.

Onerme 3.6.3. /*, U nun bir alt uzay1 ve f, U dan U ye bir lineer fonksiyon

olsun. Bu takdirde f (V ) , U’ niin bir alt uzayidir.

Ispat: Eger P ve Q, f (V ) nin farkli noktalari ise PQ dogrusunun f(2* ) nin bir
alt kiimesi oldugu gosterilmelidir. P,Q € f(Z*) oldugundan 2* de P=f(X),
o=f (Y ) olacak sekilde X,Y noktalar1 vardir. Ayn1 zamanda f bir fonksiyon

oldugundan X #Y dir. Bu takdirde f lineer oldugu icin f, XY dogrusunu

f(XY) dogrusuna doniistiiriir.

Fakat f (XY ) dogrusu P ve Q noktalarim1 kapsar. Dolayisiyla f (XY )=PQ dir.

Bu yiizden PQ c f(Z*) olur. [3]

Onerme 3.6.4. Eger U dan U ye lineer fonksiyon ve X =Y, U nun
f(X)# f(Y) seklindeki noktalar: ise bu takdirde f (XY )= f(X).f(Y) dir.

Ispat: Ispat agiktir ve gergekte yukaridaki yardime1 teoremde kullanilmustir.

Yine Onerme 3.6.3. e bakildiginda U’ niin her alt uzaymin U nun bir alt uzaymin

goriintiisii olup olmadig1 sorulabilir. Yani 2*, U’ niin bir alt uzay ise f ' (* ) U
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nun bir alt uzayr midir? ( f yi bire-bir kabul etmiyoruz. ' (V ) basitge U nun 2*

nin noktalarina doniisen noktalarmin kiimesidir.) Sorunun cevabi hayirdir. Bunu

gormek icin Sekil 2.6.1. deki lineer uzay burada verilen f fonksiyon ile diistiniilsiin.
1* ={a,b} bir dogru olsun. Bu takdirde /' (2*)={1,4,5} olur. U nun bir alt uzay:

degildir. Eger f* bire-bir ise bu takdirde geriye doniis miimkiin olacaktir.

Onerme 3.6.5. 2*, U niin bir alt uzay1 ve f, U dan U ye bire-bir lineer

fonksiyon olsun. Bu takdirde /' (V ) U nun bir alt uzayidur.

Ispat: X ve Y f7'(2*) nin farkh noktalan olsun. XY < f'(Z*) oldugunu
gostermek gerekir. P ve O 2* nin f(X)=P ve f(Y)=Q olacak sekildeki iki
noktasi olsun. f bire-bir oldugundan P # Q dur ve dolayisiyla PQ dogrusu igin

PQ c /* dir. Ancak f lineerdir ve f (XY ) bir dogrudur. Gergekte Onerme 3.6.4.
geregince f(X).f(Y)=PQ dogrusudur. Dolayisiyla XY < /' (PQ)c /™ (V)
dir.[3]

Onerme 3.6.6. /', U dan U ye bire-bir lineer bir fonksiyon olsun. Eger 2*, Unun
bir alt uzay: ise ' ( f (/ﬂ-)) =/* dir. Eger /*', U niin bir alt uzay1 ise bu takdirde
/! (f(/}')) < /* dir. Eger ayn1 zamanda &rten fonksiyon ise f~' (f(/ﬂ-')) ="
dir.

Ispat: f7', U niin tamam iizerinde tammlanmak zorunda olmadigindan genel
olarak yalmzca f' ( f (4})) c /*sonucu ¢ikartilabilir. Ancak f orten ise £, U’

den U ya bir fonksiyondur. [3]

Onerme 3.6.7. .t~ , U nun bir alt kiimesi ve f, U dan U ye bire-bir lineer bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde _t~ iizerindeki herhangi bir * alt uzay1 igin /' (2*),

U niin f(_A") iizerinde bir alt uzayidir. f(A") iizerindeki herhangi bir 2*' alt
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uzay1 i¢in f7'(2*'), U nun _t~ iizerinde bir alt uzayidir. Ustelik f* orten ise U

nun A~ iizerindeki alt uzaylar ile U’ niin f(_t") iizerindeki alt uzaylari arasinda

bire-bir bir esleme vardir.
Ispat: Bu 6nermenin ispati Onerme 3.6.3., 3.6.5. ve 3.6.6. dan ¢ikar.

Onerme 3.6.8. Uve U’ iki lineer uzay, .t~ de U da bir alt kiime ve £, U dan U’

ye bire-bir lineer fonksiyon olsun. Bu takdirde < f(r )> =f (<X >) dir.

Ispat: Yaklasik-lineer uzaylardan
< e )> =ﬂ{ﬂ"V ', U niin f(A")iizerinde alt uzayr } oldugu biliniyor. Yine
Onerme 3.6.7. geregi U nun A~ iizerindeki herhangi bir 2* alt uzayr f(.A")

tizerinde U niin f (V ) alt uzayinimn olusmasia neden olur. Tersine U' niin /(")

lizerindeki herhangi bir /*' alt uzay1 da U nun _t~ iizerinde bir /* alt uzaymin
olusmasina neden olur. Boylece
f(m {P14,U nun X iizerinde alt uzayl}) =N{*|2#"\U niin f (&) tizerinde alt uzay}
veya denk olarak ( f(t"))=f((-A")) elde edilir. [3]

Onerme 3.6.9. Uve U iki lineer uzay f, U dan U’ ye bire-bir lineer fonksiyon
olsun. 2*, U nun alt uzay1 ise boyl* > boyf (2*) dir.

Ispat: /* de £ tabam secilir. Onerme 3.6.8. geregi /* :<ﬁ > iken

f(#)=(f(&)) olurkibuda f(.8) nin f(2*) yi iirettigini belirtir.
Bir N e.& igin f(N)e(f(Z)\f(N)) farz edilsin.

Onerme 3.6.8. den f(N)ef(</)°\ {N}>) olur. f bire-bir oldugundan

N e </3 N }> elde edilir ki bu da .& nin bagimsiz olusu ile gelisir.
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Boylece Z* nin herhangi bir bazi f(y) nin bazimi lretir. Ve boy tanimindan

f(V)=<f(ﬁ)> olur. [3]

Tanmmm 3.6.1. Uve U iki linecer uzay f, U dan U ye bire-bir lineer orten

fonksiyon olsun. 7' mevcut ve f~' de lineer fonksiyonsa f ye Uile U arasinda

bir izomorfizm denir. [10]

Onerme 3.6.10. Uve U’ iki lineer uzay f:U— ' &rten bir izomorfizm olsun. 2*,

U’ niin alt uzay1 ise boyl*' > boyf ™ (2*') dir.

Ispat. f fonksiyonu Uve U lineer uzaylar1 arasinda izomorfizm iken Onerme 3.6.2.
den /' inde lineer oldugu biliniyor. Su halde Onerme 3.6.9. u ' icin diisiinerek
boyl*' > boyf ™ (') yazilabilir. [3]

Onerme 3.6.11. Uve U’ iki lineer uzay f, U dan U ye bire-bir lineer fonksiyon

olsun. U nun herhangi bir 2* alt uzay1 igin boyZ* = boyf (2*) dir.

Ispat: f nin U dan U ne 6rten ve izomorfizm oldugu kullanilabilir. Ciinkii burada

f(U)cU dir. Béylece f(2*), f(U) nun bir alt uzayidir. Onerme 3.6.9. dan
boyl* = boyf (1*) ve Onerme 3.6.10. dan f~': f(U)—>U érten ve izomorfizm
oldugundan boyf (2*) = boyf™ ( f( )) olur. Buradan boyl* > boyf (1*)= boyl*

yaniboyl* = boyf (*) elde edilir. [3]

Sonu¢: Uve U’ iki lineer uzay 7, U dan U orten ve izomorfizm ve 2*', U niin

alt uzay1 ise boyl*' =boyf ™ (2*') diir. [3]
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BOLUM 4. OZEL LINEER UZAYLAR

Lineer uzaylarin en iyi bilinen 6rnekleri projektif diizlemler ile afin diizlemlerdir.

Bunlarla ilgili genis bilgi i¢cin Kaya [9], Stevenson [12] gibi kaynaklara bakilabilir.
Burada tanim ve dnermelerde Batten [3] esas alinmustir.
4.1. Projektif Diizlemler

Tamm 4.1.1. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir lineer uzaya bir projektif diizlem

denir.
P1: Herhangi iki dogrunun bir ortak noktas1 vardir.
P2: Herhangi {i¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir. [3]

Bu calismada lineer uzaylarda yapildigi i¢in ‘‘iki nokta tam olarak bir dogru

tizerindedir.”” aksiyomunu belirtilmemistir.

Onerme 4.1.1. Eger bir lineer uzay P2 aksiyomunu sagliyorsa ve her P noktast ile
d; dogrusu i¢in r, =0iken ¢, =b, Ozelligine sahipse bu uzay bir projektif

diizlemdir.

Ispat: r; =0 iken ¢, =b olmasmin butin dogrularin kesismesini saglayacagi

aciktir. [3]
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Bir [I projektif diizleminde toplam nokta sayist v ve toplam dogru sayisint b ile
gosterip bu kisimda alacagimiz projektif diizlemler i¢in v,b sayilarinin sonlu

oldugunu kabul edecegiz.

Tamm 4.1.2. Her [ projektif diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan bir £ pozitif
tamsayis1 vardir ve bu tamsayiya ilgili projektif diizlemin mertebesi denir :

1. IT nin her dogrusu tizerinde & +1 nokta vardir.

2. I1 nin her noktasindan k£ +1 dogru geger.
3 I1 nin tiim noktalarinin sayis1 k> +k +1 dir.

4. TT deki tiim dogrularm sayis1 k* +k +1 dir. [9]

Onerme 4.1.2. Bir [ projektif diizlemi noktasal ve dogrusal regiiler olup k >2

olmak tizere v=b=k* + k +1 dir.

Ispat: []projektif diizleminde herhangi bir N noktasi diisiinelim. Noktasal ve
dogrusal regiilerligi geregince N den gegen k+1 dogru vardir ve her dogru iizerinde
N den bagka ktane nokta bulunur. [] projektif diizleminin her noktast bu

dogrulardan yalniz ve tam bir tanesinin {izerinde bulunur. Dolayisiyla [] projektif

dizleminde N hari¢ k(k+1) tane nokta bulunur. N noktasiyla birlikte

v=k*+k+1 elde edilmis olur.

[T projektif diizleminin herhangi bir d dogrusunu diisiinelim. Yine noktasal ve
dogrusal regiilerligi geregince d tlizerinde k +1 nokta vardir ve her noktadan d den
baska k& tane dogru gecer. Projektif diizlemin dden farkli her cdogrusu bu
noktalardan yalniz birinden, agik¢asi cd den geger. Dolayisiyla [] projektif diizlemi

d hari¢ k(k+1) dogru kapsar. Boylece d dogrusunu da eklersek b=k +k+1 elde

edilmis olur. [3]

Onerme 4.1.3. Mertebesi 2 olan bir tek projektif diizlem vardir. [12]
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Ornek 4.1.1. En kiiciik projektif diizlem 7 nokta ve 7 dogrudan olusur. Ornek 2.1.6.

da gosterilen Fano diizlemi en kiigiik projektif uzaya ornektir.

Tamm 4.1.3. .7 "den ..7"" yeve &/ den /"' ye 1:1 olan ve “ N € d olmasi igin

gerek ve yeter sart f(N)e f(d)olmasidir” sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna
gébmme  fonksiyonu  denir. U=( ", ,0)  yaklasik-lineer  uzayi

U’=( o,y o ) yaklasik-lineer uzayina gomiilen uzay denir. [3]

Teorem 4.1.1. Herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort-nokta kapsayan bir U yaklasik-

lineer uzay1 bir projektif diizlem i¢ine gomiilebilir.

Ispat. Bu projektif diizlem, yaklasik-lineer uzaya gerekli olan nokta ve dogrulari
ekleyerek insa edilir. P2 hipotez geregi gecerlidir. Herhangi iki noktanin bir tek
dogru iizerinde oldugu, iki dogrunun bir tek noktada kesistigi ve dogrularin en az

ikiser noktaya sahip olduguna mutlak surette emin olunmalidir.

U nun bir dogru iizerinde olmayan biitiin nokta ¢iftleri disiiniilsiin. Bu durumda U
yu bir lineer uzaya gotiirmek i¢in gerekli olan biitiin 2-noktali dogrular eklensin ve
kesismeyen dogrular diisiiniilsiin. Boyle her dogru ciftine bir yeni nokta eklenir. Bir
dogruyla birlestirilmeyen noktalar tekrar edilsin. Dolayisiyla 2-noktali dogrular

tekrar eklensin.

Bu metotla devam edilerek ve her adimda bulunan yaklagik lineer uzaylarin
birlesimini alarak bir projektif diizlem elde edilir. Gomme fonksiyonu asagidaki

yolla tanimlanabilir.

U nun her noktasi kendisine doniigiir. U nun her d dogrusu muhtemelen bazi yeni

noktalar1 ve d yi kapsayan bir dogruya doniisiir. [3]

Ornek 4.1.2. .7 ={1,23,4} ve & ={{1,2},{2,3},{3,4},{1.4}} yaklasik-lincer

uzay1 projektif diizlem i¢ine gdmiilmek isteniyor.
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Dogrularimiz d, ={1,2},d, ={2,3},d, ={3,4}.,d, = {1,4} olsun. Bu uzaym yaklasik-

lineer uzay olacagi asikardir. Sekil 4.1.1. de bu uzayi belirtelim.

Sekil 4.1.1. Dort noktali dort dogrulu yaklasik lineer uzay1

Teorem 4.1.1. geregince bir dogru lizerinde olmayan biitiin nokta ¢iftleri diisiiniilstin.
Bu durumda U yu bir lineer uzaya gotiirmek igin gerekli olan biitiin 2-noktali dog-
rular eklensin ve kesismeyen dogrular disiiniilsiin. Boyle her dogru ¢iftine bir yeni

nokta eklenir. Bir dogruyla birlestirilmeyen noktalar tekrar edilsin.

Uzerinde dogru olmayan nokta ciftlerini birlestirerek ds = {1, 3,0} ve d, = {2,4, O}
dogrularini elde edelsin. Onerme 4.1.2. geregince d, ve d, dogrularina sonsuzda bir
5 noktas1 ekleyerek kesistirilsin. Ayn1 yontemle d, ve d, dogrular1 sonsuzdaki 6

noktasinda kesistirilsin. Elde edilen bu yeni noktalar1 birlestirilerek uzaya yeni bir

d, = {6, 0,5} dogrusu eklenmesiyle yaklasik lineer uzay1 projektif diizleme gomiiliir.

Sekil 4.1.2. Dort noktali yaklasik-lineer uzayin projektif diizleme gomiilmesi
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Ornek 4.1.3. Sekil 3.1.2. deki uzay1 projektif diizleme gomiilmek isteniyor.

Ayni diisiinceyle hareket edilirse Sekil 4.1.3. deki projektif diizlemi elde edilir.

_____ S b))
\\‘, ___________
13

Sekil 4.1.3. Dokuz noktali lineer uzayn projektif diizleme gémiilmesi

Genel olarak Onerme 4.1.1 de elde edilen projektif diizlem sonsuz mertebelidir.
Fakat bu her zaman dogru degildir.

Tanim 4.1.4. Bir [] projektif diizlem [[' de noktalarnin kiimesi [] nin noktalari

kiimesinin bir alt kiimesi olan ve her dogrusu [[ nin bir dogrusunun bir alt kiimesi

olan bir projektif diizlem olsun. Bu durumda [I" ye [I projektif diizleminin bir alt
diizlemi denir.[3]

Teorem 4.1.2. (Bruck, 1963) Eger []' sonlu bir [[ projektif diizleminin bir alt

diizlemi ise, eger [] ile [I' nin mertebeleri n ve m ise bu takdirde [ =[] olur ki
n=m’ veya m*> +m<n dir.
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Ispat: Eger [1' mertebesi n=m> olan bir sonlu [] projektif diizleminin mertebesi
m olan bir alt diizlemi ise bu takdirde [] nin her dogrusunun []’ niin en az bir

noktasini kapsadigi kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.2. baz1 projektif diizlemlerin bagka projektif diizlemleri i¢inde var olmasi

lizere dnemli baz1 kisitlamalar verir. Mesela mertebesi 3 olan projektif diizlem Fano

diizlemini kapsamaz. Ciinkii 3# 2> ve 3>2%+2 dir.

Mertebesi 9 olan bir projektif diizlem yalnizca mertebesi 2 veya 3 olan projektif
diizlemler kapsayabilir. Mertebesi 9 olan bir projektif diizlemin bu mertebeden
projektif diizlemleri kapsamak zorunda oldugunu gosterilmedigine dikkat

edilmelidir.[4]

Tammm 4.1.5. Bir [] projektif diizleminin her noktasi bir []’ alt diizleminin bir
dogrusu tizerinde ise ve [] nin her dogrusu []’ ile en az bir noktada kesisiyorsa []’

ye [] nin bir Baer alt diizlemi denir. [2]

Onerme 4.1.4. Eger [1', 1 nin mertebesi m olan bir alt diizlemi ve eger [] nin

mertebesi n=m” ise bu takdirde [1’, [T nin bir Baer alt diizlemidir. [2]

Onerme 4.1.5. Eger [1', [T nin mertebesi m olan bir Bear alt diizlemi ise ve [] nin

mertebesi 7 ise bu takdirde n =m veya n=m’ dir.

4.2. Projektif Uzaylar

Tanmm 4.2.1. Herhangi bir iki-boyutlu alt uzay1 bir projektif diizlem olan bir U

lineer uzayma bir projektif uzay denir. [3]

Onerme 4.2.1. Bir projektif uzayim herhangi bir alt uzay1 bir projektif uzaydir.[3]

O, bir nokta, bir dogru asikar projektif uzay ornekleridir.
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Onerme 4.2.2. Bir projektif uzaymin her iki dogrusu ayn1 sayida nokta kapsar.

Ispat: d ve d' farkli dogrular olsunlar. Eger onlar ayni diizlemdeyse sonug hazirdir.
Eger degillerse Ped, P'ed’ olsun, h = PP’ olsun. Bu takdirde d ve & diizlemdes

olur. Dolayistyla ayn1 sayida nokta kapsar.

Eger dogrularin nokta sayisi sonlu ise bu say1 k+1 olsun. Bu durumda U nun
mertebesi k dir denir. & nin U daki herhangi bir projektif diizleminde mertebesi

oldugu agiktir. [3]

Onerme 4.2.3. U projektif uzayinin herhangi bir alt uzay1 2*ve P ¢/Z*olsun. Bu
takdirde </*U{P} > alt uzay1 Q €/* olmak iizere biitin PQ dogrulari iizerindeki

noktalarin kiimesidir.

Ispat: _t", P den gecen ve *yi kesen dogrularm kapsadig1 noktalarin kiimesi
olsun. _t~ in bir alt uzay1 oldugu gésterilsin. Onun /* ve P iizerindeki en kiigiik alt

uzay oldugu a¢ik olacagindan sonug cikacaktir. 2 # @ kabul edilsin. QO ve R,
A in noktalar1 olsunlar. QR < A~ oldugunu gostermek zorunlulugu vardir. Eger
P,0 ve R dogrudas ise A~ tammindan QR=PQc .t dir. P,Q ve R nin
dogrudas olmadig: farz edilsin. PON.*=Q" ve PRN*=R' olsun (P=0' veya
R =R’ hallerinin miimkiin olduguna dikkat edilsin). Simdi [[=<{P}U{Q}U{R}>
farkli olan Q" ve R’ noktalarim kapsayan bir diizlemdir. Dolayisiyla Q'R" dogrusu
[T dedir. Ayni zamanda * dedir. Son olarak S, QR nin herhangi bir noktasi olsun,
PS dogrusu [l dadir. [I bir projektif diizlem S e QRolup PS dogrusu Q'R

dogrusunu bir S’ noktasinda keser. Dolayisiyla S'e/Z* olur ve boylece Se t~
olur. [3]

Onerme 4.2.4. Bir U projektif uzay1 degisme 6zelligini saglar.

Ispat: X ile Y nin U nun noktalar1 oldugunu ve £~ in U nun noktalarinin bir

Xg< A >, Xe< X U{Y}> oldugu kabul edilsin. Genellikten bir sey
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kaybetmeden <_t~ >=_t~ bir alt uzaydir kabuliinde bulunulabilir. Onerme 4.2.3.
geregince X e< A U{Y}> X in Pe_t  olmak iizere bir YP dogrusu iizerinde

olmasini gerektirir ve asikar olarak X # P kabul edilmelidir. Boylece Y, XP

dogrusu iizerindedir. Boylece Y e< A~ U{X}>.[3]

Sonug 1: Eger U projektif uzayinin boyutu sonlu » ise bu takdirde U nun hepsi ayni
bir  (n—1)-boyutlu alt uzayda olmayan (n +1) tane noktasinin kiimesi U nun bir

bazini olusturur.

Ispat: Onerme 4.2.4. ve 3.4.5. ten goriilebilir.

Sonug 2: n -boyutlu bir projektif uzayim hiper diizlemleri tam olarak (» —1) -boyutlu

alt uzaylardir.

Ispat: Onerme 4.2.4. ve 3.4.5. den ¢ikar.

#, U projektif uzaymnmn bir hiper diizlemi olsun. Onerme 4.2.1. geregince / bir
projektif uzaydir.

Simdi 7 -boyutlu & merteben bir projektif uzaymn (projektif »-uzay) noktalarinin
sayisi belirlemek miimkiindiir. ki boyutlu bir projektif uzaymn (bir projektif
diizlemin) mertebesi & iken nokta sayisinin k> +k +1 oldugu hatirlanirsa iig
boyutlu bir projektif U uzayini, yani hepsi ayni diizlemde olmayan dort nokta ile

iretilen projektif uzayr dislniilsiin. Bu noktalar P,O,R ve S olsun.
Vf=<{P}U{Q}U{R}> bir diizlem olsun. Onerme 42.3. ve 4.2.4. bize
U=<Z2*U{S}> nin T e/* olmak iizere ST dogrular iizerindeki tiim noktalarmn
kiimesi oldugunu sdyler. /* de k> +k +1 nokta bulundugundan U da toplam

(k> +k+Dk+1=k + k> + k +1 nokta vardur.

Timevarimla 7z -boyutlu bir U projektif uzayinin mertebesi £ iken nokta sayisini

K" +k"" +..+k+1 oldugu gosterilir. U=<{P}U{B}U..U{P, }> olsun ve
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A =<{P}U{P}U..u{P} (n—1)-boyutlu bir alt uzayr olsun. Onerme 4.2.4.
geregi tiimevarimi kullanarak /# nm nokta sayisi k"' + k" + ...+ k +1 bulunur.
Bu takdirde  Onerme 4.2.3.  geregince U nun  nokta  sayisi

"+ k" kD= + k" L+ k+1 dir [11]

Onerme 4.2.5. Mertebesi k olan 7 -boyutlu bir projektif uzayin noktalarinin sayis

n>0 olmak iizere k" + k" +...+ k +1 dir.

Ispat: n=0 ve n=1 hallerinde ispatin acik oldugu gériiliir. [3]

Onerme 4.2.6. Bir U projektif uzaymim bir / has alt uzaymmn bir hiper diizlem
olmasi igin gerek ve yeter sart U nun her dogrusunun /4’ yi en az bir noktada

kesmesidir.

Ispat: Her dogrunun / vyi kestigi kabul edilsin ve P¢/Z olsun. Bu takdirde
Q# P ler igin hipotez geregi PQ dogrusu /4 vyi keser. Bu yiizden herhangi bir
PeZ i¢in Uc< Z U{P}> veya U=</~ZU{Q} >dir. Eger /~ bir hiper diizlem
olmasayd1 /~ < /* < U olacak sekilde bir Z* alt uzay1 bulabilecektik. Bu takdirde
Pel \AZ segersek <7 U{P}>cl* cU bulacaktik ki bu sdylediklerimizle

celigir. Bu yiizden /7 bir hiper diizlemdir.

/# nin bir hiper diizlem oldugu kabul edilsin. Onerme 4.2.3. geregi P, / de
olmayan belli bir nokta ve Q €/~ olmak iizere PO formundaki dogrular iizerinde
olan noktalarin kiimesi bir alt uzay olmasini gerektirir. /4’ bir hiper diizlem

oldugundan </~ U {P} >=Udur. Dolayisiyla biitiin dogrular /~’ yi keser.

Projektif uzaylarda projektifi diizlem gibi bircok gilizel o6zellige sahiptir. Bu
Ozellikleri bulmak i¢in projektif 3-uzaylar1 calismak ve sonra sadece ifadeleri ve

ispatlar genellestirmek genellikle yeterli olmaktadir. [3]
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Onerme 4.2.7. Bir U projektif 3-uzayinin herhangi iki diizlemi bir dogru boyunca

kesisir.

Ispat: [Tve 1" U nun farkli diizlemleri olsunlar. P, TT\[T bir noktasi ve d, ile
d, Tl nin P den gegen dogrulart olsunlar. [I" Onerme 4.2.4. iin ikinci sonucu
geregince U nun bir hiper diizlemidir. Onerme 4.2.6. geregince d, ile d, 1’ yi

keserler. Arakesitler noktalar1 farkli olmalidir. Bu yiizden bir dogru iiretir ki bu

dogru [T ile [T niin her ikisindedir. [3]

4.3. Afin Diizlemler ve Afin Uzaylar

Asagidaki 6zelliklere sahip olan bir 4 lineer uzayina bir Afin Diizlem denir.
Al: Bir d dogrusuna, disindaki bir P noktasindan bir tek paralel ¢izilir.

A2: Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir. [3]

Eger d ve d' bir afin diizlemin dogrular1 ve d =d' veya d ile d' kesismiyorsa bu

dogrular paraleldir denilir ve d // d"yazilir.

Onerme 4.3.1. Eger U birden fazla dogrusu olan bir lineer uzay ve her P ¢ d ; 1¢in

c; =b, —1 ise bu takdirde U bir afin diizlemdir. [3]

Ispat: Aciktir.

Asagidaki onermeler genel bir afin diizleminin 6zellikleri ile ilgilidir, ispatlar i¢in

Batten’e bakilabilir.

Onerme 4.3.2. Her dogrunun en az {i¢ noktali oldugu bir 4 afin diizleminin boyutu

2 dir.
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Onerme 4.3.3. Her sonlu A diizlemi icin asagidaki sartlara uyan bir k >2 tamsay1

vardir. Bu tamsayiya 4 nin mertebesi denir.

1. A daki noktalarin toplam sayis1 k” dir.

2. A daki dogrularin toplam sayis1 k> + k dir.
3. A nin her noktasi tam olarak % +1 tane dogru iizerindedir.
4. A nin her dogru lizerinde tam olarak £ tane nokta bulunur.

Ispat: Herhangi bir d dogrusu ve d ’de olmayan herhangi bir N noktas: segilsin.
d 'nin iizerindeki nokta sayisina k& kabul edilerek N ’den gegen dogrulari sayilsin.
Al’den dolay1r bu dogrularin sadece biri dile kesismez. Lineer uzay olmasindan
dolay1 da N ’den gegen diger tiim dogrular d ile tek bir noktada kesisir ve d 'nin
tizerindeki her nokta N ’den gecen bir dogru belirtir. Dolayisiyla N ’den, biri paralel

digerleri d ’yi kesen toplam & +1 tane dogru ¢izilir.

Yukarida kanittan su cikar: N ’den ge¢meyen her dogruda tam k& tane nokta vardir

ve d’de bulunmayan her noktadan k+1 tane dogru gecer. Simdi d, ve d, iki

dogruysa, bu iki dogrunun {izerinde olmayan bir nokta alalinsin ki bdyle bir noktanin

varligini A2’den biliyoruz. Demek ki d, ve d,’de ayn1 sayida nokta var.

( N ’den gecen dogru sayisindan bir eksik ) Bu sayiya £k diyelim. Boylece her

noktadan k+1 tane dogru gectigi kanitlanmis olur.

O adi1 verilen noktada kesisen iki d, ve d, dogrusu almsm. N, ed, ve N, ed,
olsun. N,’den gecen ve d,’ye paralel olan dogruya d, ve N,’den gecen d,’ye
paralel olan dogruya d, diyelim. d,,d, e paralel olamaz. Bu d, ve d, dogrularinin
kesigim noktasma P(N,,N,) diyelim. Bdylece N, ed, ve N, €d, olmak iizere, her
(N,,N,) nokta giftinden diizlemimizin bir P(N,,N,) noktasim elde ettik. Bu bize

d, xd, kiimesinden noktalar kiimesine giden bir fonksiyon verir. Bu fonksiyon
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birebir ve értendir, yani her P(N,,N,) noktasi bu yolla tek bir (N,N,)ed, xd,

nokta c¢iftinden elde edilirlerr Demek ki diizlemin nokta sayisi

d xd,|=|d |x|d,|=n*dir.
|d, x| =|d,||d|

Sekil 4.3.1. Afin diizlem i¢in bir ¢izim

Son olarak dogrular sayilsin: Diizlemin k* noktasi arasindan secilen her iki degisik

bize bir dogru verir. Secebilecegimiz toplam iki nokta sayisi:

el

2 2

dir. Ama o iki nokta ayn1 dogru {lizerinde secilmigse o zaman ayn1 dogru elde edilir.

Bir dogru tizerinde segilebilecek farkli nokta ¢ifti sayisi da,

dir. Dolayisiyla diizlemdeki dogru sayisi,
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= 21 =k(k+1)=k+k dir.

A da bulunan nokta ve dogru sayisi sonlu oldugunu gosterelim. Buna karsin 4

daki nokta ve dogru sayisi sonlu olmasa bile teorem anlamsiz degildir.
Ormnegin, bu halde 4. herhangi iki dogru iizerindeki noktalar kiimesini arasinda; 3. de
herhangi iki noktadan geg¢en dogrular ciimlesi arasinda birebir eslemeler

kurulabilecegini gosterir.[9]

Teorem 4.3.1: Bir 4 afin diizlemi bir [[ projektif diizlemi i¢ine 4 nin noktalari,
d I1 nin bir dogrusu olmak tizere [[/d nin noktalari olacak sekilde yerlestirilebilir.

Eger A nin mertebesi k ise bu takdirde [] nin mertebesi de £ dir. [3]

Teorem 4.3.2. [[ herhangi bir projektif diizlem ve d de [] nin dogrusu olsun. Bu
takdirde []\d bir afin diizlemdir.[3]

Afin diizlemlerde doniigiimler i¢in Batten’e bakilabilir.

Bir¢ok afin uzay tanimi vardir. Biz Batten de verilen asagidaki tanimi kullanacagiz.

Tamm 4.3.1. Bir hiper diizlemi atilan bir projektif uzaya bir afin uzay denir.[5]

Onerme 4.3.4. Bir afin uzayda biitiin dogrular aym sayida nokta kapsar.[3]

Onerme 4.3.5. Bir n-boyutlu k mertebeli projektif uzaydan elde edilen 4 afin

uzayinin toplam nokta sayis1 £" dir. [3]

Onerme 4.3.6. Eger A afin uzayr n-boyutlu bir U projektif uzayindan elde

edilmisse ve eger U nin mertebesi 2 degil ise bu takdirde A nin boyutu »n dir. [3]
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Asagidaki teoremin ispat1 Batten’den alinmistir.

Teorem 4.3.3. Mertebesi 2 olmayan bir 4 afin uzaymnn iki-boyutlu her uzay: bir

afin dizlemdir.

Ispat: 4 nin dogrudas olmayan ii¢ nokta alinsm. 4 =U\H olsun. Bu ii¢ nokta U da
bir [ projektif diizlemi iretir. d ve d' bu li¢ noktadan olusturulan ti¢genin iki

kenarmi teskil eden farkli dogrular olsun. P=[d] ve Q=[d'] Il nin noktalari
olsun. [Ide d,=PQ olsun. Bu ii¢ noktanin [[\d, u trettigi gosterilsin. X bu

kiimenin tiggenin kenarlar1 lizerinde olmayan bir nokta olsun. 4 nin mertebesi 2 den
biiyiik oldugundan [[de X den gegen en az dort dogru vardir. X ve d nd' den
gegen dogru ¢ikarilldiginda X ve [d] den gegen dogru ile X ve [d'] den gegen
dogru X den gegen bunlardan farkli herhangi bir dogru d ve d' yii farkli
noktalarda keser. Bu yiizden 4 da X e<d nd'> dir. Dolayisiyla iki boyutlu uzay
gercekte [1\d,, dur. Ispatin geri kalan1 kolayca ¢ikarilir. [3]

Buckenhaut (1969 ) asagidaki teoremi ispatlamistir. Biz sadece ifademizi yaziyoruz.

Teorem 4.3.4. L asagidaki 6zelliklere sahip bir lineer uzay olsun.

1) L nin her diizlemi bir afin diizlemdir.

2) L de en az dogrudas olmayan {i¢ nokta vardir.

3) L nin her dogrusunun en az dort noktas1 vardir. Bu takdirde L bir afin uzaydir.

Boylece mertebesi en az dort olan afin uzaylar yukaridaki gibi karakterize

edilebilir.[5]
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BOLUM 5. SONUCLAR

Yaklasik lineer uzaylar ile lineer uzaylar karsilastirildiginda lineer uzaylarin daha
homojen oldugu goriiliir. Her iki uzayda da ‘“ Herhangi dogrunun en az iki noktasi
vardir.”” Aksiyomu gecerlidir. Ancak yaklasik lineer uzaylarda iki dogrunun bir
arakesit noktasinin bulunmasi zorunlu degilken, lineer uzaylarda iki dogrunun bir
ortak noktas1 vardir. Bdylece lineer uzaylarda mademki iki noktadan bir dogru
gecmektedir, buna benzer dual ifade olarak iki dogrunun ni¢in bir ortak noktasi
olmasin. Boylece lineer uzaylar daha da homojen hale gelmektedir. Dual kavramini
bile yaklasik lineer uzaylarda ifade etmek, lineer uzaylarda tanimlamaktan daha gii¢

yapilabilmektedir.

Yaklagik lineer uzaylarda dogru regiilerligi nokta regiilerligini gerektirmezken lineer
uzaylara dogru regiilerligini gerektirir. Ancak bunun tersine lineer uzaylarda nokta

regiilerligi dogru regiilerligini gerektirmez.

Uzerinde bulunma matrisine bakarak uzay hakkinda bazi bilgiler edinilebilir. Bir
satir eslenen noktadan gecen dogru sayist veya bir siituna eslenen dogru iizerindeki
nokta sayis1 iizerinde bulunma matrisinden sayilabilir. Uzerinde bulunma matrisinde
tizerinde iki dogrudan az dogru olan noktalar atilarak matrisin tranzpozu alinirsa bu

uzayin duali bulunmus olur.

Yaklagik lineer uzaylarin daima lineer uzaylara gémiilmesi s6z konusudur. Yani bir
yaklasik lineer uzaya uygun noktalar ve dogrular eklenerek yapilan genisletilmelerle
lineer uzaylara gegilebilir. Tersine bir lineer uzaydan uygun bir dogruyu iizerindeki
noktalarla birlikte ¢ikarip almakla yaklasik lineer uzaylara da gecilebilmektedir.
Ayni sekilde yaklasik lineer uzaylar1 ve lineer uzaylar1 projektif diizleme de

gémiilmesi s6z konusudur.
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