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OZET

Anahtar kelimeler: Oyunlar teorisi; Oyunlar; n-Kisili oyunlar.

Catigma-rekabet durumlarinin analizini yapmak amaciyla “oyunlar teorisi” adi
altinda 6zel matematik teknikler gelistirilmistir.

Teorinin amaci rekabet iginde bulunan kisi ya da gruplar i¢in rasyonel hareket
yollarini incelemek gruplardan birinin kazanmasini saglamaktir.

Bu tezde; ilk olarak, giinlimiizde daha da 6nem kazanan oyunlar teorisinde iki kisilik
oyunlar ve bu oyunlarin ¢6ziim yollar1 verildi. Daha sonra n-kisili oyunlarda ortakli
ve ortaksiz durumlar goriildii.

Detayda n-kisili oyunlarda baskinlik, stratejik denklik, normalizasyon, kararl
kiimeler ve ¢ekirdek incelendi. Birka¢ oyun problemi ¢oziilerek son boliimde dengeli
koleksiyonlardan bahsedildi.

Tezin genelinde n-kisili oyun tanitilmaya calisildi ve son boliimde ¢6ziim i¢in iki
yaklasim oOnerildi.



n-PERSON GAMES

SUMMARY

Keywords: Game theory; n-Person game; Games.

Special mathematics techniques called Game Theory are improved making clash-
competition situation’s analysis.

The aim of the theory is to examine rational way for the person or group which is in
the competition and make one of them win.

In this thesis is given two person games and solution of the games. Situations are
examined in n-person games.

In details domination, strategic equivalence, normalization the core and stable sets in
n-person games are mentioned.

In the last section, a few game problems are solved and balanced collections are
examined.

Generally, n-person game (theory) is showed in this thesis. And two aspects are
suggested for solution in final part of this thesis.



BOLUM 1. GIRIS

Iki veya daha fazla oyuncu arasinda karsilikli rekabet séz konusu oldugu zaman,
taraflarin  stratejileri  bilinmediginde veya hangi strateji hangi olasilikla
uygulayacaklar1 verilmediginde, belirsizlik ortaminda 6zel bir sorun karsimiza ¢ikar.
Boyle durumlarda, bir oyuncunun uygulanabilir stratejiler iginden en iyisini segme
islemi, karsilastigi durumlara gére olmayip, baska bir oyuncunun kendisine karsi
uygulayabilecegi stratejilere baglidir. Bu nedenle oyuncularin her biri kendisine
dontik digerine ters bir eniyileme egilimi i¢inde olduklarindan aralarinda bir “oyun”

vardir denir.

Oyunlar teorisi, gelistirdigi kavram, genelleme ve tekniklerini dogrudan gergek
hayatta karsilasilan olaylara, uygulamanin yaninda, karar wvericilerin iginde
bulunduklar1 ortam ve kosullar1 yeterince kavrama, bdylece gelistirecekleri
stratejileri ona gore yonlendirmelerinde bir bakis, bir yaklasim, bir temel diisiinme

bicimi olarak gérmekte yarar vardir.

Oyun kuraminda esas olan, 6zel kosullarla kars1 karsiya gelmis bulunan oyuncularin,
biri digerini izleyen dizisel karar verme olanagina sahip olmalaridir. Béylece oyunun
belirli bir boliimiinde, oyuncularin davraniglarinda (yontem belirlemeleri agisindan)
bir durgunluk olur. Béylece taraflar, biri digerine kars1 belirleyip uygulayacaklar1 en
1yl yontemler konusunda belirsizlik ortamindan belirli veya risk ortamina ge¢mis

olurlar.

Oyunlar teorisinin gelistirdigi kavram ve teknikler, oyun ve Kkatilanlarin
uygulayabilecegi stratejiler asagidaki o6zelliklerin  gergeklestigi altt  durumda

uygulanir.



1) Oyuncularin veya gruplarin uygulayabilecekleri, bilinen farkl: stratejileri vardir.

i1) Oyuncular, her evrede zorunlu olarak belirlenen stratejilerden birini segmelidirler.

ii1) Oyuncular, kendi ve diger oyuncularin stratejilerini ¢ok iyi bilmektedirler

bilmemekte, fakat bu durumlarda baz1 degerlendirmelerde bulunabilmektedirler.

iv) Oyuncularin kazang yada kayiplari, yalniz kendilerine bagli degildir. Diger

oyuncularin stratejilerine de baghidir.

v) Oyuncularin kendi stratejilerine bagli olarak diger tarafin uygulayabilecekleri
stratejilere gore elde edecekleri kazang veya kayiplar1 olup, oyunun kazang-kayip

gostergeleri taraflarca bilinmektedir.

Oyunlar, oyuncularin sayilarina ve kazang- kayip durumuna gore asagidaki sekilde

siniflandirilabilir:

Oyunlar,

1) Oyuncu sayisina gore;
a) Iki kisilik oyunlar,
b) Cok (n-kisili) kisili oyunlar,

2) Kazang¢ —kayib’a gore;
a) Sifir toplamli oyunlar,
b) Sifir toplamsiz oyunlar,

3) Strateji sayisina gore;
a) Sonlu oyunlar,

b) Sonsuz oyunlar.



Oyun tiirleri:

Iki kisilik sifir toplaml,

Iki kisilik sifir toplamsiz,

n-Kisili sifir toplamls,

n-Kisili sifir toplamsiz

seklinde siniflandirilabilir.

Sifir toplamsiz n-kisili (n>2)oyunlar icin matematiksel modelleme ve ¢oziim
teknikleri yeterince gelistirilmemis olup oyun teorisi hakkinda baslangi¢ bilgiler
vermek amaciyla sonlu stratejili sifir toplamli iki kisilik oyunlar {izerinde

durulacaktir.



BOLUM 2. iKi KISILIK OYUNLAR VE COZUMLERI

2.1. Sifir Toplamh Iki Kisilik Oyunlar

Bu tiir oyunlarda oyuncular kisi birey (grup) olup birinin stratejisine bagl olarak elde

edecegi kazang, digerinin kaybina esittir.
Iki kisilik bir oyunda , taraflar A , B ve bunlarin uygulayabilecekleri stratejiler;

a;: A’ nin stratejileri, 1=1,2,3,...,m

b;: B’ nin stratejileri, j=1,2,3,...,n

iken A, 1’ inci stratejiyi uyguladigi zaman B, j ’inci stratejisini benimsediginde;

Kij: A’ ninkazanci
-Kj;: B’ nin kazanci
olsun.

Bu durumda, oyunun kazang matrisi



Tablo 2.1: Sifir Toplamli iki Kisilik Oyun Kazang Matrisi

B
by b, b . . . b,
a; Kn K Kis . . . Kin
a
A a3
ap K Kin

seklinde olur.

Oyunun sifir toplamli olmamasi durumunda, her iki oyuncu i¢in ayri1 ayr1 kazang-

kayip degerlerinden olusan karar matrisi s6z konusudur.

Sifir toplamli oyunun karar matrisindeki gostergeler, karsi gelen stratejilere bagli

olarak, taraflarin kazang veya kayiplarin1 gostermektedir.

Eger;

K >0 ise A’ nin kazanci B’ nin kaybt ,

K <0ise A’ nin kayb1 B’ nin kazanci1
s6z konusudur.
Iki kisilik oyunlara; genel olarak dikddrtgen oyun veya A’ nin uygulanabilir strateji

sayist m, B’ nin uygulanabilir strateji sayisi n iken, (m x n) boyutlu oyunda

denmektedir [2].



2.2. Sifir Toplamh iki Kisilik Oyunun Coziimii

Iki kisilik sifir toplamli bir oyunda, her iki tarafin segecegi en iyi stratejileri ve kars

gelen oyunun degerlerini bulma igslemlerine oyunun ¢oziimii denir.

Iki kisilik sifir toplamli bir oyunun ¢6ziimii sozii edilen bu iki duruma gére incelenir.

Coziim islemlerine gegmeden 6nce oyunun ¢odziimiine dogrudan yansiyan asagidaki
0zel durum tizerinde durmakta yarar vardir. Konuya ge¢gmeden Once su tanimlar

uzerinde duralim.

Tamm 2.1: Bir oyun matrisinde, biitiin j’ ler ve 1 # r i¢in Ki; > K, ise, birinci
oyuncunun i’ inci stratejisi r’ inci stratejisine baskindir denir. Baskin stratejiye,

egemen stratejide denir.

Her iki oyuncu i¢in de baskin stratejiler arastirilir. Eger taraflarin baskin stratejileri

bulunursa, ¢éziime indirgenmis oyun matrisinden baslanir[2].

Asagidaki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 2.1: Aym bolgede mallarini pazarlayan iki firma, siirekli biri digerinin
misterilerini kazanmak i¢in ugragsmaktadir. Bu amagla firmalar prim ve reklam gibi
Ozel satig arttirict g¢abalara girmektedirler. Yapilan aragtirma sonuglarina gore,
uygulanan 6zel ¢abalara bagli olarak, karsilikli miisteri kazang ve kayiplar1 agagidaki

gibi bulunmustur.



Tablo 2.2: Ornek 2.1. Kazang Matrisi

B Firmasi
Ozel
Stratejiler TV. Reklam Radyo Reklam | Prim
A
Firmasi1 | TV.Reklam 16 12 -5
Radyo Reklam 8 -2 -4
Ozel Prim 4 -2 6

Yukaridaki olay, A ve B firmalar1 arasinda bir oyun olup, reklam ozellikleri ve
ortamlartyla, prim sistemleri, bunlarin uygulayabilecekleri stratejilerdir. Birinin
kazanacag1 miisteriyi digeri kayip edeceginden sifir toplamli bir oyun s6z konusudur.
A firmas1 TV reklami uyguladiginda eger B firmasi da TV reklami uygularsa, A 16
miisteri kazanacak, B 16 miisteri kayip edecektir (-16 kazang). Eger A birinci

stratejiyi uyguladiginda B 6zel prim sistemine giderse, A 5 miisteri kayip ederken (-5

kazang), B -5 kayip gostergesiyle 5 miisteri kazanacaktir.

A firmasinin uygulanabilir stratejileri biri digerine baskin degildir. B firmasi i¢in

kazanglar oyun matrisindeki gostergelerin ters igaretlileri oldugundan, B’ nin birinci

stratejisi i¢in,

-16 <-12 12 < 16
-8 < 2 veya 2 <8
-4 < 2 2 <4

iligkilerinin sonucu olarak, A’ nin uygulayabilecegi stratejilere gore, B’ nin radyo ile
reklam stratejisi televizyonla reklam stratejisine baskindir. Bir bagka anlatimla B

firmast TV ile reklam stratejisini benimsediginde A’ nin daha fazla miisteri




kazanacagini bilmektedir. Bu nedenle B, TV ile reklam yapmay: istemeyecektir.

Boylece oyun asagidaki indirgenmis matristen hareketle siirdiiriilecektir[2].

Tablo 2.3: Ornek 2.1. indirgenmis Kazang Matrisi

B
b, b>
A a; 12 -5
as -2 -4
a3 -2 6

2.3. Kesinlikle Saptanmis Oyunlarin Coziimii
Iki kisilik sifir toplaml1 bir oyunun kazang matrisi asagidaki gibi olsun.

Tablo 2.4: Sifir Toplaml Iki Kisilik Oyun Kazang Matrisi

by b, b; . i . ba
a; Ky Kiz Kiz . : : Kin
a
A a3

am Kml




B oyuncusu, A’ nmn davranmigina bagl olarak en az kayip verecegi stratejiyi
sececektir. Bu nedenle, A oyuncusu uygulayacag stratejiyi arastirirken, B’ nin kars1
davraniglarin1 da géz oOniline alarak, her strateji karsilig1 elde edebilecegi en kiiciik
kazanclardan hareketle bunlarin iginden en biiylik kazanca karsi gelen stratejiyi

benimser.

Boylece A’ nin strateji se¢imindeki davranisi kotiimserlik Olglitiine gore olup,

benimsenecek strateji, A oyuncusu i¢in Kj;* ler kazang gostergesi oldugundan;

Enb { Enk ( Kij) }
i j
iligkisi ile belirlenir.

Ote yandan, aym ussal yaklasimla, B oyuncusu da A’ nin stratejilerine gore en fazla
kayiplarin1 goz Oniine alarak, bunlarin i¢inden en kiigiik kayip verecegi stratejiyi
benimser. Yani B oyuncusu da genel karar kuramindaki kotiimser yaklasimla hareket

ederek, Kj;” ler kendisi i¢in kayip gostergeleri oldugundan, benimseyecegi strateji;

Enk { Enb (K;) }

] 1

iliskisi ile belirlenir.

Yukaridaki agiklamaya gore, A’ nin her strateji karsiligi saglayabilecegi en kiiglik
kazang ve B’ nin her strateji karsilig1 ugrayacagi en biiyiik kayip, katki matrisine son
siitun ve son satir halinde eklenir. A en kii¢lik kazanglarin en biiyligiini ( kazang
durumunda koétiimserlik 6l¢iitii ), B ise en biiylik kayiplarin en kiigiigiinii ( kayip

durumunda kétiimserlik 6l¢iitli ) veren stratejiyi benimsemek isteyeceklerdir[2].

Ornek 2.2: iki kisilik bir oyuna ait katk1 matrisi asagidaki gibi verilsin.
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Tablo 2.5: Iki Kisilik Bir Oyuna Ait Katki Matrisi

B
b, b,
A a; -1 3
F: D) 1 2
a3 -3 -5

Oyuna A oyuncusu ac¢isindan bakildiginda, eger A a;’ i segerse en kii¢lik kazancr -1,
a,’ yi segerse 1, ve az icin ise en kiigiik kazang -5 birim olmaktadir. Boylece A

oyuncusu i¢in;

Enk{K,; } =-1
Enk{Ky } =1
Enk{ng } =-5

olup, bunlardan A i¢in en fazla katki saglayan a, olup, elde edilecek kazang 1

birimdir. Agiklikla goriildiigii gibi, A’ nin benimseyecegi strateji,

Enb { Enk (Kjij) } =1 1=2 igin
i i

Ozelligiyle bulunmaktadir.
B oyuncusunun benimseyecegi strateji ise,

Enk{Enb(Kij)}=1

] 1
iliskisi uyarinca;
Enb{K; } =1
Enb{ Ki } =3

Ve
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Enk {1,3} =1
]
olup, benimsenecek strateji b,” dir.

Ele alinan 6rnekte goriildiigli gibi, A’ nin en 1yi stratejisi olarak benimseyecegi a; ile
elde edecegi kazang 1 birim olup, bu deger, B’ nin en iyi strateji olarak
benimseyecegi b, ile ugrayacagi kayba esittir. Bu oyunda A ve B’ nin nasil
davranmalar1 gerektigi bulunmus yani oyun ¢oziilmiistiir. Céziimde oyunu degeri 1

birim olarak bulunmustur [2].
Iki kisilik sifir toplamli oyunlarda, yukarida karsilasilan husus genellestirilemez.

Baska bir deyisle, oyuncularin uygulayacaklari en iyi stratejiler her zaman kesinlikle
bulunamaz. Oyunun ¢o6ziiniilebilirligi konusunu, genel olarak incelemek amaciyla

asagidaki kavrama gerek vardir.
Tamm 2.2: iki kisilik sifir toplamli bir oyunda;

Enb{ Enk (Kj) } =Enk{Enb (Kj)}
i i

3

ise, oyuna “ Kesinlikle Belirlenmis Oyun “ ve bu degere *“ Tatmin Noktas1 ~ veya

“Eyer Noktasi ’’ denir [2].

Oyunda eyer noktasinin varligi, her iki oyuncu i¢in de en iyi stratejilerin ¢atigmasi
anlamindadir. Boylece oyuna taraf olanlarin uygulayacaklar1 stratejiler kesinlikle

belirlenebilmektedir.
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2.4. Karma Strateji Vektoriiniin Bulunmasi

Bazi oyunlarda eyer noktasi yoktur. Bagka bir deyisle, taraflarin uygulayabilecekleri

en iyi stratejilere kars katki gostergeleri ( oyunun degeri ) farkli olabilir. Yani,

Enb{ Enk (Kj) } # Enk{ Enb (Kj) }
i jooi

durumu s6z konusudur.

Kesinlikle belirlenmemis bu tiir oyunlarda, taraflarin nasil davranacaklari ve ne
sekilde davranmalar1 gerektigi sorularina dogrudan cevap bulunamaz. Belirsizlik

altinda 6zel bir karar verme islemi olan bu tiir oyunlarin kesin ¢6ziimii yoktur.

Taraflar, hangi stratejiyi uygulamalar1 gerektigini kesinlikle bilmediklerinden, oyuna
bir strateji ile baslayacak, karsi tarafin uyguladig stratejiye bagli olarak, izleyen
evrelerde amacina en iyi gelen stratejilere gececektir. Yani, oyun boyunca taraflar

karma strateji uygulayacaklardir.

Kesinlikle belirlenmemis oyunlarin ¢éziimii ile oyuncularin karsi karsiya kaldiklari
belirsizlik ortaminin risk ortamina doniisiimii yapilir. Bu amagla, oyunun en iyi

stirdiiriilebilmesi i¢in, uygulanacak stratejilerin goreli sikliklart arastirilir.

Eyer noktasi olmayan oyunlarin genel ¢oziimiinii vermeden Once asagidaki 6rnegi

incelemekte yarar vardir.



Ornek 2.3:

Tablo 2.6 : Ornek 2.3. Kazang Matrisi

13

B
A’nin en
kiiciik
B, B, kazanclar
Enk (Kij)
i
A Aq 7 2 2
A, -3 6 -3
B’nin en
biiyiik
kayiplari 7 6
Enb (Kij)
i
Yukaridaki 6rnekte,
Enb{ Enk (Kj)} =2, a; icin
Enk{ Enb (Kj)} =6, b, igin

olup, oyunun eyer noktas1 yoktur.

A oyuncusu en kiigiik kazanglarin en biiyligiinden hareketle a; stratejisini

uyguladiginda, B oyuncusu b, yi uygulayarak 2 birim kayba ugrayacaktir. Ancak,

B’ nin ikinci stratejisini uygulayacagini bilen A oyuncusu, a; stratejisini uygulayarak

kazancim1 6 birim yapabilecektir. BOyle bir durumda ise B oyuncusu b i1
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uygulayarak, A’ ya 3 birim kayip verdirebilecektir. Goriildiigii gibi, taraflarin hangi
stratejiyl ni¢in benimsemeleri gerektigi belirsizliktedir. Bu oyunun ¢oziimiiyle
taraflara, uygulanabilir stratejilerin goreli sikliklar1 yani stratejilerin  olasilik

vektorleri verilerek, belirsizlikten risk ortamina doniisiim saglanir [2].

Iki kisilik sifir toplaml1 bir oyunda;

birinci oyuncunun ve,
J=1{j, j7=12,...,n}
ikinci oyuncunun uygulanabilir stratejilerine kars1 gelen dizin kiimeleri olsun.
Birinci oyuncunun oyun boyunca 1’ inci stratejiyi uygulama sayisinin toplam

uygulanan strateji sayisina orani ( 1’ nin goreli siklig1 ) x; ise, A oyuncusunun karma

strateji vektori

seklinde yazilir. Ayni sekilde B’ nin karma strateji vektorii de

Y =[]V, V2seeneen Yal, ¥ 20, Yyi=1
olur [2].

Bu gosterimlerde, oyun kesinlikle saptanmamis ise, oyunun ¢oziimiiyle, X ve Y nin

bulunmasi1 amaglanir.

Oyuncularin karma strateji vektorlerinin bulunmasiyla her bir oyuncuya karsi tarafin
hangi stratejiyi hangi siklikla uygulayacagini , bagka bir degisle , hangi stratejiyi

hangi olasilikla benimseyecegini bilir duruma gelinmektedir.
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2.5. ikiser Stratejili (Iki Kisilik Oyunlarda) Karma Strateji Vektoriiniin

Bulunmasi

Yukaridaki 6rnekte B oyuncusunun b; stratejisini goreli uygulama siklig1 y; ve by
nin y, olsun. y;, y» > 0 ve y; + y, = 1 olmasi gerektiginden, y; = y alinirsa, y, = 1- y;

yazilir.

Benzer sekilde A oyuncusunun a; stratejisini benimsemesinin goreli siklig1 x iken, bu
oyuncunun a,‘ yi benimsemesinin goreli siklig1 1 - x olur. Bdylece oyunun 6demeler

matrisi, her stratejinin goreli uygulama sikliklariyla ( olasiliklariyla )birlikte,

Tablo 2.7: Ornek 2.3. Kazan¢ Matrisi

y (1-y)
by b,
X a 7 2
(1-x) a, 3 6

seklinde ele alinir.

Eger, B oyuncusu b, stratejisini uygularsa, bu stratejinin A’ ya getirecegi beklenen
kazan¢ B[b;] A’ nin stratejilerini benimseme olasiliklar1 ve her bir strateji karsilig
elde edecegi kazanglara gore;

B[bi]=7x-3 (1-x)

yazilir.
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Benzer diisiinceyle, B oyuncusunun b, stratejisini benimsemesi halinde A’nin

beklenen kazanci ;

B[b]=2x+6(1-x)

seklinde bulunur.

B oyuncusunun uygulayabilecegi stratejilere gore, A’ nin beklenen kazanglari
yazilabildiginden A, stratejilerinin sikligim1 ( genelde karma strateji vektoriinii )
yukaridaki ifadeleri olabildigince biiyiitecek sekilde belirleyecektir. Bir bagka

anlatimla A, x ’e deger atarken,

Enb {B[b;] ,B[b2]}
X

Enb {7x —3(1-x),2x +6(1-x)}
X

iliskisine gore davranmak isteyecektir.

B oyuncusu ise, A’ nin kazancini olabildigince azaltmak isteyeceginden x’ in bilinen
degerine gore, A’ nin beklenen kazanclarindan hangisi daha kiiciik ise, kars1 gelen
stratejisini benimseyecektir. x;” in degerine bagl olarak siirdiiriilen bu yargilama

asagida ki sekilde de kolaylikla goriilebilir[2].
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b1 benimsendidinde

b2 benimzendiginde \

0,3 a4 n
O 3, <901 4 igin ’ ! 1z x = 94 igin
B, ki uygular | B, ki uygular

Sekil 2.1: Ornek 2.3. i¢in Coziime Yardimei Bir Sekil

x’ in degerine bagl olarak B oyuncusunun kendisine daha uygun olan stratejiyi
benimseyecegini bilen A oyuncusu, kendi acisindan olaya bakarak, B hangi stratejiyi
uygularsa uygulasin beklenen kazancin degismedigi noktada x’ in deger almasini

isteyecektir.

Bu duruma gore, A i¢in X’ in alabilecegi en iyi deger B’ nin uygulanabilecegi her iki
strateji i¢in de, beklenen kazanglar1 esit oldugu, x = 9 / 14 degeridir. Boylece A’ nin
karma strateji vektorii x = ( 9/ 14, 5/ 14 ) olarak bulunur.x’ in belirlenen bilesenlere

kars1 gelen oyunun degeri ise,

olur.

Oyunun ¢6ziimiinde ikinci islem B’ nin karma strateji vektoriiniin belirlenmesidir.

Eger A, a;‘ i uygularsa, B’ nin beklenen kaybi,
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Bla]=7y+2(1-y)

Oyunun ¢o6ziimiinde, A’ nin beklenen kazanci B’ nin beklenen kaybina esit

olacagindan,
7y+2(l-y)=D= 2—74
esitliginden y = % , olarak bulunup B ’ nin karma strateji vektorii

2 5
Y=(—=,—=)olur
(7 7)

B’ nin karma strateji vektorii, A’ nin karma strateji vektorii arastirilirken yapilan
aciklamalar ve izlenen yolla da bulunabilir. Boyle bir yaklasimla, B’ nin

uygulayabilecegi her strateji icin, A’ nin beklenen kazanglarinin esit oldugu y degeri,
Ty+2(l-y)=-3y+6(l-y)

esitliginin ¢ozlimiiyle y = 7 olarak bulunacaktir ki, bir 6nceki degere esittir.

Yukaridaki 6rnekte A oyuncusunun karma strateji vektoriini x = ( 9/ 14,5/ 14)
olarak bulunmasi, oyunun siiregitmesi durumunda, A toplam oyun sayisin1 9/14’ iin
de birinci stratejisini 5/14 *iin de ise ikinci stratejisini benimseyecek ( uygulayacak )
demektir. Sayet oyun bir kez olacaksa, yani A ve B bulunduklar1 ortamda bir defa
karar verebilecekler ise her iki oyuncunun stratejilerini benimseme olasiliklari,

karma strateji vektorlerinin karsi1 gelen 6geleri kadar olacaktir.

Iki kisilik sifir toplamli oyunlarda eyer noktasi olmadigi zaman, karma strateji
vektoriiniin bulunmasi asagidaki sekille genellestirilebilir.
Oyunun O6demeler matrisi, stratejiler ve bunlarin uygulama olasiliklariyla birlikte

asagidaki gibi verilsin.



Tablo 2.8: Odemeler Matrisi
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y (1-y)
B
A by b,
X a; K Ki2
(1-x) a Ky K2,

B’ nin benimseyecegi stratejilere gore A’ nin kars1 gelen beklenen kazanglar1 B,

seklindedir.

x Ky + (1—X)K21

x Ky + (l—X)Kzz

2

2

( B, by’ 1 benimserse )

( B, by’ yi benimserse )

A oyuncusu, uygulayacag stratejileri secerken, B’ nin tutumunu da goéz Oniine

alacaktir. Yani A, stratejilerinin sikligin1 dyle belirleyecektir ki, B hangi stratejiyi

benimserse benimsesin beklenen kazanci ayni olsun. Boylece, A oyuncusunun

davraniglarina gore deger alan x icin yukaridaki beklenen degerler ayn1 olacagindan,

xKip+(l-x)Ky=xKp+(1-x)Kp

esitligi gergeklesecektir. Bu denklemi ¢6zen x ve 1 - x degerleri A’ nin karma strateji

vektoruni verir.
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Ayn1 yaklagimla, A’ nin benimseyecegi stratejiye gore beklenen kazanglarin B’ nin

kars1 gelen kayiplart olup, bu degerler:

yKii+(1-y)Kj (A, a;’ 1ibenimserse )

yKo+(1-y)Kxn (A, a’ yibenimserse )
ifadelerine esdegerdir.
y ve 1-y degerleri, B’ nin stratejilerini uygulama siklig1 olduguna gore, bunlarin
alacaklar1 degerler dogrudan B’ nin davraniglarina baglidir. B oyuncusu kendi
kaybini en aza indirgemek i¢in ugrasirken, A’ nin kazancin1 da en aza indirgemeye
calismaktadir. Oyleyse, stratejilerini uygulama sikliginda, A hangi stratejisini
benimserse benimsesin beklenen kaybinin ayni olacak sekilde kendi stratejilerinin
sikligini, yani y’ yi belirleyecektir. Boylece B’ nin birinci stratejilerini uygulama
sikligt;

yKit+(l-y)Kp = yKu+(1-y)Ks

esitligini saglayan y kadar olacaktir.

Ornek 2.4: 1ki kisilik sifir toplamli bir oyunun ddemeler matrisi soyledir:



Tablo 2.9: Ornek 2.4. Odemeler Matrisi
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B
A ’min en
by b, kiig:iik
kazanclan
A a; 10 -5 -5
a -2 4 -2 Enb ( Enk Kj)
B’nin biitiin
kayiplan 10 4
Enk ( Enb Kij )
Oyununda

Enb { Enk (Kjj) } # Enk { Enb (Kj) }

1 J

J

1

oldugundan eyer noktasi, yani kesinlikle saptanmasi miimkiin stratejiler yoktur. O

halde, taraflar her seferinde benimseyecekleri stratejilerini, karsi tarafin davranigina

gore belirleyecektir.

A, B hangi stratejiyi uygularsa uygulasin beklenen kazancini degismeyecek sekilde

a; ve a’ yi tekrarlayacagindan, bunlarin sikli§i x ve 1-x iken; B’ nin beklenen

kayiplarin1 ayni tutan,

esitligine gore,

10x-2(1-x)=-5x+(1-%x) 4
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3
XxX=— ve lx=—
3 13

olup, A’ nin karma strateji vektori;

10
X (_aE)

olur.
Bu sonuca gore, A ikinci stratejisini daha sik uygulamaktadir.

Benzer sekilde B ’nin davranigina esas olan y ve 1-y  ler de, B oyuncusu, A hangi
stratejiyi  benimserse benimsesin, A’ nin beklenen kazancinin ayni olmasin

isteyeceginden,
10y-5(l-y)=-2y+4(l-y)

esitligine gore, B ’nin birinci stratejisini uygulama sikligr y = 2 ve ikinci stratejisini

uygulama siklig 1-y = g olarak bulunur [2].

Ornek 2.5: Benzer mali iireten 4 sirketin 3’ii kendi aralarinda anlasarak bir birlik
kurmusglardir. Sonucta kalan sirket pazarda birlige kars1 rekabet etmek durumunda
kalmistir. Firma’nin mal i¢in {i¢ farkli fiyat uygulayabilecegi, birligin de ii¢ farkl
dagitim stratejisi gelistirdigi pazarda alict sayisinin kisa donemde degismedigi,
misterilerin ya birligin ya da yalniz kalan firmanin malin1 aldig1 bilinmektedir. Her

iki taraf da miimkiin oldugunca fazla sayida miisteri kazanmak istemektedir.

Yapilan arastirmalara gore, birligin izleyebilecegi her bir dagitim politikalarina baglh

olarak fiyatlama kararinda firmanin kazanacag miisteri sayilar1 soyle bulunmustur.
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Tablo 2.10: Ornek 2.5. Kazang Matrisi

Birligin Dagitim Politikalar
D, D, D;
Firma F; -2 3 -1
Fiyatlan F, -1 1 3
F; 4 2 4

Bu ornekte, her iki tarafinda 3’er stratejisi olan sifir toplamli iki kisilik oyun s6z

konusudur. C6ziim islemlerine 6nce baskin stratejilerin aragtirmasiyla baglanacaktir.

Odemeler matrisine firma acisindan bakildiginda, firmanin 3.fiyat stratejilerini
uygulamasi halinde, birlik hangi dagitim politikasin1 uygulasin? 2.fiyat stratejisine

gore daha avantajli oldugu goriilmektedir. Bir baska deyisle,

K;1=4 >Ky;=-1
Kn=2 >Kp=1
Ky3=4 >Ky3= 3

oldugundan, biitiin j* ler i¢in K3; > Ky; ‘dir .Boylece firmanin 3.fiyat stratejisi 2.fiyat
stratejisine egemen olup, firma F3 her zaman F,’ ye tercih edileceginden, F,’ yi islem
dis1 birakacaktir.

Odemeler matrisine birlik acgisindan bakildiginda, birlik dagitim politikalarmi

karsilastirdiginda, firma hangi fiyat stratejisini uygularsa uygulasin; D;’ in D3’ e gore
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her zaman daha avantajli oldugunu gorecektir. Yani, birlik i¢cin D;, D3’ e egemen

( baskin ) olup, Dj islem dis1 tutulacaktir.

Oyunda baskin stratejiler olduguna gore, oyun matrisi, islem dis1 tutulacak stratejiler

ve kars1 gelen 6demeler itibariyle indirgenerek, asagidaki oyun elde edilir.

Tablo 2.1.1: Ornek 2.5. Indirgenmis Kazang Matrisi

BIiRLIiK
Dl Dz EnkK“
i
F, 2 3 2 Enb {Enk (Kj)}
i
FIRMA | F, 4 2 2
Enb Kij 4 3
i
Enk {Enb (K;)}
j i

Indirgenmis 6demeler matrisinde,

Enb {Enk (Kjj)} # Enk {Enb (Kj)}
i i i i

oldugundan oyunun kesin ¢6ziimii yoktur. Yani oyun kesinlikle saptanmamis olup,

taraflar karma strateji uygulayacaklardir.

Taraflarin stratejilerini uygulama olasiliklar1 birlik i¢in y, 1-y ve firma i¢in x, 1-x
olsun. Firmanin, birlik hangi stratejisini uygularsa uygulasin, beklenen kazanglarini

esitleyen x degeri,

2x+4(1-x)=3x+2(1-x)



25

denkleminin ¢6ziimiiyle, x = 2 / 7 olarak bulunur. Boylece firmanin karma strateji

vektorii;

2 5
X=(=, =
( = )
olup, A’ nin beklenen kazanci, yani oyunun degeri,

D=-2.214¢1-2)=16
7 777

dir.

Birligin, firma hangi stratejisini uygularsa uygulasin beklenen kayiplarini esitleyen y

degeri,
2y +3(1-y) =4y + 2(1-y)

denkleminden, y = 1/ 7 olarak bulunur ki, birligin karma strateji vektoriiniin,
Y =(1/7,6/7)

oldugu sonucuna varilir. Birlik i¢in de oyunun beklenen kayb1 hesaplanirsa;

1 1 16
2. +3(l-=)= —
; )T g

oldugu goriiliir ki, bu deger firmanin kazancina esit olup, aynt zamanda oyunun

degeridir [2].
2.6. Cok Stratejili Iki Kisilik Oyunlarin Coziimii

m x n ’ lik iki kisilik sifir toplaml1 bir oyunun kesin ¢6ziimii olmasin. Bu durumda,

her iki tarafin da karma strateji vektorleri oyunun ¢éziimii olacaktir.
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Oyuncular A ve B ile gosterilsin. A’ nin karma strateji vektort;

X = [Xl,Xz, . .Xm]
iken, B’ nin karma strateji vektori;

Y =[Y1,Y2--->¥n |

olsun ve A’ nin kazang¢ matrisi (6demeler matrisi)
K =( Kjj )mxn

seklinde verilsin.

Oyuncularin  kazang (ya da kayiplar1)  karsi tarafin stratejilerini uygulama
olasiliklarina bagli oldugundan, oyunun her hangi bir aninda yapilacak 6demeler

rassal niteliktedir. O halde oyunun beklenen degeri s6z konusu olacaktir ki, bu da,

Blx,y]=XX% xiKyyj
1]

seklin de gosterilebilir.

A oyuncusu, en kiiclik gelirlerin (kazanglarinin) en biiyligii elde edilecek

sekilde davranacagindan, A i¢in oyunun beklenen degeri;

Ds= Enb { Enk B(X,Y )}
X y
iken, benzer sekilde B i¢in oyunun beklenen degeri;

Dg = Enk { Enb B(X,Y )}
Xy

olacaktir.
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Sifir toplamli iki kisilik oyunlarda her iki oyuncu i¢in de en 1iyi stratejiler olup,

bunlar X~ ve Y ise,
B[X,Y ]=Dsa=Dg=D
esitligini saglarlar.

Bu 6zellige gore oyuncularin karma stratejilerini, yani oyunun ¢éziimiinii elde etmek,

yukaridaki esitligi gergekleyen X~ ve Y™ vektdrlerini bulmaktir.

A’ nin en 1iyi stratejisi X (karma) ve oyunun degeri D ise, X',

XK=D oo 2.6.1)
X 20 oo (2.6.2)
S =l e, (2.6.3)

sisteminin ¢0zlimii olacaktir. Burada (2.6.1) nolu esitlik takimi, B’nin hangi
stratejisini uygularsa uygulasin, A 'nin beklenen degerinin oyunun degerinden biiyiik

veya esit olmasini saglar.

Ayni sekilde, Y*, B ’nin karma strateji vektorii ise, Y*,

K Y<Dooi (2.6.4)
Y 20 o] (2.6.5)
D S (2.6.6)

sisteminin ¢6ziimii olacaktir.
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Goriildiigii gibi X* ve Y  ‘nin degerleri arastirilirken, (2.6.1) ve (2.6.4) nolu
esitsizliklerde ayn1 degisken ( oyunun degeri olan D )yer almaktadir. O halde ¢oziim
islemlerinde (2.6.1), (2.6.2), (2.6.3), (2.6.4), (2.6.5) ve (2.6.6) nolu bagintilar birlikte

diistiniilecektir.

Yukarida acgiklanan ozellikler 1s18inda, m x n’ lik sifir toplamli oyunlar farkli
tekniklerle ¢oziilebilmektedir. izleyen paragraflarda cebirsel ¢oziim ve dogrusal

programlama ile ¢6ziim {izerinde durulacaktir.
2.6.1. Cebirsel Coziim

Oyuncularin esit stratejilerinin oldugu durumda basvurulabilen bir ¢éziim seklidir.
Her iki oyuncunun da ayn1 sayida stratejileri varsa, 6demeler matrisi bir kare matris

olur.
Bu yontemle, A’ nin beklenen degerlerinden hareketle

XK=D

ixi: 1

i=l1

denklem sistemi ¢oziiliir. Burada (m+1) degisken, (m+1) denklem s6z konusudur.
Eger ¢oziimde X > 0 kosulu da saglanmis ise, bulunan deger X olup Y ¢ nin
degerinin arastirilmasina gecilir. Bu amagla,

KY =D

= 1
i-1

sisteminin ¢oziimi arastirilir. D’ nin onceki degeri géz Oniine alinmaz ise, bu

sistemde de (m+1) degisken, (m+1) denklem vardir.

Eger sistemin ¢oziimii bulunur ve Y > 0 kosulu da saglanirsa, bulunan deger B’ nin

karma strateji vektorii olan Y"* dir.
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Yapilan agiklamalardan anlagilacag: iizere, cebirsel yolla, strateji sayilart esit olsa

bile (2.6.1) ve (2.6.4) nolu esitsizlikleri esitlik haline dontistiirerek her zaman, karma

strateji vektorleri dogrudan bulunamayabilir [2].

Ornek 2.6: A ve B oyuncularindan olusan sifir toplamli bir oyunda A’ nin kazang

matrisi agagida verilmistir. Sorunun ¢ézlimiinii ve degerini bulunuz.

Tablo 2.12: Ornek 2.6. Kazan¢ Matrisi

B
-1 2 1
A 1 -2 2
3 4 -3

A ’ nin karma strateji vektori, X = [ xj, Xp, X3 ] satir vektoriiyle, B > nin karma

strateji vektori Y = [ yi, y2, y3 | siitun vektorii ile gosterilsin.

Bu durumda,

X;+X2+3x3 > D

2X1-2X, +4x3 >

)

X1t 2X5 - 3x3 >

»)

X1+X2+X3 =

—

X1, X2, X3 = 0

-yit+2y,+y; <D
yi—2y2 +2y; <D

3y;+4y,-3y; <D
yityatys =1
Yi, Y2, ¥3 =20

bagintilar1 yazilir. 1lk ii¢ esitsizlik esitlik olarak ele alinip, dordiincii denklemle

birlikte ¢oziimii arastirilirsa;
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olarak bulunur.

Ayni sekilde B’ nin beklenen degerleri oyunun degerine esitlenir, elde edilen

sistemin ¢ozimii arastirilirsa,

olarak bulunur ki, y; + y>» + y3 =1 ve tiim y; > 0 oldugundan oyunun ¢oziimii

bulunmus olup, A * nin karma strateji vektor;
X=[17/46,20/46,9/46]
B’ nin karma strateji vektor;

Y = [14/46,12 /46,20 /46 ]

ve oyunun degeri;

D= 30 ‘dir [2].
46

2.6.2. Dogrusal programlama ile ¢éziim

Onceki kesimde agiklandig1 gibi, oyunun ¢6ziimii igin bir dizi bagintiyt ayn1 anda

saglayan degiskenlerin degerleri arastirilmaktadir.

A oyuncusu i¢in 6ngoriilen (2.6.1), (2.6.2) ve (2.6.3) nolu bagintilar ele alindiginda

A sonugcta kazancini en biiyiik yapmak isteyeceginden, A i¢in problem,;
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M-
2
I
—

kisitlar1 altinda,
Enb X0 — D

seklinde ifade edilebilir ki, boylece bir dogrusal programlama modeli s6z konusu

olur.

Ikinci oyuncu, kayiplarmi en kiiciiklemek istediginden, kendi karma strateji
vektoriinii belirlerken, oyunun degerini en kiigiiklemek isteyecektir. Boylece B i¢in

problem,

KY<D
Y >0

Y= 1
i=1

kisitlar1 altinda,

Enk Yo = D
seklinde alinir ki yine bir dogrusal karar modeli s6z konusudur.

Dogrusal karar modellerinin ¢6ziim tekniklerinin ¢ok gelismis oldugu goz Oniine
alindiginda, sifir toplamli iki kisilik oyunlarin ¢oziimii i¢in dogrusal programlamanin
ne denli etkin bir teknik oldugu goriiliir. Kaldi ki, oyunun ¢oziimiiniin dogrusal
programlama ile bulunmak istenmesi halinde iki modeli de ¢6zmeye gerek yoktur.
Aciklikla goriilecegi gibi, A ve B oyuncular i¢in yazilan modellerin biri digerinin
ikilidir. Bu nedenle bir modelin en i1yi ¢oziimiinden hareketle digerinin en iyi ¢ozliimii

kolaylikla yazilir.
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Oyunun ¢oziimiiniin dogrusal programlama ile bulunmak istenmesi halinde,
esitsizliklerin sag taraflarinda yer alan D ’nin de bir degisken olduguna dikkat
edilmelidir. Oyunun degeri olan D ayni1 zamanda amag¢ fonksiyonudur ve D pozitif,
sifir veya negatif deger alabilir. O halde ¢6zlim islemlerine baslamadan 6nce, ya D
serbest ya da model 6zel doniisiimlere tabi tutulur. Aslinda, dogrusal karar modelin
sag taraf sabitlerinin biiyiik bir cogunlugunun sifir olmasi simpleks algoritmasi i¢in
istenen bir durum olmadigindan, 6zel doniisiimlerle sag taraf sabitlerinin sifir
olmaktan kurtarilmalar1 yerinde bir islem olur.Bu amagla, A oyuncusu igin

gelistirilen model agik olarak yazilirsa;

KixitKo xo+ Ky x3+ oo Kuxm =D
KiuxitKpxo+Kpxs+ .ot KunXm =D
X{+X+Xo+X3oeiiiiennnnn. +xXp =1
X1y X2, X35 ceeeenennnn. Xm=>0
kisitlar1 altinda,
Enb X0 = D

elde edilir.

Bu modelde tiim Kj; * ler pozitif ise D * de pozitif olmak zorundadir. Boyle bir 6zellik
gecerli degilse bile, karar matrisinin tiim 6gelerine ayni sayimnin eklenmesi ile Kj; * ler

pozitif hale getirilir. O halde, D > 0 kabul edilip uygun doniistimler yapilabilir.

D > 0 olmak {izere, yukaridaki modelde x; = p; D doniistimi yapilirsa, ilk grup

esitsizliklerin sag taraflar1 1 olur.
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Esitliginden
Z pD =1

D=1/ZP;

elde edilir. Boylece model,

K11p1+K21 p2+ ............ KmlmeI
KiipitKopp2t oo, Kmp Pm=>1
Pls P2y P3s cevvvennnnn Pm=>0

kisitlar altinda,

Enb xo=1/XP;

veya ayni kisitlar altinda,

Enbxy =1/ZP;

seklinde yazilir ki, modelin bu haliyle ¢6zlimii daha kolaydir [2].

Ornek 2.7: 1ki kisilik sifir toplamli bir oyunun birinciye gore kazang matrisi

asagidaki gibi olsun. Oyunun ¢éziimii ve degerini bulunuz.
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Tablo 2.13: Ornek 2.7. Kazang Matrisi
2.oyuncu

3 -3 5

l.oyuncu | — 1 0 -2

Bu oyunun ¢o6ziimii dogrusal programlama ile bulunmak istenirse, Onceki
paragraflarda agiklandig1 iizere, Oncelikle ddemeler matrisinin tiim elemanlarini
negatif olmaktan kurtarmak gerekir. Bu amagla, 6demeler matrisindeki her bir 6geye

3 eklenirse, genisletilmis 6demeler matrisi

Tablo 2.14: Ornek 2.7. Genisletilmis Odemeler Matrisi
2.oyuncu

6 0 8
l.oyuncu 2 3 1

seklini alir. Bu durumda da oyuncularin davranislarindan degisme olmayacagi ama
oyunun ger¢ek degerinin 3 fazlasinin elde edilecegi agiktir.
1.Oyuncunun karma strateji vektorii x = ( X;, Xz, X3 ) satir vektoriiyle gosterildiginde,

bu oyuncunun karma stratejisi i¢in ¢oziilecek karar modeli;

6P, +2P,>1
3P>1
8P+ Py>1
Py P,>0
k.a.
Enk X()V: P12

olarak yazilir.

Bu modelin iki modeli ise, q;, gz, q3 ikil degiskenler olmak {izere,
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6q) +8q3 <1
2q1+3q2+q351
qi, 92,93 = 0

kisitlan altnda

Enb yo =q1+q2+q3

seklindedir. Goriildiigii gibi 2.oyuncunun karma strateji vektorii i¢in ¢oziilecek
model, l.oyuncu i¢in yazilan modelden hareketle yazilabilmektedir. Ele alinan
ornekte her iki oyuncunun da karma strateji vektorii arastirildiginda, yukaridaki

modellerin ikisinin de ¢éziimiine ihtiya¢ vardir.

2.oyuncu i¢in ¢oziimii gerekli olan modelin baglangi¢c simpleks tablosu, q4 ve gs

aylak degiskenler olmak iizere;

Tablo 2.15.1: Ornek 2.7. Simpleks Tablosu

Sag
YO’ q1 q2 qs3 q4 qs |taraf
Yo 1 -1 -1 -1 0 0 0
q4 0 6 0 8 1 0 1
qs 0 2 3 1 0 1 1

seklindedir. Bu tablodan hareketle simpleks algoritmasi ile bulunan en iyi ¢6ziim

asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 2.15.2: Son Simpleks Tablosu

Sag
YO’ q1 q2 qs3 q4 (s |taraf
Yo 1 |16 0 0 [1/12 1/3 |5/12
Q@ 0 |3/4 0 1 [18 0 |1/8
QG 0 |5/12 1 0 |-11/72 1 |7/24

Son simpleks tablosuna gore, q» = 1/8, q3 = 7/24, q; + q3 = 5/12 olup ¢bziime esas
modelin ikilinin ¢6zlimii yani l.oyuncu ig¢in p degerleri p; = 1/12, p, = 1/3
olmaktadir. Genisletilmis 6demeler matrisine gore oyunun degeri D’ = 12 /5 ‘tir.

Boylece 1.oyuncu i¢in karma strateji vektort,

x;=p1.D" =1/12.12/5=1/5
X2=p2.D’=1/3. 12/ 5=4/5

esitliklerine gore

X =(1/5,4/5)

olmaktadir.

2.oyuncunun karma strateji vektorii ise,

yi=q.D'=0.12/5 =0

y2=q2.D" =1/8.12/5 =3/10
y3=qs.D" =7/24.12/5="7/10
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esitliklerinden

Y = (0, 3/10, 7/10)

olarak bulunmaktadir. Baglangi¢ 6demeler matrisine gére oyunun degeri ise, matrisin

tiim 6gelerine 3 eklendigi hatirlanirsa,

D+3=D"=12/5

esitligi uyarinca,

D=-3/5

dir.

Coziime dikkat edildiginde, 2.oyuncunun 1. stratejisini benimseme olasiliginin sifir

oldugu goriiliir. Bu sonuca gore, 2.oyuncu 1. stratejisini hi¢ benimsemeyecektir.

Aslinda, kesinlikle saptanmig bir oyun, benimsenen stratejilere karsi gelen 6ge bir

digerleri sifir olan strateji vektorleriyle de gosterilebilir [2].



BOLUM 3. n-KiSIiLI OYUNLAR

3.1. Ortaksiz Oyunlar

n-kisili oyunlar (n > 3 oldugunda) diisiiniildiigiinde, iki kisilik sifir toplamsiz oyunlar
ile ayn1 tanimlama akla gelir. Burada bazilar1 ortakli, tim oyuncular ortaksiz veya

sonradan ortakliga izin verilebilir durumlar1 s6z konusudur.
[lk olarak ortaksiz oyunlar1 ele alalim.

Ortaksiz oyunlarda ana soru bir denge durumunun teoremle varligidir. Bu soru

asagidaki ile agiklanabilir.

Teorem 3.1.1: n-kisili ortaksiz oyun en az bir esitlikli karisik strateji icerir. Bu
teorem ne kadar énemli bir sonug olsa da tiim kisitlayicilar belirtilmelidir. Ve bu
kisitlayicilar ise degiskenler arasindaki iligkiyi gosteren esitlik durumlaridir. Dahasi
esitlik hesaplamalarinda (n >3 icin) esitligi taraflarin1 hesaplamak kiyaslanmayacak
kadar zordur. Ortaksiz n-kisili oyunlarla, ortaksiz iki kisilik genel toplamli oyunlar
arasinda genelde ¢ok biiyiik bir fark yoktur [1], [6].

3.2. Ortakh Oyunlar
Ortaksiz durumlarda iki kisilik ve n-kisili oyunlar arasinda ¢ok az fark oldugunu
biliyoruz. Gerg¢ekten n-kisili oyuna, sade bir genelleme ile iki kisili oyunda

diyebiliriz. Halbuki ortakli oyunlarda yeni bir fikir bulabiliriz. O da koalisyondur.

Iki kisilik oyunlarda sadece bir miimkiin koalisyon goziikiir. n-kisili oyunlarda ise

cok fazla koalisyon bulunabilir. Bunun anlami eger bir ortaklik olusturulacaksa farkli
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tiyelerin koalisyonu bir cesit denge ya da kararlilia erismek zorundadir. Bu

kararlilik fikri anlamli teorilerle analiz edilmek zorundadir.

Bu kararlilig1 asagidaki 6rnekte gorebiliriz.

3-kisilik bir oyun diigiinelim. Oyuncular 1, 2 ve 3 basit koalisyon formuyla bir araya
getirilir. Eger herhangi ikisi bu koalisyon formunu olusturmada basar1 saglarsa, son
kalan oyuncu iki oyuncudan her birine bir sey 6demelidir. Eger herhangi iki oyuncu
koalisyon olusturamazsa higbirine 6deme yapilmaz. Bu basit Ornekle ilgili
sOylenebilecek gergekten cok az sey var. Farzedelim ki bu ii¢ kisi arasinda herhangi
kisisel bir iliski olmasin. Boylece herhangi iki kisilik (ii¢ ihtimal) koalisyon formu
olabilir. Ve onlar1 birbirinden ayirma olanagi yoktur. Bundan dolayr 6demeleri
(-2,1,1), (1,-2,1), (1,1,-2) seklinde olan koalisyon dogal sonug olarak goriilebilir. Ve
buna oyunun bir ¢oziimii olarak da bakilabilir. Alternatif olarak; ortalama 6deme

(0,0,0) bu oyun i¢in diger bir ¢6ziim yoludur.

Oyunu biraz degistirelim. Boylelikle eger koalisyon (2,3) olusursa 1.oyuncu 2. ye 1.1
birim ve 3. ye 0.9 birim 6demelidir. Bu durumda 2. ayn1 hareketten daha ¢ok kazang
elde ederken 2. nin genel goriiniigiiniin iyilestigi goriliir. Bununla birlikte daha

yogun incelemeler gosterecektir ki durum higte 6yle degildir.

Gergekten koalisyon (2,3) nerdeyse miimkiin olmayan bir duruma doner.( Disaridan
1. ve 3. arasinda iligkiyi zorlastiracak bir durum yoksa) 1. ve 3.oyuncu {1,3}
koalisyonundan daha ¢ok kar eder. Bundan dolay1 2. daha 6nceki durumundan daha
zor bir duruma diiser. Gergektende iki olas1 koalisyondan birine 2. nin katilmas1 ¢ok
kararli degildir. Care olarak 3. ye 0.1 birim {icret verirse ( bdyle bir ihtimal s6z

konusu ) bu durum bir dnceki durumu engelleyecektir.

Onceki &rnek, iki durumu goz dniinde tutmamizi saglar. 1k olarak oyundaki 6deme
kismini1 ve ikinci olarak bir ¢oziimdeki farkli {icretlerin bazi kalici ihtiyaglarin
sekillendirmesi kismini sayabiliriz. Ilk olarak 6deme kismu ile ilgilenecegiz. Son

durum sonra konu edilecek.



40

Bir kez daha hatirlayalim. Bir mal ve esyanin dogrusal modelle tasinmasini

distinelim.

Farzedelim bu mal veya esya mevcut olsun. Bu kabullenme tizerinde gelisen teorinin
yeni ismi Odiiller teorisi olacaktir. Bu teoride ¢esitli oyuncular i¢in fayda
fonksiyonlar1 segilebilir. Boylece onlarin herhangi ikisi arasindaki fayda transfer

orani 1:1 olur.

Iki kisilik durumu agikladigimizda ki bunun anlami eger oyuncular (koalisyon) bir alt
kiimesi S olmak {iizere toplam fayda v‘ yi elde edebilirlerse S’ nin iiyeleri arasinda
herhangi bir olasilikla bu fayda bdliinebilir. Boylece biz koalisyonlardan herhangi

biri tarafindan elde edilebilir bir toplam faydayla ilgilenecegiz.

Tanmm 3.1: Bir n-kisili oyunda N ={1,2,3,...,n} tiim oyuncularin kiimesi olsun. N’
nin bos olmayan herhangi bir alt kiimesine (N’ nin kendisi ve tiim tek elemanh alt

kiimeleri dahil) bir “koalisyon” denir [6].

Tanmim 3.2: N’ nin alt kiimeleri lizerinde tanimlanan bir reel degerli fonksiyona bir n-
kisili oyunun karakteristik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon her bir ScN i¢in S ve
N-S iki koalisyon formu olmak iizere bunlar arasinda oynanan iki kisili oyunlarin
maximin degerini verir. Boylece v(S) geriye kalan oyuncular ne yaparlarsa yapsinlar
S’ nin iiyelerinin oyundan elde edecekleri faydanin miktaridir. Bu tanimlamadan agik

nedenlerle

v(D)=0 (3.2.1)
sonucu ortaya cikar.
Simdi eger S ve T ayrik koalisyon iseler, oldukga agiktir ki onlar en az ayrik olmayan

kuvvetler kadar basarili olabilirler. Boylece siipertoplanabilirlik 6zelligini bulmusg

oluruz.



41

Eger SN T=0 ise

v(SUT) = v(S) + v(T) (3.2.2)

olur.

Iki kisilik oyunlarda genellikle genis formda degil sadece normal formda
ugrasildigini goriiriiz. Bunun nedeni ise normal form bize karma strateji yapmamiza
izin verirken boyle oyunlarin 6zii olduk¢a kolaydir. n-kisili oyunlarin 6zii rastgele
degildir. Dahasi bir ¢esit koalisyon formudur. Bu nedenle normal form {izerinde degil
de karakteristik fonksiyonlar1 calisacagiz. Gergekten karakteristik fonksiyonlar bize

farkli koalisyonlarin kapasitelerini gosterir [6].

Optimal rastgelelik en uygun ¢alisma koalisyonudur. Genelde oyunu karakteristik

fonksiyonlariyla tanimlayacagiz.

Tamm 3.3: (3.2.1) ve (3.2.2) durumlari ile N’ nin alt kiimeleri lizerinde tanimlanan
bir gercek deger fonksiyonu v, karakteristik fonksiyon formunda bir n-kisili oyun

olarak tanimlanir [6].

Bazi1 yazarlar (3.2.2) yi aywrir ve iizerinde g¢alisilmig yararli durumun sadece
v(9) = 0 oldugunu belirtirler. Cok siklikla bu tiir fonksiyonlar yararsiz oyunlar
olarak adlandirilir. Halbuki bu tiir oyunlar (3.2.2) de uygun olarak tanimlanmuistir.

Yukarida belirttigimiz gibi v(S), S ve N-S arasinda oynanan oyunun maximin

degeridir.

Farzedelim ki oyunun normal formu sabit bir toplam olsun.(biitiin oyuncular igin

O0denen kazancin toplam1 daima aynidir)

S ve N-S arasindaki oyun kesinlikle bir yarisma ve sonlu ise minimax teoremi

uygulanir. Bu da bizim
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v(S) + v(N-S )= v(N)
tanimlamasini yapmamizi gerektirir.

Tamim 3.4: Bir oyun (karakteristik fonksiyon yapisinda ise) sabit deger olarak

sOylenebilirse her S =N i¢in,

V(S) + v(N-S) = v(N)
dir.
Su vurgulanmali, bir oyun sabit toplamli normal form olmaksizin sabit degerli ve
karakteristik fonksiyonlu form olabilir( Hatta sabit degerli oyunun bilinen normal
formda olmasi, sabit degerli karakteristik fonksiyon formunda olmamasi da

miimkiindiir). Bu sonlu oyunlarda meydana gelmez.

Farzedelim n-kisili oyun oynansin. Arastirmaksizin 6zel elde edilmis bir koalisyonda
O0deme vektorlerini bilmek isteriz. Oyuncularin sahip olacaklar1 toplam fayda v(N)
herhangi bir yolla boéliiniir (Sabit toplamli bir oyunda boyle bir anlayis gerekli
degildir). Fakat agikca hi¢bir oyuncu kendi basina alabileceginden daha azini kabul

etmeyecektir [6].

Tamm 3.5: n-kisili v oyununun X=(x1,...,X,) fayda vektorii olmak iizere,

Y x=vN)

ieN

i) TimieN igin, x; >v({i})
seklinde tanimlanir.

Bu oyunun biitiin imputasyonlar1 kiimesi i¢in E(v) gosterimini kullanacagiz. Sabit
toplamli durum harig, (i) sart1 giiclii bir tanimlamadir. Oyuncular basarisiz olurlarsa
v(N) toplam miktardan daha az bitis elde edilecektir. Bu sartlar1 gerceklemeyen

biitiin vektdrleri eleyerek ¢oziim kavramlarimizi ve sonuglarini daha sonra gorecegiz.
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Simdi soru sudur: Hangi imputasyonu dikkate alacagiz? Bu tabii ki zor bir sorudur.
Bu problemi 6nemsiz kilan durum sudur: E(v) kiimesinin bir elemana sahip olmasi
durumudur. Bu durumda birim imputasyon agik bir sonu¢ verecektir. Oyunun
koalisyon formunda olmasi 6nemli degildir. Bu bize temel ve temel olmayan oyunlar

arasindaki farki verir.

Aciktir ki

vN) > v({i}) (3.5.1)

ieN
olur.

Simdi E(v) eger, (3.5.1) esitlik olursa sadece bir noktaya sahip olacak [6].

Tanim 3.6: Bir v oyunu eger v(N) > Z v({i}) ise temel oyundur denir [6].

ieN
Diger durumlarda temel oyun degildir. Bizi ilgilendiren kismi ise temel oyunlardir.

3.3. Baskinlik, Stratejik Denklik Ve Normallesme

Bir oyun v verilsin. x ve y de iki imputasyon olsun. Farzedelim oyunun oyuncular1 x
ve v’ yi se¢mede birbiriyle fikir ayriligmma diissiin. Oyuncular bunlardan birini

segecegi zaman bir karar kriteri bulabilirmiyiz ?

Tabii ki bellidir. x = y olmadik¢a bazi1 oyuncular x’ 1y’ ye tercih edeceklerdir( (i) x;
>y; ). Ciinkii iki vektorde imputasyondur. Bununla birlikte baz1 oyuncularda y’ yi x’
e tercih edeceklerdir. ( Clinkli x veya y’ nin bilesenlerinin toplam1 v(N)’ dir. ) X’ i

secen oyunculari bu se¢ime iten sey nedir?
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Tammm 3.7: x ve y iki imputasyon ve S bir koalisyon olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa S icinde x, y’ ye baskindir denir(x > ,y).

(1) TimieSigin, X; > vy

i) Sx<vS)

ieS

x >,y olacak sekilde  herhangi bir S koalisyonu varsa x, y’ ye baskindir  denir

(x = y) [1], [6].
Bu durum S’ nin tiim elemanlarinin x* 1 y’ ye tercih edildigi durumdur.

Su iliskiyi goérmek kolaydir. > (herhangi bir S elemani i¢in) kismi siralama

bagmtisidir.

Diger yandan > iliskisi yansiyan degilken, ne gecisli ne de antisimetrik degildir

(Clinkii S koalisyonu farkli durumlarda farkli olabilir).

Oyunlar1 analizini yapmay1 planlarken ugrasilan konu baskinlik iliskisidir. Dogal

olarak oyunlarda benzer yapiya sahip imputasyon kiimelerle ilgilenecegiz.

Tamm 3.8: iki n-kisili oyunda eger f haritas1 E(u) iizerine E(v) olacak sekilde 1-1

fonksiyon varsa, u ve v izomorfiktir.

x,y € E@veSc N icin x>3y © f(x)>s1{(y)

olur [1], [6].

Genelde iki oyunun izomorfik olup olmadigina karar vermek zordur.

Tamim 3.9: iki n-kisili oyunda eger pozitif bir say1 r ve bir gergek sabit say1 varsa

ScNde; ay,..., o, olmak lizere,
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v(S)=ruS)+ Y o,

ieS

sart1 saglantyorsa u ve v, S denkligi olarak soylenebilir [6].

Esasen eger iki oyun S denkligi ise birka¢ oyuncunun fayda uzayina dogrusal
doniistiirme ile birinden digerine daha kolay gidilebilir. Kolayca S denkligini

izomorfizm olarak tanimlayabiliriz.
Tamm 3.10: Eger u ve v, S denkligi ise izomorfiktir [6].

Farzedelim u ve v, S denkligi olsun. E(u) iizerinde tanimlanan fonksiyonu
distinelim. rve ¢ = (a1 ,..., @1), (3.9) daki gibi ise f(x)=r x + a olur. Eger x
e E(u), f(x)eE(v) ise kolayca kontrol edebiliriz. Dahast x >y ise f(x) > f(y)

oldugu agiktir. Bu nedenle f, istenen izomorfizmdir.

Boylece S denkligi izomorfizm i¢in uygundur( Bu teoremin tersi de kisitlanmig sabit

toplamli oyunlar kiimesinde dogrudur. Bu konunun ispat1 daha da uzundur ).

Su aciktir ki S denkligi kesinlikle bir esitlik iligskisidir. Ayn1 denklik sinifindan bir

0zel oyun se¢gmek gercekten ilgingtir.
Tamm 3.11: Bir v oyununun tiim i€ N i¢in,

i) v({ij) = 0
ii) V({N}) =1

varsa (0,1) normalizasyonu i¢inde oldugu sdylenebilir [1], [6].

Tamim 3.12: Eger u bir temel oyunsa, S denkligi (0,1) normalizasyonun da gergek
bir oyundur. Bu bize oyunlarda her denklik siniflarin1 gosteren (0,1) normalizasyonu
icinde bir oyun segebilecegimizi sdyler. Bu tlir oyunu se¢menin avantaji sudur: Bir

v(S) koalisyonun degeri, bize direkt olarak onun saglamligini (onun iiyelerinin bu
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form igindeki biitlin imputasyonlarinin kazan¢ ve kayiplarinin ekstra miktarini)

gosterir ve bu oyunun vektorleridir.

Diger tip normalizasyon n-kisili oyunlarda kullanilir. Ortak normallesme v({i}) = -1
ve v(N) = 0 olmak iizere (-1,0) normallesmesidir. Biz (0,1) normalizasyon
oyunlartyla ilgilenecegiz.

Bizim ilgimiz temel oyunlar oldugu halde genel diisiinceyi kaybetmeyecegiz.

(0,1) normalizasyonu i¢inde n-kisili oyunlar kiimesi N’ nin alt kiimesi olarak

tanimlanmais tiim reel degerli fonksiyonlar kiimesi v olmak tizere,

V(@) =0 (3.10.1)

Tiim ie N icin, v({iH)=0 (3.10.2)
v(N)=1 (3.10.3)

Eger SN T # 0, v(SUT) = v(S) + v(T) (3.10.4)

dir.
Bu dort durum (2" - n - 1) boyutta konveks bir kiime olusturur.
Tiim Sc N igin,

V(N-S ) =v(N) - v(S) (3.10.5)
dir.
Bu 2" -1 seklinde yeni bir denklem verir. Boylece sabit toplaml oyunlar  kiimesi
2" - n -1 boyutuna sahip olur. Ve buradan da n-kisili sabit toplamli oyunlar

kiimesinin (n-1) kisili oyunlar kiimesi ile ayni1 boyuta sahip oldugu agikca goriiliir.

Gergekten de iki kiime de benzerdir.



47

Muhakkak eger u, (0,1) normalizasyonda ( n-1) kisili oyun ise n-kisili sabit toplaml

v oyunu yeni bir oyuncu eklenerek genisletilebilir.

S) = u(S) n ¢ Sigin
v(s) 1-u(N-S) n e Si¢in

olur.

Bu oyunun sabit toplamli bir oyun oldugu kolaylikla kontrol edilir. Oyunlarin bizi

ilgilendiren iki 6nemli 6zel tipleri vardir [1], [6].

Tanim 3.11: Bir v oyununa, eger v(S) yalniz S nin elemanlarinin sayisina bagl ise
simetrik denir. Eger her bir ScN i¢in v(S) = 0 ya da v(S) =1 oluyorsa bu oyuna

basit deriz. Eger onun (0,1) normalizasyonu basit ise oyunda basittir.

Esasen basit oyunlarda her koalisyon i¢in kazanma (deger 1) ya da kaybetme (deger
0) den baska bir sey yoktur. Bu tiir basit oyunlar politik bilim i¢in uygulanabilir.
Genel se¢im ve meclis i¢i se¢imleri bu tiirden oy verme oyunlar1 olarak sayilabilir

[6].

Basit oyunlar arasinda 6zel bir sinift ayr tuttugumuzda agirlikli cogunluk oyunlar

sOyledir:

Tamm 3.12: (p1,p2,...,pn) bir negatif olmayan vektor olsun. Ve q yeterlilik olmak

lizere,

0<q < Zn:pi

i=1
dir.

Sonra agirlikli ¢ogunluk oyunlar [ q ; p1,pa2,...,pn | basit oyundur.
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0 Zpi <q ise
v(S) = S ) ile tanimlanmis v basit oyundur [1],
1 Z‘pi >q 1se

ieS

3.4. Kararh Kiimeler Ve Cekirdek

Oyunlarin stlinliik iliskilerini analiz edelim. Agikg¢a ilk fikir, baskin olmayan

imputasyonlar iizerinde ¢aligmaktir.

Tamim 3.13: Bir v oyununda tiim birbirine baskin olmayan imputasyonlar kiimesine

cekirdek denir. Ve C(v) ile gosterilir [1].

Tanmim 3.14: Bir oyunun ¢ekirdegi,

(@ Y. x;2v(S) tiimSc Nigin,

ieS

(b) Y x; =v(N)

ieN
olmak tizere butiin n-vektorleri kiimesidir.

Eger biz S = {i} yaparsak (a) durumu x; > v({i}) haline gelir. (b) ile beraber tiim

vektorler imputasyon olur.

Varsayalim ki x, a ve b yi desteklesin. Ve tiim i€ S i¢in y; > x; olsun. Buradan da

ZYi >v(S) olur. Ve boylelikle y > ¢ x miimkiin olmaz.

ieS
Bu nedenle x e C(v) dir.

Tam tersine y, a ve b yi desteklemiyor. Eger y, b yi karsilamazsa bir imputasyon bile
olmaz. Ve boylece C(v) nin i¢inden degildir. Farzedelim ki bazi bos olmayan

ScNigin &> 0 oldugunda
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D Yi=v(S)-¢

ieS

olur. Ve

a=v(N)-v(S)- > v({i})

ieN-S
dir.

Bu durumu siipertoplanabilirlik ile gérmek daha kolaydir. Boylece « > 0 olur.

Sonugcta S kiimesindeki elemanlarin bir s say1si olur.

Simdi z’ yi tamimlayalim. Séyle ki;

yiJrE ieS ise
7. .= S
! : a ) )
v({i})+— 1¢S ise
n-s

dir.

Z nin bir imputasyon ve x >y oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle

y&C(v)

dir. Bu tanim C(v) nin kapali konveks serbest lineer esitsizlik kiimesi tarafindan
tanimlanmis bir alt kiime oldugunu gosterir. Bu ¢ok ilgingtir. Cilinkii ¢ekirdegi cogu
oyun teorik problemlerin de bir ¢oziim gibi sunar. Cekirdekteki herhangi bir
imputasyon kararlidir. Hem istekli hem de oyunun ortaya c¢ikmadigi durumu
degistirme giiciinii elinde bulunduran bir koalisyon yoktur. Genellikle, tabii ki

cekirdek bir noktadan fazlasina sahip olabilir. Bu biiylik bir sorun degildir. Basitce
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manasi, birden fazla sonug kararli olur. Cekirdegin bos olmasi daha biiyiik bir zorluk

olarak karsimiza ¢ikabilir [1], [6].

Tamm 3.15: Eger v bir temel sabit toplaml1 oyunsa,
C(v)=0

dir.

Farzedelim x € C(v) olsun. Herhangi i€ N i¢in,

D x;2v(N-{i})

Jeli}
olur. Fakat sabit toplam 6zelliginden,
V(N-{i}) = v(N) - v({i})

dir. Ciinkii x bir imputasyondur. Ve
Xi < v({i}) olacaktir. Ciinkii v temel oyundur. Ve

Do x, <D v({ih) < v(N)
olur. Fakat bu x ¢ E(v) demektir. Bu zit durum C(v) nin bos oldugunu ispatlar [1].
3.4. Cesitli Ortakli Oyun Problemleri
Problem 1: 1 oyuncusunun (satici) satmadikca degeri olmayan bir at1 vardir. 2 ve 3
oyuncular1 (alicilar) sirastyla 90 ve 100 p.b. ile ata deger bigmektedir. Eger 1

oyuncusu at1 X fiyatiyla 2 oyuncusuna satarsa kar1 x olacaktir. Oysa 2 oyuncusunun

kar1 90 - x olacaktir. Bu durumda, {1,2} koalisyonun toplam kar1 90 p.b. “dir.
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Boylece,
v(1,2)= 90

dir. Benzer sekilde,
v (1,3) =100
diir. Diger taraftan tek bir oyuncu ya da iki alic1 hi¢ kar edemez. Yani,
viD=v(2)=v(3)=v(23)=0
dir. Ug oyuncunun tiimiiniin koalisyonu, ati 3 oyuncusuna satmaktan daha iyi
degildir.Boylece
v (1,2,3)=100
diir.Buradan oyunun ¢ekirdegi,
X1 + X2 > 90
x; +x3>100
X1 +X2+x3 =100
xi >0 (1=1,2,3)
saglayan biitiin (x; , X5 , X3 ) vektorlerinden olusur.
Buna gore,
X1290, X2=0,X1+X3= IOO,XiZO
olmak zorundadir.

Boylece x; =t alindiginda oyunun ¢ekirdegi,

C (v) = {(t,0,100-t) | 90 < t < 100}
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yapisindadir. Bu ifadenin sonucuna gore sezgisel olarak 3 oyuncusu en azindan 90
p.b. fiyatla at1 alacak. 2 oyuncusu pazarin diginda kalacaktir. Ancak atin fiyati en az

90 p.b.’ne ¢ikmadan 2 oyuncusu elenmez [1], [6].

Problem 2(Atama oyunu): Bir pazarda m tane satict m tane aliciya evlerini
satacaklardir.Saticilar kiimesi M = {1,2,..m} ve alicilar kiimesi M~ = { m+lI,
m+2,.....,2m} olmak iizere, ayrik olan bu iki kiime i¢in pazardaki tiim oyuncular

kimesi N=M U M’ dir.

v(i,mtj )= c;j

karini elde edebilir.

Herhangi bir Sc M yada S < M’ i¢in v(S)=0 dir.Yani ayn1 kiimenin elemanlari
arasinda aligveris olmayacagindan bir kazanca ulasamazlar. Hem saticilar1 hem de
alicilar igeren diger S ler i¢in v (S), S nin elemanlar1 arasinda evlerin satislart ile
elde edilmis maksimum toplam kara esit olacaktir. Tek sart, hicbir satic1 birden fazla
aliciya satig yapamaz ve higbir alic1 birden fazla saticidan alim yapamaz. Boylece
S’de satici sayist alici sayisindan fazla degilse, i saticisina m + j(i) alicisini atariz ve

toplam kar,

Z Ciia)

ieSNM

olur. O halde

v(S)=max Z Ciig)

ieSNM

dir. Burada maksimum, boyle biitiin atamalarin {izerinden alinir. Eger S deki alic1

sayis1 satici sayisindan fazla degilse,
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v(S)=max Z Ciivi

m+jeSNM'
dir.
Ozellikle N kiimesi igin,

v(I)=max Z Cii)
i=1

elde edilir. Burada maksimum, M kiimesinin biitin [ j(1), j(2),...., j(m) ]

permiitasyonlari {izerinden alinmistir. Buna gore

v(N)=max z z piii

i=1 j=1

olarak yazilabilir. Burada p = (py) bir permiitasyon matrisidir. Yeni her satir ve
siitundan sadece bir tane 1 olan, 0 ve 1’lerden olugmus bir matristir. Esas olarak, j.

alic1 1. saticidan alim yaparsa p; = 1, aksi halde p; = 0 “dur.

m m

Amag: malezlqijcij (2.4.1)
i=l j=1
Kisitlar: Zqij =1 , Jj=l,...m (2.4.2)
i=1
Zqijzl , 1=1,...m (2.4.3)
j=1
qijzo , i,j=1,...,m (244)

DP problemini goz oniine alalim.

Her P = (p;) permutasyon matrisinin (2.4.1) — (2.4.2) kisitlarin1 sagladigi agiktir.
Problemin 6zel yapisi geregi herhangi bir 0-1 tamsayili ¢6ziim algoritmasi ile

coziilebilecegi gibi atama algoritmasi ile de ¢6ziim elde edilebilir.
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Ayrica, (3.4.1) — (3.4.4) problemin ug¢ noktalarinin permutasyon matrislerinden
olustugu gosterilebilir. Problem maksimumuna bir u¢ noktada ulasacagindan v(N)

degeri, s0z konusu problemin maksimum degeri olacaktir.

Problemin duali;

m m
Amag: minZyl. +sz
i=1 j=1
Kisitlar: Vit zj > Cjj ,j=1,....m

yapisindadir. yi, z; dual degiskenlerinde nonnegatiflik sart1 yoktur. Ancak minimum

vektoriin tek olmadigini gérmek gii¢ degildir. Gergekten,

*

¥ 5Z)=0 " Ym 321 Zm)
dual problemi minimum yapan vektor ise herhangi bir t reel sayis1 ve V1, j igin
Vo=t 7=z +t
ile tanimlanan (y’; z") vektérii de problemi minimum yapar. Ozellikle
= min v
sectigimizde,
miin yi’=0

olur.O halde, Vy ;>0 ve bazi k  lar i¢in yx =0 ‘dir.Su halde V j igin,

zZi=yxtzizc;=0
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dir. Boylece (y’; z"), biitlin bilesenleri nonnegatif olan ve dual problemi minimum

yapan bir ¢ézlimdiir. O halde,

i=1

ZYi"FZZj’:V(N)
il

olur. Boylece (y’; z") vektoriinliin ve oyunu icin bir imputasyon oldugu gosterilmis

olur. Bu inputasyonun C(v) ¢ekirdegine ait olacagini gosterelim.
Herhangi bir S i¢in,

V(S)=Ciljl +...t Ci,i,

dur. Burada 1j,...,ig, j1,...,Jq ‘lar S’in ayrik elemanlaridir. O halde;

m
Zyi'+ ZZJ-' 2y11'+---+y1q '+Zil'+...+Ziq 'ZCilj1+...+Ciqjq:V(S)

ieS m+ jeS
dir. Buda

(y52") eC(v)
sonucunu verir.

Bazi durumlarda (y’; z") ¢ekirdekte yegane imputasyondur. Ancak genellikle
cekirdekte imputasyon tek degildir. Gergekten, nonnegatif bilesenleri olan ve dual
problemi minimum yapan (y*,z*) vektorii ¢cekirdekte bulunur. Genel kural, saticilarin
alicilara optimal atanmasiin tek olmadigidir; Bununla beraber, pazar fiyati da tek

degildir. Ustelik, problemin yapisi1 geregi bir ¢ok 6zel durumu da vardir [1], [6].

Problem 3 (basit oyunlar): 0-1 indirgenmis oyunlar formunda bir oyun v olsun. N

oyuncular kiimesi olmak tiizere,
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V(N—-{i})=0

esitligini saglayan 1 oyuncusuna veto oyuncusu denir. Yani, bu oyuncu veto yetkisine

sahip bir oyuncudur.

[lk olarak, v oyununda higbir veto oyuncusunun olmadigini kabul edelim. O halde,

V1 e Nigin,
V(N-{i} ) =1
dir. x imputasyonunun ¢ekirdekte bulunmasi igin,

ZXJ' :V(N)Zl ,

jeN

D x; = v(N-{i} ) =1

J#i
ifadeleri saglanmalidir. Boylece Vi i¢in x; = 0 oldugu goriliir ki bu x° in herhangi
bir imputasyon olmasi geregi ile celisir. Bu ¢eliski C(v) = @ oldugunu ispatlar. Yani,

veto oyuncusu bulunmayan bir oyunun ¢ekirdegi bos kiimedir.

Tersine olarak, v  nin bir ya da daha fazla veto oyuncusunun oldugunu kabul edelim.

S veto oyuncular1 kiimesi olsun.. X imputasyonunun bilesenleri,
Vie Siginx;>0

Ve

Vie N\Siginx; =0

olacak sekilde

in =1

ieS
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sartin1 saglasin.

T bir kazanma koalisyonu ise, S < T olmalidir. Boylece,

ZXi > ZXi: 1=v(T)

ieT ieS

dir. Bu da
xe C(v)

oldugunu gosterir. Boylece
Cv)#0

dir. O halde, “basit bir v oyununda ¢ekirdegin bos olmamasi i¢in g.v.y.s. en azindan

bir veto oyuncusunun olmasidir” iddias1 ispatlanmis olur [1], [6].
3.5. Dengeli Koleksiyonlar

Herhangi bir n i¢in bos olmayan ¢ekirdeklere sahip n-kisili oyunlar kiimesi 2"-1
boyutlu oklidyen uzayin bir alt kiimesi olan bir konveks konidir. v ve w’nin bos
olmayan c¢ekirdeklere sahip oldugunu kabul edelim. xeC(v), yeC(w) ve r.,s

nonnegatif skalerleri icin,
X + sy € C(rv + sw)

dir. Bu konveks koniyi karakterize etmede, C(v) # @ olmasi i¢in g.v.y.s. in

Amag: minz=lei (3.5.1)

i=1

Kisitlar : D> x, 2v(S) , VS cl igin (3.5.2)
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DP probleminin z < v(N) minimumuna sahip olmasi gerektigini kaydedelim. Karsit

olarak x e C(v) ise X, (2.5.2) ifadesini saglar. Ustelik,

3x, =v(N)

iel
dir.

Boylece z < v(1) olmalidir. (3.5.1)-(3.5.2) nin duali

Amag: max q = Z ysv(S) (3.5.3)
Scil
Kisitlar : Z ys=1 , VieN igin (3.54)
[ESSC[
ys>0, VS c N igin (3.5.5)

y1 gbz Oniine alalim.

Yukaridaki problemlerin her ikisi de uygundur ve boylece z = q ‘dir. Dolayisiyla,

C(v) #9 olmasi i¢in g.v.y.s. q* <v(1) olmasidir. Bu, sdyle de ifade edilebilir.

Teorem 3.5.1: v oyunun bos olmayan bir ¢ekirdege sahip olmasi i¢in g.v.y.s. (3.5.4)

“Usaglayan V (ys)scn nonnegatif vektorii igin,

> yv(S) < v(l) (3.5.6)

Scl
olmasidir.

Ispat: Goriildiigii gibi, bu teorem bize ¢ok etkin bir ara¢ vermemektedir. Ciinkii, dual
problem (3.5.4) — ( 3.5.5) ‘ten daha basit olmayan bir DP ¢6zmeyi gerektirmektedir.
Bununla beraber, ( 3.5.3)—( 3.5.4) probleminin u¢ noktalar1 dengeli koleksiyon

kavramini karakterize etmektedir [1].
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Tanmm 3.16: E ={ S,,S,,...,S,}, N={1,2, ..., n}’in bos olmayan alt kiimelerinin bir

koleksiyonu olsun. Eger her bir i €N i¢in,

2.,
]

olacak sekilde pozitif yi, y»,...ym sayilart mevcutsa E ‘ye N-dengeli ya da basitce
dengeli koleksiyon denir. Burada y = (yi, y2,...ym), E’ nin dengeleyici vektori, y; ‘ler
de dengeleyici katsayilaridir [1], [6].

Bu tanimi1 agiklamak tizere asagidaki 6rnekleri verelim.

(a) {N} koleksiyonun dengeli bir koleksiyon oldugu agiktir. N’ nin herhangi bir
parcalanis1 (birlesimi N olan, ayrik, bos olmayan kiimelerin herhangi bir

koleksiyonu) dengelidir ve dengeleyici katsayilarin tiimii N “dir.

(b) N = {1,2,3} olsun. E = [{1,2}, {1,3}, {2,3}] koleksiyonu ( ‘5, Y2, "2 )

dengeleyici vektorii ile dengelenmistir. Genel olarak, herhangi bir N igin, bu

n
kiimenin s elemanli biitiin ( j tane alt kiimesinin koleksiyonu da dengelidir ve her
]

-1
-1
bir dengeleyici katsay1 (n J dir.

S —

(¢) N= {1, 2, 3, 4} olsun. E = [{1,2}, {1,3}, {14}, {2,3,4}] koleksiyonu y =

(¥5,%,Y5,%) dengeleyici vektorl ile dengelenmistir.

(d) Bu vektoriin nasil bulundugunu gosterelim. Koleksiyondaki her bir koalisyona
karsilik dengeleyici katsayilar sirasiyla yj,....,y4 olmak {lizere koleksiyonun
dengeleyici vektorli (yi,y2,y3,y4) olsun. Her bir oyuncu i¢in dengeleyici vektor

bilesenlerinin saglamasi gereken denklemler :
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1 oyuncusu i¢in  y;+y,ty;3 =1
2 oyuncusu i¢in  y +ys=1
3 oyuncusu i¢in 2  tya=1
4 oyuncusu igin y3tysa=1

dir.
Sistemin ¢ozlimiinden verilen koalisyona ait dengeleyici vektor
(Y1,Y2,¥3,¥4) = (V5,75,3,73)
olarak bulunur.
Esas olarak, bir dengeleyici koleksiyon 6rnek (a)’da goriildiigii gibi genellestirilmis
bir parcalanis ile elde edilebilir. N ‘nin parcalamisindan ¢ok daha fazla sayida
N — dengeli koleksiyonlarin oldugu da siiphesizdir.
Teorem 3.5.2: Dengeli koleksiyonlarin birlesimi de dengelidir.
Ispat : E={S}, Ss,....., Sm} ve D= { Ty, ..., T\ } sirasiyla dengeleyici vektorleri (y;,

V2,...Ym) V€ (Z1, Z2,...2Zx) olan dengeli iki koleksiyon olsun. ¢ < m + k olmak iizere E

U D={Ry,...Rq} ‘dur. Herhangi bir t (0 <t <1) igin,

t—y, , R, =S, eEMDise
wj=q(1-1).z, , R; =T, eD/Eise tanimlayalim.
ty,+(1-t.z, , R;=5, =T eEnDise

(W1,....,wq) ‘nun E U D i¢in bir dengeleyici vektor oldugu goriilebilir .

Gergekten,
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ij:tzyl +H(1-9) Zzp + Zyl +(1-9) Zzp

E/D D/E END DNE
=Dy, Yy DDz, + Dz, ]
E/D EnD D/E DNE

=t Dy, H(1-t) Yz, =t+(1-t=1

ve Vj ig¢in w; > 0’ dir. Boylece iki dengeli koleksiyonun birlesimi dengelidir ve
tiimevarimla herhangi sayida dengeli koleksiyonun birlesiminin de dengeli oldugu

gosterilebilir [1], [6].

Teorem 3.5.3: E — DveE # D olmak iizere E ve D dengeli koleksiyonlar olsun.

B U E=Dve B # D olacak sekilde bir B dengeli koleksiyonu vardir. Ustelik D nin
dengeleyici vektori tek degildir.

Ispat :
E= {Sl, Sz,....sk}

D={S,,S,,....S,....Sn}, m>k
nin dengeleyici vektorleri {y,...,yk} ve {zi,...,Zm} olsun. t > 0 i¢in,

w;=(1-t)zj—t.y;,j=1,....k

Wi = (1+ ‘[)Zj ,j=k+1,....m

tanimlayalim. Kiiciik bir t > 0 i¢in, V w; > 0’ dir.Ayrica, 1 € [ igin,

2w=(14) 3 z;- Dy =1

ieS;eD ieSjeD ieSJeE

oldugundan w, D’ nin bir dengeleyici vektoriidiir. k+1 <j<m i¢in w; > z;j oldugundan,

z ‘nin tek olmadig1 goriiliir.



62

yj > z; esitsizligini saglayan bir j ( 1< j < k) vardir. Aksi halde, herhangi bir i€ Sy

i¢in,

DS 27< 2 7=l
: . .

J J
ieSJeE ieSjeE ieSjeD

elde edilir ki bu bir celiskidir.

7.
T=min ! | y;>z;p alalhm.
Yi™%

E'= {Sj‘SjE E,(1+t)zj=t.yj}veB=D\E'

olsun. E" niin, E’ nin bos olmayan bir alt koleksiyonu oldugu agiktir. Béylece

B+#D, B UE=D

elde edilir. Ustelik V'S; € B igin w; > 0’ dir ve ( t" nin bu degeri i¢in ) w nin B

koleksiyonu i¢in bir dengeleyici vektor oldugu goriilebilir. [1]

Tamm 3.16: Hicbir 6z alt koleksiyonu dengeli olmayan dengeli bir koleksiyona

minimal dengeli koleksiyon denir [1].

Teorem 3.5.4: Herhangi bir dengeli koleksiyon minimal dengeli koleksiyonlarin

birlesimidir.

Ispat : m (koleksiyondaki kiimelerin sayisi) iizerinden indiiksiyon ile ispat

edilir.M=1 oldugunda teorem asikar olarak dogrudur. Ciinkii, bir kiimesi olan yegane

dengeli koleksiyon {N} dir ki bunun minimal oldugu asikardir. m-1 ya da daha az

elemanli biitiin koleksiyonlar i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. D, m

elemanli dengeli bir koleksiyon olsun.
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D nin kendisi minimal ise, minimal dengeli koleksiyonlarin birlesimi oldugu agiktir.
D minimal degilse, bir dengeli E 6z alt koleksiyona sahiptir ve teorem( 3.5.3)’den

B UE = D olacak sekilde bir baska dengeli 6z alt koleksiyon mevcuttur. B ve E 6z
alt koleksiyonlar olduklarindan her birinin m-1 veya daha az elemani vardir.
Dolayistyla her biri minimal koleksiyonlarin birlesimi olarak ifade edilebilir.

Boylece D de minimal dengeli koleksiyonlarin birlesimi olarak ifade edilmis olur

[1], [6].

Teorem 3.5.5: Dengeli koleksiyonun tek bir dengeleyici vektdre sahip olmast igin

g.v.y.s. minimal koleksiyon olmasidir.

Ispat : Dengeleyici vektor sadece minimal dengeli koleksiyonlar i¢in yeganedir. Bu,
Teorem 2.5.3 vasitastyla anlasilir. Karsit olarak, E = { S;, S,,....,S;y } minimal
koleksiyonunun y ve z gibi iki farkli dengeleyici vektoriiniin oldugunu kabul edelim.
Genelligi bozmaksizin, en az bir j i¢in y; < z; kabulii yapilabilir. Daha Once
tanimlandig1 gibi t= min{ z; / (y;-z;) | y; > z;j } olmak tlizere w = (1+t)z-ty segebiliriz.
w ‘nin B = {S;| (1+ t)z; > ty; } icin bir dengeleyici vektor oldugu goriiliir. B, E ‘nin
bir 6z alt koleksiyonu oldugundan E minimal degildir. Bu celiskiye, farkli iki

dengeleyici vektoriin olmasi kabuliinden diistiik.

Boylece, dengeli koleksiyonlar kesinlikle minimal dengeli koleksiyonlarin

birlesimidir ve bu minimal dengeli koleksiyonlar i¢in dengeleyici vektorler de tektir

[1].

Teorem 3.5.6: (3.5.3) - (3.5.5) problemin u¢ noktalar1 minimal dengeli

koleksiyonlarin dengeleyici vektorleridir.

Ispat:y=(ys)s cn, (2.5.4)-(2.5.4) kisitlarmi saglasin. O halde, E={S |ys>0}

koleksiyonu i¢in y bir dengeleyici vektordiir.

E koleksiyonu minimal degilse, dengeleyici vektorii z = ( zs) s — ~ olan bir B dengeli
bir 6z alt koleksiyonu vardir.Ancak ys > 0 oldugunu biliyoruz.Boylece kiictik bir t >

0 igin
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w =(l-t)y +tz
w = (1+t)y — tz
nin her ikisi de (3.5.4) - (3.5.5) kisitlarin1 saglar. w # w diir. Ciinkii herhangi S €

E\Bicin w,<w, diir. Ayrica, y = %(w + w’ )oldugundan y, (3.5.3 ) - (3.5.5)

probleminin u¢ noktasi degildir.

Diger taraftan E ‘nin minimal dengeli koleksiyon oldugunu kabul edelim. y u¢ nokta
degilse y = % (W + W’ ) yazabiliriz. Burada w # w diir ve hem w, hem de w  (2.5.4)

- (3.5.5) kisitlarim1 saglamaktadir.(3.5.5) nonnegatiflik kisitindan y; = 0 ‘a karsilik
gelen wy =w, = 0 elde edilir.Bylece w ve w , sirasiyla B ve B’ i¢in dengeleyici
vektorlerdir.Burada B={ S |w,>0},B'={S |w, >0} * larm her ikisi de E’nin
alt koleksiyonlaridir. E minimal oldugundan B ve B’ niin her ikisi de E ile c¢akisir.
Teorem (3.5.4)’den ws = w5 = y oldugu sonucu ¢ikar ki bu ¢eliski y’ nin u¢ nokta

oldugunun ispatidir [6].
Teorem 3.5.7: Bir minimal I-dengeli koleksiyonun en fazla n tane kiimesi vardir.

Ispat : E, bir minimal dengeli koleksiyon olsun. E nin dengeleyici vektérii y, (3.5.3 )
- (3.5.5) probleminin bir uygun taban ¢oziimiidiir. y’ nin sadece taban degiskenleri
(bilesenleri) pozitif olabilir. Fakat (3.5.3) - (3.5.5) probleminin n tane taban
degiskeni vardir (bu, nonnegatiflik kisitlarinin haricindeki esas kisitlarin sayisidir).
Boylece y “ nin, E deki n tane (ya da daha az ) kiimeye karsilik gelen, en fazla n tane

pozitif bileseni vardir. [1]

Simdi, bos olmayan c¢ekirdeklere sahip oyunlar1 etkin bir sekilde karakterize

edebiliriz.

Ornek 3.5.1: I = {1,2,3 } olsun. Pargalanislar (yani, kesisimleri bos ve birlesimi N

olan) haricinde sadece minimal dengeli koleksiyon vardir. Bu, dengeleyici vektorii
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(12, 172 , 1/2) olan E = {(1,2),(1,3),(2,3)} koleksiyonudur. Bdylece, li¢-kisili v

oyununun bos olmayan bir ¢ekirdege sahip olmasi i¢in g.v.y.s.

v(1,2) + v(1,3) +v(2,3) <2 v(])

olmasidir.

Ornek 3.5.2: 1 = {1,2,3,4} olsun. Parcalanislardan baska minimal N-dengeli

koleksiyonlar,

a) E={(1,2,3),(1,2,4),(1,3,4) (2,3,4)}, y = (1/3,1/3,1/3,1/3)
b) E = {(1,2),(1,3),(1,4) (2,3,4)}, y =(1/3,1/3,1/3,2/3)
c) E={(1,2),(1,3),(2,3) (4)}, y=(1/2,1/2,1/2,1)
d) E={(1,2),(1,3,4),(2,3,4)}, y=(1/2,1/2,1/2)

dir. Bu koleksiyonun haricindekiler permiitasyonla elde edilebilir. Toplam 2* -1 =
15 tane olan koleksiyonlarin bir tanesi (a) tipinde, dort tanesi (b), dort tanesi(c) ve
alt1 tanesi de (d) tipindedir. Oyunun 0-1 indirgenmis formunda (ve siipertoplanabilir)

oldugunu kabul ederek bu, on bes tane esitsizlik,

a) v(1,2,3) + v(1,2,4) + v(1,3,4) + v(2,3,4) <3
b) v(1,2) + v(1,3) + v(1,4) + v(2,3,4) < 3

) v(1,2) + v(1,3) + v(2,3) <3

d) v(1,2) + v(1,3,4) + v(2,3,4) <3

sistemini verir.

Stipertoplanabilirlikten (d) kisitlarinin (¢)¢ yi de sagladigi agiktir. Boylece (a)
tipinden bir, (b) tipinden dort ve (d) tipinden alti tane olmak iizere v’ nin bos
olmayan ¢ekirdege sahip olmasi icin saglamasi gerekli kisit sayisinin 11 tane oldugu

goriiliir.
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v’ nin dort kisili simetrik bir oyun oldugu kabulii yapildiginda, siipertoplanabilirlik
de g6z Oniine alinarak (a) tipindeki kisitin (b) ve (d) tipindeki kisitlart da sagladig
gortliir. Su halde S’ nin eleman sayisi s olmak iizere v(S) = vy ile gosterirsek bu
esitsizliklerin tamamui (a) dan elde edilen tek bir v3 < % esitsizligine indirgenir.

Ornek 3.5.3: Oyuncular kiimesi N = {1,2,....,n} olan bir {iretim oyunu ya da
ekonomiyi goz Oniine alalim. Her bir oyuncunun elinde q ¢esit maldan bir takim
olsun. Daha da 0zel olarak, 1 oyuncusunun elinde C; malindan b;; adet, C, malindan
bi; adet, ..., ve Cq malindan b, adet bulunsun. Bir oyuncu i¢in kendi elinde bulunan
malin degerinin olmadigini kabul edelim. Ancak bu mallar Gy, G, ..., Gy, mallarinin
iiretimin de kullanilan kaynaklar konumundadir. Uretilen bu mallarin birim pazar
fiyatlar1 sabittir. Lineer bir iiretim prosesi oldugunu kabul edelim. Bir birim Gp
Urliniinii Uretmek i¢in C; den a;; birim, C, den ay. birim, ..., ve Cq dan aq birim

kullanilmaktadir. Ayrica Gy nin birim pazar fiyat1 Py p.b ‘dir.

Belli bir S koalisyonu olustugunda, triinlerin pazar fiyatin1 maksimize etmek igin
koalisyona katilan oyuncular muhtemelen kaynaklarini birlestireceklerdir. Boylece

koalisyonun karakteristik fonksiyonu,

Amag: v(S) =max Zplxl (3.5.7)
1=1
Kisitlar: S <b(S) k=129 (3.5.8)
1=1
x>0 , 1=12,..m (3.5.9)

DP problemi ile verilir. Burada

Bi(S)= Z by

leS

S koalisyonunun sahip oldugu Ci kaynaginin toplam miktaridir. v nin bos olmayan

bir ¢ekirdege sahip oldugunu gosterecegiz. E = {S;, S,, ...,S;} dengeleyici vektorii
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(Y1, ¥2,......yr ) olan bir dengeli koleksiyon olsun. Her bir S; €E i¢in, (3.5.7) —
(3.5.8) probleminin optimum ¢6ziimii X' =(X{,...., Xpi ) olsun.
x* ZZijj >0
j=1

alalim. Her bir k i¢in,

m . r m .

— ]
PRI RIPILNS
1=1 1=1

J=1

SZyj Zbik - Zbik Zyj
j=1

ieS; iel j
’ ieS;

= 2 b, =bk(N)

iel

elde edilir. Boylece X, V(N) y1 tanimlayan DP problemi i¢in (3.5.8) — (3.5.9)

kisitlarini saglar.Dolayisiyla,
i:Plxl* <v(N)
dir. Ayrica,
jZ;:YjV(Sj) = jz;:yj 2P1X1j=§:Plxl* <v(N)

olur. Bu, biitlin dengeli E koleksiyonlar1 i¢in dogru oldugundan, oyunun bir

cekirdege sahip oldugu sonucunu verir [1], [6].

Problem 5: Bes hissedarli (oyuncular kiimesi N={1,...,5}) bir sirkette 1 hissedarin
80 hissesi digerlerinin her birinin 30 ar hissesi oldugunu varsayalim. Yatirim
projesinin kazanci R=100 ve yatirim projesinin kabulii i¢cinde oy baraji %50 olsun.

Buna gore oyunun karakteristik fonksiyonu
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O'SZWi , ZWi >100 igin
V(S): (';ES ieS

zwi< 100

ieS
yapisindadir.

Ik olarak 1 hissedar1 hari¢ biitiin oyuncularin kendilerinin bulunmadig: her bir
koalisyona ayni sekilde katki saglayacagini kaydedelim. Bdylece bu oyuncular
simetriktirler. Ve esit 0demeler elde ederler. Bu oyunculardan her birinin

O0demesini « ile gosterirsek,

(V) =o3(V) =0 4(v) =0 s5(V) = «

dir.

Zsld% m=R=v(N)

iel
dan

a=[v(N)- o 1(v)]/4

olacaktir. Ikinci olarak, o ;(v) yi hesaplamak i¢in, 1 oyuncusunu bulunduran biitiin S

koalisyonlarina 1 oyuncusunun yaptig1 katki miktari

0 . I9=1
v(S)- v(S\N)=140+15(s|-n . 2<Js|<s
40 . I9=5

kadardir. Ciinkii 1 oyuncusu ¢ogunlugu elde edebilmek i¢in en az bir diger oyuncuya
ihtiya¢c duymaktadir. |S|=5 hari¢ 1 oyuncusunu igermeyen hicbir koalisyon projeyi

kabul ettiremez. n oyuncudan i igeren |S| elemanl koalisyonlarin sayist
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[n—l j=(n-1)! / {(S|-1)! (n-|S!}

[S|-1
dir.

_ (m=ISP!I(S|-1)
Yi (S)_(n | I)n!(\ [-1)

ifadesi 1 oyuncusunun S koalisyonuna yaptig1 katkinin katsayisi oldugundan
(simetride gbz Oniine alindiginda) i oyuncusunu iceren tiim |S| elemanl koalisyonlara

bu oyuncunun yaptig1 katkinin katsayisi
) n-1)_1
v (5=
Olacaktir. Buna gore, 1 oyuncusuna ait Shapley degeri,

| S|-1 n!
ScN

01(v) =3 (3] S [y(S)- (SN

den

©1(v) = L[(40+15.1)HA0+15.2)H(40+15.3)+40]=50

olarak bulunur. Diger biitlin hissedarlar i¢in
o (V)= «=(100-50)/4=12.5
dir.

1 hissedarinin hisse oranina gore daha biiylik bir oranda pay aldigina dikkat
edilmelidir. Bu durum, onun daha biiyiik niifuza sahip oldugunu yansitmaktadir.
Kiiciik hissedarlarin %60 hisseyi elerinde bulundurmalarina ragmen, bunlarin
timiiniin birlikte olusturacaklart koalisyon un haricindeki tiim durumlarda 1
oyuncusu anahtar rolii oynamaktadir. Bu da bir oyuncusuna %40 hisseyle %50 pay

kazandirmaktadir.
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Problemimizde su degisikligi yapalim.l oyuncusundan basgka her biri 60 hisseye

sahip sadece iki hissedar olsun problemin diger verilerinde hi¢bir degisiklik olmasin.

Bu durumda oyuncu kiimesi N={1, 2, 3} diir. Daha 6nce yapilan benzer islemlerle

o (V)= (o 1(v), @2(v), o3(v))=(110/3,95/3, 95/3)= (36.6, 31.6, 31.6)

elde edilir. Goriildiigii gibi loyuncusunun sirketteki %40 lik payinda degisiklik
olmamasina ragmen bu oyundan elde ettigi 6demede hayli kiigiilme olmustur. Bu
durum oOncekine gére 1 oyuncusunun baskiligimin (niifuzunun) ortadan
kalkmasindan kaynaklanmaktadir. Bunun sonucu olarak %40 lik hisseye karsilik
kazangta %36.6 lik bir pay elde edebilmistir. Bu da, geri kalan hisselerin diger

oyuncular arasinda dagiliminin 1 oyuncusu agisinda 6nemini vurgulamaktadir.



BOLUM 4. n-KiSiLI OYUN ICIN GENELLESTIRILMIS COZUM
TEKNIKLERI

Tamm 4.1: N oyuncular kiimesi, vi <N igin S; stratejiler kiimesi ve H; 6deme

fonksiyonu olmak tiizere,

2 m

1
r = < N, {Silien, {Hi}ien > oyununda N={1,2} , Si={s,, s,,....s; },

1 2 n
So={s,,8,,..., s, } olsun.

1 oyuncusunun stratejilerini matrisin satirlarina, 2 oyuncusunun stratejilerini matrisin

i

j
stitunlarma karsilik getirelim. (s, s,) durumunda oyuncularin 6demeleri sirasiyla

1°

i ] i ]
Hi(s,,s,), Ha(s,, s, ) olmak tizere

Tablo 4.1: Iki Kisilik Sonlu Stratejili Oyun Odeme Matrisi

1 2 . n
s2 s2 s2
1 1 1 1 1 1 2 1 2 . 1 n 1 n
sl HI(SI,SZ),HZ(SI,SZ) H](Sl,Sz),Hz(Sl,Sz) HI(SI,SZ),HZ(SI,SZ)
2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 n 2 n
Sl Hl(Sl,Sz),Hg(Sl,Sz) H](Sl,sz),Hz(Sl,Sz) Hl(Sl,Sz),Hz(Sl,Sz)
m m 1 m 1 m 2 m 2 m n m n
S, Hl(sl ,Sz),Hz(Sl ,Sz) Hl(Sl ,Sz),Hz(Sl ,Sz) Hl(sl ,Sz),Hz(Sl ,Sz)

matrisi iki kisili bir oyun belirler.
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2 m 2 n

1 1
Benzer sekilde N={1,2,3} , Si={s,, s,,..., s; }, So={s,, S,,..., s, } ve
1 2 p ik ]
S3={s;,S;,..., s;}olsun.(s,,s,,s;) durumunda oyunculara ait ddemeler sirasiyla

ik ik ik
Hi(s,, s,,s;) , Ha(s,, s,,8;) ve Hs(s,, s,,s;) dir. Bu 6demeler tigliisii matrisyel
formda bir oyun belirler. Soyle ki; 1 oyuncusunun stratejilerine karsilik matris
satirlar1, 2 oyuncusunun stratejilerine karsilik matris siitunlar1 ve 3 oyuncusunun her

bir stratejisine karsilik bir matris olmak iizere p tane matrisle ii¢-kisili oyun

belirlenir[1].

Ornek 4.1:
Tablo 4.2: Ornek 4.1. Kazan¢ Matrisi
Oyuncu 2 ..(1)
1 2 3 4
S, S, Sy Sy

! 4,2 3,3 1,2 7,2

Oyuncu I P15 02 |55

3 4,1 4,2 0,1 5,0

matrisi iki kisili bir oyun belirlemektedir. Burada say1 ¢iftlerindeki ilk eleman 1

oyuncusuna, ikinci eleman 2 oyuncusuna ait 6demeyi(kazanci) gostermektedir.

1. Coziim Teknigi:

Ornek 4.2: Birisi baskan olmak iizere ii¢ kisi, {a,b,c} proje kiimesinden bir proje
sececektir. Belli bir proje icin oylamada ¢ogunluk saglanirsa o proje uygulamaya
konulacaktir. Fakat ¢cogunluk saglanamazsa, 1 oyuncusunun, yani baskanin, énerdigi

proje uygulanacaktir. Projeler uygulandiginda oyuncularin bekledigi faydalarin

u(a)=3, w(a)=2 , uz(a)=1
U.1(b)=2 , uz(b)=1 , U.3(b)=3
U1(C):1 , uz(c)=3 , ul(c)=2
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seklinde oldugunu kabul edelim. Oyunda N={1,2,3} diir ve her bir oyuncunun a,b,c
projelerini se¢me stratejileri sirasiyla A, B, C dir. Bununla ilgili oyun matrisleri

asagida verilmistir.

Tablo 4.3: Ornek 4.2. Kazang Matrisleri

Oyuncu 3
A B C
A |32,1]3,2,1]3,2,1

Oyuncu2 | B |3,2,1{2,1,33,2,1
C|32,1]321]|132

oyuncu 1:A

Oyuncu 3
A B C
A|32,121,3]21,3
Oyuncu2 | B |2,1,3|2,1,32,1,3
C|213]213|13.2

oyuncu 1:B

Oyuncu 3
A B C
A|3,21132]13,2
Oyuncu?2 B |13,2(21,3]13,2
C|1,32]1,32|1,32

oyuncu 1:C ...(2)

Oyuncularin  degisik  kombinezonlarda  siralanislar1  oyunun  karakterini
degistirmeyecektir. Bu nedenle matrisler 1. oyuncunun stratejilerine gore
olusturulmustur. 2. oyuncunu stratejilerine karsilik matrislerin satirlari, 3. oyuncunun

stratejilerine karsilik da matrislerin siitunlar1 belirlenmistir.
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Ornek 1 deki matris icin stratejiler aras1 baskinlig1 inceleyelim.

j Lo 2]
Vs, eS; i¢in Hi(s,,s,) = Hi(s,,s,)

yani matrisin birinci satirindaki ilk bilesenler ikinci satirindaki ilk bilesenlerden

1 2 1 2
biiyiik-esit olacagindan, 1 oyuncusunun s, stratejisi s, stratejisini basar (s, » s, ).

1 2 2
1 oyuncusu hi¢gbir zaman s, oldugu yerde s, yi oynamayacagindan basilan s,

1 3
stratejisini oyundan eler. s, ve s, stratejileri arasinda boyle bir baskinlik tanimlamak

miimkiin degildir. Buna gore, 1 oyuncusu i¢in oyun matrisi

Oyuncu 2 ...(3)

1 2 3 4
s2 s2 s2 s2

1
Oyuncul |s, 42 (331,272

314,1(4,2(0,1(5,0

yapisinda olacaktir.

i i 1 i 3
Benzer sekilde vs, <S; ig¢in, Hy(s,, s,) > Ha(s,, s,) yani matrisin birinci

stitunundaki ikinci bilesenler, ti¢lincii siitunundaki ikinci bilesenlerden biiyiik-esittir.

1 3 1 3
Buna gére, 2 oyuncusunun s, stratejisi s, stratejisini basar (s, - s, ). Ayn1 sekilde

i 1 i 4 1 4 i 2 i 3
Ho(s,, s,) = Ha(s,, s,) diir, yani s, ~ s, diir ve yine Hao(s,, s,) > Ha(s,, s,)

2 3 3 4
oldugundan s, - s, diir. Boylece, 2 oyuncusu basilan s, ve s, stratejilerini oyundan

eler, yani bu stratejilere karsilik gelen matrisin {i¢iincii ve dordiincii siitunlarini goéz

Oniline almaz. Su halde, 2 oyuncusu i¢in oyun matrisi
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Oyuncu 2 ...(4)
1 2
SZ s2
1142133
sl

Oyuncu 1 2 (3824

s 4,142

yapisindadir.

Oyun 1 ve 2 oyunculari arasinda gectiginden basilan stratejiler elendikten sonra (1)

matrisi ne (3) ne de (4) matrisi yapisina indirgenir. Fakat (3) ile (4) iin arakesiti olan

Oyuncu 2
1 2
SZ s2

Oyuncu 1

1142133

sl

3141142

s1

matrisine indirgenir.

Stratejileri arsindaki baskinlik, oyuncular tarafindan ayri ayn ele alinirsa, ayni oyun
matrisi oyuncularin her birisi i¢gin sanki farkli matrislermis gibi algilanabilir (6rnegin
(1) matrisi 1 oyuncusu i¢in (3) , 2 oyuncusu icin (4) yapisinda algilandig1 gibi ).
Oysa, bir oyuncu rakibinin de en az kendisi kadar akilli oldugunu géz Oniine alarak
onunda basilan stratejilerini eleyecegini bilir. Kendi stratejileri arasindaki baskinlig

incelerken bu iteratif baskinlig1 kullanir.

Ornek 1 deki oyun matrisinde ilk baskinlik elemesini 1 oyuncusu yaptiginda (3)
matrisi elde edilir. 1 oyuncusunun bu elemeyi yapacagii bilen 2 oyuncusu (1)
matrisi yerine sadece (3) matrisini géz Oniline alacaktir. Yani, baskinlig1 (3) matrisi

tizerinde diigiinecektir. (3) matrisinin ikinci siitunundaki ikinci elemanlar diger
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2 1 2 3 2 4
stitunlardaki ikinci elemanlardan biiyiik oldugundans, - s, ,s,~ s, ves,» s,

2
diir. Yani, 2 oyuncusunun s, stratejisi diger biitiin stratejilerini basar ve oyuncu,

daha az kazandiran bu stratejilerini oyundan eler. Bu durumda oyun matrisi

Oyuncu 2 ...(5
2
s2
Oyuncu 1 si 3.3
3142
sl

matrisine indirgenir. 2 oyuncusunun bu akillica se¢imi yapacagini bilen 1 oyuncusu

3 2 1 2
artik oyun matrisi olarak (3) yerine (5) 1 goz oniine alacaktir. Hi(s,,s,)>Hi(s,,s,)

3 1 3 1 1
oldugunda s, stratejisi s, stratejisini basar (s, - s,). Bu durumda 1 oyuncusu s,

3
stratejisini oyundan eler, ¢linkil s, stratejisi daha fazla kazandirmaktadir. Boylece

son olarak oyun matrisi

Oyuncu 2 ... (6)
2
SZ
Oyuncu 1 sf 4,2

yapisina indirgenir.

Ik elemeyi 2 oyuncusu yapsaydi (1) matrisi (4) matrisine indirgenirdi. (4)

3
matrisinde, 1 oyuncusu stratejilerin baskinligini arastirdifinda, s, stratejisinin diger

biitiin stratejilerini bastigin1 gorecektir (¢linkii (4) matrisinin ii¢lincli satirindaki ilk

bilesenler diger satirlardaki ilk bilesenlerden biiyiik-esittir). Buna gore oyun matrisi
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Oyuncu 2 ...(7)
1 2
Oyuncu 1 s, |s,
314,142
sl

2
Yapisina indirgenir. Bunu bilen 2 oyuncusu da kendisi i¢in daha iyi olan s,

1 1
stratejisini s, tercih eder ve s, 1 eleyerek oyunu (6) formuna indirgemis olur.

Demek oluyor ki (1) ile verilen oyun matrisi igin, iteratif baskinlikta oyuncularin
oynama sirasinin dnemi yoktur. Sonugta basilamaz piir stratejiler cinsinden oyun

ayni matris formuna indirgenmistir.

3 2
(6) ile elde edilmis s = (s, , s, ) durumu (1) oyununun bir denge durumudur. Yani, 2

2 3
oyuncusu s, yi oynarken 1 oyuncusu ikinci stitundaki en biiyiik 6demeyi veren s, i

oynayacaktir. Sayet stratejisini degistirirse 4 birim kazang yerine 2 ya da 3 birim

3
kazangla yetinmek durumunda kalacaktir. Bunun i¢in 1 oyuncusu s, stratejisini

3
degistirmez. Bunu bilen 2 oyuncusu da s, e karsilik gelen iiciincii satirda ki

2 2
kendisine en biiyiik kazanci veren s, stratejisini oynayacaktir. Eger s, yerine diger
2
stratejileri oynarsa 0 yada 1 birim 6deme elde edecektir ki bu s, nin verdigi 2

2
birimden daha azdir. Boylece 2 oyuncusu da s, stratejisini degistirmez.

3 2
Sonug olarak, higbir oyuncunun stratejilerini degistirmeyecegi bu s=(s, , s, ) durumu

gercekten bir denge durumudur. Bu durumda oyuncularin elde edecegi 6demeler

Hi(s) =4, Hy(s) =2 dir.
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Simdi de Ornek 4.2. deki iteratif baskinlig1 inceleyelim.

Birinci agsamada asagidaki stratejiler basilir ve elenir.

.. A>=B .
1 oyuncusu i¢in: A>C} = B ve C elenir.
-

2 oyuncusu i¢in: C~B= B elenir.

3 oyuncusu i¢in. B~ C= C elenir.

Bu elemelerden sonra oyuncular ikinci asgamaya

Oyuncu 3
B C
A |3,2,1)32,1

Oyuncu2 | C[3,2,1 13,2

Oyuncu 1:A

oyun matrisiyle girerler.

1 oyuncusunun stratejisi tek oldugundan (A stratejisi ), oyun diger iki oyuncu

arasinda gegecektir.

Ikinci asamadaki stratejiler aras1 baskinlig: inceleyelim:

2 oyuncusu i¢in: C~ A= A elenir.

3 oyuncusu i¢in: C~B= B elenir.

Bu elemelerden sonra oyun matrisi

Oyuncu 3
C
Oyuncu 2
C|132

Oyuncu 1:A
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yapisindadir. Goriildiigii gibi A,C,C durumu bir denge durumudur. Bu durumda
oyuncularin kazanglart sirasiyla 1,3,2 olmustur. Higcbir oyuncu rakipleri

degistirmedikge stratejisi degistirmekle kazancini arttiramaz.

Gortildiigii gibi, son sozii sdyleme yetkisine sahip olan 1 oyuncusuna (baskana) , bu
ozel statiisii beklendigi gibi bir avantaj saglamamustir. Ustelik, oyundan en az fayda
ile ayrilmak zorunda kalmistir[1].

2.Coziim Teknigi:

n = 3 kisilik bu oyunun basilamaz piir stratejilerden olustugunu diisiintirsek durum su

hale gelir:

3 oyuncumuz A,B,C ve her birinin stratejileri A; (i=1,2,...,m), B; (=I,...,n), Cx
(k=1,...,p) olsun.

A oyuncusunun A; inci stratejiyi oynama olasilig x; ,
B oyuncusunun B; inci stratejiyi oynama olasilig1 y; ,

C oyuncusunun C; inci stratejiyi oynama olasiligt z

olmak tizere 3-kisili oyunu matrisyel formda soyle gosterebiliriz.

Tablo 4.4: Ug Kisili Oyun I¢in Kazang Matrisleri

C
C, C . Cp
B: | aniLbisein
B | B;
B, | . . alnp,blnp,clnp
Aq




olacaktir.

C
C C; C,
B: | axi1,b211,¢011
B| B,
Bn aanaban,Can
A,
C
C C G,
Bi | a311,b311,¢311
B | B;
Bn a3np’b3npaCSnp
Az
C
C C G,
Bi | @mi1,bmi1,Cmi1
B,
B, amnp,bmnpacmnp
An
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X, ¥, z ye baglh 6deme fonksiyonu H(x,y,z) olmak {izere

1. oyuncuya ait 6deme;

Hi(x,y,z) = ZZZ AjjkXiYiZk = aiiX1yizi + aipxXiyizz  toans xiyizz t...t
ik

AmnpXmYnZp »

2. oyuncuya ait 6deme;

Ho(x,y,z) = zzz bixiyize = binxiyizi + bioxiyizz  + bz xiyizz +...+
ik

brmnpXmynZp »

3. oyuncuya ait 6deme;

Hi(x,y,z) = ZZZ CijkXi¥jZk = CriX1y1Zz1 + CipXiyizz + cCns Xiyizz +...t+
ik

ConnpXmYnZp

olur.

Devaminda kisi sayisi n = 4 oldugunda da her bir oyuncu i¢in oyunda uyguladiklari

stratejilerin  ve diger oyuncularin stratejileri g6z Oniine alinarak G6deme

fonksiyonlarini

HI(X,Y’ZJ)=ZZZZ AjjkXiyiziti
i 7 k1
Ha(x,y,z,t)= ZZZZ bijkiXiyjziti
T ] k1
Hi(x,y,z,t)= zzzz CijkiXiy;Zklt
i k1



Ha(x,y,z,t)= ZZZZ dijxiy;jzit,
T3 k1

olarak gosterebiliriz.

Burada,

Z xi=1 X;i=>0
>yl yj 20

Z zi=1 7z >0

Z t=1 >0

oldugu agiktir.
Tabii ki oyun

HI(X9YaZat) Z HI(X1=]‘ ’y’Z’t)’

H1X,yaZat) > Hm(szlayaZat) ;

Hz(Xﬂ}IaZat) 2 H2(Xa}’l:1 5Z5t):

H2X7Y7zat) Z Hn(Xaynzl 7Z7t) a

H3(X9y’Z’t) Z H3(X9Ya21=1 ’t)’

82
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H3 (XaYazat) Z H3 (XaYaszl ’t) 9;

Ha(x,y,z,t) > Ha(x,y,z,t=1),

H4(X7Y7Z:t) > H4(X7Y5Z:tr:1)
kisitlar1 altinda bir denge durumuna ulagtiginda; oyunculardan hi¢ biri stratejilerini
degistirerek, bu denklemlerin nonlineer ¢oziimii ile elde edilen kazanglardan daha

fazlasin1 kazanamaz yada kayiplarindan daha fazla kaybedemezler.

n kisinin bulundugu bir oyunda genel ¢oziim i¢in asagidaki yol tavsiye edilen bir

¢Oziim olabilir.

r= <N,{Si}ien , ,{Hi}ien > bir ortaksiz oyun olsun. Oyunun sonlu oldugunu, yani

vie N oyuncusunun piir stratejiler kiimesi S; nin sonlu oldugunu kabul edelim.

si , 1 oyuncusunun keyfi bir karma stratejisi olsun. S; kiimesi lizerinde tanimlanmis

ojolasilik dagilimi, vs; e S; piir stratejine o; (si) olasiligini esler.

Burada o; (si) , 1 oyuncusunun s; stratejisini oynama olasiligidir. 1 oyuncusunun biitiin

karma stratejileri kiimesi z 1 ile gosterilir.

vie N oyuncusu kendi karma stratejisini uygulasin. i oyuncusunun s; piir stratejini

oynamasi, diger oyuncularin kendi, piir stratejilerini oynamalarindan bagimsizdir.

Yani oj(sij) 1=1,..,n olasiliklar1 aralarinda bagimsizdir. Su halde s = (sj,...,Spn)

durumuna ulagma olasiligi, bilesenlerin secilme olasiliklari ¢arpimi, yani

61(81).02(82)... on(Sn)

dir.
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Bdylece, r oyununda biitiin durumlar i¢in

6(s)= o(s1,...,80)= 61(81).62(S2)... on(Sn)

seklinde olasilik dagilimi tanimlanabilir. Bu tipteki bir o olasilik dagilimi, r
oyununun karma stratejilerdeki durumlarin1 gosterir. Buna gore, oyuncularin her
birinin 6deme fonksiyon degeri bir rassal degisken olacaktir. Karma stratejilerde i
oyuncusunun 6deme fonksiyonunun degeri, bu rassal degiskenin matematik timidi

olarak belirlenir. Yani,

H(o)=Y HEo)= Y .. ¥ Hi(sl,...,sn)ﬁ 51 ()

seS s, €S, s, €S,
dir.
Problem 4.1:

Savas, Aysun ve Yagmur’ un bulundugu bir oyunda her birinin A ve B gibi ikiser

stratejisi olsun. Asagida matrisyel formda verilen oyun i¢in bir ¢6ziim bulalim.

Savas A Savas B
Yagmur Yagmur
A B A B
Aysun | A | L1,-2 |-43,1 Aysun | A | 3,-2,-1 | -6,-6,12
B 29-492 _57_5710 B 2,2,-4 -2,3,-1




Aysun a gore oyunun kazang¢ matrisi,

Yagmur | ve Savas
AA BA AB BB
Aysun | A | 1 -4 3 -6
B| 2 -5 2 -2
Yagmur a gére oyunun kazang matrisi,
Aysun | ve Savas
AA | BA AB BB
Yagmur | A | 1 -4 -2 2
B| 3 -5 -6 3
Savas a gore oyunun kazang matrisi,
Aysun | ve Yagmur
AA| BA AB BB
Savas -2 2 1 10
-1 -4 12 -1
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Aysun un kazan¢ matrisinde en diisiik kayiplarini alarak yeni bir kazang matrisi

olusturabiliriz.

Yagmur | ve Savas
BA BB
Aysun | A | -4 -6
B| -5 -2

Aysun un karma stratejisi (x1,x;) ve Yagmur-Savas karma stratejisi (y;,y2) olmak

lizere;



-4X1 -5X2 =D
-6x; -2x,=D
X1tx,=1
denklemlerini ¢ozersek;
2x1-3%x=0 = x1=3/2 X5
3/2 x,+x,=1 den
5/2 x,=1 = x,=2/5 ve x;=3/5
bulunur.
-4y, -6y,=D
-Sy; -2y,=D
yity=1

denklemlerini ¢ozersek

y1 -4y>=0 = y1=4y»
4y,+y,=1 den y,=1/5 ve y,=4/5

bulunur. Ve oyunun degeri de

“4.(3/5) -5.(2/5) = -22/5

olarak hesaplanir.

Yani Aysun bu oyunda en fazla 22/5 p.b kaybedecektir.

86
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Ve bu hesaplamalar ile

Yagmur | ve Savas
Aysun un
stratejileri
BA BB kullanma
olasiliklar
A -4 -6 3/5
Aysun B -5 -2 2/5
Yagmur ve Savas
n stratejileri Oyunun degeri=
kullanma 4/5 1/5 -22/5
olasiliklar

olusturulur.

Aysun un kazan¢ matrisini goz oniline alirsak; Aysun un Yagmur ve Savag a gore

O0deme vektoriinii so6yle bulabiliriz.

Ha = (-4,3,1).03/5).(4/5) + (-6,6,12).(3/5).(1/5) + (-5,-5,10).(2/5)(4/5) +
(-2,3,1).(2/5)(1/5) = (1/25)(-48,36,12) + (1/25)(-18,-18,36) + (1/25)(-40,-40,80) +
(1/25)(-4,6,-2) = (1/25)(-110,-16,126) =

(-110/25, -16/25, 126/25)

bulunur.

Yagmur un kazan¢ matrisinde en diislik kayiplarim1 alarak yeni bir kazan¢ matrisi

olusturabiliriz.



Aysun | ve Savas

BA AB
Yagmur | A | -4 -2
B| -5 -6

Yagmur un karma stratejisi (x;,X») ve Aysun-Savas karma stratejisi (y;,y2) olsun.

-4X1 -5X2 =D
-2X1 -6X2 =D

X1+x,=1

denklemlerini ¢ozersek;

2X1+x%=0 = -3x;=-1=x,=1/3
1/3 + x,=1 den
X2:2/3

dir.
-4y -2y,=D
-5y1 -6y>=D
yity:=1

denklemlerini ¢ozersek

y1 +4y>,=0 = 3y,=-1=y,=-1/3
y1+-1/3=1 den
y1=4/3

bulunur ve oyunun degeri de

D=-4.(1/3) -5.(2/3) = -14/3
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olarak hesaplanir.

Yani Yagmur bu oyunda en fazla 14/3 p.b kaybedecektir.

Ve bu hesaplamalar ile

Aysun | Ve Savas
Yagmur un
stratejileri
BA AB kullanma
olasihiklar:
A -4 -2 1/3
Yagmur B -5 -6 2/3
Aysun ve
Savas 1
stratejileri 4/3 -1/3 Oyunun degeri=
kullanma -14/3
olasiliklar
olacaktir.
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Aysun un kazang¢ matrisini goz Oniine alirsak Aysun un Yagmur ve Savas a gore

0deme vektoriinii s0yle bulabiliriz.

Hy = (43,1).(13).(4/3) + G-2-1).(13).(-1/3) + (-5,-5,10).(2/3)(4/3) +

(-6,-6,12).(2/3)(-1/3)=(1/9)[(-16,12,4) + (-3,2,1) + (-40,-40,80) + (12,12,-24) =

(1/9)(-47,-14,61) =
(-47/9, -14/9, 61/9)

bulunur.
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Savas m kazan¢ matrisinde en diisiikk kayiplarini1 alarak yeni bir kazan¢ matrisi

olusturabiliriz.
Aysun | ve Yagmur
BA AB
Savas | A | -4 -2
B| -5 -6

Savas 1n karma stratejisi (x;,X;) ve Aysun-Yagmur karma stratejisi (y;,y2) olsun.

2X1-X=D
2X1 -4x,=D
X1+X2= 1

denklemlerini ¢ozersek;

-4x1+ 3%x,=0 = 7x=4 = x,=4/7
X1 +4/7=1 den
X1=3/7

bulunur.
-2y; H2y,=D
-Yi -4y2=D
yity:=1
denklemlerini ¢ozersek
-y1 + 6y,=0 = Tyo,=1=y,=1/7
y1+1/7=1 den

Y1:6/7

bulunur ve oyunun degeri de



D =2.(3/7) —4/7=-10/7

olarak hesaplanir.

Yani Savas bu oyunda en fazla 10/7 p.b kaybedecektir.

Ve bu hesaplamalar ile

Aysun | Ve Yagmur
Savas nin
stratejileri
BA BB kullanma
olsiliklar:
A -2 2 3/7
Savas B -1 -4 4/7
Aysun ve
Yagmur un
stratejileri 6/7 1/7 Oyunun degeri=
kullanma -10/7
olasihiklar
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Savas 1n kazan¢ matrisini géz Oniine alirsak Savas in Aysun ve Yagmur a gore

0deme vektoriinii s0yle bulabiliriz.

Hs = (1,1,-2).(3/7).(6/7)

(1/9)(104, -34, -70)

bulunur.

+(2,-4,2).3/7).(1/7)
(2,2,-4).(4/7)(1/T)=(1/49)[(18, 18, -36) + (6, -12, 6) + (72, -48, -24) + (8, 8, -16) =

+ (3,-2,-1).(4/7)(6/7)

+



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Literatiirde genelde n-kisili oyunlar iizerine ¢alismalar olsa da; bu caligmalar kendi
aralarinda koalisyonlar(ortakliklar) kurularak iki kisilik oyunlara gevrilmistir. Yani

n-kisili oyunlar baslig1 altinda yine iki kisilik oyunlarin incelendigini goriiyoruz.

Bu calismada n-kisili oyunlar sifir toplamli ve sifir toplamsiz olarak incelendi ve

¢Ozlim Onerileri sunuldu.
[k béliimde oyunlar siniflandirilds.

Ikinci béliimde iki kisilik oyunlar {izerinden sifir toplamli, sifir toplamsiz, kesinlikle
saptanmis oyunlarin ¢oziimleri anlatildi. Karma strateji vektorliniin bulunmasi
gosterildi. Ve ¢ok stratejili iki kisilik bir oyunda ¢6ziimiin ya cebirsel ¢oziimle ya da

dogrusal programlama kullanilarak ¢oziilebilecegi gosterildi.

Sonraki boliim de M. Ahlatgioglu ve G. Owen’ 1n kitaplarinda da bahsedilen n-kisili
oyunlar ortaksiz ve ortakli olarak iki smifa ayrildi. n-kisili ortakli oyunlarda
baskinlik, stratejik denklik, normallesme, kararli kiimeler, c¢ekirdek ve dengeli

koleksiyonlar gosterildi.

Son boliimde ise n-kisili ortaksiz bir oyunun c¢ok stratejili bir durumu i¢in iki ¢6zim
teknigi Onerildi. ilk teknik ii¢ kisili matrisyel formdaki bir oyunun ¢dziimiiniin
stratejiler arsast baskinlik oldugu zaman uygulanabilir oldugu tizerinedir. Bu teknigi
n-kisi icinde uygulayabiliriz. Ikinci teknikte {ic kisili ¢ok stratejili bir oyunun
matrisyel formda yazilis1 gosterildi. Fakat stratejiler aras1 baskinlik olmadigi kabul
edilerek ¢6ziim nonlineer olarak yapilmaya c¢alisildi. Teknik her bir oyuncunun

oyunun tamamindaki O6demelerinin bulunmasi iizerinedir. Oyuncu sayisini 4 e
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arttirdigimizda da benzer bir O6deme yapist karsimiza ¢ikar. Bu ddeme
fonksiyonlariyla beraber kisitlarimizi da yazabiliriz. Bdylece oyundaki her bir
oyuncunun piir stratejilerini oynamalar1 karsiliginda elde edecekleri en fazla kazang
yada en fazla kayip hesaplanabilir.Yukarida teorigi verilen n-kisili ¢ok stratejili

oyunun ¢0ziimii i¢in bir rnek yapilarak pratik olarak teknik gosterildi.
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