T.C.
SAKARYA UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

3-BOYUTLU DUAL LORENTZ UZAYINDA
IVME EKSENLERI

YUKSEK LISANS TEZi

Ayse Zeynep PiRDAL

Enstitii Anabilim Dah  : MATEMATIK
Tez Danismani : Dog¢. Dr. Murat TOSUN

Haziran 2006



T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

3-BOYUTLU DUAL LORENTZ UZAYINDA
IVME EKSENLERI

YUKSEK LISANS TEZi

Ayse Zeynep PiRDAL

Enstitii AnabilimDah : MATEMATIK

Bu tez 09 / 06 /2006 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Oybirligi ile kabul
edilmistir.

Prof. Dr. Metin Basarir Dog. Dr. Murat Tosun Dog. Dr. ibrahim Okur
Jiiri Baskam Uye Uye



TESEKKUR

Bu calismanin her asamasinda, bilgi ve tecriibesiyle beni yonlendiren ve yardim eden
cok degerli hocam Dog¢. Dr. Murat TOSUN’a en icten saygi ve tesekkiirlerimi
sunarim. Caligmam esnasinda bana vakit ayiran ve her konuda yardiminm
esirgemeyen Ars. Gor. Mehmet Ali GUNGOR’e, Ars. Gor. Soley ERSOY’a, Ars.
Gor. Murat SARDUVAN’a, Ars. Gor. Bahar DEMIRTURK e, Ars. Gor. Betiil
KARACOBAN’a ve Matematik Boliimiindeki degerli hocalarima tesekkiir ederim.
Ayrica anlayis ve desteklerini daima hissettigim, annem Siikran SAGLAMTAS a,
anneannem Miirside SAGLAMTAS’a ve dedem Siikrii SAGLAMTAS’a sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

Ayse Zeynep PIRDAL

i



ICINDEKILER

TESEKKUR ..ot i
ICINDEKILER ..ottt iii
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI......cocoevoiiiieeeeceeeeeeeeeeee v
SEKILLER LISTESI.......ooiiiiieeeeeeeeee et vii
O ZET ettt ettt ettt ettt e ettt et et eaeeeee viii
SUMMARY ..ot sse s ix
BOLUM 1. GIRIS ... 1
1.1. Lorentz Anlamda Temel Kavramlar..........ccooeovvvvviiiiiiiiinnnnnnnnn. 1

BOLUM 2. DUAL LORENTZ ANLAMDA TEMEL KAVRAMLAR......... 8
BOLUM 3. UC BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA BiR PARAMETRELI
LORENTZIAN HAREKETLER........ooiuiiiitiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 16

3.1.Lorentz Kiire Uzerinde Bir Hareketin Gosterilmesi.................. 16

BOLUM 4. UC BOYUTLU DUAL LORENTZ UZAYINDA BIR

PARAMETRELI DUAL LORENTZIAN HAREKETLER..........cccccccevevurnnnnn 24
4.1. Dual Lorentz Kiire Hareketlerinin Gosterilmesi............ccc..c...... 24
4.2. Dual Lorentzian Hareketlerde Hiz.........................oaa 28
4.3. Dual Lorentzian Hareketlerde Ivme ve Ivme Eksenleri........... 32
4.4. ivme Eksenlerinin Gergellii................ccooveiieiiiiinniin, 41
BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER..........c.cocooviiiiieeeeeereeeenee 44

iii



KAYNAKLAR
OZGECMIS....

iv



SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

: Hareketli sistem i¢in dual Lorentz anlamda ortogonal matris
A : Sabit sistem icin dual Lorentz anlamda ortogonal matris

: Dual Lorentz kiiresinin merkezi

o' : I’ de sabit sistemin merkezi

: I’ de hareketli sistemin merkezi

- I} de izafi sisteminin merkezi

gi’ : I’ de hareketli sistemin baz vektorleri
e? : I de sabit sistemin baz vektorleri

gj : I} de hareketli sistemin baz vektorleri
- : I} de sabit sistemin baz vektérleri

?j : D} de izafi sisteminin baz vektorleri
S? : Dual birim kiire

~12 : Dual Lorentz birim kiire

H; : Dual hiperbolik birim kiire

3 : Ug boyutlu Lorentz uzay1

g : Ug boyutlu dual uzay

b3 : Ug boyutlu dual Lorentz uzayi

K : Hareketli dual birim kiire

K’ : Sabit dual birim kiire

K, : [zafi dual birim kiire

Q ve O : Dual Lorentz anti-simetrik matrisler
Q. ve O : Dual Pfaff formlar



L/L’
L,/L

!

L,/L

~ ~ 1!

K/K

K,/K

RJR

A

-~

N

: Stirtiklenme hi1z degisimi

: Ani dual Lorentz Pfaff vektori
: Ani donme Pfaff vektori

: Ani kayma Pfaff vektorii

: Sturtklenme ivme vektora

P ove ‘i’ vektorleri arasindaki dual Lorentz ag1

: Time-like yiizey

: Dual skaler

: Dual Lorentz ivme eksenleri

: Dual a¢1

: Dual Lorentz a¢1

: Isaret matrisi

: Null konisi

: Lorentz anlamda ortogonal 3x3 tipindeki matrislerin ciimlesi
: Hareketli Lorentz sisteminin sabite gore hareketi

: {zafi Lorentz sisteminin hareketliye gére hareketi

: I1zafi Lorentz sisteminin sabite gore hareketi

: Hareketli dual Lorentz kiiresinin sabite gore hareketi

: I1zafi dual Lorentz kiiresinin hareketliye gore hareketi
: 1zafi dual Lorentz kiiresinin sabite gére hareketi

: Mutlak hiz vektori

: Relatif hiz vektorii

: Strtklenme hiz vektoria

vi



SEKILLER LISTESI

Sekil 1.1. I uzaymda vektdrler...............ooeiiiiiiiiiiiieeeeeeeeies 3

Sekil 1.2. I’ uzayinda birim kiireler.....................cooooveiiieiiiinne. 5
Sekil 2.1. S? Lorentzian birim kiiresi, A hiperbolik birim kiiresi ve 12
T2 1§10 KOMUST. vttt s e eneeeeeae
Sekil 2.2. Yonlii timelike dogrular arasindaki dual hiperbolik agi................ 13
Sekil 2.3. Spacelike dogrular arasindaki dual merkez agi...........cccceveeeneen. 14
Sekil 3.1.1. Lorentz anlaminda Darboux veKtOrii.............ccooeeeiinia... 21
Sekil 4.1.1. Dual Lorentzian ortonormal sistemler............................... 25

vii



OZET

Anahtar Kelimeler: Dual say1, dual uzay, Lorentz metrigi, dual Lorentz (hiperbolik)
birim kiire, siirliklenme hizi, siirliklenme ivmesi, dual Lorentz uzay, ivme eksenleri.

Bu tez dort boliimden olusmustur. Birinci boliimde I*, 3-boyutlu Lorentz uzayinda
temel tamim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci boliimde D, 3-boyutlu dual
Lorentz uzayi ile ilgili genel tanim, teorem ve bagintilar verilmistir. Uciincii boliimde
I, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli Lorentz kiiresel hareketler tanitilmig
ve bu hareketlerin hizlar1 ve pol noktalari ile ilgili teoremler verilmistir. Dordiincii
boliimde ilk olarak D, 3-boyutlu dual Lorentz uzaymnda bir parametreli dual
Lorentzian kiiresel hareketler tanitildi. Bu hareketin hizlari ve ivmeleri ile ilgili
bagint1 verildi. Bu boliimiin {igiincii ve dordiincii kismi tezimizin orijinal kismini
olusturmaktadir. Burada, bir parametreli dual Lorentzian hareketin ivmeleri ve ivime
eksenleri ile ilgili bagintilar elde edildi.
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ACCELERATION AXES IN THREE DIMENSIONAL DUAL
LORENTZ SPACE

SUMMARY

Keywords: Dual number, dual space, Lorentzian metric, dual Lorentzian (hyperbolic)
unit sphere, velocity, acceleration, dual Lorentzian space, acceleration axis

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, we have given basic

concepts, theorems and relations in three dimensional Lorentz Space, L’. In the
second chapter, general definitions, theorems and relations were given concerned

with three dimensional dual Lorentzian Space, I);. In the third chapter, one
parameter Lorentzian spherical motions were explained in three dimensional Lorentz
space, I’, and theorems were given which were concerned with velocities and pole
points of these motions. In the fourth chapter, initially one parameter dual spherical
motions in three dimensional dual Lorentz space, )} were explained and relation
was given which was concerned with velocities and accelerations of this motion. The
third and the fourth parts of this chapter are the original contribution to the science of
mathematics. Here, relations were obtained concerned with acceleration and
acceleration axes of one parameter dual Lorentzian motion.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Lorentz Anlamda Temel Kavramlar

Tanim 1.1.

V', sonlu boyutlu reel vektor uzayr olmak iizere,

<, >:V><V—)]R

bilineer fonksiyonu Vv,welV icin <v, w> =<w, v> ozelligini sagliyor ise < , >’ye V

tizerinde bir simetrik bilineer form denir[13].

Tanim 1.2.

V', vektdr uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form (, ) olsun. Bu takdirde,

i-) VvelV, (v#0) igin (v,v) >0 ise (, ) bilineer formu pozitif definit,

ii-) VvelV, (v=0) icin (v,v) <0 ise { , ) bilineer formu negatif definit,

iii-) VveV, (v#0) i¢in (v,v)>0 ise (, ) bilineer formu pozitif semi-definit,

iv-) Vvel, (v # 0) i¢in <v,v> <0 ise < , > bilineer formu negatif semi-definit,

v-) VweVl igin <v, w> =0 i¢in v=0 oluyorsa < , > bilineer formuna non-dejenere,

v # 0 ise dejenere ad1 verilir[ 13].

Tanim 1.3.

< , >, V iizerinde simetrik bilineer form ve W ’da V ’nin bir altuzay1 olsun.

< , >:W><W — R fonksiyonuna < , > nin W ilizerinde kisitlanmisi denir ve < , >|W

ile gosterilir. Boylece



(M W< >R

negatif definit olacak sekilde en biiyliik boyutlu W altuzaymin boyutuna; <,>

simetrik bilineer formun indeksi denir[13]. v, <, >’nin indeksi olmak {izere

0<v<boylV dir.

Tanim 1.4.

R* tizerinde X = (X, %,5,%3), Y= (»,¥,,y;) olmak lizere

(,),:R°xR'>R

(Xaf)_)<XaY>L =XV TN, X)),

seklinde tanimlanan simetrik, bilineer, non-dejenere metrik tensériine R® iizerinde

Lorentz metrigi denir.

Bundan sonraki gdsterimlerde aksi belirtilmedikge < , > sembolii < , >]L anlaminda

kullanilacaktir.

Tanim 1.5.

R’ iizerinde Lorentz metriginin tanimlanmasiyla meydana gelen {R3 ,< , >} ikilisine

3 -boyutlu Lorentz uzay1 veya kisaca Lorentz uzayi denir ve I’ ile gosterilir.

Tanim 1.6.

X =(x,,x,,x,) €’ olsun. Eger
i-) <f( X > <0 ise X ’e time-like vektor,
ii-) <f( X > >0 veya X =0 ise X ’e space-like vektor,

iii-) <f( X > =0 ve X #0 ise X ’e null vektdr adi verilir.



Teorem 1.1.

W, V Lorentz vektor uzaymin bir alt uzayi olsun. Bu takdirde asagidaki onermeler
denktir.

i-) W light-like dir.

ii-) W light-like vektor icerir fakat time-like vektor icermez.

iii-) W T'=F-{0} dir. Burada F bir boyutlu alt uzaydir (I', ¥ nin null

konisidir)[ 13].

Tanim 1.4. ile verilen Lorentz i¢ carpimi1 da, I’ uzayindaki vektorleri ii¢ siifa ayirir.
Time-like vektorler null koninin iginde, light-like(veya null) vektorler null koninin

tizerinde ve space-like vektorlerde null koninin disinda bulunurlar(Sekil 1.1.).

b light-like

C space-like

(Sekil 1.1.) I’ Uzayinda Vektérler

Tanim 1.7.

I, 3-boyutlu Lorentz uzay1 ve X,¥ €I’ olsun.

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlaminda diktirler denir.



Tanim 1.8.

X eI i¢in X ’in normu
|¥]. =l %)
olarak tanimlanir.

Yine aksi belirtilmedikge || || sembolii || ||IL yerine kullanilacaktir.

Teorem 1.2.

X e olmak iizere,

i-) HXH >0 dir,
ii-) H)?H =0 < X bir null vektordiir,
iii-) X bir time-like vektor ise H)?Hz = —<)?,)?> y

iv-) X bir space-like vektor ise H)? H2 = <)? X > dir[2].

Tanim 1.9.

(V,< , >) bir Lorentz uzay1 olsun. W c V' altuzayim géz oniine alalim.
) ()

ii-) (. )
iii-) ()

w W xW =R pozitif ise W ’ya space-like altuzay,

w W xW — R indeksi 1 olan non-dejenere ise ¥ ’ya time-like altuzay,

» W xW — R dejenere ise W ’ya light-like altuzay denir.

Tanim 1.10.

V' Lorentz vektor uzayinda biitiin time-like vektorlerin cimlesi A olsun. U € 4, igin

{X eA: <U , X > < 0} climlesine ¥ ’nin U ’yu ihtiva eden time-konisi denir.



Tanim 1.11.

I’ uzaymndaki Lorentz ve Hiperbolik birim kiireler, sirasiyla,

Slzz{f’el[f

(P.P)=1]

Ve

(Sekil 1.2.) L’ Uzayinda Birim Kiireler

Tamm 1.12.

(=0(u,v), 1L’ uzaynda bir yiizey olsun. Eger Pel(u,v) igin,
{, >:£(u,v)‘P xﬁ(u,v)‘P — R, bir Lorentz i¢ garpimi ise /(u,v)’ye time-like yiizey
denir.

Tamm 1.13.

a €’ Lorentz uzayimnda bir egri olsun. o egrisinin hiz vektorii & olmak iizere;

i-) <a,a> <0 ise a, time-like egri,



ii-) <0.z,0.:> >0 ise «a, space-like egri,
iii-) <c.z,0.c> =0 ise o, null egri

olarak adlandirilir[13].

Tanim 1.14.

I’ Lorentz uzaymnda A~ =&A’¢ esitligini saglayan 4 matrisine Lorentz anlamda

ortogonal matris denir. Burada ¢ isaret matrisidir, yani

o O
S == O
- O O

dir.

Teorem 1.3.

Lorentz anlamda ortogonal 3x3 tipindeki matrislerin ciimlesi O, (3) olmak {iizere

asagidaki ifadeler denktir.

1) 4€0,(3)

2) A" =¢cd'e

3) A ’nin siitunlar1 L’ iin bir ortonormal bazini olusturur

4) A, I iin herhangi bir ortonormal bazin1 ortonormal bir baza tasir[13].

Tanim 1.15.

ST =—&S¢ esitligini saglayan S matrisine Lorentz anlaminda anti-simetrik matris

denir.



Tanim 1.16.

I’ Lorentz uzayinda iki vektdr v =(v,,v,,v;) ve w=(w,w,,w;) olmak iizere

(V3W2 — VWi, VsW — VW, VW, _Vzwl)

vektoriine v ve w nin vektorel ¢arpimi denir.

I, i=j ise —
0. = ve e =(9,,0,,0,
Y10, i ise ' (’1 2 3)

olmak lzere

_él éz 53
vaw=det| v, v, v,

wm oW W

bigiminde tanimlanir[20].



BOLUM 2. DUAL LORENTZ UZAYDA TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde )} dual Lorentz uzaydaki temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.1.

Va,a" e R olmak iizere bir A:(a,a*) ikilisine bir sirali ikili denir. Bu sekilde

tanimlanan RxR ciimlesi I ile gosterilsin.
]D):{(a,a*): a,a ER}

tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir.

Tanim 2.2.

@: DxD—D i¢islemi A:(a,a*) ve B:(b,b*) olmak tizere
A@B:(a,a*)®(b,b*)=(a+b,a*+b*)

seklinde tanimlanir ve ) deki toplama olarak adlandirilir.

Tanim 2.3.

O:DxD - D i¢ islemi Az(a,a*) ve B:(b,b*)e]D) olmak iizere

AOB :(a,a*)O(b,b*)z(ab,ab* +a*b)

seklinde tanimlanir ve ) deki ¢arpma olarak adlandirilir.



Tamm 2.4.
A:(a,a*) ve B:(b,b*)e]D) icin

ise A ile B esittir denir ve A =B seklinde gosterilir.

Tanim 2.5.

R reel sayilar ciimlesi olmak iizere
D=RxR

climlesi lizerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri Tanim 2.2. , Tanim 2.3. ve

Tanim 2.4. deki gibi tanmimlanmis ise D ciimlesine dual sayilar sistemi ve

V(a, a*) € D elemanina da bir dual say1 denir.

Tanim 2.6.
Dual say1 digliilerinin ciimlesi I’ :{Zz(AI,Az,A3)‘A1,A2,A3 e]D)}, D halkas:

iizerinde bir modiildiir ve ID)-Modiil veya dual uzay olarak adlandirilir. )’ iin

elemanlarina da dual vektorler denir.

Tanim 2.7.

d=a+Ead ,B=b+€& b* e D -Modiil dual vektorlerinin i¢ carpimi
f:D’xD* > D

seklinde bir dontisiimdiir ve
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f(4.B)=(4.B)=(a+ca’ breb)
olarak tanimlanir[10].

Tanim 2.8.

2 =a+&d" , B=h+ £b° D -Modiil olsun. I -Modiil iizerinde

biciminde tanimlanan dual Lorentz i¢ ¢arpimi tanimlanirsa (]1))3,< , >) ikilisine dual

Lorentz uzay denir ve bu uzay I} ile gdsterilir.

Burada esitligin sagindaki i¢ carpimlar, I’ uzayindaki Lorentz i¢ carpimudir.

Boylece

D ={§=5+5? Zz}eﬂf}

dir.

Tanim 2.9.

A=a+&a e D; olmak iizere
i-) a space-like vektor ise 4 "ya bir dual space-like vektor,

ii-) a time-like vektor ise A ’ya bir dual time-like vektor,



ii-) a light-like (null) vektor ise 4 “ya bir dual light-like (null) vektor

denir.

Tanim 2.10.

A=a+Ea" €D} vektoriiniin dual normu

-
<a, “ >
) —
ol

[l 2.2 -|

olarak adlandirilir.

Tanim 2.11.

Z,E €D} olmak iizere 4 ve B ’nin Lorentz vektorel carpimi

A:D’xD® - D3

(4.B) > AnB=anb+€(a Ab+anb’)
bigiminde tanimlanir.

Burada esitligin sagindaki vektérel ¢arpimlar, I’ uzayindaki vektorel carpimlardir.

Tanim 2.12.

A=a+E&a" €D olmak iizere

11
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S; ={Z=(;+SE

HZH =(1,0); a.a" el vea space-like vektor
cimlesine dual Lorentz birim kiire denir.

EOE:{Z:ZHS;

‘jH = (1,0); Zz,; e’ ve a time-like vektor

ctimlesine dual hiperbolik birim kiire denir(Sekil 2.1.).

(Sekil 2.1.) S 12 Lorentz Birim Kiiresi, H 02 Hiperbolik Birim Kiiresi ve r? Isik Konisi

Teorem 2.1.

D; uzaymndaki ﬁoi dual hiperbolik ve :S’? dual Lorentz birim kiirelerinin noktalari,

sirastyla, I Lorentz ¢izgiler uzayindaki yonlii time-like ve space-like dogrulara

bire-bir karsilik gelir[15].
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Tanim 2.13.

4 ve B dual time-like birim vektorlerine karsilik gelen yonlii time-like dogrular

arasindaki hiperbolik ag1 ¢ ve en kisa uzaklik ¢* olmak tizere
P=p+E¢°

dual sayisma A ve B vektorleri arasindaki dual hiperbolik act denir(Sekil 2.2.).

QU

Sy

d, et

(Sekil 2.2.) Yonlii Time-like Dogrular Arasindaki Dual Hiperbolik Ag1

Teorem 2.2.

A=a+Ea’, B=b+Eb €D’ iki dual time-like birim vektor olsun. 4 ve B

vektorlerinin i¢ ¢arpimi

<Z, §> =—cosh®

dir[15].
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Tanim 2.14.

A ve B dual space-like birim vektorlerine karsilik gelen yonli space-like dogrular

arasindaki merkez ag1 ¢ ve en kisa uzaklik ¢* olmak tizere

&):(erS(p*

dual sayisina j ve E vektorleri arasindaki dual merkez ac1 denir(Sekil 2.3.).

(Sekil 2.3.) Space-like Dogrular Arasindaki Dual Merkez Agi

Teorem 2.3.

A=a+Ea, B=h+Eb D iki dual space-like birim vektdr ve Sp {Z, E} time-

like olsun. j ve E vektorlerinin Lorentz i¢ ¢arpimi
<j, §> = cosh @

dir[16].
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Tanim 2.15.
A ve B dual space-like birim vektorlerine karsilik gelen yonli space-like dogrular

arasindaki merkez ag1 ¢ ve en kisa uzaklik ¢* olmak tizere

&):(erS(p*

dual sayisina j ve E vektorleri arasindaki dual space-like a¢1 denir.

Teorem 2.4.

dA=g+Ea, B=b+Eb e’ iki dual space-like birim vektdr ve Sp {ZE} space-

like olsun Z ve E vektorlerinin Lorentz i¢ ¢carpimi
<Z §> =cos®

dir[16].



BOLUM 3. ', 3-BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA BIR
PARAMETRELI LORENTZIAN KURESEL
HAREKETLER

3. 1. Lorentz Kiire Uzerinde Bir Hareketin Gosterilmesi

L Lorentz kiiresinde, {0; 51,52,53} Lorentz anlamda ortonormal koordinat sistemi

olsun. Bu koordinat sistemine kisaca hareketli koordinat sistemi denir. Ayni1 sekilde

{0;€,¢é,,e,} sistemi de L' sabit Lorentz kiiresinde Lorentz anlamda bir ortonormal

koordinat sistemi olsun. Bu koordinat sistemleri, sirasiyla, . ve L' Lorentz

kiirelerinin temsilcileri olarak kabul edilecektir. Boylece

o L 1, ¢ veya € space-like .
<el.,e.>:<e.,e.>=g.5.. , &= . . , 1<i,j<3
J 1 J [ i — —
-1, €. veya €, time-like

dir.
Bu iki sistemden herhangi birini imtiyazli saymayip bir diger iiciincii {O; 7 ,772,173}
izafi ortonormal sistemini ele alalim. Biitiin hareketlerimizi bu izafi sistemine gore

verecegiz. Boylece

1, 7 space-like

& . , , 1<i,j<3
-1, 7 time-like

dir.
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Eger kisalik i¢in
- - =
6 h ¢
E=|e, , R=|rn, , E'=|e,
- - =1
€ r €;

notasyonlarmi kullanirsak, bu sistemlerin her biri ayni1 sekilde yonlendiginden O

noktasi etrafindaki donmeler ile sistemlerin birinden 6tekine gegilebilir. Boylece

R=AE , R=AE (3.1.1)
yazabiliriz. Burada 4', 4 € O,(3) dir.

A ve A" Lorentz anlamda ortogonal matrislerinin bilesenleri ¢ reel parametresinin
C” -smifindan tiirevlenebilen fonksiyonlari olduklar1 kabul edilecektir. Boylece “O”
noktas1 etrafindaki harekete bir parametreli 7 Lorentz dénme hareketi adini

verecegiz.

Eger (3.1.1) denklemi goz 6niine alinirsa, rj., (1< <3) vektdrlerinin, sirasiyla, L

ve L' Lorentz kiirelerine gore diferensiyelleri

dR=SR
dR=S'R (3.1.2)

dir, burada, sirasiyla, S =dAA™' ve S'= a’A’(A’)_l dir[8].

Kolayca gosterilebilir ki § ve S" Lorentz anlamda anti-simetrik matrislerdir. S ve

S’ niin bilesenleri, sirasiyla w; ve , olmak tlizere i, j, k indislerinin

y

i, j, k=12,3;2,3,1;3,1,2 siralaniglari w; =W, Ve a)ﬁ’ = a)k' ile gosterilirse,
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ve

dir[ 14].
[zafi sisteme goére koordinatlari x,,x,,x, olan herhangi bir nokta X olsun.

X

X =| x, | oldugundan dolay1

OX=x=X"R (3.1.3)
vektoruni ele alalim. X noktas1 birim Lorentz kiresi tizerinde bir nokta ise
[ == +x3 + 23 =1

dir. Simdi X noktasinin, I ve L', sirasiyla, hareketli ve sabit Lorentz kiirelerine

gore degisimini hesaplayalim.
Eger (3.1.2) ve (3.1.3) denklemleri g6z Oniine alinirsa,
di=(dX"+ X" S)R (3.1.4)

elde ederiz. Boylece X noktasinin relatif hiz vektorii (X in L ye gore hizi)
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|
SE

~

dir. Eger 17, =0 yani dXx =0 ise X noktas1 I hareketli Lorentz kiiresinde sabittir.

O halde X in L da sabit olma sart1
dXx'=-X"S§ (3.1.5)

dir.

Benzer olarak X noktasinin L' Lorentz kiiresine gore degisimi, (3.1.3) denklemi

g0z Oniine alinirsa,
d%=(dX" + X" S')R (3.1.6)

dir. Boylece mutlak hiz vektorii (X in " ye gére hizi)

}
U
=7

IS}
SS

dir. Eger I7a =0 yani dX=0 ise X noktasi ' de sabittir. O halde X in L' de

sabit olma sart1 asagidaki denklemle verilir:
dx" =-x"§' (3.1.7)

Eger X noktas1 IL da sabit ise X in L' ye gbre hizina X in siiriiklenme hiz1 adi

verilir ve
7o d f)?

==
dt

ile gosterilir. Eger (3.1.5) ve (3.1.6) denklemleri gz oniine alinirsa
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df)?:XT‘{’R (3.1.8)
elde edilir, burada W =S'—S dir. Eger 7 Pfaff vektorii

s SR R 0 (3.1.9)
olarak secilirse (3.1.8) denklemi

d 3= A% (3.1.10)

seklini alir. Boylece (3.1.4) ve (3.1.6) denklemlerinden

dir.
Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.1.
I’ bir parametreli Lorentz kiiresel hareketinde, bir X noktasmin mutlak hiz vektorii,

relatif hiz vektorii ile siiriiklenme hiz vektoriiniin toplamina esittir[ 14].

Simdi w Pfaff vektorii ve (3.1.10) denkleminin anlamini daha iyi anlamak igin

Darboux donme vektoriniin Onemini belirtelim. Bir eksen etrafinda donme

hareketini géz oniine alalim. Kabul edelim ki bu eksen baslangi¢c noktasindan gegsin

ve dogrultusu d olsun. Dénme hareketi @ = $Hc? H acisal hiz1 ile meydana gelsin. Yer
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vektorii OX = ¥ olan bir X noktasi bu dénme hareketinin etkisine tabi tutalim ve bu

noktanin hiz vektori de v olsun.

(3.1.1.) Lorentz Anlamda Darboux Vektori

O halde

<
Il
Uy
>
=

esitligi dogrudur. Bu son denklem ifade eder ki v vektdrii hem X hem de d ye

diktir. Ayrica;

||17|| = Hd” ||)?|| sinha =For

dir, burada ||)?|| sinha =r dir. Boylece v gergekten d ekseni etrafinda 1”5 H acisal
hiz1 ile o noktanin dénme poliinden uzaklig1 ile ¢arpimina esittir. Bu ise v nin X
noktasinin hiz vektdrii oldugunu ifade eder. Boylece y Pfaff vektoriine, bir
parametreli 722, donme hareketinin ¢ anindaki donme vektorii diyebiliriz. O halde

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.2.
I, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli 2 donme hareketinde, ¢ aninda,

hareketli sistemin her X noktasi i¢in bir sonsuz kii¢iik donme hareketi meydana

gelir. Bu donme hareketinde y Pfaff vektorii, Darboux donme vektoriintin roliinii

oynar. Burada X noktasinin d X ilerleme vektorti (3.1.10) ile verilmistir [14].

Simdi ¥ donme vektorii dogrultusundaki p birim vektoriini hesaplarimiza dahil

edelim.
|7 =1

oldugundan dolay1
W=Dy s s

dir. Burada y = 1”;7/” =\-w] +y; +y., dtzaman arahginda dénmeyi meydana

getiren sonsuz kiiclik donme acgisin1 gosterir (Burada y nin isareti p yOniine

baglidir). OP = p ile birim Lorentz kiiresi iizerinde gosterilen P noktasi ani donme

poliidiir. P noktast siiriiklenme hizinin sifir olmas: ile karakterize edildiginden

dolayi (3.1.10) denkleminden
vAi=0 , |3 =1

ise

=

Il
+I
g~

dir. P donme polii ile onun P kars1 noktasi (ona kars1 gelen nokta) bir ¢ aninda
sabit kalirlar. @ ve OX =% vektorleri, birim Lorentz kiiresinin P,F ve X

noktalarindan gecerek onu bir biiylik dairesi boyunca kesen, bir Lorentz diizlem
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meydana getirirler. X noktasi L kiiresinde sabit ise (3.1.10) den dolayr X in d X

stiriklenme hiz1 (ilerleme dogrultusu) bu biiyiik daireye dik olur. Boylece asagidaki

teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.3.

Bir parametreli bir harekette Lorentz kiiresi lizerinde, her anda, siiriklenme hizlari

sifir olan bir ¢ift P, P noktalar (P donme polii ve onun P kars1 noktasi) vardir.

Yani bu noktalar, ¢ aninda her iki kiire yiizeyi iizerinde sabit kalir[14].

Teorem 3.1.4.

Hareketli IL kiiresinin her noktas1 ¢ aninda P poli (ve onun P kars1 noktasi)
etrafinda %f acisal hizi ile bir donme hareketi (ani donme hareketi) yapar. O halde

kiire tizerindeki bir parametreli hareket ¢ aninda L kiire ylizeyinin tamaminin L’

sabit kiiresine gore boyle bir donmesinden ibaret olur[14].

Teorem 3.1.5.
Bir parametreli bir kiire hareketinde L hareketli kiiresinin bir X noktas1 L' sabit

kiiresi lizerinde, kiiresel yoriinge normali her defasinda P donme poliinden (ve onun

P kars1 noktasindan) gecen, bir yoriinge ¢izer[14].



BOLUM 4. D, 3-BOYUTLU DUAL LORENTZ UZAYINDA BiR

PARAMETRELI DUAL LORENTZIAN
HAREKETLER

Bu béliimde I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayda, bir parametreli dual Lorentzian

hareketler tanitilarak, bu harekette hizlar ve ivmelerle ilgili teoremlere yer verildi.
Ayrica bir parametreli hareketin ivme ve ivme eksenleri ile ilgili bagintilar elde

edildi.

4. 1. Dual Lorentzian Kiiresel Hareketlerin Gosterilmesi

3 . . . ! . !
L de sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, . ve I olmak ilizere . ve L

sistemlerinin ortonormal koordinat sistemleri, de sirasiyla,

Lot = .2 2 2
{O, el,ez,e3} ve {0,61,62,63}
1, ¢ veya € space-like

(e.¢)=(e.¢)=¢0, g =1 L T 1<i,j<3
pEI NG TS ST G veya @ timedlike ’

dir. L' ve L ayni1 sekilde yonlendirilmis olsun, yani; Lorentz ortogonal doniisiim ile
birinden digerine gecilebilsin. Bu iki sistemden herhangi birini imtiyazli saymayip
bir diger iiiincii sistem Li olsun. L deki ortonormal koordinat sistemi {O; T,,7,,7, }

olmak lizere

1, 7 space-like o
& . . , 1<i,j<3
-1, 7 time-like

(n7)=ao;



dir. L de L ve L ile ayn1 sekilde yonlendirilmis olsun.

E. Study teoremine gore &, &, 7 (1<i<3), eksenlerine dual Lorentz uzayda,

1

sirastyla, ayni M merkezli K " K ve Kl birim dual Lorentz kiirelerinin noktalar

karsilik geleceginden Ll/ L, ]Ll/ L dolayisiyla L/ L hareketleri, sirasiyla, K, / K,

121 / K' ve K / K' dual Lorentzian kiiresel hareketler veya dual donme hareketleri

olarak incelenebilir.

K', K ve IEI birim dual kiirelerinin ortak merkezi M olsun. Bu birim dual kiirelere

sik1 sikiya bagli ortonormal baz sistemleri de, sirasiyla,
{HEETE} , {HEETE} ve {H;E,Rf,i}

olsunlar. Burada

— —_— N — —

El=e+Ee , E=e+Ee , R=r+&r, , 1<i<3
e =MO' ne, , e =MOne , 1B =MQOAV
dir.

(Sekil 4.1.1.). Dual Lorentzian Ortonormal Sistemler
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Bu sistemler ayn1 yonlii olarak segilmislerdir. Yani, bir dual Lorentz ortogonal

doniisiim ile birinden digerine gegilebilir. Bu doniisiimler, M etrafindaki dual

Lorentz donmelerdir.

3x3 tipinde dual Lorentz ortogonal matrisler olmak {izere

R=AE ve R=AF (4.1.1)

yazilabilir, burada

—_ J— —_

1 El E1’
k-|E| . E-|E| . F-|E
R, E, E;

dual stitun matrisleridir.

A ve A dual Lorentz ortogonal matrislerinin elemanlari t=t+&r  dual
parametresinin yeteri kadar tiirevlenebilen fonksiyonlaridir. Bu tez boyunca aksi

soylenmedikge ¢ =0 alinacaktir. Boylece dual Lorentz uzayda bir parametreli

hareketler s6z konusu olacaktir.

=

Simdi R, vektorlerinin, sirasiyla, K ve K' dual Lorentz kiirelerine gore

diferensiyellerini hesaplayalim.

Eger (4.1.1) denklemi g6z online alinirsa, R nin K hareketli dual Lorentz kiiresine

gore diferensiyeli
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dR=dAE
~ e~ ~

~dA A R (4.1.2)

Il
ol
>}

dir, burada Q Lorentz anlamda anti-simetrik matristir. Q nin bilesenleri f)ii olmak

tizere i, j,k indislerinin i, j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2 siralanislari, Q..:Qk ile

g

gosterilirse,

elde edilir. Bu son denklem reel ve dual bilesenlerine ayirilirsa

dR, = oy, - o)f, + £ (0 + 0~ o ~ o3,

dR, = o) ~oF, + € (0 + o) ~oF - o7 (4.1.3)
dR, = w7 +oF, +E (-0 ~0)F + 0 +iF,)

bulunur[8]. Benzer olarak (4.1.1) denklemi gbéz Oniine alinirsa R=AFE

denkleminden
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bulunur. Son denklemde reel ve dual bilesenleri cinsinden
I:._ 1= 1 1 %= 1k %=
d'R, = o1, — o)1, +g(a>3r2 + @', — o, — o, r3)

"D e 1= r ok 1= rrsk 1=
aVRz—co3r1—a>1r3+g(a)3r1 +w)n -0 —o r3) (4.1.4)

"D - = 1 r—r 1k 1=
d'R, = -1, + o, +g(—a)2r1 -, 1+ oF +o rz)
dir[8].

Burada Q =@ +Ew ve Q =a/+Ew”, (1<i<3) dual Pfaff formlar1 (1-formlari)

olarak isimlendirilirler. (4.1.3) ve (4.1.4) denklemlerinin reel ve dual kisimlari,

sirastyla, L / L ve Ll/ L' Lorentz uzayinda bir parametreli hareketlerin donme

kismu ile 1lgili Pfaff formlarini verir. L’ de her L/ L' hareketi bir "D" dénme ve bir

"S" oteleme hareketi ile ilgilidir.

4.2. Dual Lorentzian Hareketlerde Hiz

K, birim dual Lorentz kiiresinin koordinatlari X, =x, +&x; (1<i<3) olan

X . [f( . X 5 X 3] noktasini ele alalim.

K, / K ve K, /K' dual Lorentzin dénmelerine gore X birim dual vektSriiniin

degisimlerini inceleyelim.

=

X =X R vektoriinin K hareketli dual Lorentz kiiresine gore degisimi
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dX =dX R+X dR
dir. Burada dR = QR degeri yerine yazilirsa
= ~T ~T ~\ ~
dX:(dX + X Q)R 42.1)

bulunur. Boylece X noktasmin relatif hiz vektori (X nm K ya gore hizi)

V. =dX/dt dir. (4.2.1) denklemi reel ve dual kisimlarma ayrilirsa,

dX =(dx, +x,0, — X,0, ) F; +5[(de* +X,0; + X0, — X, 0, —x;‘a)z)ﬁ +(dx, + wyx, —x3a)2)71*]
+(dx, + X0, + X0,y +8[(dx§ +x,05 + X, 0, + X, 0, +x;‘a)1)172 +(dx, + oyx, +x3a)1)72*]

+(dxy — x,0, — x,0, ) T +S[(dx; - X, — X, @, — X, 0, —x;a)l)@ +(dx; — ,x, —xza)l)F;}
bulunur.

Benzer sekilde X noktasinin K'sabit dual Lorentz kiiresine gore degisimi
= ~T ~ ~T ~

d'X=dX R+X d'R

dir. Burada d'R=Q'R degeri yerine yazilirsa

d'X =(d)?T vd 5’)73 4.2.2)

bulunur. O halde mutlak hiz vektorii (X nin K'ya gore hizi) Z =d ’}/ dt dir. (4.2.2)

denklemi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
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! _ ’ ! e * 1 * / A& * ! e ! ! =%
d'X =(dx, + x,0; — X0, ) F; +5[(de +X,0) + X0, — X,0) —x3a)2)r1 +(dx, + wyx, — x5 F; J

[SS]

+(dx, + x,0; + X0,y +8[(dx;‘ +x,0] + X, &, + x,0 +x;‘a)1’)72 +(dx, + wyx, + x;0] ) **]

+(dxy — x,0, — x,0 ) F; + S[(dx; - x,0 —x &) — x,0]" — x;a){) 7+ (dx, — ohx, — x,0] ) "3*}
elde edilir.

X noktasinin K hareketli birim dual Lorentz kiiresi iizerinde sabit kalma kosulu

d ;7 =0 olacagindan, (4.2.1) denkleminden

~T ~T ~
dX =-X Q (4.2.3)
yani

dX,=-X,0,+X,Q, , dX,=-X0,-X.Q ., dX,=X0,+X,0,

bulunur. Bu son denklemler reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa, sirasiyla,

dx, + edx; = —x,0, + x,0, +g(—x2a); — X0, + X0, +x;a)2) ,
dx, + gdx, = —x,0, — X0, +8(—xla)3 — X, 0y — X, 0, —x3a)1),

dx, + edx; = x,0, + X, +8(xla)2 + X, @, + X, +x2a)1)

elde edilir.

X noktasmnin K’ sabit birim dual Lorentz kiiresi iizerinde sabit kalma kosulu

d ’;7 =0 olacagindan, (4.2.2) denkleminden
dXT =-X"QY (4.2.4)

yani
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dX,=-X, 0+ X0, ., dX,=-XQ\-X.Q ., X, =X0+X,0
dir ki, boylece

* i ’ 1 * A *
dx, + edx; = —x,0; + X, +5(—x2a)3 — X, + X, +x3a)2)

* _ ! _ ! _ ¥ _ * ! _ A _ * ’
dx, + gdx, = —x,0; — X0, +6‘( X0, — X, 0y — X, 0, x3a)1)

A&

dx, + edx; = x,0, + x,0 + & (xla);* +x, 0, +x,0 + x;‘a){)
elde edilir.

Eger X noktast K hareketli birim dual Lorentz kiiresi iizerinde sabit ise, bu takdirde

} dual vektoriiniin K’ sabit birim dual Lorentz kiiresine gore hizina, } dual

= d,X
vektoriintin stirtiklenme hizi adi verilir ve V, = ii ile gosterilir.
’ t

Eger (4.2.4) denklemi (4.2.2) denkleminde yerine yazilirsa

—

d,X=(-X' 0+ X Q)R
(4.2.5)
~T [~ ~\ ~
=X (-Q)R

elde edilir. Son denklem (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri g6z Oniine alinirsa asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1.
I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual Lorentzian hareketlerde, bir

X dual noktasinin mutlak hizi, relatif hizi ile siiriklenme hizinin toplamina

esittir[8].



32

Bilesenleri P, = Q) —Q, olan § dual Pfaff vektori

olarak secilirse

d,X =YX (4.2.6)
oldugu goriilebilir, burada X, =x, +&x] ve ¥, =y, +ey (1<i<3)dm.

(4.2.6) denklemi reel ve dual bilesenleri cinsinden

dfi = (le//3 —x3t//2)171 +5((x2t//3* + X0, — XY, —x;‘%)fl +(x2y/3 _x3W2)771*)
+(x1‘//3 +x31//1)f‘2 +5((x1‘//3* +XW5 + x5y, +x;‘//1)772 +(x1V/3 +x3V/1)’72*) (4.2.7)

(=, =y ) +E((=xps = 3w, —op —xaw ) B+ (—xws —xow )

olur.

¥ dual vektoriine K / K' hareketinin ani dual Lorentz Pfaff vektorii de denir. W

nin ¥ reel ve " dual kisimlar1 K / K' dual Lorentzian donme hareketine karsilik

gelen L/ L' Lorentz kiiresel hareketinin, sirasiyla, ani donme ve ani Steleme Pfaff
vektorlerine karsilik gelirler. Sadece donme ve sadece Gteleme hareketlerini harig

tutmak i¢in aksi soylenmedikge 17 #0 ve 7" # 0 almacaktir.

4.3. Dual Lorentzian Hareketlerde ivme ve ivme Eksenleri

X dual vektSriintin ivmesini hesaplayalim. (4.2.6) denklemini g6z Oniine alirsak
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J=d(d,X)=d; % =a(FrX)

=d$/\}+$/\df)7(
' 4.3.1)

olmak lizere matris formunda
d,X=M%

(4.3.2)

seklinde yazilabilir.

(4.3.3)

13
3

0 li13 . . .
M=|¥, 0 ¥, , dM=M=|¥s 0 ¥ (4.3.4)
y,
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PP,
P9l 9y, , M =¥’'M (4.3.5)
9,9,

dir. Daha yiiksek mertebeden ivmeler i¢in, A matrisinin mertebesi asagidaki

Ozelliklere sahiptir.

M2n+l — \i]ZnM

~ .. (4.3.6)
M2n+2 — \PZnMZ
Eger ¥, ¥ alinirsa (4.3.6) denklemleri M icin de aynen gecerlidir yani

. 2n+l . .

L

]"42“2 = lP M (43.7)
M o= 9o

J :(M +M 2})? denkleminde ifade edilen )T(’nin J dual Lorentz ivmesinin

bilesenleri X 'nin X o (1 <i< 3) koordinatlar1 olan homojen lineer fonksiyonlaridir.

Bu denklemin katsayilar determinantim1 D ile gosterirsek,

2

. 2
ﬁzdet(wmj:H@@ sinh? ¢

‘72_.

G2 G2 12

dir. Burada

V=d+ea' (4.3.9)
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¥ ile ¥ dual space-like vektorleri arasindaki dual Lorentz agidir. Eger ¥ ve ¥

vektorlerinin her ikisi de Lorentz uzayin ayni dogrusuna karsilik gelirse, bu dogru

ivmeye sahip olmaz. Bu 6zel durum D =0 olmasi anlamna gelir.

Tanim4.3.1.
Birim dual Lorentz kiresinin birim dual )7( vektori ve )7( ‘nin dual ivme vektori

lineer bagimli iseler X noktasina dual ivme polii ve X dogrusuna da dual Lorentz

hareketinin ivme ekseni ad1 verilir.

X dual Lorentz ivme vektoriini 7 ile gosterelim. Bu takdirde Tanim 4.3.1. ve

(4.3.1) denklemi g6z Oniine alinirsa V dual vektoriiniin
Ciﬁy§—$A§=A@ﬁ; (4.3.10)
oldugu goriilebilir. Burada

A=A+el" (4.3.11)

bir dual skalardir. Bu denklemde ¥ 'nin X ., X,, X, koordinatlarinim {i¢ homojen

lineer denklemine karsilik gelir.
Boylece sifirdan farkli ¢oziimler olmasi icin katsayilar determinanti sifir olmalidir.

Simdi (4.3.10) ile wverilen denklemin bilesenlerini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

—

P = —lill;él +¥, R, + ‘igﬁs oldugundan
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<E,E> VR PR, L,

bulunur. Bu son denklem dikkate alinirsa,

R, (4.3.12)

q:w{% ~2—@2X3JR1—(—‘?1)?3—‘?3)?1}?2{—‘i’l)?z‘% ~1]R3 (4.3.13)

(4.3.14)

dir. (4.3.12), (4.3.13), (4.3.14) denklemleri (4.3.10) denkleminde yerine yazilirsa

olur. Bu son denklem matris formunda
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ST RE B B | T

1
PP, -0, VAR 99 -9, | X, | R |=0
SR R A O O S L

seklinde yazilabilir. Katsayilar determinantini sifira esitleyerek, Sarrus yontemiyle

acarsak
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PRI, Bm @2 B2 A8 B2 0
esitligi bulunur. Bu esitlik diizenlenir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

_muw@_(@f G2 B 00 B, a2, B, et 20, \yj
CRE? 2

elde edilir. Bu esitligin asagidaki ifadeye esit oldugu kolayca goriilebilir.

. 2 .
—APPO + AP —<$, $> +AY? ¥ =0
(4.3.15)

Bu son denklem —% ile ¢arpilirsa

bulunur. Bu son esitlikle birlikte Teorem 2.3. g6z Oniine alinirsa,

—2 =
¥
A —A*+ d ~A——=0

elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa

:'2 2
R =R oo =R -

0
(4.3.16)
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bulunur. Eger

. 2 . . .
2, |wrewy” L 2ey| Ty —yTy
~ . v 74
K=k+ek'=—=+= L=t - (4.3.17)
\{1 *
(1//+5y/ ) 4 4

olarak alinirsa, (4.3.16) denklemi
A’ —A* +Kcosh®™V —KA =0 (4.3.18)
olarak yazilir. Burada

A=2+el", AN =1+2804", N =21 +32°0

Y=y+ey', P =y +2epy", V'=y'+dey’y’

“P:!/./-f-é'l//*, ‘i’z:t/./+2gt/./1//*, Y =yirdeyiy” (4.3.19)
coshV = cosha + ea” sinhae,  cosh®V = cosh*a + 2&cosha sinha o'

cosh®V = cosh*a + ea"sinh2a

esitlikleri (4.3.18) de yerine konursa

A +3eP0 =A% =2800" —(k+gk*)(/1+ 5/1*)+(k+gk*)(cosh2a+ga*sinh2a) =0

A 4367 =22 =2600" = | kA + e (kA" +k'A) | +| keosha+ & (ka'sinh2a + k' cosh’a) | = 0
elde edilir. Bu denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

=A% —kA+kcosh*a + 8(3/12/1* “2AN kAT =k A+ kasinh2a + k*coshza) =0

bulunur. Boylece (4.3.18) ile verilen denklem asagidaki iki denkleme indirgenebilir.
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A=A —kAd+kcosh*a =0 (Reel Kisim)
e 2 R (4.3.20)
PR k™ cosh anrk A—ka sinh2a (Dual Klslm)
34" =2A—k

(4.3.18) veya (4.3.19) denklemleri genel olarak 1~\1, 1~\2, /~\3 ii¢ dual koke sahiptirler.

Boylece genel olarak l~l, l;, l; gibi li¢ tane dogru vardir ve bu dogrular ani dual
Lorentz ivme eksenleri olarak isimlendirilirler. Genel olarak bu ii¢ eksen uzayda
aykir1 dogrulardir. Burada £* =0 6zel durumu ¢ok onemlidir. (4.3.17) denklemi goz

oniine alinirsa k* = 0 oldugunda asagidaki gibi {i¢ durum soz konusudur.

i) =0

ii-) 2y y—y y =0

iii-) " =0
Simdi bu ii¢ 6zel durumu ayr1 ayr1 inceleyelim:

i-) g.y:dl//:O ise bu ifade eder ki w =sabit ve k=0 dir. Boylece (4.3.18)

denkleminin
AN -A=0
haline doniisiir. O halde bu denklemin kokleri

A =A,=0

>
w

Il

[E—

dir. (4.3.10) denklemi g6z Oniine alinirsa bir parametreli dual Lorentzian hareketinin

ivime eksenleri
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ii-) 2y’ —y 'y =0ise integrasyonla " =cy’ oldugu agiktir. O halde ani

*

helikoidal hareketin egimi Y - ¢y dir, burada ¢, bir sabittir. Boylece ani hareket
7

boyunca bir noktanin yoriingesi bir dairesel helistir.

iii-) " =0 ise, 0 zaman dy” =y =0 dir. Bu ise, k" =0 oldugunu ifade eder. Bu

takdirde W ani dual ekseni iizerinde bir sabit nokta vardir. ", dual Lorentz
hareketinin oteleme kismi oldugundan bu 6zel durum Lorentz kiiresel harekettir.

Boylece ii¢ tane [, /,, [, ekseni bir dogru demeti olustururlar ki bunlarin uglari

Lorentz kiirenin merkezidir.

4.4. ivme Eksenlerinin Gergelligi

_ * 2 * _ * .
2 -2 —kA+kcosh®a=0 ve 4" =+ CoSh ;;k; ﬂ k: Sith28. denklemlerini ele

alalim. Bu denklemlerin, sirasiyla, kokleri olan 4, (1<i<3) ve 47 (1<i<3) lerin

ya lg¢iide reel ya da iki tanesi imajinerdir. Bu takdirde Z (1 <i< 3) eksenlerinin ya
hepsi reeldir ya da eksenlerin en az bir tanesi reeldir. (4.3.18) denklemi ile verilen

A’ —A? + Kcosh®™V —KA =0 denkleminin koklerini tartismak amaciyla, yeni bir L

bilinmeyenini tanimlayalim, dyle ki

A=L+— 4.4.1)
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olsun. Boylece (4.3.18) ile verilen denklemde (4.4.1) denklemi yerine yazilirsa,

L3—£—KL—£+Kcosh26—i=0
3 3 27

bulunur. Buradan

L-L 1<+l -K l—coshzﬁ —izo
3 3 27

elde edilir ve son olarak
L'-BL-C=0 (4.4.2)
denklemi bulunur, burada

L=u+eu’; B=b+eb :K+%; C=c+ec :K(%—coshzﬁj+%

c=lk—cosh2 ak +i, (4.4.3)
3 27

¢ = (%— cosh? aj k" —ka® sinh 2

dir. (4.4.2) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa, sirasiyla,

W—bu—c=0

. bu+c

a 3u*—b

(4.4.4)



43

bulunur. (4.4.4) ile verilen kiibik denklemin biitiin g kdklerinin reel (ayn1 zamanda

4 niin degerlerinin reel) olmasi igin gerek ve yeter sart diskriminant 45> +27¢* <0

veya (4.4.3) denkleminden
k (4/(2 +7k+ g —18kcosh*a —dcosh*a + 2Tk cosh* a) + % <0

olmasidir. Boylece agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4.1.
D;, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual Lorentzian hareketinin iig

ivme ekseninin reel olmast icin gerek ve yeter sart

k (41{2 +7k + % —18kcosh*a — 4cosh*a + 2Tk cosh* aj + % <0 olmasidir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

E*, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametreli kiiresel hareketler, bu hareketlerin
hizlari, ivmeleri ve pol noktalar: ile ilgili bagintilar H.R. Miiller tarafindan [11] de
verilmistir. Dual sayilar ilk olarak W.K. Clifford tarafindan geometrik arastirmalarda
bir ara¢ olarak kullanildi[6]. Dual birim vektorler, dual birim kiire ve dual kiiresel
hareketler Veldkamp tarafindan vermistir[17]. Ayrica I°, 3-boyutlu dual uzayda,
dual kiiresel hareketlerin hizlari, ivmeleri ve ivme polleri ile ilgili bagintilar H.H.

Hacisalihoglu tarafindan verildi[ 10].

E’, 3-boyutlu Oklid uzay1 yerine L’, 3-boyutlu Lorentz uzay: alarak, E. Study
dontisiimii H.H. Ugurlu tarafindan tanitildi[ 15].

I’, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli Lorentzian kiiresel hareketler ve bu
hareketlerin hizlari, ivmeleri, ivme merkezleri ve ivme eksenleri ile ilgili bagintilar

M. Tosun, M.A. Giingdr, H.H. Hacisalihoglu, 1. Okur tarafindan ¢alisildi[14].

Yine I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual Lorentzian kiiresel

hareketler ve bu hareketlerin hizlari, ivmeleri, pol noktalari, ivme polleri ile ilgili

teoremler M.A. Gilingor tarafindan verildi[§].

Bu galismada I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual Lorentzian

kiiresel hareketlerin ivme, ivme eksenleri ve ivme eksenlerinin gercelligi ile ilgili

teoremlere yer verilmistir.
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