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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

: Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi
[ : Elemanidir

— : Ancak ve ancak

(] : Stirekli kesir

_ : Denktir

[[ H : Tam deger

alb :a, b’yi boler.

‘ | : Mutlak deger



OZET

Anahtar Kelimeler: Siirekli Kesirler, Siirekli Kesirlerin Yaklasimlari, Sonsuz Siirekli
Kesirler, Pell Denklemleri

Bu calismada, siirekli kesirlerin  Onemli Ozellikleri incelenerek baz1 Pell
denklemlerinin ¢oziimleri arastirildi.

Birinci boliimde sonlu siirekli kesirler tanitilmigtir. Her sonlu siirekli kesrin bir
rasyonel say1 gosterdigi ve daha sonra her rasyonel sayinin sonlu bir siirekli kesir
olarak ifade edilebilecegi gdsterilmistir.

Ikinci béliimde sonsuz siirekli kesirler incelenmistir ve herhangi bir sonsuz siirekli
kesrin degerinin bir irrasyonel say1 oldugu gosterilmistir. Diger yandan her sonsuz
stirekli kesrin bir irrasyonel sayiyr gosterdigi ispatlanmistir. Ayrica, bu bolimde
periyodik sonsuz siirekli kesirler ve bunlarla ilgili 6zellikler verilmistir.

Ugiincii béliimde Pell denklemleri ele alindi ve x*>—dy’ =n Pell denklemlerinin

¢Oziimlerinin |n|<\/a icin Jd nin basit siirekli kesre aciliminin yaklasimlari
vasitastyla verilebilecegi gosterilmistir.
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CONTINUED FRACTIONS AND PELL EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Continued Fractions, The Convergents of The Continued Fractions,
Infinite Continued Fractions, Pell’s Equations

In this thesis studying some properties of the continued fractions and solutions of
some Pell’s equations are investigated.

In the first chapter, finite continued fractions are introduced. It is shown that every
finite simple continued fraction is represented as a rational number and that a rational
number is expressed as a finite simple continued fraction.

In the second chapter, infinite continued fractions are studied. The value of any
infinite simple continued fraction is shown to be an irrational number. On the other
hand, any infinite continued fraction is shown to be an irrational number. Moreover,
in this chapter, periodic infinite continued fractions and their properties are given. It
is shown that periodic infinite continued fractions represent quadratic irrational
numbers.

Lastly, in the third chapter , by using the convergents of the simple infinite
continued fraction expansion of Jd, we find solutions of Pell’s equations.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Stirekli kesirler, sayilar teorisinde énemli bir rol oynarlar. Sonsuz stirekli kesirler
yaklagik hesaplamalarda ve matematigin diger dallarinda sik¢a kullanilmaktadir.
Bunlardan birisi de Pell denklemlerinin sayilar teorisinde ¢ok énemli uygulamalari
ve yeridir. Pell denklemlerinin tamsayi ¢oziimlerini, sonsuz siirekli kesirleri

kullanarak bulabiliriz.

Bu calismanin amaci, siirekli kesirler ve Pell denklemleri hakkinda genel bilgiler

vermektir.

Bu boliimde, siirekli kesirlerin agiklanmasinda yardimci olacak bazi 6nemli tanim ve

teoremler verilecektir.
Tamsayilarin 6nemli bir 6zelligi de kalanli bdlme yapilabilmesidir.

Tamm 1.1.1. a, b tamsayilar olsun. a =b.c olacak sekilde bir ¢ tamsayisi varsa a,

b’yi boler denir ve bu durum a |b ile gosterilir.

Onerme 1.1.1.
i)a|bisea|bc,

ii)a|bvea|ciseVx,yeZigin,a|bx +cy,

iv)a|bise|a|<b],

(

(
(iii)a|bveb|cisealc,
(
(v)albveblaisea=1b

dir.



Tamsayilarin 6nemli bir 6zelligi de kalanli bolme yapilabilmesidir.

Onerme 1.1.2. Hera,b €Z, b#0 igin, a=bq+r ve 0<r<|b| olacak sekilde, tek

tiirlii olarak belirli q, re Z vardir.

Tamm 1.1.2. a, be Z olsun.

(i) d|a ve d|b ise d’ye a ile b’nin bir ortak bdleni denir.

(ii) d, a ile b’nin bir pozitif ortak boéleni olsun. Eger a ile b’nin her ¢ ortak bdleni
icin c|d ise d ortak bdlenine, a ile b’nin bir en biiyiik ortak bdleni denir ve

d=(a,b) ile gosterilir.

Simdi ard arda asagidaki kalanli bolmeleri yapalim:

a =qb+tr ve 0<r<b
b =q,r+r ve 0<r, <t
, =q,L, tr ve 0<r <r,
L = Qealy Ty Ve 0<r1,, <t

L =L T0

Islem bu sekilde kalan 0 oluncaya kadar devam ettirilir. Kalanlarin gittikge

kii¢iildligiine, b>1 >1, >... olduguna dikkat edilirse, sonlu adimdan sonra 0

kalaninin bulunacag asikardir.

Teorem 1.1.1.(Euclid Algoritmasi) Yukarida ard arda yapilan kalanli bdlmeler

arasinda sifirdan farkli en son kalan a ile b’nin en biiylik ortak bdlenidir; yani

1., =(a,b) dir.

Onerme 1.1.3. a ve b tamsayilar, b# 0 ve bdlme algoritmasi



.a . .
ise Y ifadesi,

seklinde yazilabilir.




BOLUM 2. SUREKLI KESIiRLER

2.1. Sonlu Siirekli Kesirler

Tanim 2.1.1. a,, a,, a,, . . ., a, reel sayilar ve a, hari¢ hepsi pozitif olsun.

seklindeki bir ifadeye, sonlu siirekli kesir denir. a,, a , a,, ..., a, reel sayilarina
strekli kesirlerin kismi boliimleri denir. a,, a,, a,, ..., a, reel sayilarmin hepsi
tamsayi ise, stirekli kesre basit siirekli kesir denir. Siirekli kesirleri biitiiniiyle yazmak
uzun oldugundan, [ao;al,az,...,an] gosterimi kullanilir. Bu boliimde sadece basit
stirekli kesirlere yer verileceginden; “siirekli kesir” denince pozitif ve basit olanlar

kastedilecektir.

Sonlu siirekli kesir tanim1 asagidaki bigimde de ifade edilebilir:

[a,] =2,

1
[ao;al]: ) +a_1

[a,;a,, .. ..a,]=|aga,, ... B8 (n>2)



Euclid Algoritmasimni1 kullanarak, rasyonel sayilar stirekli kesirler olarak ifade

edilebilir. Ornegin Euclid Algoritmasi kullanilarak;

187=3.57+16
57=3.16+9
16=1.9+7
9=1.7+2
7=32+1

2=2.1

elde edilir. Bu denklemlerin her iki yani kendi bolenine boliiniirse,

187
57

57

— =3+

16

16 1

34— =3+

57 57
16
9 1
—_— +_
6 16
9

elde edilir. Bu denklemler birlestirilirse, asagidaki ifade bulunur:

187 _

57

1

57/16




Bu denklemler sonucunda elde edilen ifade % ‘nin siirekli kesir agilimidir.

Simdi her sonlu siirekli kesrin bir rasyonel say1 ifade edece§i, daha sonra her

rasyonel sayinin sonlu bir siirekli kesir olarak ifade edilebilecegi gosterilecektir.

Teorem 2.1.1. Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 gésterir[l] .

Ispat: Matematiksel tiimevarimi kullanarak teoremi ispatlayacagiz.

- 1 aja +1
n =1 igin, [ao;a1]=a0+a—= —
1

rasyonel sayidir.

a

Simdi, a, hari¢ hepsi pozitif olan a,,a,,...,a, tamsayilar1 ve k pozitif tamsayisi i¢in

[a,.4,,4,,...,a, | siirekli kesrinin bir rasyonel say1 oldugu kabul edilsin.

a,, a,, ... , a,,, pozitif olmak tlizere a,, a,, ..., a,,, sayilar1 tamsay1 olsun.

[a;;a,, . .. ,a,,a,, ] basit siirekli kesri tiimevarim hipotezine gére rasyonel sayidir.

O halde, s # 0 olmak iizere, [al;az, C ,akﬂ] =I olacak sekilde r ve s tamsayilari
S

vardir. O zaman,

) _ 1 _ 1 ar+s
[ag:a), - - - a8, ] =a,+— =3yt =
[a;a,, ... ,a.,] /s r




yine bir rasyonel sayidir.

Simdi Euclid Algoritmasini kullanarak her rasyonel sayimin bir sonlu siirekli kesir

olarak yazilabilecegi gosterilecektir.

Teorem 2.1.2. Her rasyonel sayi, bir sonlu basit siirekli kesir olarak ifade edilebilir.

Ispat: b>0 olmak iizere a ve b tamsayilar, x :% olsun. r, =a ve r, =b alalim.

Euclid Algoritmasi ile x’in siirekli kesirlere agilimi kolayca bulunabilir.

L, =5q, Tr, 0<r, <,

L =154, tr 0<r <,

L, =r5q,tr, 0<r <m,
L3 =150, T, 0<r,, <t,.,,
L, =r,q,, T, 0<r, <r,_,
Lo = L,

Bu denklemlerde q,, q;, ... ,q, sayilar pozitif tamsayilardir. Bu denklemler kesir

formunda yazilirsa,

a_ 1, L, 1

E———QDL— _ql+7
L 1 L/T,
L_ L 1
——Qz+——%+7
r2 I.2 r2r3
r r 1
2 4 __
——CI3+_—(]3+T
L L L/T,




elde edilir. ikinci denklemdeki r,/r, *nin degeri birinci denklemde yerine yazilirsa,

Seq @.h

elde edilir. Benzer sekilde iigiincii denklemdeki r,/r,’iin degeri (2.1)’de yerine

yazilirsa,

elde edilir.

Boylece % sayisinin [q,3q,,...,q, | bigiminde bir siirekli kesre agilimi elde edilmis

olur. Bu da her rasyonel saymin bir sonlu siirekli kesir olarak yazilabilecegini

gosterir. Gergekten q,’ler Euclid Algoritmasindaki pes pese bdlmelerdeki birer

boliimdiirler. Burada q, bir tamsay1 ve q,, ..., q, ’ler pozitif tamsayilardir.

Bir rasyonel sayinin siirekli kesirlere agilimu tek tiirlii degildir. Eger a_ >1 ise,



a,=(a, -1)+1=(a, —1)+%
esitliginden
[a,:a,, .. ..a,]=[a,a,, ... ,a,-L1]
elde edilir. Ayrica, a_ =1 ise o zaman
an_l+L=an l+1:an 1
a, 1
dir ve boylece
[ag:a,, .. ..a,.a,]=[aza,, ....a,,,8, 1]

elde edilir.
Onerme 2.1.1. Sonlu bir siirekli kesir rasyonel sayidir. Tersine her rasyonel saymin
tam iki tiirlii siirekli kesirlere ag¢ilimi vardir. Bu agilimlardan birinin uzunlugu cift,

digerinin uzunlugu tektir [2] .

Onerme 2.1.2. 1<k <n olmak iizere,

(i) [aga,, - . . ha,]=[aga, . . e [aga.,, - .. .8,]]
.. 1
; .. =a, t———
(i) a2 ] =2, [a; ... .a,]
dir.

Ispat: Formiiller, siirekli kesirlerin tanimindan kolayca gériilebilir. (1) ‘nin ispat1 i¢in

en igteki [ak;akﬂ, Ce ,an] stirekli kesrinde, terim sayist ilizerine tlimevarim
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uygulansin. Eger m=1 ise, yani k =n, o zaman [an] =a, dir. Esitlik agikardir,

ispata gerek yoktur. Eger m =2 ise, o zaman

1 N s 1pis . L
[an_l;an]Zan_lJra— ve (i) ozelligi [a,;a,, ... ,a,] siirekli kesrinin yinelenen

n

tanimi ile uygunluk gosterir.

Simdi (i) Ozelliginin, en igteki siirekli kesrin m terime sahip oldugunu ve
timevarimla 6zdesligin dogru oldugu kabul edilsin. Simdi de [a;a,, ... ,a,]

m+1 terime sahip olsun. Iki kez tiimevarim hipotezi ve m=2 halinde de bir kez

tiimevarim uygulanirsa,

[agsa, .. ..a,]=[asa, .. ..a.a.[a.; ... .a,]]
:[ao;al, AN T ,an]]]
=[a0;a1, PN N [ TR P ,an]].

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

(ii) hali, (i) nin 6zel bir durumudur. k =1 alinarak elde edilebilir.

[agia, .. ..a,]=[aga, .. ..a [asa., . ..., ]]

k=1 alinirsa,

bulunur.



11

Ornek 2.1.1.

2, . S . .
32 ‘nin siirekli kesir acilimini Euclid Algoritmasi yardimiyla,

32=1.17+15

17=1.15+2
15=7.2+1
2= 2.1

oldugundan kismi boliimler 1, 1, 7, 2’dir. Su halde 32/17=[1;1,7,2]=[l;l,7,l,l]

olarak bulunur.

-124 S
sayisinin siirekli kesir agilima,

Ornek 2.1.2.
—124 16 1 1
—=A4+—=A4+—=-4+
35 35 33 i

16 16
=4+ ! =4+ 11
2+-— 24+ ——
16 541
3
=[—4;2,5,2,1]
olur.

Ornek 2.1.3. % =[0;1,1,1,3]=[0;1,1,1,2,1] dir.

Teorem 2.1.3. a, harig hepsi pozitif olan, (a, )f:o bir sonlu (N € N) veya sonsuz

(N =oo) reel sayilar dizisi olsun. k=0, 1, 2, . . . olmak {izere,

Po = 3y g =1

p, =a,a, +1 5 =4,
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Py =P TP 3, =9 T, (2.2)

olarak tanimlansin.

ise bu takdirde C, = 2 *dir.
qx

Ispat: Matematiksel tiimevarimi kullanarak ispatlayalim:

olur; yani k=0 ve k=1 i¢in teorem dogrudur. Simdi 2 <k <N olan pozitif k

tamsayisi i¢in teoremin dogru oldugu kabul edilsin. Yani,

N _ P _ P TP
Ck —[ao,al, cee ,ak]————

(2.3)
Qe 39 T,

olsun. p; ve q;’lerin tammmndan dolayt p,, p,,, q,, reel sayilarinn,

a,, a,, ... ,a,_, kismi boliimlerine bagl oldugu gériiliir. Yani C,,’i elde etmek i¢in

(2.3) > teki a, reel sayisinin yerine a, +L yazilabilir.

A
Cp.i=[aga, - La .8, ] = [ao;ala e =[ak;ak+1]]
p— . 1
=laga;, ..., t—

A
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1
{ak + ]pkl P

akﬂ

1
at— | 79,
Ay

_ A (akpk—l P ) Pl
Ay (aqu—l Q. ) Q5

_ 4Py TP
a9 Ty

_ Py

Ay
elde edilir ki, boylece k+1 i¢in de (2.3) iin dogru oldugu goriiliir.

Tammm 2.1.2. k, n’ye esit ya da n’den kiiclik negatif olmayan bir tamsay1 olmak

iizere [a,;a,,a,, ...,a, ] siirekli kesrine [a;a,, ... ,a,] sirekli kesrinin k’ninci

> n

yaklasimi denir. k’ninci yaklasim C, ile gésterilir[3].

Teorem 2.1.3’{ nasil kullanilabilecegi asagidaki 6rnekle agiklanabilir:

Ornek 2.1.4. %=[3;3,1,1,3,2] siirekli kesrinde, j=0,1,2,3,4,5 icin, p, ve q;

dizileri,

Py =3 q, =1

p, =a,a, +1=33+1=10 q,=a, =3

p, =a,p,tp, =1.10+3=13 q, =a,q, +q,=1.3+1=4

p; =a,;p, +p, =1.13+10=23 q; =a,q,+q,=14+3=7

ps =a,p; tp, =3.23+14=82 q,= a,q,tq,=3.7+4=25
ps =a,p, +p, =2.82+23=187 qs,=a.,q,+q;=2.25+7=57

bigiminde olup, siirekli kesrin yaklagimlari;
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Co =po/q, =3/1
C,=p/q,=10/3
C, =p,/q, =13/4
C, =p,/q, =23/7
C,=p,/q, =82/25
C, =ps/q, =187/57

olarak bulunur.

Bir siirekli kesir yaklagiminin bir bagka 6nemli 6zeligi asagidaki teoremle verilir.

Teorem 2.1.4. (an )nN:O (Ne N) bir dizi, a, hari¢ a, ’ler (2.2) denklemlerindeki gibi

olsun. Bu takdirde,

Pl — Pt =(-1)7
dir.
Ispat: Teoremin ispat1 icin matematiksel tiimevarimi kullanacagiz.
k =1 i¢in, p,q, -p,d, =(a,a, +1).1-a,a, =1

oldugundan esitligin dogrulugu goriiliir. Teoremin k tamsayist i¢in dogru oldugu

kabul edilsin; yani 1 <k < N olmak iizere,
k-1
Pidi- =P = (_1)
olsun.

Pinldx —P9kn = (ak+1pk TP )qk — Pk (ak+lqk +qk—1)

= P9k —Pilya = _(_l)k_l - (_l)k
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elde edilir ki, boylece k +1 i¢in de teoremin dogrulugu gosterilmis olur. Dolayisiyla

ispat tiimevarimla tamamlanmis olur.

Ornek 2.1.5. [1;3,6,1 1] stirekli kesri i¢in,

Pod, — P9, =1.3-4.1=-1
P9, —p,q, =4.19-253=1

P,q; —Psq, =25.212-279.19=-1

olur.

Sonug 2.1.1. Teorem 2.1.3’te tanimlanan p, ve q, tamsayilari aralarinda asaldir.

Ispat:d=(p,,q,) olsun. Teorem 2.1.4 yardmyla p.q, ,—p,.q, = (—l)k_1

yazilabilir. d=(pk,qk) ise d|p, , d|q, olur. Dolayisiyla, d|p,q, , ve d|q,p,,

olup d|p.q,,—9q.P., Ve bdylece d|(—1)k_1 elde edilir. Bu ise d=1 olmasim

gerektirir.

Sonug¢ 2.1.2. C, =p,/q, ise k>1 i¢in,

dir.



Ispat: Teorem 2.1.4 yardimiyla p,q,_, —p,_q, = (—l)k_1 yazilabilir. Her iki taraf

q,9,, e boliniirse, birinci esitlik elde edilir. Yani,

dir. ikinci esitligi elde etmek igin,

_ P Py _ P9y —Piq
Ck_ckz__k_ k=2 — Pi9k—2 =Pk
9 k- 9y

yazilirsa,

Py = 3Py TP

Qi = 34 TGy

esitlikleri yardimiyla,

Pi9y2 = Pioli = (akpk-l +pk—2) Qx-2 = Py (aqu-1 +qk—2)
ay (pk—lqk—z _pk—zqk-l)

=a, (-1)7 =a,(-1)"

bulunur. Teorem 2.1.4 yardimiyla p, ,q,_, — Py, = (—l)k_2 yazilabilir. Oyleyse,

A9y -2

bulunur ki béylece dnermenin ikinci esitligi elde edilmis olur.

16
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Onerme 2.1.3. p, ve q, degerleri Teorem 2.1.3’te tanimlandig1 gibi ise, k > 2

olmak iizere q,, <q, dir[2].

Ispat: Tiimevarim yardimiyla, k =2 igin, q, =1=a, ve q, =a,q, +q, =a,.1+1>1
=q, dir. k=m i¢in ifadenin (2 < m < N) dogru oldugunu kabul edip, k+1 i¢in de

ifadenin dogru olacagi,
qu = aerlqm +qm—l > aqum 2 1qm = qm

esitsizliklerinden goriiliir (a, harig a, lerin hepsi pozitif oldugundan a_,, >1dir).

Teorem 2.1.5. (an)lio (NeNveyaN=o) dizisi verilsin. p, ve q, (2.2)

denklemlerindeki gibi tanimlansin. Bu durumda, k >0 i¢in q, >k ’dir[l] :

Ispat: k=0 ise q, =q, =1> 0=k oldugundan, iddia k = 0 i¢in dogrudur. k =1

ise q, =a, 21’dir. k i¢in iddia dogru, yani q, >k olsun. q,,, > q, >k oldugundan,
Q. 2k+1

elde edilir. Su halde iddia k+1 i¢in de dogrudur. Tiimevarim ilkesine gore her k > 0

icin q, >k elde edilir.

Teorem 2.1.6. a, harig hepsi pozitif (a, )f: , dizisi verilsin ( N sonlu veya sonsuz ).

C,=[apa,, ... ,ak]zp—k olsun. Bu durumda;
dy

a) C,<C,<C,<...<C, <...

b) C,>C,>C,>...>C, . >. ..

0)C,,, > Cy

dir.

Ispat: a) Teorem 2.1.4%{in yardimyla,
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Cinn—C, = (Ck+2 _Ck+1)+(ck+l _Ck)

— [pk+2 _ pk+1 ]_‘_(pkﬂ _p_kj
Q2 Yin Qi+ i
K+ k
G )]

Qeo9Qsr Y

_ (_l)k (qk+2 _qk)
Qi1 9i+2

bulunur. g, ’ler her i>0 i¢in pozitif ve Teorem 2.1.4 yardimiyla q,,, —q, >0 olup
C,,, —C, nin isareti (—1)k ‘nin isareti ile ayn1 olur. Bu durumda, eger k= 2j gibi bir

cift say1 ise, C,;,, > C,; bulunur. Boylece,
C,<C,<(C,<..
yazilabilir.

Benzer sekilde, k=2j—1 gibi bir tek say1 ise, bu durumda C,;,, <C,;, bulunur.

Boylece,
C,>C,>C,>...
yazilabilir.

Her C,, ,’in her C,, ’den daha biiyiik oldugu p,q, , —p,,q, =(~1)" denkleminde,

esitligin her iki tarafi q,q, , ile béliinerek,

bulunur.
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k =2jalinirsa, (—I)ij1 <0 olacagindan C, <C, ; elde edilir. Yani bu C,; <C,;,

demektir. Buradan,
CZS < C2s+2r < C2s+2r—l < CZr—l
olup istenen esitsizlikler elde edilir.

Ornek 2.1.6. [2;3,1,1, 2, 4] sonlu stirekli kesrinde,

C, 2/1=2

C = 7/3=23333..
C,= 9/4=225
C,= 16/7=2.2857...
C

C

w

41/18=2.2777...
s =180/79=2.2784...

N

yaklagimlarindan

C,= 2<C,= 225<C,=2.27717...
<(C,=22784.. <C,= 2.2857.. <C,= 2.3333...

oldugu goriiliir.

Onerme 2.1.4. Eger C, =p,/q,, [a,:a,, . . . ,a,] siirekli kesrinin k’ninci yaklagim

ve a, >0 ise,

%:[ak;ak_l, <. >al’aO]
i [ak;akfl, cee aazaal]

Qi
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dir[4].

Ispat: p, =a,p, , +p,, ve q, =a,q,, +q,_, denklemlerinden

_ . P _ Py
Py =P TPy 5 =a, T——
| Py
_ . P Py_3
P = Py TP 5 =a,,*
P> | S
— P Py-4
Pi2 T 5Pk 3 TPy g 5 =a,,+t
| |
p1:a0a1—|—1 ; &:az—i—&
b, b,
_ _ 4y
Po =y =a,+t
aa, +1
_ 1
= a2 —+ 1
a,+t—
a,

ise bu denklemlerden

P =ak+pk‘2=ak+ ! =a, + !
Py Py Py a.  + 1
k-1
Pis Pia



1
P. _ a, +
| a +
+
1
a,+
a,t—
a4
ve boylece
Pe _r. .
E=lagsa, ...,a,3,]
Py
bulunur.
_ L .
Qe =3, 9 T 5 =a t——
(¢ ¢ P
_ A P i3
Qi = A Qin T k5 5 =a,t
k-2 )
_ L 2
Qi = 053 Ty 5 =a,, T
S L4 P
_ .9, _aa tl
q =9 s T
q; a
a
N 1

ise bu denklemlerden,

21
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G _, 4 Do —a + 1
K K
S P S P 9y
S P
+
Y
q;
9e _ o _ 1
=a, t =a, t
S P S P Yt
i
+
1
ta, +—,
a
ve boylece
e _71., .
E=lagsa,, ...,a,,a]
Qi
bulunur.

2.2. Sonsuz Siirekli Kesirler

Pozitif a, a,, ... tamsayilarinin sonsuz bir dizi olusturdugu kabul edilsin.

“la,:a,, .. .| sonsuz siirekli kesrini nasil tanimlayabiliriz? ” sorusunun yanit1 icin
0°%1>°

analiz bilgilerini hatirlayalim.
Asagidaki teorem, sonsuz bir dizinin iki 6zel durumda ayn1 limite gittigini gosterir.

Teorem 2.2.1.

a) (xn) monoton artan ve tistten sinirl ise limx_ vardir.

b) (xn) monoton azalan ve alttan sinirli ise limx_ vardir.
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¢) (x,) birdizi ve limx,, =limx, ,, =« ise limx, vardir ve limx = ¢ ’dir.

Ayrica eger (X, ) ’ler monoton artan, yani x, <x, <...<x, <...velimx, =x ise
her neN igin x, <x’tir. Yine (x, ) monoton azalan, yani x, >x, >...>x, >...

ve limx, =x ise her neN i¢in x <x_’dir.

Tanim 2.2.1. (an ):: , dizisi a, hari¢ diger bitiin terimleri pozitif olan reel sayilarin

. o e . L PO . . . .
bir dizisi olsun. ([ao;al, Ce ,an]) , dizisine sonsuz stirekli kesir denir ve bu
ne

[a,;a,,a,, . . .] bigiminde gosterilir. Eger liln[ao;al, ... ,a,] degeri varsa, o zaman
n—o

sonsuz siirekli kesre yakinsaktir denir ve bu durumda limit [ao;al,az, .. ] ile de

gosterilir.

Bir sonsuz siirekli kesrin yakinsakligini1 tanimlamak i¢in, n nin artan degerleri i¢in

[ao;al, . ,an] sonlu siirekli kesirleri gbéz Oniine alinir. [ao;al, ...,a ] sonlu

> n

siirekli kesrinin degerinin hesaplanmis oldugunu ve [a,a,, ... ,a a,,] sonlu

> n+l

siirekli kesrinin degerini tekrar hesaplamadan bulmak isteyelim. Onerme 2.1.2 ’deki

(ii) formilii [ag;a,, ... ,a,,a,, | ifadesini a, ve[a;; ... ,a ,a,,,]| siirekli kesrine
bagli olarak tanimladigindan ve [ao;al, c ,an] ve a_,, cinsinden yazilamadigindan
daha sonra kullamlmayacaktir. [a;a,, ... ,a,] siirekli kesrini hesaplamak igin

asagidaki gibi kolay bir yol vardir:
Tanim 2.2.2. a, hari¢ hepsi pozitif olan (an )::O reel sayilar dizisi ele alinsin.

Py =2y qp =1

p, =a,a, +1 q, =a,

Nfz dizileri daha 6nceden tanimlandig1 gibi, n > 2 i¢in

n=

olsun ve (pn )112 ve (qn)
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pn = anpn-l +pn-2 ’ qn = anqn-l +qn-2

biciminde tanimlansin. V n>0 igin, (pn,qn) ikilisi p,/q, bi¢ciminde yazilirsa,

n

p,/q, bolimine (a, )::O dizisinin n’ninci yaklagim denir ve B degeri C, ile
s

gosterilir.

Asagidaki teoremde ifade edildigi gibi sonsuz siirekli kesirler, sonlu stirekli kesirlerin

limitleri olarak tanimlanabilir.

Teorem 2.2.2. Her k>1 i¢in, a, >0 olmak iizere, a,, a tamsayilar dizisi

.
verildiginde, C, =[a,:a,, ... ,a,] ise bu durumda C, yaklagimlari bir o limitine
gider yani,

IimC, =a

k—o0

dir.

Teorem 2.2.2’°nin ispatt i¢in, ¢ift indisli yaklagimlara sahip sonsuz dizinin artan ve
iist sinira sahip oldugunu ve tek indisli yaklagimlara sahip sonsuz dizinin azalan ve
alt smira sahip oldugu gosterilecektir. Daha sonra Teorem 2.2.1 ile var oldugu

garanti edilen iki dizinin limitlerinin aslinda esit oldugu gosterilecektir.
Ispat: m bir ¢ift pozitif tamsay1 olsun. Teorem 2.1.6 geregi,

C,>C,>C,>..>C, >C

2n+l

C,<C,<C,<..<C, ,<C, <..

ve her pozitif k tamsayisi i¢in, C,; <C,, ., oldugu gorilir. Her iki C, >C, >C; > ...

ve C,<C, <C, <... dizileri i¢in Teorem 2.2.1’in hipotezinin saglandig1 goriiliir.
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Boylece C, > C, > C, > ... dizisi bir o, limitine gider ve C, <C, <C, <... dizisi bir

o, limitine gider, yani limC, , =a, ve imC,, = a, dir.
n—o n—oo
Bizim amacimiz o, vea, limitlerinin esit oldugunu gostermektir. Teorem 2.1.1

geregi,

q2n+1 q2n q2n+lq2n q2n+lq2n
elde edilir.
Her k pozitif tamsayist i¢in, q, >k oldugu i¢in

1 1
<

q2n+1q2n (2H+1)(2n)

yazilabilir. Dolayisiyla

1
q2n+1q2n

C

o+l C2n =

dizisinin limiti sifirdir; yani,

lim (C,,.,—C,,)=0

dir. Boylece C,>C,>C,>... ve C,<C,<C, <... dizileri aym limite sahiptir;
¢linkii
lim (C

O IIILH; Cona — }g{cl €, =0
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dir. Bu nedenle a,=a,’dir. Teorem 2.2.1°den dolayr 1imC, vardir ve

limC, =o = a, = a, dir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Tanmm 2.2.3. a, hari¢ hepsi pozitif tamsay1 olmak lizere ( a,, sifir veya negatif
tamsay1 olabilir) a,, a,, a,, ... sonsuz tamsay1 dizisi verildiginde, yine (2.2)

denklemleri ile {p,}ve {q,} dizileri tammlansin. C, =[a,;a ,a,, ... ,a,] diyelim

C, ’ye k’ninci yaklagim denir. C,, k+1 terimli bir sonlu siirekli kesir, su halde bir
rasyonel say1 ve C, =p,/q, ’dir. [a,;a,,a,, . . .] siirekli kesrine sonsuz basit sirekli
kesir denir. [ag;a,,a,,...] kesrinin degeri llim[ao;al,az, ...,a,] olarak

tanimlanir. Bu limit lim C, seklinde de ifade edilebilir.

Tanmm 2.2.4. a, hari¢ hepsi pozitif tamsayilar olan bir a,, a,, a,, ... tamsayilar

dizisi, C, =[a,;a,, . .. ,a, | olmak iizere, degeri

[a,:a,, ... .a,,...]=limC,
k—o

olan bir sonsuz siirekli kesir tanimlar. C, ’lere sonsuz siirekli kesrin k’ninci

yaklagimi ve a, ’lere de kismi béliimler denir[1].

Teorem 2.2.3. a, tamsayist harig, a,, a,, a pozitif tamsayilar olsun. Bu

0° 12 2 e

durumda [a,;a,,a,, . . .| sonsuz siirekli kesri irrasyoneldir.

Ispat:o.=[ag;a,a,,...] ve C,=p/q, =[aza,.a,,...,a] o’nn Kk’ninci
yaklasimi olsun. n bir pozitif tamsay1 oldugu zaman Teorem 2.2.2,C, <a<C, .,

oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

0<a- C2n <C2n+l 'Cz

n



dir. Bununla beraber Sonug 2.1.2°’den C,,,, —C,, = oldugu biliniyor.
q2n+lq2n
Dolayisiyla,
O<oc—C2n=a—pﬁ< 1
q2n q2n+1q2n
oldugundan,
0 < (X(12n __I)2n < 1
(lzn (12n+l(12n
ve boylece
1
0 <:(X'an __I)2n <—
2n+l
bulunur.
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a.’nin rasyonel oldugunu varsayalim. Oyleyse o = a (a ve b tamsayilar, b # 0) dir.

Buradan,

yazilabilir. Bu esitsizlik b ile ¢arpilirsa,

0 < ann _bp2n < L

2n+l1

oldugu goriiliir.
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Dikkat edilirse, her pozitif n tamsayis1 i¢in aq, —bp,, bir tamsayidir. Bununla
beraber q,,., >2n+1 oldugundan, 2n,+1>b olan n, tamsayis1 igin
Qo > 20, T1> b ’dir. Dolayisiyla,

b<1

0< aq,,, — bpznn <

2n,+1

dir. Bu ise aq,, —bp,, 'nin bir tamsay1 olmastyla celisir.

Boylece, her sonsuz siirekli kesrin bir irrasyonel say1 ifade ettigi gosterilmis oldu.
Simdi, her irrasyonel saymnin bir sonsuz siirekli kesirle tek tirlii olarak

gosterilebilecegi goriilecektir.

Teorem 2.24. o= o, bir irrasyonel sayr ve a,, a, a,, .. asagidaki gibi

tanimlansin:

a, =[a.], o, T —a (k=0,1,2,..)
k k

Bu durumda,

o= [a,a,.a,,...]

dir[l] .

Ispat: a, tamsayilarimin tekrarlamali tanimindan, her k igin a, *nin bir tamsay1

oldugu goriiliir. Ayrica matematiksel tiimevarimi kullanarak her negatif olmayan k

tamsayis1 i¢in o, ‘nin irrasyonel oldugu ve bir sonug olarak a,,,’in var oldugu

gosterilebilir.
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k>0 1¢in o, bir irrasyonel sayidir. Ger¢ekten k=0 icin o, =

irrasyonel sayidir. Clinkii o, —a, bir irrasyonel sayidir.

o, 'nin bir irrasyonel sayr oldugu varsayilsin. a,, ’in irrasyonel oldugu

gosterilecektir; ¢linkii

1
(x‘k+1
oy — 3y
iliskisi vardir.
1
o, =a,+t— (2.4)
(x‘kﬂ

ve a,,, rasyonelse, o, rasyonel olacaktir. Dolayisiyla bir ¢eliski olur.

Simdi o, irrasyonel ve a, bir tamsay1 olacagindan o, #a, ve

ak<ak<ak+1

dir. Boylece,

0<a,—a, <l

dir. Dolayisiyla,

%y = oy —ay)>1

ve sonug olarak, k =0, 1, 2, ... i¢in

Qg = [[(x‘kﬂ]] 21
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elde edilir; yani tim a,, a,, ... pozitif tamsayilardir.

(2.4)’1 kullanarak, timevarimla o =[a,;a,,a,, . . . ,a,,0,,, | oldugu gosterilebilir.
k=0 ise a=[0;a,] dir.

k —1 i¢in ifade dogru yani; a =[a,;a,,a,,...,a,_,,0, | olsun. Dolayisiyla

a=[aga,a,, ...,a,_,0]

1
={a0;a1,az, T - B
k+1

=la,a,,a,,...,a,_,[a,;0,,]]

= [ao;al,az,...,akfl,ak,ockﬂ]

dir.
lim[ao;al, ...,a,0,,]=a oldugu gosterilmelidir. Teorem 2.1.3 yardimiyla

[ao;al, .. ] ‘nin | ’ninci yaklagimi C; =p,/q; olmak iizere,

o . P TP
— . — k+1Ek k-1
a=[aga.a,, ... ,ak,ockﬂ]——Jr
Oy T

oldugu goriiliir. Boylece,

a-C. = OGPy TPy P
O d Ty A

_ _(pqu—l _pk—lqk)
(a’kﬂqk Ty )qk

) _(_1)1“1

(ak+1qk T4y, ) k




31

(1) ,
= (g Fa)a (Teorem 2.1.4’ten)
k+1M1k k-1 k

elde edilir.
O T iy = By T = Ay
oldugundan,
-, [<—
P
bulunur.

q, =2k oldugundan I{im |a-C, |=0°dir; yani I{im C, =oa ya da bagka bir ifadeyle

[a,;a,,a,, . . .] sonsuz siirekli kesrinin degeri o dur.

Teorem 2.2.5. a, hari¢, a,’ler pozitif olmak iizere, [a,;a,a,, ...] bir sonsuz

stirekli kesir olsun. k, bir pozitif tamsay1 ve
Oy :[ak;ak+l’ak+2? .- ]
olsun. O zaman,
[a,;a,.a,, .. ]=[aga, ... ,a 0]
dir.

Ispat: a=[ag;a,a,, .. .]=lim[a,a,, ... ,a,] olsun.

n—>owo
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esitliginden,
a=a,+1/a, =[aa,] (o, =[a;a,,..])

elde edilir(a, >a, >0). Bdylece k=1 i¢in teorem dogru olur. Ozel olarak, her k
icin o, =[ak;(xk+l] esitligi vardir. Simdi, k>1 i¢in teoremin saglandigi kabul

edilsin. O zaman,

a=[aga, ....a .0 ]=[aza, ... .a..[a:0,]]

=[aya,, ... ,a,,a,,0,,] (Onerme 2.1.2’den)

yazilabilir. Boylece k +1 i¢in de teoremin dogrulugu gdsterilmis olur.

Onerme 2.2.1. a,, b, tamsayilar, a,, a,, ..., a, pozitif tamsayilar ve x2>1, y=>1

olan iki reel say1 olsun. O zaman,

(i) b, =[a,;x] ise x =1 ve a, =b, -1’dir.
(i) a, # b, ise [a,;x]#[b,;y] dir.

(iii) [a,;a,, - . . .a,,x]=[aga, . ..,a,,y] ise x =y dir.
Ispat: (i) Kabul edelim ki b, =[a,;x] ve x>1 olsun. O halde,
a, <[a,x]=b,=a,+1/x <a,+1

celiskisi elde edilir; ¢iinkii b, bir tamsayidir. Boylece x =1 ve b, =a,+1 elde

edilir.



33

(ii) Kabul edelim ki a, <b, olsun. O halde,
[a,;x]=a,+1/x<a,+1<b, <[b,;y]
elde edilir.

(iii) Eger [a,;x]=[a,;y] ise kesinlikle x =y’ dir. Bdylece n=0 durumunda
iddianin  dogrulugu goériiliir. Simdi  iddianin n-1 i¢in dogru oldugu ve
[ao;al, . ,an,X]Z[aO;al, . ,an,y] oldugu kabul edilsin.

[ag:a,, ... .a,,x]=|aya, ... .a,,.[a,:x]] ve diger siirekli kesir benzer sekilde

kisaltilabildiginden [a,;x]=[a,;y] sonucu ortaya gikar ve bdylece x =y elde edilir.

Asagidaki teoremle, sonsuz siirekli kesri temsil eden irrasyonel sayinin tek oldugu

kanitlanacaktir.

Teorem 2.2.6. Eger [a,;a,a,, .. .| ve [by;b,,b,, .. .| sonsuz siirekli kesirleri ayni

irrasyonel say1y1 gosterirse, her k >0 tamsayis1 i¢in a, =b, ’dir[l].

ispat: [ao;al,az, .. .]Z[bo;bl,bz, .. ] olsun. Onerme 2.2.1 den,

elde edilir.

a, #b, olan bir k>1 tamsayis1 mevcut olsun. k’yi bu sart1 saglayan sayilarin en

kiiciigli olarak alalim. Dolayistyla a, =b,,a, =b,,. . .,a, , =b,_, dir.

o, =[ag;a, ..

By :[bk;kaa .. ]



[ag:a,, . . ..a,a,, .. .|=[byb,, ...

Ve

[ag;a,, . . . ,a,,0,]=[bsb,, ...

oldugundan 6nceki 6nermeye gore

o, =[a;ag, .. ]=[bsbe, -

ve boylece

[ak;ak+J::[bk;BkH]

yani,

a, =b,

bulunur. Buise a, #b, olmasiyla gelisir.

b,,b

s Yk

’bk49Bk]

~]=Bk

k+1> *

]
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Bir reel saymin basit siirekli kesir acilimini bulmak i¢in Teorem 2.2.4°te verilen

algoritma kullanilir. Bu islem asagidaki 6rnekle gosterilsin:

Ornek 2.2.1. \/2 nin siirekli kesir agitlhimini bulalm. o = o, = V2 olsun.

AT 1 N2+
aO_»\/E]]_la OLI_\/E—I_ _1 _\/5_’_1’

a =|V2+1]=2, o, ! L /24,

2 +1-2 -1

a,=[vV2+1]=2, ! L _ 41,

T 241-2 2-1



a, =2,
Boylece,
dir.

V2=[1;2,2,2, .. ]
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V2 nin basit siirekli kesri periyodiktir. Periyodik siirekli kesirler bir sonraki

boliimde gosterilecektir.

Ornek 2.2.2. +/3 iin siirekli kesir actlimini bulalim.

o=0,= 3 olsun.
a, = —\/5]]:1,
N

2

=[3+1] =2,
it

2

@ eger n tekse
(X/ =

3+l eger n ¢iftse

Boylece,

dir.

1 :\/§+1:\@+1

o, = :
31 31 2

12 2(\B+1):\/§+1

a = =
? o, -a, 3.1 3-1

MR S N34 A3
a,-a, 3-1 3-1 2

a, = L =a
4 o, -a, \/g_l 27

aq = 1 eger n tekse
n 2 eger n giftse

V3=[1,2,1,2, .. ]

Bu sonsuz stirekli kesrin birkag yaklasimai ise,

.,
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1727 PRI AT T RS |
34 11 15 41 56

dir.

Bir irrasyonel sayinin sonlu siirekli kesrinin o ’ya yaklasimlari iyi yaklasimlardir.

Gergekten eger p,/q, bu siirekli kesrin k’ninci yaklasimi ise, Teorem 2.2.4’{in

ispatindan,

|o-p/q, < 1/9,9,

oldugu biliniyor. q, <q,,, oldugundan,

lo—p,/q, [<1/q;

elde edilir.

Teorem 2.2.7. o bir irrasyonel say1 ve j=1,2,...... igin p;/q; o ’nin sonsuz siirekli

kesrinin yaklagimi olsun; r ve s tamsayilar ve s> 0 olsun. Eger k> 0 bir tamsay1 ve

[sa—r|<[qo—p| ise  s>q,,

dir.

Ispat: |sa—r|<|q,a—p, | oldugu kabul edilsin; fakat 1<s<q,., olsun.

P XFTPny=r

2.5
QX Ty =s (23)

denklemi

Pk Pk+
9k Ok

=Py % — 9Py = =1 oldugundan, tamsay1 ¢oziimiine sahiptir.

[k denklemi q, ile, ikinci denklemi p, ile carpip birinciden ikinci ¢ikarilirsa,
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(pk+1qk Pk ) Y =19, -Spy

bulunur.Teorem 2.1.4’ten p,,,q, — Py sy = (—1)k oldugu biliniyor. Buradan,

(-1)'y =ra, -sp,

elde edilir. Esitligin her iki yan1 (—1)k ile garpilirsa,

ve boylece

y=(-1)"(rq, -sp,)

bulunur. Benzer sekilde birinci esitlik q,,, ile ve ikinci esitlik p, ., ile ¢arpilirsa ve

ikinciden birinci ¢ikarilirsa,

(pk+1qk ~ Pk ) X =8Py — Iy

bulunur ve buradan,

X = (_l)k (spkﬂ _qu+1)

elde edilir. x #0 ve y# 0 olduguna dikkat edilmelidir. Eger x =0 ise sp,.,, =1q,,,
olur ki bu durum q,., |sp,,, olmasm gerektirir. (q,,,,p,,,;) =1 oldugundan q,., |s
bulunur. Bu ise q,,, <s demektir. Bu durum kabuliimiizle gelisir. Eger y=0 ise
r=p,x ve s=q,x oldugunu goérmek kolaydir. Ciinkii, p,x+p,.,y=r1
q,Xx+q,,,y=s denklemlerinde y=0 alinirsa r=p,x ve s=q,x olur. Buradan

|sa-r|=| x| q.a-p, [2]q,0—p, | olur. Bu ise hipotez ile ¢elisir.
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Simdi x ve y’nin zt isaretli oldugu gésterilecektir. ilk olarak y <0 oldugu
varsayilsmn (y=#0 1di). q,x=sq,,;y ve y<O0 oldugundan s-—q, ,y>0’dir; yani
q,x>0’dir. q, >0 oldugundan x>0 olur. y>0 ise q,.,y=q,,, >s oldugundan
q,X =5—(,.,y¥ <0 olur. Dolayisiyla x <0 ’dir; yani x ve y zit isaretlidir.

Teorem 2.1.5’ten dolay1 ya p,/q, <o <p,,,/q,,, yada p,,,/q,,, <a <p,/q, dir.

C,, <a<C,, oldugundan o P o esitsizligi  yazilabilir;  buradan
Qi

D ~Pint - pylunur. q,s; > 0 oldugundan q, ,a—p,, <0 elde edilir. Ayn

(¢

sekilde a-2es0 ve q, >0 oldugundan q,o—p, >0 oldugu goriliir. Bu durumda
dy

q,0—p, Ve q,,,00—Pp,,, zit isaretli olur. Dolayistyla (2.5) denklemlerinden,

|sa—r| =| (qu +qk+1Y)a’_(ka +pk+]Y) |

=| X(qka —DPx ) + Y(qkﬂa’ - pk+1) |

elde edilir.

x ile y ve qo-p, ile q,,0—-p,, zit isaretli oldugundan, x(qka—pk) ve

y(qkﬂa —pkﬂ) ’in ayni isarete sahip oldugu goriliir.
|x[>1 oldugundan,

|sa—1r = x| qo—p [T]Y] [q 0 —Pr |

2| x[lqo—=p, | 2[qa—p,]|
bulunur. Bu ise varsayimla celisir.

Varsayimin yanlis oldugu goriildii ve sonug olarak teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Sonug 2.2.1. o bir irrasyonel sayt ve p;/q;, j=1, 2, ... i¢in o ’nin sonsuz siirekli

kesrinin yaklagimi olsun. r ve s (s > O) tamsayilar olmak lizere r/s rasyonel say1 ve

k bir pozitif tamsay1 olsun. Eger

lo—1/s |<|a.—p,/q, |

ise s> q, ’dir.

Ispat: s<q, ve |a—1/s|<|a—p,/q, | oldugu varsayilsin. Bu iki esitsizlik garpilirsa,

sla—r/s|<q, |ou—p,/q,|

bulunur. Boylece,

|sa—r|<[qo—p, |

olur. Teorem 2.2.7’ye gore s > q,,, elde edilir. Bu olamaz.

Ornek 2.2.1. 7 reel sayisinin siirekli kesir agilimi

Tc:[3;7,15,1,29,1,1,1,2,1,3, .. ] ’dir. Bu siirekli kesrin yaklagimlart © ye en
uygun rasyonel yaklagimlardir. Bunlarin ilk besi, 3,22/7,333/106,355/113
ve 103 993/33102 *dir.

Sonug 2.2.1’den 22/7 m’nin en uygun rasyonel yaklagimidir.
Ornek 2.2.2. e reel sayisinin siirekli kesir agilim

e=[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12, . . ]

dir. Bu stirekli kesrin yaklasimlar1 e’ye en uygun rasyonel yaklasimlardir. Bunlarin

ilk besi, 2/1, 3/1, 8/3, 11/4 ve 14/5tir.
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Teorem 2.2.8. o bir irrasyonel sayi, r, s tamsayilar ve s > 0 olsun. Eger,
lo-1/s|< 1/(2s2)
ise /s, o 'nin siirekli kesirlere agilimindaki k’ninci yaklagimindan biridir.

Ispat: Aksi kabul edilsin. o #p,/q,, k=0, 1, 2, ... olsun. Dolayisiyla q, <s <q,.,

olacak bigimde k >0 vardir. Teorem 2.2.7 ‘ye gore,
|qo—p | Ssa—1| =s|a—r/s[<1/(2s)
elde edilir. q, ile bolme yapilirsa,

1
2sq,

‘a_p_k <

qx

olur. |sp, —rq, |21 dir. (sp,—rq, #0 bir tamsayidir; ¢iinkii r/s # p,/q, ’dir.

sp, -1q, =0 ise s|q, ve buradan s<q, olur.)

1 S|Spk_qu|
8qy Sq

IA
o
I3

bulunur.

1 1
— <

sq,  2sq,

+7 esitsizligi 2sq, ile carpilirsa 2s <s+q, esitsizligi elde
s
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edilir ve bu iseq, >s olmasim gerektirir. Bu ise hipotezle ¢elisir.

2.3. Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler

n >N sartim1 saglayan yeterince bilylik her pozitif n tamsayilar1 i¢in a,_ =a_,,
olacak bicimde pozitif N ve k tamsayilar1 varsa [ao;al,az, .. ] sonsuz strekli

kesrine periyodiktir denir.

n>N

[2058,,8,, -« 8y 8y, 8000, - - - 5By B Brars - - <

periyodik sonsuz siirekli kesrini ifade etmek i¢in,

[ao;al,az, Ay Ay, ANg - - ,aN+k_l}

gosterimi kullanilacaktir. Ornegin, [1;2,3,4,5,4,5,4,5, . ..] sonsuz siirekli kesri

[1;2,3,4,_5] ile gosterilir.

Tamm 2.3.1. o irrasyonel say1 ve o sayist katsayilari tamsayilar olan kuadratik bir

polinomun kokii ise, o reel sayisina bir kuadratik irrasyoneldir denir; yani A, B ve C
tamsayilar ve A#0 olmak iizere Aa’+Ba+C=0 ise o’ya kuadratik irrasyonel

say1 denir[l] .

Ornek 2.3.1. o =2++/3 olsun. Oyleyse o irrasyoneldir. Ciinkii o rasyonel olsayd,
a-2=+3 rasyonel olurdu. Bu ise celigkidir. o= 2++/3 ise a? =7+43 bulunur

ve buradan oc2—4a+1=(7+4«/§)—4(2+«/§)+1=0 elde edilir. Boylece o bir

kuadratik irrasyonel olur.
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Bir irrasyonel sayiin sonsuz siirekli kesrinin periyodik olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartin bu saymin bir kuadratik irrasyonel say1 olmas:1 gerektigi gosterilecektir. Once

kuadratik irrasyoneller hakkinda bazi kullanisl sonuglar verilecektir.

Onerme 2.3.1. o reel sayist kuadratik irrasyoneldir < a,b,c tamsayilar, c#0,

b >0 tam kare olmayan bir tamsay1 olmak {izere,
a=(a+vb)ec
dir.

Ispat: Eger o kuadratik irrasyonel ise, o irrasyoneldir ve Aa’+Ba.+C =0 olacak

sekilde A, B, C tamsayilar1 vardir. Aa® +Bo+C =0 oldugundan

_ —B+/B’-4AC

2A

(00

oldugu biliniyor. o bir reel say1 oldugundan B> -4AC>0’dir ve o irrasyonel
oldugundan B’ —-4AC tam kare degildir ve A=#0’dirr. o, ya, a=-B,
b=B*-4AC ve c=2A ya da a=B, b=B*-4AC ve c=-2A almarak

+
a=2 Vo bi¢ciminde yazilabilir.
c

Tersine, eger a, b, ¢ tamsayilar1 i¢in b>0, c#0, b tam kare olmamak iizere
a=(a++/b)c ise, o irrasyoneldir. Ayrica c’o’ -2acoc+(a2 -b)=0 olduguna

dikkat edilirse, a kuadratik irrasyoneldir.

Asagidaki onerme, periyodik siirekli kesirlerin kuadratik irrasyoneller olarak ifade

edilecegini gosterir.
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Onerme 2.3.2. Eger o kuadratik irrasyonel ve r, s, t, u tamsayilar ise,

(ro+s)/(to.+u) yarasyoneldir ya da bir kuadratik irrasyoneldir.

Ispat: Onerme 2.3.1 geregi, a, b, c, tamsayilar, b>0, c#0, b>0 tam kare

olmayan bir tamsay1 olmak iizere,a kuadratik irrasyonel sayisi o = (a+\/g)/c
bi¢imindedir. Buradan,

t(a+\/E)

ro+s _ aJ”/_
+s / +u
t0L+u c

_ (ar+cs) +r\/_
(at+cu)+t\/—

_(ar+cs) +rx/g][(at +cu)- t\/g}
:(at +cu)+t\/g} [(at +cu)-t\/ﬂ
:(ar+cs)(at +cu)—rtb]+|:r(at +Cu)—t(ar+cs)]\/g
(at+cu)’ -t’b

yazilabilir. Bylece Onerme 2.3.1°den Vb’ nin katsay1s1 0 ise (roc +s)/ (toc +u) bir

rasyonel sayidir, degilse bir kuadratik irrasyoneldir.

Tamm 2.3.2. 0L=(a+x/g)/c bir kuadratik irrasyonel olsun. Bu durumda o ’nin

eslenigi o' ile ifade edilir ve a'= (a ~Jb ) /c olarak tanimlanir.

Onerme 2.3.3. o kuadratik irrasyoneli Ao> +Ba+C =0 polinomunun bir kokii

ise o’nin eslenigi a' de bu polinomun diger kokiidiir.

Ispat: Kuadratik formiilden, Aa* + Bou+C = 0 ’1n iki kokiiniin

~B++/B> -4AC

2A
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oldugu goriiliir. Eger o bu kdklerden biri ise o' diger kok olur; ¢iinkii vB* —4AC

nin igareti degiseceginden o ’dan diger kok o' elde edilir.

Asagidaki Onerme, kuadratik irrasyonelleri igeren aritmetik ifadelerin esleniginin

nasil bulunacagini gosterir.

Onerme 2.34. o, = (al +b1JE)/cl ve o, = (a2 +b2x/a)/c2 rasyonel ya da
kuadratik irrasyonel ise,

(i) (o, +a,) =0 +ai)

(if) (ot —0t,) =0y —at,

(iii) (o, ) = ot

(iv) (o/at, ) = o/at,

dir.

Ispat:

o (alerl«/a)/cl - cz(al+blx/a)(az-b2\/a)

o (a2 +b2\/5)/c2 B c, (a2 +b2\/a)(a2 -b2\/5)

_(c,a3,-¢,b,b,d) +(c,a,b, -crab, )\/E
c, (ai -b;d)

dir. Diger taraftan,

(a1 -blx/a)/c2 C, (a1 -blx/a)(a2 +b2J5)

o,/o, = =

(a2 -bzx/a)/c2 c, (a2 -bzx/a)(a2 +b2ﬁ)

(c,a,a,-c,bb,d)-(c,a,b, -c,ab,) Jd
C, (a§ —bgd)

bulunur. Boylece, (o, /L, ) = o/, elde edilir. Diger siklarm ispati benzer yolla

yapilir.
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Bir kuadratik irrasyonelin siirekli kesrini bulmak i¢in asagidaki Onermeye ihtiyac

vardir.

Onerme 2.3.5. Her o kuadratik irrasyonel sayis1, d > 0 tam kare olmayan bir

tamsay1 ve P ve Q tamsayilar, Q =0, Q| (d - Pz) olmak tizere,

o= (P ++/d ) /Q
bigimindedir.

Ispat: o kuadratik irrasyonel oldugundan, Onerme 2.3.1°den dolay1r a, b, ¢

tamsayilar b> 0, c # 0 olmak {izere
o= (a +b ) /e

olarak yazilabilir. Bu ifadenin pay ve paydas1 | c| ile ¢arpilirsa,

OL:a|c|+\/bc2

cle|

elde edilir. Simdi, P=alc|, Q=c|c| ve d=bc’ alalim. O zaman P, Q ve d
tamsayilardir. ¢ # 0 oldugundan Q # 0’dir; ayrica b >0 oldugundand >0 dir. b bir

tam kare olmadigindan d bir tam kare degildir. Sonug olarak,
d-P’>=bc’—a’c’ =¢’ (b ~a’ ) =+Q (b - az) oldugundanQ | (d —P? ) bulunur.

Teorem 2.3.1. o bir kuadratik irrasyonel olsun. Onerme 2.3.5’e gore, Q, # 0

d >0 tam kare olmayan bir say1 ve Q, | (d - Poz) olmak tizere,
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o= (P0 ++/d ) /Q,
olan P, Q, ve d tamsayilar1 vardir. k=0, 1, 2, ... i¢in,

o, = (P, +Vd)/Q,
a, =[o]

P, =aQ —P

Qe =(d=P,)/Q,
ardisik olarak tanimlanirsa,
a=[aga,a,, .. ]
dir.

Ispat: Matematiksel tiimevarimla P, Q, min tamsayilar ve Q,#0, Q, |(d-Pk2)
oldugu gosterilecektir. k =0 i¢in iddia dogrudur. P, Q, ’larin tamsay1 ve Q, #0,

Q, |(d—P;) oldugu kabul edilsin. Bu takdirde,

Pk+1 - aka _Pk
bir tamsayidir. Ayrica,

Qe =(d=P% ) Q,
=[a-(a.Q,-R) |,

= (d—sz)/Qk +(2akPk _aiQk)
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dir. Tiimevarim hipotezine gore Q, |(d—Pk2) oldugundan, Q,,, bir tamsayidir. d
tam kare olmadigindan d # P ’dir; dolayisiyla Q, ., = (d -P2, )/Qk # 0 dur.

Q, =(d=P2,)/Q,., ise QQ,,=(d-P,) oldugundan Q,.,|(d-P},) bulunur.

Boylece iddia k+1 i¢in de dogrudur. Eger k=0, 1, 2, ... i¢in,
oy =1 (o —a,)

oldugu gosterebilirse, Teorem 2.2.4°e gore o = [ao;al,az,...] oldugu gosterilmis olur.

k

dir. Oyleyse, a.=[a,;a,,a,, ...] sonucu elde edilir.

Teorem 2.3.1°de verilen algoritmanin kullanimi 6rneklerle gosterilecektir.

.. +
Ornek 2.3.2. a= % irrasyonel sayisi sonsuz siirekli kesir olarak yazilabilir.

Onerme 2.3.5’i kullanarak
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=(143+«/ﬁ)/169

yazilabilir. P, =143, Q, =169 ve d=5070dir. Buradan a, =[a]=1 ve

P =1.169-143=26 o, =(26+\/5070)/26
Q, =(5070-267)/169 = 26 a, =[[(26+\/5070)/26]]=3,
P, =3.26-26=>52 o, =(52+\/5070)/91

Q, =(5070-52%)/26 =91 [[(52+ 5070 /91]]=1,

P, =1.91-52=39 o, =(39++/5070) /39
Q, =(5070-39*)/91=39 =[[(39+\/W /39]]=
P, =2.39-39=39 o, =(39++/5070) /91

Q, =(5070-39%)/39 =91 = |[(39+\/W /91]]
P, =1.91-39=52 o, =(52+/5070) 126

[[(52+\/W /26]] -

Q, =(5070-52%)/91=26

P, =4.26-52=52 o, =(52++/5070)/91
Q,=(5070-52°)26=91  a =[(52+5070)/91]=1,

ve boyle devam edersek P, =P, ve Q, = Q, yinelemesi elde edilir. Buradan,

(11+4/30)/13=[1;3,1,2,1,4,1,2,1,4, . . ]

=[1;3, 1,2,1,4]

bulunur.

1+

Ornek 2.3.3. o= irrasyonel sayisi sonsuz siirekli kesir olarak yazilabilir.

Onerme 2.3.5’ten
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=2+\/5_2

4

P,=2, Q,=4 ve d=52"dir. Buradan a, =[a]=2 ve
P=24-2=6 o, =(6++/52)/4

[[6+\/_/4]l

o, =(6++/52)/4
a, = |(6++52)/4] =3
P,=34-6=6 o, =(6++/52)/4
Q.= (52-6")/4=4  a,=|(6+V52)/4]=

ve boyle devam edilirse P, =P, ve Q, =Q, yinelemesi elde edilir.

Q =(52-6")/4=4

P,=34-6=6

Q,=(52-6")/4=4

(1+13)2=[2:3, 3,3, .. ]=[2:3]

bulunur.
Periyodik siirekli kesirler hakkindaki asil sonu¢ Lagrange Teoremi’dir.

Teorem 2.3.2. Lagrange Teoremi: Bir o irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesre

acilimimin periyodik olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart o ’nin kuadratik irrasyonel

say1 olmasidir[3].

Ispat: o ’nin siirekli kesri periyodik, yani

OLZ[aO;al,az, Ay Ays Ay, - - ,amk]

olsun. SimdiBZ[aN;aNH, oL ,aNﬂ(J olsun. Buradan B=[ay;ay,, . .. ,ay..B] ve



50

Teorem 2.1.3 kullanilarak [a;ay,,, . . . ,ay,, | nin yaklasimlari p,/q, ve p,_/q,,

olmak iizere,

-

oldugu goriilebilir.

B nin siirekli kesri sonsuz oldugundan, B irrasyoneldir ve (2.6) "ya gore B sayist

quz +(qk—l _pk)B_pk—l =0

denklemini saglar; yani 3, kuadratik irrasyoneldir.
a=[aga,a,, ...,ay,,B]

oldugu dikkate alimirsa, Teorem 2.1.6’dan dolay, [a ;a,,a,, . . . ,a,_ ] in

yaklasimlart py_,/qy_, ve py_,/qy_, olmak iizere,

o= PPyt +Proa
By tdnos

elde edilir. B kuadratik irrasyonel oldugundan, Onerme 2.3.2 bize o ’nin kuadratik
irrasyonel oldugunu gosterir ( o 'nin irrasyonel oldugu biliniyor; ¢linkii o bir sonsuz

stirekli kesir agilimidir) .

Kuadratik irrasyonelin stirekli kesir ag¢iliminin periyodik oldugu gosterilirse

Lagrange Teoremi’nin ispat1 tamamlanir.

Simdi de o bir kuadratik irrasyonel olsun. Oyleyse Onerme 2.3.5’¢ gore,
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o= (P0 ++/d ) /Q,
yazilabilir. Ayrica Teorem 2.3.1°e gore, k=0, 1, 2, ... i¢in,

Oy :<Pk +\/a)/Qk
a, =[]

P, =2Q, -F

Q... =(d-P,)/Q,
olmak iizere o.=[a,;a,,a,, ...] *dir. Teorem 2.1.3 "¢ gore,
o= (PO P )/ (A0 Ty )
dir. Bu esitligin her iki yanmnin eslenigi alimip Onerme 2.3.4 kullanilirsa,
o Z(pk_loc;( +Pk_z)/(qk_10‘;< +qk_2) (2.7)

oldugu gériiliir. Bu denklemde o, gekilirse,

i O 0+ 0,y = Py F Py
yani

0 (i@ —Pcy) = Pyy — 0G4,

ve buradan da

_ Py —O0q,
1

Q1O — Py
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(X.' _ pk—2

_ Y o
qk—l (X' — h
i

bulunur. k’nin sonsuza gitmesi durumunda limit alinirsa p, ,/q, , ve p, ,/q,

degerlerinin ikisi de o ’ya yaklasir ve boylece parantez i¢i 1 olur. Bu yiizden N sabit

bir tamsay1 olmak iizere k > N olacak sekilde her k pozitif tam sayis1 i¢in parantez

i¢i pozitif ve dolayisiyla o, <0 ’dir; fakat o, , her k >1 igin pozitif ve hatta o, >1

oldugundan, k > N i¢in o, —o, >0 dir.

OL_OL.:PkJr\/H_Pk—\/a:2\/H>O
o Q.  Q

oldugundan k > N ise Q, >0°dir.Q,Q,., =d—P?, oldugundan, k >N igin,

Q. <£QQ,, =d _Pk2+l <d

dir. Diger yandan, k > N igin,

Pk2+1 <d= Pk2+1 +Q, Qi

ve boylece,
—Vd < Pk+1 < \/a
dir.

0<Q,<dve -vd<P_, < Jd, k=N igin saglandigindan k > N ise P, ve Q, nin

sonlu tane degeri vardir. Dolayisiyla i ve j tamsayilart P, =P, ve Q;=Q;, i<]

1
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olacak bi¢imde vardir. Boylece o, nin tanimindan o; = o; oldugu gorilir. Sonug

olarak a; =a;, a.,, =a,,, a,., =a,,,... elde edilir. Buradan,

1o 2o

o= [ao;al,az,...,ai_l,ai,am,...,aj_l,ai,ai+1,...,aj_l,...]

= [ao;al,az,...,aifl,ai,aiﬂ,...,aH] .

bulunur. Bu ise, o 'nin bir periyodik siirekli kesre sahip oldugunu gosterir.

Asagidaki Ornek kuadratik irrasyonelin bir periyodik siirekli kesir gosterimini

bulmak i¢in, Teorem 2.3.2 ’nin ispatini nasil kullanilacagini1 gosterir.

Ornek 2.3.4. x=[3;1,_2] olsun. Teorem 2.3.2°den x’in bir kuadratik irrasyonel
oldugu biliniyor. x’in degerini bulmak icin, Teorem 2.3.2’deki gibi y = [1,_2] olmak

iizere x =[3;y] olsun.

y=[1;2,1,2,1,2, .. ]

y=[12[1;2,1,2,1,2, .. ]]=[2,y]

dir. Boylece,

_|_
y=1+ 11 _3y+l
r+ L 2y+l
y
esitliginden,
2y’ -2y-1=0

kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden y nin pozitif degeri olan,
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1+/3
y=

bulunur.

- +
x=3+loldugundan,x=3+ 2 =3+2 2\5:4 23

y 1+43 2 2

elde edilir.

Ornek 2.3.5. x=[LLLL, .. ]

x=[LLLL .. ]=[L[LLLL .. ] =[Lx]=1+1x

x=1+l ise x>—x—1=0 kuadratik denklemi elde edilir. x pozitif oldugundan
X

denklemin ¢oziimiinden,

bulunur.

Ornek 2.3.6.

x=[-11,1,2,3,1,2,3, .. ]=|-L1,1,2,3| =[-1;1,y] "dir. Buraday=|1;2,3]dir. Bu

durumda x=-1+—— olur. y=1+ : esitliginden 7y*—-8y-3=0
1+ 24
y 3+l
y

4++37

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden y = bulunur. y degeri ilk

esitlikte yerine yazilirsa,

X:\/ﬁ—ll

12
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elde edilir.

Teorem 2.3.3. o > 1bir irrasyonel say1 olsun. Eger p,/q, ve p,/q, sirastyla o ve
l/oo nin Teorem 2.1.3 denklemleriyle verilen yaklagimlar1 ise, o zaman k>1 igin
Py =d, Ve q,=p,, dir. Ayrica, eger o=[aja,,a,,...|] ise o zaman

1/a=[0;a0,a1,a2, .. .]’dlr[ll].

Ispat: Onerme 2.1.2(ii)’den

a=[a,a,.a,, .. ]

ve
[0;a,,a,,a,,...]=0+1/[a,:a,a,,...] =/
dir. Béylece 1/a 'nin k’ninci yaklagimi Teorem 2.1.1°den,
[0;ap,a,,a,, ... ,a,,]=1/[aga,a,, .., ]=q /P,

elde edilir.

2.4. Tamamyla Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler

Tanmm 2.4.1. k=0, 1, 2, ... i¢in a, =a_,, olacak sekilde bir n tamsayis1 varsa

[ao;al , az,...] stirekli kesrine tamamiyla periyodiktir denir. Dolayisiyla,

[a,;2,,8,,...] = [ao;al,az,...,am]

dir. Buradaki n’ye siirekli kesrin periyodu denir[l] .
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_1+43
2

Ornek2.4.1. [1,_2} stirekli ~ kesri tamamiyla periyodiktir; oysa

\/273 = [4; 13,1, 8} tamamuyla periyodik degildir.

Tamm 2.4.2. o bir kuadratik irrasyonel olsun. a>1 ve -1<o <0 ise o’ya

indirgenmis kuadratik irrasyonel say1 denir (o', o nin eslenigidir)[S].
Teorem 2.4.1. o kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesirlere ag¢iliminin
tamamiyla periyodik olmasi icin gerekli ve yeterli sart o ’nin indirgenmis kuadratik

irrasyonel say1 olmasidir.

Ispat: Ilk olarak o ’min indirgenmis kuadratik irrasyonel oldugu kabul edilsin.

Teorem 2.2.7’ye gore o ’nin siirekli kesrinin kismi kesirleri, o, =o olmak iizere

k=0,1, 2, ... icin,

ile ifade edildigi biliniyor.
la,,, =a, —a,
oldugu dikkate alinir ve eslenik almarak Onerme 2.3.4 kullanilirsa,
Vo, =a, —a, (2.8)

elde edilir. k=0, 1, 2, ... i¢in —1<oc;( <0 oldugu matematiksel tiimevarim

yontemiyle ispatlanabilir. Once, a,, = o indirgenmis oldugundan —1< a,, <0 *dur.

Simdi -1<a, <0 oldugunu kabul edelim. a, >1 (k=0, 1, 2,..) oldugundan

(a, 21 dir , ¢iinkii a>1 dir) (2.8) ’den
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Vo, <—1

oldugu goriilir. Dolayisiyla —1<a,,, <0’dir; yani, k=0,1,2,... igin
-1<a, <0’dir. Ayrica (2.8)’den o, =a, +1/a, ., ’dir. Diger yandan —1<a, <0

oldugundan

-1<a, +1/a,,, <0
dir. Sonug olarak

~1-lo,, <a, <-1/a,,,
ve boylece

a, = [[—l/oc'kﬂ]]

bulunur. a bir kuadratik irrasyonel oldugundan Lagrange Teoremi’ne gore i ve j

pozitif tamsayilart 1 < j olmak tizere, o; = o; olacak bigimde vardir. Boylece,

~loy =—1/o;’dir. a_, = [[—l/oc'i]]ve a,, = ﬂ—l/a'j]] oldugundan a,_, =a_, oldugu

j-1

gorilir. Ayrica o, =a,  +l/a; ve a, =a , +1/a; oldugundan o, , =a,, elde

edilir. Bu sekilde devam edilirse o, , =, ,, &, ; =0, ;,..., ve son olarak o, =a,,
elde edilir.
o, =o=[a,a,,a,,...,a,0]
Z[ao;al, Ce ,ajfifl,oco}

Z[ao;al, Ca ,aijJ

oldugundan, o ’nin siirekli kesri tamamuiyla periyodiktir.
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o Z[ao;al,ap...,ak] tamamiyla periyodik siirekli kesrinin kuadratik irrasyonel

oldugu kabul edilsin. o.=[ay;a,,a,,...,a,,0] oldugundan, p,_/q,_, ve p,/q, o’mn
stirekli kesir agiliminin (k-l) ’inci ve k’ninci yaklagimlar1 olmak iizere, Teorem

2.1.6’nin yardimyla,

+
o= OP, ™ Py (2.9)
aq, tq
yazilabilir. (2.9) dan,
94 +(dy; =P ) =Py =0 (2.10)

oldugu goriiliir. B=[ak;ak_], ,al,ao} bir kuadratik irrasyoneldir. Bu durumda

B= [ak;akfl,...,al,ao,[i]’dlr. Ayrica Teorem 2.1.6’ya gére p,_,/q,_, ve p,/q,, B’ nm

stirekli kesir agiliminin (k - 1) ’inci ve k’ninci yaklagimlari olmak iizere,

B Bp. +P @2.11)
Bay +

dir. Onerme 2.1.4’¢ gore,

PPy = [ak;ak—la---:alaao] = plk/qlk

q,/q, = [ak;ak—17"'78'2’al] = p‘k—l/q'k—l

olur. p, /q,, ve p,/q, yaklasimlar oldugundan bu sayilar aralarinda asaldir.
Pei/9ey V€ P./q, nin indirgenmis oldugu biliniyor. Ayrica p,/p, , ve q,/q,, de

indirgenmistir; ¢linkii Teorem 2.2.1°e gore p,q, , — P, dy = (—l)k_l "dir. Boylece,



Py = Dy 9 =Py

ve
Pt =i Qs = iy
dir. Bu degerler (2.11) ’de yerine yazilirsa,

_Bp Py
Ba, tq,,

bulunur. Buradan,
pk—lﬁz +(qk—l — Py )B -q, =0

elde edilir. Bu denklemde esitligin her iki tarafi —1/B° *ye boliiniirse,

ai (=VB)" +(de =) (-VB) =Py, =0

bulunur. (2.10) ve (2.12) ye gore,

qu2 +(qk—1 _pk)X_pk—l =0

kuadratik dekleminin iki kdkiiniin o ve—1/B oldugu goriiliir. Dolayisiyla

o =-1/B

(2.12)

dir.p= [ak;akfl,...,al,aOJ oldugundan B >1dir ve béylece —1<a =-1/<0,

59

yani —1<o <0’dir. Boylece o, bir indirgemis kuadratik irrasyoneldir.Ayrica,

B=-1/a' oldugundan,
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L — .
~l/o' = [ak,akfl,...,al,ao]

dir.

2.5. +/D ’nin Periyodik A¢ilimi

D tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak tizere, JD formundaki bir kuadratik

irrasyonel sayinin siirekli kesre agilimi bulunacaktir.

Teorem 2.5.1. D tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak tizere VD kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesre agilima,

\/5=[ao;al,az,...,an_l,Zao} aOZ[[\/E]] (2.13)

formundadir. a.=o0, = VD, P, =0,Q, =1 secilerek Q, =1 olmas1 i¢in gerek ve
yeter sart n |1 olmasidir. Burada n, VD ’nin periyot uzunlugudur.

Ayrica 1<i<n-1 i¢in a; =a,_ dir[10].

Ispat: =0, = JD >1 kuadratik irrasyonel sayis1 icin o =—/D < -1 oldugundan
o, indirgenmis degildir. Simdi JD +|I\/B ]] irrasyonel sayisi ele alinsin. Bu say1

indirgenmis oldugundan tamamiyla periyodik agilima sahiptir. Boéylece JD +{[\/B ]]

say1si, periyot uzunlugu n olmak iizere

\/BJrH\/B]] = [ao;al,az,...,aml} = [ao;al,az,...,anfl,ao] (2.14)

formunda yazilabilir. B, ile i’nin tiim degerleri ig¢in f, Z[ai;aiﬂ,...] tamamiyla
periyodik siirekli kesirler gosterilirse B, =B, =B,, =... olacagi aciktir. Ustelik

periyot uzunlugu n oldugu icin f,,B,,....,3, , degerlerinin her biri 3, dan farkli
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olacaktir. Boylece P, =, olmasi i¢in gerek ve yeter sart i=mn, meN yani n|i

olmasidir.

B, = \/BJF[[\/B]] , Q,=LP,= {[\/E]l alabilir;  ¢iinkii  Q,|d—P; sarti

saglanmaktadir. O zaman her j> 0 i¢in,

Pjn+\/5 P, +</D
Q—jn:Bjn =By :g—ozﬂ‘/ﬁ]l—"\/ﬁa

P, -Q; [{*/B]l - (an _1)*/5

ve bdylece, esitligin sol tarafi rasyonel ve JD irrasyonel oldugu i¢in Q;, =1

olmalidir. Ustelik, diger tim i alt indisler igin Q, =1 olamaz. Q, =1 olsa

P +/D

1

B, = =P ++/D ve fakat B, tamamuyla periyodik bir agilima sahip oldugu

icin P+ JD>1 ve -l1< P. — JD <0 olmasi gerekmektedir.  Buradan

JD-1< P, < JD ve boylece P, = H\/E]] olur. O halde B, =, ve 1, n’nin bir kat1

1

olmalidir. Yani i=mn, m e N ’dir.

Simdi hi¢bir 1 indisi i¢in Q, =-1 olamayacag gosterilsin. Q, =-1 olsaydi,
B, = -P, -JD  ve -P. -JD>1 ve -1<-P, +JD <0 ve buradan da

JD < P. < —/D =1 olurdu. Bu ise miimkiin degildir.
o, = VB +[vb]] - 2|vD]
alinirsa, o = JD acilimi (2.14) yardimu ile,

\/5=—[[x/5]l+(\/5+[[\/5]])
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=[vo]+ [V,
~[[Vo ],
- |:[[\/B]];a] 285008y ’2[[\/51]}

seklindedir. Gosterimde degisiklik yapmamak i¢in, bu defa a ile [[\/B ]] tamsayist

gosterilirse,

olur.

Son olarak, 1<i<n-1 i¢in a, =a__, oldugu gosterilecektir.

I . 1 , 1
a=a,=+D=a,+— ise o, =—, o, =——— ve a,>0 ve
0 0 1 (_D—ao LT ,_D—ao 1

o,

—~1<a, <0 oldugundan o, tamamiyla periyodik ve (2.13)’ten

o, = [al,az,...,anfl, ao] ve _;_[ ao,an_l,...,al]

dir. Diger taraftan,
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1 _ . e 1
bulunur. ——-"niin bu iki agilim1 ve siirekli kesre a¢ilimin tekligi dikkate alinirsa,
a‘l

1<i<n-I i¢in a, =a,_,

oldugu ortaya ¢ikar.

Ornek 2.5.1.

I
T 1
==
N |
| —

Il
\.P—‘
\:—‘

\S]
L

S 8 6

Il
1
[\®)
o
u’_‘
\:_‘
\;_‘
N
L1

Il
1

:5;2,1, 1,2,10}

[5;1,1,3,5,3,1, 1,10]

7]

[8:2.2. 1,7,1,2,2,16]

_8;1,1,5,5,1,1,16]

EEEEEEEE

:9;2,3,3,2,18]

\/ﬁ=[9;1,5,1,1,1,1,1,1,5,1,18]

Her siirekli kesir 1 uzunlugunda bir tam periyoda ve birinci terimden son terime

kadar simetrik olan, ilk kismi boliimiin iki katiyla biten bir periyoda sahiptir.

Onerme 2.5.1. r, s, t ve u rasyonel sayilar, n tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 ve

r+s\/ﬁ=t+u\/ﬁ olsun. O zaman r=t ve s=u’dur.
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ispat: r+ s\/ﬁ = t+ux/H ve s #u olsun. O zaman

olup bu durum Jn ’nin irrasyonel olmasiyla aykiridir. Su halde s=u ve bdylece

r=t’dir.
Onerme 2.5.1 asagidaki teoremin ispatinda kullanilacaktir.

Teorem 2.5.1. n, tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun.
o, = (Pk +\/H)/Qk ,ooa =[o ], Qe =(n—Pk2+1)/Qk, k=0,1,2, ... olarak

tanimlansin(Burada o, =/n *dir). Ayrica, p,/q, Jn’nin siirekli  kesirlere

aciliminda k’ninci yaklagimi gostersin. O zaman
pi —na; =(-1)" Q.
dir[l].
ispat: \n = a, =[a;a,,a,, . . . ,a,,0,,,] oldugu icin Teorem 2.1.3’ten

Jn= Oy Py TPy
Oy T Ay

yazilabilir; ¢linkii
a‘k+l = (Pk+l + \/H)/Qk+l

Ve
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(Pk+1 + \/H)pk QP

Jn =
! (Pk+1+\/g)qk+Qk+lqk—l

esitliginden,

nq, + (P + Qi@ )Vn = (PP T Qb ) TPy
elde edilir. Onerme 2.5.1°den

nq, =Pip TQuiPiy Ve Py ¥ Quiiy = Py

oldugu goriiliir. Bu iki denklemden birincisi q, ile ikincisi p, ile ¢arpilip, ikinciden

birincisi ¢ikarilir ve sadelestirirse,

-l pi = PPy T Qi 1Py

pi =P qiPy T Qi diiPy

pi _nqi = (pqu—l ~Prak )Qkﬂ = (_l)k_l Qi

elde edilir. Burada ispat1 tamamlamak i¢in Teorem 2.1.4 kullanilmustir.



BOLUM 3. PELL DENKLEMLERI

3.1. Pell Denklemleri
Bu boliimde, d ve n sabit tamsayilar olmak {izere
x> —dy’ =n (3.1)

seklindeki Diophantine denklemleri c¢alisilacaktir.d<0 ve n<0 ise (3.1)

denkleminin ¢oziimleri yoktur.d <0 ve n>0 ise sonlu sayida c¢oziimler olabilir;

giinkii x> —dy” =n denklemi |x|< Jn ve |ly| <n/|d| olmasini gerektirir. d bir tam

kare ise d =D’ yazilabilir. O zaman
x*—dy’ =x>-D’y* = (x+Dy)(x—Dy) =n

elde edilir. Boylece, d bir tam kare oldugunda (3.1)’in herhangi bir ¢6ziimii,

x+Dy=a
x—Dy=b

denklemlerinin bir ardisik ¢ézlimiine karsilik gelir (Burada a ve b tamsayilar dyleki
n=a.b dir.). Bu durumda sonlu sayida ¢6ziim vardir; ¢iinkii her bir n =a.b carpimi

icin bu iki denklemin tamsayilarda en fazla bir ¢oziimii vardir.

Bu béliimiin diger kisminda x* —dy”’ =n Diophantine denklemi ile ilgilenilecektir.

Asagidaki teorem Jd nin siirekli kesirlere acilimimi agiklamada ¢ok faydali bir

teoremdir.
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Teorem 3.1.1. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1, n bir tamsay1 ve |n| <+/d olsun.

Eger x* —dy’ =n ise, 0 zaman x/y, J/d ’nin siirekli kesrinin bir yaklaslmldlr[l] .

Ispat: ilk olarak n >0 durumu hesaplansin; ciinkii x> —dy” = n denkleminden
(x+yJHﬂx—yJ5y=n (3.2)

yazilabilir. (3.2) ’den x — y\/a >0 oldugu goriiliir, bundan dolay1 x > y\/a dir.

Sonug olarak,

X_Jd>o0

dir. 0<n<+/d oldugundan,

X g )

y

x> —dy

y(X+y\/a)

2

P —

Tex

elde edilir; ¢linkii O <§—ﬁ <% oldugundan Teorem 2.2.8’e gore i, Jd ’nin
y y

stirekli kesrinin bir yaklagimidir. n <0 oldugu zaman,
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y’ —(l/d) x> =-n/d

elde etmek icin x> —dy’ =n denkleminin her iki tarafi —d ile béliiniir. n > 0
durumunda benzer yontemle y/x ’in 1/ Jd nin siirekli kesre aciliminin bir yaklagimi
oldugu goriiliir. Bdylece Teorem 2.3.3’ten, x/y = 1/(y/x)’in, Jd= 1/(1/\/5 ) siirekli

kesrinin bir yaklasimi olmas1 gerektigi biliniyor.

x> —dy’ =n Diophantine denkleminin ¢dziimlerinin J/d *nin siirekli kesre aciliminin

yaklagimlar1 vasitasiyla verilmekte oldugu gosterildi. d yerine n yazilarak burada
Teorem 3.1.2 yeniden ifade edilecektir; cilinkii Teorem 3.1.3 Diophantine
denkleminin ¢6ziimlerini bulmak i¢in bu yaklagimlarin bulunmasma yardimci

olacaktir.

Teorem 3.1.2. \/d ’nin siirekli kesir aciliminin periyot uzunlugu n ve p,/q,, Jd ’nin

k’ninci yaklasimi olsun ve P, ve Q, Teorem 2.3.1°deki gibi tanimlansin. O zaman

(i)Her k > 0igin, p? , —dq? , =(~1)" Q,,
(ii)Her k > Oigin, Q, > 0,
(iii)Q, =1 n|k

dir[l 1] .

Teorem 3.1.3. d, 4 ile veya p=3 (mod 4) sartin1 saglayan bir p asal sayis1 ile

boliinebilir ise x> —dy” = —1 Pell denkleminin hicbir ¢dziimii yoktur[9] )

Ispat: x =x,, y=1y, bir ¢éziim olsun. p=3 (mod 4) ve p|d kabul edilsin. Bu

taktirde;

2 2

X, =X, —dy; =—1(modp)

olur; fakat p =3 (mod 4) oldugundan bu miimkiin degildir.
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Benzer sekilde eger 4 |d ise

X =xg —dy; =—1(modp)

yazilabilir. x; =0, 1 (mod 4) oldugundan bu da bir geliskidir.

Yukaridaki metod, bir Diophantine denkleminin higbir ¢dziimiiniin olmadigini

gostermek i¢in giizel bir yoldur.

Teorem 3.1.4. d bir pozitif tamsay1 olsun. Eger

x* —dy’ =1, x>0, y>0 (3.3)
Pell denkleminin bir ¢6ziimii varsa, o zaman sonsuz sayida ¢oziim vardir. Eger

x> —dy’ =-1, x>0, y>0 (3.4)

Pell denkleminin bir ¢ézlimii varsa, o zaman hem (3.3) hem de (3.4) denklemlerinin

sonsuz sayida ¢dziimii vardir[9].

Ispat: a, b tamsayilar ve ¢ = +1 olmak iizere,

a’ —db® =c, a>0, b>0 (3.5)
olsun.

x: —dy =c", x,>0, y,>0 (3.6)
olacak sekilde herhangi bir n>1 i¢in x, ve y,6 tamsayilarinin var oldugu kabul
edilsin.n =1 ise, x, =a ve y, =b’dir.

Xy =ax, +dby,, vy, =ay, +bx,

olsun. Bu degerler, denklemde yerine yazilirsa
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Xp —dy;., = (a’x; +2dabx,y, +d°b’y; ) ~d(a’y; +2abx,y, +b’x; )
=a’x. +d’b’y’ —da’y’ —db’x]
= (a® —db*)(x? ~dy?)

n

=C.C

n+l

=C

elde edilir. Ayrica

X, =ax_ +dby, >1x, +d0y, =x, (> 0) ,
Yo =ay, +bx, >1ly +0x, =y, (> ()) (3.7)

dir.
Boylece, eger (3.5) miimkiinse, her n>1 i¢in (3.7) ile verilen artan x, ve y,

degerleri i¢in (3.6)’nin miimkiin oldugu timevarimla gosterilir.

¢ =1 oldugu zaman, pozitif tamsayilarda (3.3)’lin bir ¢6ziimii varsa, o zaman (3.3)
denkleminin sonsuz sayida ¢éziimlerinin var oldugu gosterilmis olur. ¢ =—1 oldugu
zaman, pozitif tamsayilarda (3.4)lin bir ¢oziimii varsa, o zaman hem (3.3) hem de
(3.4) denklemlerinin sonsuz sayida ¢oziimleri vardir. [n ¢iftken (3.3)’lin ¢oziimleri

ve n tekken (3.4)’lin ¢oziimleri vardir. ]

Teorem 3.1.5. d tam kare olmayan, pozitif bir tamsay1 olsun. k=0, 1, 2, . . . i¢in
P,./q, ,JE ‘nin siirekli kesrinin k’ninci yaklagimini gostersin ve n, bu siirekli kesrin
periyot uzunlugu olsun. O zaman n ¢ift ise x> —dy”> =1 Diophantine denkleminin
pozitif ¢dziimleri x=p, ,, y=q;,,, J=L2,3,... dir ve x> —dy’ =-1
Diophantine denkleminin ¢dziimleri yoktur. n tek ise x> —dy” =1 denkleminin pozitif
¢ozlimleri X=p,;, ,, Y=y, > J=1,2,3,...ve x> —dy’=-1 denkleminin

¢Oziimleri x =Pjonr Y= Yoy j=1,2, 3, ... dir.

Ispat: Teorem 3.1.1°den x*—dy” =+1’in bir pozitif ¢dziimii x,, y, ise 0 zaman
Xo =P Yo =9, dir. (p./q,, Jd ’nin siirekli kesrinin bir yaklagimidir. ) Diger

taraftan Teoem 3.1.2°den,
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p: —dql =(-1)"'Q,,

oldugu biliniyor. Burada, Q,.,, Teorem 3.1.2°de tanimlandig: gibidir. Jd ’nin siirekli

P, +~/d

kesirlere agiliminin  periyodu n  oldugundan ve Jd = olarak
0
tanimlandigindan, j=1, 2, 3, ... icin Teorem 2.5.1°’¢ gore Q,, =Q, =1"dir.
Boylece,
pfnfl _dq_];nfl = (_I)Jn an - (_I)Jn

elde edilir.

Bu denklem, n ¢iftse j=1,2,3, ... i¢in x’—dy’ =1’in bir ¢dziimiiniin x =Pjnis
y=q,, ve n tekse x’—dy’=1’in bir ¢ozimiinin x=p, ,, y=q,,  ve
x> —dy*=-1’in bir ¢bziimiiniin x = Pajapis Y =pjy oldugunu gosterir.

x*—dy’ =1 ve x’-dy’=-1 Diophantine denklemlerinin evvelce bulunan diger

cozlimlerinden baska ¢dziimlerinin olmadigini gostermek i¢in, Q,., =1 ise n|k ve

Q;#-1, j=12,3,... oldugu gosterilecektir. [k olarak eger Q,,, =1 ise o
zaman,

Uy =Py \/a
dir; ¢iinkii a,,, =[a,.;;a,.,, . . .] olduundan o, siirekli kesir agilimi tamamiyla

periyodiktir. Boylece, Teorem 2.4.1’den —-1<a,,, =P, —Jd <0 yazilir. Bu
P, =/d olmasini gerektirir; boylece o, =a, ve n|k elde edilir.j=1, 2, 3, . ..
igin Q; #—1 oldugunu gérmek i¢in Q;=-1’in o; =-P, —Jd gerektirdigine dikkat

edilmelidir; ¢linkii o; tamamiyla periyodik siirekli kesir agilimina sahiptir.

—1<a,=-P+4d <0
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ve
ocJ.:—Pj—\/a>1

oldugu biliniyor. Bu esitsizliklerden birincisinden, P, >—+/d oldugu ve ikincisinden
P, <-1-+/d oldugu gorilir; ¢linkii bu iki esitsizlik P; i¢in ¢eliskidir, buradan

Q; #—1 elde edilir.

x’—dy’=1 ve x’—dy’=-1 (x ve y pozitif tamsayilar ) denklemlerinin tiim

¢Oziimleri bulundu ve ispat tamamlandi.

Teorem 3.1.5’in uygulamast ile ilgili agagidaki 6rnekler verilmektedir.

Ornek 3.1.1. x> 29y’ =1 Pell denkleminin temel ¢dziimiinii bulalim.
\/E ‘un siirekli kesir agilimi \/E = [5;2, L1, 2,10} ’dir ve periyot uzunlugu n=35
tir. x°-29y° =1 Diophantine denkleminin pozitif ¢dziimleri p,, e Diojas

j=1 2,3, ... dir.

Proj1/D0j1 29 *un siirekli kesir agilminmn (10j—1)’inci yaklasimdir. En kiigiik
pozitif ¢dziim x=p,=9801, y=q,=1820"dir. x’>-29y’=-1 Diophantine
denkleminin pozitif ¢oziimleri p,; ¢, q0;6> J=1 2, 3, . . .dir ve en kii¢ik pozitif

¢ozim x =p, =70, y=q, =13 ’tir.

Ornek 3.1.2. x> -23y” =1 Pell denkleminin temel ¢dziimiinii bulalim.

/23 ’iin siirekli kesir acilimi J23= [4; m] “dir ve periyot uzunlugu n =4 ’tiir.
x> —=23y* =1 denkleminin pozitif ¢oziimleri Paj1s ajrs j=1 2, 3,... dir.
P4/ \23"iin siirekli kesir agihmnm (4j—1)’inci yaklasgidir. En kiigitk

pozitif ¢dziim x =p, =24, y=q, =5’tir. x* =23y’ =-1 Diophantine denkleminin
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hi¢bir ¢oziimii yoktur; ¢iinkii /23 ’iin siirekli kesir aciliminin periyot uzunlugu

cifttir.

Asagidaki teoremden, J/d ’nin siirekli kesir aciliminin alt yaklagimlarini bulmaksizin
en kiiciik pozitif ¢éziimden x> —dy’ =1 Pell denkleminin tiim pozitif ¢dziimlerinin

nasil bulunacaginin sonucu ¢ikarilacaktir.

Teorem 3.1.6. d tam kare olmayan pozitif bir tamsayr olmak iizere x,, vy,,

x*> —dy” =1 Diophantine denkleminin en kiiciik pozitif ¢dziimii olsun. O zaman tiim

X, , Yy, pozitif ¢coziimleri, k=1, 2, 3, . . .i¢cin

Xy +Yk\/a - (Xl +Y1\/a)k

ile verilir.

ispat: k=123, ... i¢in x,, y, 'nin bir ¢6ziim ve her ¢dziimiin bu formda oldugu
gosterilmelidir.

X,, Yy, nin bir ¢oziim oldugunun  gosterilmesi i¢in ilk  olarak

X, + yk\/a = (X1 + yI\/E)k ifadesinin eslenigi almirsa x, —yk«/a = (xl —leH)k

olur; ¢iinkii Onerme 2.3.4’e gére kuvvetin eslenigi, eslenigin kuvvetidir. Buradan,

x; —dyy =(x, +Yk\/a)(xk _Yk\/a)

bulunur. Béylece x,, y, ( k=1, 2, 3, . ..) bir ¢ozlimdiir.
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Herhangi bir k=1, 2, 3, ... pozitif tamsayilar1 i¢in her pozitif ¢6ziiminx, , y, ’ ye

esit oldugunu gostermek i¢in (x,, y, )’den farkli X, Y pozitif ¢éziimiiniin oldugu

kabul edilsin. O zaman bir n tam sayis1 vardir dyle ki

(X1 +y1\/a)n < X+Y\/a < (X1 +y1\/a)n+l

dir. Bu esitsizlik (xl + leE ) ile garpilirsa,

1<(x1 —yl\/a)n (X+Y\/a)< X, +y1\/a

elde edilir; giinkii x} —dy; =1 oldugundan x, -y, = (x, +y,Jd) “dir.

Simdi,

s+td = (x, - y,Vd) (X +YVd)

olsun. Buradan
£ =(s—tJ/d)(s +tJd)
(308 (X, 33 (5 +148)

(x dyl) (X de)

elde edilir.
s, t, x> —dy? =1’in bir ¢dziimiidiir ve daha fazlasi 1<s+tJ/d <x,+y,+/d oldugu

-1
(3.3)’ten biliniyor. s+ td >1 oldugundan 0 < (s +t/d ) oldugu goriiliir. Boylece,
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s:%[(s+tﬁ)+(s_t¢a)}>o

Ve

t:

(o408}

=

2

dir. Bu, s, t nin bir pozitif ¢6ziim olmas1 anlamina gelir; fakat x,, y,’in en kiiglik
pozitif ¢Oziim olmast nedeni ile s>x;, ve t=y, olmaldir. Bu ise
s+tvd < X, +y1\/a esitsizligi ile c¢eligir. Boylece k’nin uygun degeri igin
(X,Y)=(x,.y, ) elde edilir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Sonsuz siirekli kesirler, incelemenin ana konusu olmustur. Her irrasyonel sayimnin bir

sonsuz stirekli kesir olarak yazilabilecegi gosterilmistir. Daha sonra periyodik sonsuz
siirekli kesirler incelenmistir. Ozellikle Jd ’nin sonsuz siirekli kesirlere aciliminin
periyodik oldugu gésterilmistir ve periyodiklik kullamlarak x> —dy’ = =1

denklemlerinin ¢oziimleri verilmistir.

Sonsuz siirekli kesirler yaklasik hesaplamalarda ve matematigin diger dallarinda

stkca kullanilmaktadir. Burada amag, konuyu temel kavramlariyla ele almak
olmustur. [ao;al,az, .. ] sonsuz siirekli kesrinde ag,a,,...a,,.. sayilarnin
tamsay1 olmasi gerekmez. Bunlar kompleks sayilar veya fonksiyonlar da olabilirler.
Bunlarla ilgili incelemeye girilmemistir. Ozellikle Pell denklemlerinin ¢dziimleriyle

ilgilenmek isteyenler, Jd ’nin sonsuz siirekli kesirlere acilimini ve ilgili sonuglari

o0grenmek durumundadir. Bu nedenle Pell denklemlerinin ¢dziimlerinin daha ileri

seviyede arastirilmasi i¢cin sonsuz siirekli kesirler dnemlidir. Konuyla ve siirekli
kesirlerin uygulamalar ile ilgili daha ayrintili bilgiler i¢in [4], [8] ve [1 1] nolu

kaynaklara bakilabilir.
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