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ONSOZ

Giiniimiiz diinyasinda bilim ve teknoloji ilerledikce matematige ve onun bulgularina
olan ihtiya¢ ta o Olciide artmaktadir. Bunun en son Orneklerinden birisi de
ozdegerlerdir. Son teknoloji radar sistemlerindeki yiiksek ¢oziiniirliiklii yon bulma,
bilgisayarlardaki yapay zeka ve buna baglh olarak yiizey tarama ve tanima, siddete,
darbeye yada bunun gibi etkili yiiklere maruz kalan yapilardaki kritik denge
durumlarinin belirlenmesi ve daha bircok alanda ilerlemeyi saglayan ¢ok énemli bir
konudur. Burada yapilan arastirmalar daha c¢ok farkli sistemlerin stabiliteleri,
karakteristik titresimleri ve bunlarin O6zdeger problemleriyle olan iligkisini

anlatmaktadir.

Bu tezin hazirlanmasinda cok biiyiikk emegi olan sayin Prof. Dr. Abdullah YILDIZ’ a
(Sakarya Universitesi) ve ayri ayri sebeplerden dolayr Ars. Gor. Mustafa EROZ’ e
(Sakarya Universitesi), Ars. Gér. Murat GUZELTEPE’ ye (Sakarya Universitesi) ve
bu calismamda beni hi¢ yalmiz birakmayan sevgili esim Emine BAS’a tesekkiir

ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

\v : Her

€ : Eleman

3 : Eleman degil

a" : N tane a nin ¢arpimi
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min A : A nmin en kii¢iik eleman1, minimumu
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U|s : U nun S deki sinirlamasi

lul : unun Enerji Normu



OZET

Anahtar kelimeler: Ozdeger, 6zfonksiyon, simetrik operatdr, asimptotik davranis.

Ozdeger problemleri biitiin Matematik, Fizik, Miihendislik ve diger disiplinlerde
ortaya ¢ikan 6nemli bir problemdir.

Baz1 problemlerde kritik kuvvet, bazi problemlerde potansiyel enerji, bazi
problemlerde karakteristik frekans, v.b. tarzda énemli kavramlari temsil etmektedir.

Bu Onemine ragmen hesaplanmasi bazi 6zel yapidaki problemler disinda oldukca
zordur. Bu nedenle niimerik ¢dziimleri yapma zorunlulugu ortaya cikar.

Sonlu boyutlu problemlerde Matris 6zdeger-ozvektor problemi olarak ortaya cikar ve
simetrik olmayan matrisler igin giicliikler kendini gosterir. Sonsuz boyutlu
problemler i¢in de aynmi zorluklar goriiliir. Yaklasik ¢oziim teknikleri de daha 6nemli
olan en kiiciik Ozdegerleri ve 0Ozvektorleri hesaplamada ise yarar. Ardisik
ozdegerlerin hesabi stabil olmamakta ve hesaplamalar yanlis neticeler vermektedir.

Biz bu ¢alismada Varyasyonel metodlar kullanacagiz ve operatoriimiiz Diferansiyel
operatorle sinirl kalacaktir.

Orneklendirmeyi Ritz Metodu’nu ve Minimax Metodu’nu anlatarak yapacagiz.

Vi



APPROXIMATE COMPUTATION OF DIFFERENTIAL AND
INTEGRAL OPERATOR’S EIGENVALUES

SUMMARY

Key Words: Eigenvalue, eigenfunction, symmetric operator, asymptotic behaviour

Eigenvalue Problem is a key member and has a special role in Mathematics, Physics,
Engineering and the other disciplines.

In many problems eigenvalue represents critical force, may be potantial energy and
critical frequency, etc.

In spite of this importance, its rather than difficult to compute eigenvalues in some
problems except in special structures . Therefore numerical solutions are revealed
that made for obligation.

It can be seen in finite dimension problems like Matrixs eigenvalue-eigenvector and
difficulties for asymmetric matrixes could prove one’s worth. The same difficulties
are seen in the problems of finite dimensions. On the other hand the techniques of
approximation are useful in which estimate most important that smallest eigenvalue —
eigenvectors. Calculation of consecutive eigenvalues are instabil and results in wrong
way.

In this study, we will use variational methods and our operator will limit to
differential operator.

We will make an illustrate with the telling about method of Ritz and method of
Minimax.

vii



BOLUM 1. GIRiS

Konuyu ortaya koyarken bir ¢rnekle ise baslamayi —anlasilmasini kolaylagtiracag

gerekcesiyle— uygun buluyoruz.

Regular Sturm-liouville problemini ele alalim.

dx\" dx

p, q ve 7 fonksiyonlar1 degisik degisik disiplinlerde, baska baska fiziksel kavramlar

temsil etmektedir. Bunlarin ¢6ziime gerekli olan kadariyla uygunluklarim isteyelim.

du du du du
=0 —=0 —=h -Ly=u(+L) —(-L)=—(+L
u I o u(=L)=u(+L) dx( ) dx( )

u(0)| < oo, au(a)+a,u’(a)=0 blu(b)+bz%(b) =0
X

gibi sinir kosullariyla degisik problemler verebiliriz. Bu uygunluklar ¢ercevesinde

1) Biitiin A 6zdegerleri reeldir.

2) A <A, <..<A <.. seklinde sonsuz tane 6zdeger vardir. A, en kiiciik
ozdegerdir. n — oo iken A, — co dir.

3) A, lere karsilik ¢, (x) 6zfonksiyonlari dik ve Tam kiime olustururlar.

4) f(x)= Zanq)n (x) seklinde parcali siirekli fonksiyonlar seri agilimlarina

n=l
imkan verirler.

5) (*) denklemi u ile i¢ ¢carpim yapilip kismi integrasyon ile



b
—pu u'|z +J.p(u'2 —qu”)dx
ﬂ — a

J.buzwdx

(w agirlik fonksiyonu) Rayleigh oranini olustururuz.

Denklemi ¢dzmeden, bu oran vasitasiyla 6zdegerler hakkinda bilgi elde ederiz ve

niimerik hesaplamalar, varyasyonel yaklasimlarla elde edilebilir.

Burada u fonksiyonlart sadece sinir kosullarin1 saglamak ve Rayleigh oranindaki
gereksinimleri karsilamak durumundadir. ik 6zdegerler -sonlu tanesi- Rayleigh Ritz
yontemiyle yapilabilmektedir. n — oo i¢in bu yontem yanlis cevaplar verir. Bunlar

icin yeni asimptotik formiillere ihtiya¢ duyariz.

Bu calismada biz Diferansiyel operatorlerle ve bunlardan simetrik alttan sinirh
operatorlerle ugrasacagiz. Verilen problemlerin Ayrik Spektruma sahip olduklarim

ispatlayip bu 6zdegerleri nasil bulacagimizi iki yontemle ortaya koyacagiz.



BOLUM 2. GENEL OZDEGER PROBLEMLERI

2.1. Ozdeger Problemi — Karakteristik Titresimler ve Sistemlerin Stabilitesi ile

Tliskisi

A ve B iki lineer operator ve A bir skaler olmak iizere ;

Au-ABu=0 (1)

denklemi verilsin. Bu denklemde A ne olursa olsun, lineer operatdr 6zelliginden
dolay1 u = 0 bu denklemi saglar. Buna trivial (adi) ¢dziim denir. Simdi su probleme
bakalim: Acaba A parametresi belirlenerek (1) denklemi sifirdan farkli ¢6ziimlere

sahip olur mu ?

Eger boyle bir A degeri varsa buna karakteristik deger veya Ozdeger denir. Bu

0zdegere karsilik gelen sifirdan farkli ¢oziimlere de 6zfonksiyon adi verilir. Yani ;

A, parametresi ve u,(x) fonksiyonu i¢in (u,(x) #0);

Au, - A,Bu, =0

ise o zaman A,  a 0zdeger, u,(x)’ e de A, a karsilik gelen 6zfonksiyon denir. Eger

B operatorii sadece dzdeslik operatorii ise yani ; Bu = u ise (1) denklemi su hale

gelir:

Au-2Au=0 2)



Bu durumdaki o©zdegerler ve oOzfonksiyonlara, A operatoriiniin 6zdeger ve

ozfonksiyonlar1 da denir. Biitiin 6zdegerlerin kiimesine de spektrum adi verilir.

2

Ornek: Au:—j—u 0<x<l u(0)=u (I)=0
X

2

sinir kosullarindaki problemi i¢in;
2
d—‘j +hu=0
dx

0zdeger problemi olur. Bunun yaninda;

ozdegerler ve buna karsilik gelen 6zfonksiyonlar da su sekildedir;
u. (x)=C_sin % , n=1.2,..

Eger u(x), (1) denkleminin o6zfonksiyonlar1 ise C # 0 olmak iizere Cu(x)’ de

ozfonksiyondur.  Genel olarak; u,(x),u,(X),...,u, (X) (1)  denkleminin

ozfonksiyonlar1 ise bunlarin lineer birlesimi olan;
Cu, (x)+C,u,(x)+...+C,u, (x)

ifadesi aym denklem i¢in Ozfonksiyondur. Elbette ki ©Ozfonksiyonlarin lineer

bagimsiz olmasi gerekmektedir.

Verilen bir 6zdegere karsilik gelen lineer bagimsiz fonksiyonlarin sayisi, 6zdegerin

ranki olarak bilinir. Ozdegerin ranki sonsuz bile olabilir.

Mekanik sistemlerdeki titresimler bizi 6zdeger ve Ozfonksiyonlar1 aramaya iter.
Mesela 0 <x <1 olmak iizere 1 uzunlugundaki bir diizgiin gerili telin denge ifadesi

ve bunun enine titresimleri:



U 19U (TJ
P

Burada U(x,t)’ ler telin yer degistirmelerinin t aninda ve x noktasindaki yer
degistirmeleridir. T, telin gerilmesi p ise birim uzunluktaki kiitle miktaridir. Ayrica
disardan bir kuvvetin etki etmedigi diisiiniilmektedir. Bu durumda titresimler sadece
baslangic yer degistirmesine ve baslangic momentumuna baghdir. Eger telin ug
noktalar sabitse;
Uu@,t)=Ud,t)=0
ve U(x,t)’ de;
U(x,t) = u(x) cos ot , ® = sabit

formunda alinirsa bu bizi;

2 2
d_l; +2u=0 ; A= (0_2 = ﬂ
dx c T

diferensiyel denklemine ve;
u0)=ul)=0
sinir kosullarina gotiiriir ki halihazirda bu problemin ¢6ziimii yukarida yapilmisti:

. nmx  cnmt
U, (x,t)=sin e cos 1

Eger tel uniform degilse, p=p(x) X’ in fonksiyonu olur. O zaman da problem;

2 2

du
—4+Ap(x)u=0 ; A=—o 3
e p(x) (3)



2
olur. Bu durumda A:—F , B ise p(x) fonksiyonunun ¢arpimidir. Bu iki operator de
X

uc¢ noktalarda sifir olan fonksiyonlar tizerinde uygulanmaktadir.

Ayni1 problemi zar titresimleri problemlerinde de goriiriiz. Eger disardan bir kuvvet

yoksa enine titresimleri;

VU + =
ox> 9y’ ¢’ ot

_9°U U _19°U
- 2

ile verilir. Zarin tanim kiimesi Q olsun. Bu kiime bir S sinir1 ile cevrilsin ve U

fonksiyonu S’ de sifir olsun.

Karakteristik titresimler yine su formda aransin;

U(x,y,t) = u(x,y) cos ot

o zaman denklem;

V2u+iu =0 A= @

)

olur. Q bolgesinde sinirda ise;

uL =0
sinir kosuluyla 6zdeger ve 6zfonksiyon problemi olarak karsimiza ¢ikar. Burada A

operatdrii —V* dir. Bu problem tel probleminden ¢ok daha zordur. Ancak bolgenin

dikdortgen yada ¢ember olmasi halinde analitik ¢6ziimleri mevcuttur.



Mekanik sistemlerin stabil problemlerinde de ©zdeger ve Ozfonksiyonlar ortaya
cikar. Bu problem i¢in 6rnek vererek bir baska 6zdeger-6zfonksiyon problemini daha

ortaya koyalim:

Ince bir diizlem tabakanin esnemesi-yer degistirmesi problemine bakalim. Diizlem
tizerine bir A parametresi ile orantili kuvvetler uygulansin. Bu kuvvetler

AT, AT

 » M, gerilimleriyle ¢akigsinlar ve burada normal bir yiik yiiklenmesin.
Diizlem tabakanin sinirlarindan hareketsiz olacak sekilde kenetlenmesi durumunda

yer degistirmeleri:

Vie-—|T +2T +T

M| 0w 0’ 0’
g 99 . 1291 )
D| “ox’ Yoxdy Yy’

ile verilir. Bu denklem i¢in sinir kosullari;

— 0o
=0 =0
seklindedir. Eger A yeterince kiiciikse;

A < <€D
2Nh

dir. Burada N, T,,T, T, gerilimlerinin maksimumundan biiyiik bir sayidir. A

Xy ?
parametresindeki kiiciik degisimlerde sistem stabil kalir. A kritik degere ulasinca
trivial olmayan c¢oziimler cikar ve stabilite durumu bozulur. Bu anlamda kritik
degerlerin belirlenmesi biiyiikk 6nem kazanmaktadir. Bu problem de ozdeger

probleminin bulunmasina doniisiir.

Genel olarak verilen lineer olmayan problemler icin de olsa lineerlestirilmis
denklemlere indirgenerek stabilite problemleri analiz edilir ve bunlar artik 6zdeger

problemleridirler.



2.2. Simetrik Operatorlerin Ozdeger ve Ozfonksiyonlar:

Simetrik operatorlerin 6zdegerleri ve bunlarin teorik analizi oldukca ©Gnemlidir.
Bunlarla ilgili 6nemli teoremleri verelim ama daha 6nce simetrik operatoriin tanimini

yapmaliy1z.

Tanmm 2.2.1. A lineer bir operatdr olsun. Tanim kiimesindeki herhangi iki u ve v

fonksiyonlari i¢in;

(Au,v) =(u,Av) Yu,ve D,

g < . . . . d*u
esitligi dogru ise bu operatére simetrik operatdr denir. Mesela Au=- el
X

O<x<]1 operatdrii simetrik bir operatordiir.

D, tanim kiimesi, ikinci tiirevi de siirekli olan ve u¢ noktalarda sifir olan

fonksiyonlar kiimesidir. Boyle tanimlanan A operatorii de simetrik. Gergekten;

2 2
burada Vd—l; -u d—: =i(vu'—uv') yazilsin. Boylece;
dx” dx

(Au,v)—(u,Av)z—[(vu'—uv')]‘:) o u@=ul)=v(0)=v(1)=0

ise A operatdrii simetrik olur.

Simetrik operatorlerin toplami da ¢arpimi da simetrik olur. A ve B operatorleri igin

AB =BA ise A, B simetriktir. Ayrica simetrik operatorlerin tersi de simetriktir.



Teorem 2.2.1. Simetrik operatorlerin 6zdegerleri reel sayilardir.

Ispat: A operatorii i¢in A, Ozdeger ve buna karsilik gelen dzfonksiyon da

@,(x) olsun.

A, =1,

Eger ¢, fonksiyonu reel ise, ¢, ile i¢ carpim yapilarak ve her iki tarafi ¢, 1 norm

karesine bolerek;

(Ag,.9,)
o]

0=

elde edilir ki burada A, 1n reel oldugu goriilmektedir.
Eger ¢, kompleks bir fonksiyon ise yine ispat benzer sekilde yapilabilir.

Boylece pozitif tamimli ve pozitif alttan sinirlt operatdrlerin 6zdegerleri pozitif olur.

Eger (A@,9)>0, V@ #0 ise 0 zaman A operatoriine pozitif tanimli denir. Simetrik

bir opreatdr, c pozitif bir sabit olmak iizere Vue D, icin (Au,u)Zc2 ||u||2

esitsizligini saghyor ise pozitif alttan sinirlt adin1 alir.

Teorem 2.2.2. Simetrik operatoriin 6zfonksiyonlar1 farkli 6zdegerler igin birbirine
diktir.

Ispat : A, ve A, simetrik bir A operatoriiniin iki farkli 6zdegeri olsun.
Dolayisiyla ¢,(x) ve @,(x)’ e de bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar diyelim. Bu

durumda;
A¢1 = 7‘1¢’1 ve A¢2 = >‘2¢2

dir. {1k denklemi ¢, ile ikinci denklemi ¢, ile garpip ¢ikartalim:
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(Ag.0)-(9.A0,)=(11,) (9, 0)

A simetrik oldugundan sol taraf sifirdir. A,-A, #0 oldugundan (¢,,¢,)=0 dur.

Eger verilen bir 6zdegere birden farkli 6zfonksiyonlar karsilik geliyorsa, bunlar
birbirine dik yapilabilir. Boylece simetrik bir operatoriin biitiin 6zfonksiyonlar

ortonormal bir sistem olustururlar.
Teorem 2.2.3. Pozitif operatoriin 6zfonksiyonlar sistemi enerji normuna da diktirler.

Ispat : A, ve ¢, pozitif tanimli A operatoriiniin 6zdegeri ve 6zfonksiyonu

olsunlar.

Ag =)o

@, ise @, den farkli bir 6zfonksiyon olsun. Yukarida gériildii ki bunlar (¢, 9,)=0

anlaminda diktirler.

Eger Ag, =A,¢, denkleminin her iki tarafin1 da ¢, ile i¢ carparsak;

(A¢1’¢2):0

buluruz ki boylece ispat tamamlanir. Not edelim ki bu 6zfonksiyonlar sistemi sadece

dik degil, enerjide de tamdirlar.

Boylece Au = f gibi operator denklemlerinin ¢oziimiinde ortogonal bir seri olarak
kullanilirlar. Sunu da belirtelim ki pozitif alttan smirli A operatoriiniin

ozfonksiyonlar enerjide tam olduklar gibi, ortonormaldirler.

¢, (x) n=1,2,... A operatoriiniin 6zfonksiyonlar1 ve A, ler de bunlara karsilik gelen

ozdegerler olsun.
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0, n#m
(¢n’¢m): 1 _ [¢m’¢n]zo s n;ﬁm
, n=m
A¢l’l =}\‘n¢n

Eger bu denklemi ¢, ile i¢ ¢carparsak su esitlige ulasiriz:

(A¢n’¢n): |¢n Izz}\‘n

Bu denklem bize ¢, (x)’ lerin enerjide normalize edilmedigini gosterir. Daha sonra

da;

L

?,(x)
(2,)

v, (x)=

fonksiyonlar sistemini elde ederiz ki bunlar enerjide dik ve tamdirlar. O zaman;

4,00 =Y (£,9, )y, )

n=1

Au =f denkleminin ¢dziimiidiir, ¥, (x) yerine ¢, (x) koyarsak;

= (f, X
u0<x>=z%¢n<x>

elde edilir.

Tanim 2.2.2. (Tamhk Kavramn ) Eger herhangi sonlu normlu bir fonksiyon,
uygun bir yakinsamaya gore keyfi hassaslikta (bir Q bolgesinde) olacak sekilde

@, (x) n=1,2,.. fonksiyonlarinin ( ortogonal olsun veya olmasin ) sonlu sayida lineer

birlesimleriyle verilebiliyor ise 0 zaman bu sisteme tam sistem denir. Yani ¢, (x),
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tam bir kiime ise ve u(x)’ de keyfi bir fonksiyon olmak iizere sonlu normlu olmak

sartiyla V& >0 igin dyle bir N tam sayis1 ve @,,,,...0 sabitleri buluruz ki;

o= (0 + 00, +..+ ooy )| = <€

N
u- z P
k=1

olur. Tamlik tanimin1 verilen bir sinifa tahsis ederek de belirleyebiliriz. Bu halde u(x)

verilen bu simifta olmalidir.
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2.3. Ozdeger Probleminde Enerji Teoremleri

Ozdeger problemi, bazi kosullar altinda varyasyonel probleme indirgenebilir. A

simetrik operatorii;
(Ava)zk|u]

esitsizligini saglasin. Burada k pozitif reel bir sayidir. Boyle operatéorlere alttan sinirlt
operatorler dendigini biliyoruz. Eger k = 0 ise pozitif operator olur. Eger A operatorii
alttan sinirliysa;

(Au,u)

(uu)

>k

ifadesi alttan sinirli olup bir d infimumuna sahiptir. Burada d >k dir.

(Au,u)
(u.u)

Teorem 2.3.1. A simetrik alttan sinirli bir operatdr olsun. d’ de nun gercek

alt sinir1 olsun. u, # 0 fonksiyonu igin;

(Auo’uo)

=d
(umu())

ise d, A’ nin en kiigiik 6zdegeridir ve u, da buna karsilik gelen 6zfonksiyondur.

Ispat : n, A’ nin D, bolgesinde keyfi bir fonksiyonu, t' de reel bir say:

olmak iizere u,+tne D, olsun.

o(t) = (A(u0+m) ’u0+tn) _ t* (Ann)+2t (Aug,n) +(Aug,u,)
(uo"'tn’uo"'tn) t* (Tl’n)+2t(u0’n)+(u0’uo)
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seklindeki ¢@(t) fonksiyonu t = 0 da minimuma sahiptir ve ¢’(0)=0 dir. ¢’(0)"1
hesaplayarak;

(ugu,) (Auy)-(Aug,u, ) (uym) =0

denklemine ulasiriz. d nin degerini yerine koyarak (Au,-du,,n)=0 oldugu ve

buradan da

Au,-du, =0

elde edilir. Burada A operatorii icin d 6zdeger, u, 6zfonksiyondur. Yani A, ve u,

herhangi bir 6zdeger ve 6zfonksiyon ise;

Boylece Teorem 2.3.1. bize bir yontem gelistirmis oldu. Alttan simirh simetrik bir

(Au,u)
(u.u)

fonksiyonu arariz. Bunu daha uygun hale koymak i¢in;

operatoriin en kiiciik 6zdegerini bulmak icin fonksiyonelini minimum yapan

V= ﬁ olarak ve ||l//|| =1 olmak iizere;
u

yazilsin. O halde tekrar i yerine u yazarsak varyasyonel problemimizi su sekilde

formiile edebiliriz: (u,u) = 1 kosulu altinda (Au,u) fonksiyonelinin minimumunu

bulmak.
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Teorem 2.3.2. A operatdrii simetrik ve alttan sinirli olmak iizere A, <A, <.. <A ilk

n tane arka arkaya gelen 0zdegerleri verilsin. u,,u,,...,u, de bunlara karsiik gelen

Au,u . .
ortonormal 6zfonksiyonlar olsun. u=u_, #0 fonksiyonu ) fonksiyonelini
u,u

(uu,)=0,(uu,)=0,..,(uu,)=0 yan kosullar1 alinda minimize eder. Bu nedenle

}\‘ _ (Aun+l’un+l)

n+l T
(un+l’un+l)

0zdegerine karsilik gelen dzfonksiyon u,, dir.
Ispat : r, A operatdriiniin tanim kiimesinde keyfi bir fonksiyon olsun;

n=r-p (ru)u,

n

(mu,)=(ru,)=2 (ru)(uou,)  m=12..n

k=1

denkleminde u, * larin ortogonal olmasini kullanirsak ve normalize edilirse;

(uou,)=

0 k#m
1 k=m

neticede

(nu,)=(ru,)=(ru,)=0
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olur. n fonksiyonu gibi tn’ de teoremdeki yan kosullar1 saglar. Burada t keyfi bir reel

sayidir. Ayrica u_,, +tn de yan kosullar1 sagladig aciktir.

n+1

Simdi t’ ye baglh fonksiyonu olusturalim;

(A (un+l +t1]) ’un+1+tn)
(un+1+tn’un+1+tn)

fonksiyonu t = 0 da minimumdadir. Bunun tiirevi alinarak t = 0 yazilirsa;
(Au,,, —2,,u,,,n)=0
bulunur.
(Au,, =2, ,u,,.r)

ifademizi onceki denklemlere sirasiyla uygularsak;

n

(Aun+1 - }\‘n+1un+l’r) :(Aun+1 _xn+lun+l’n) - (uk ’r)(Auml _}\‘n+1un+1’uk )

k=1

=3 () (At R )
uistelik;
(Auy =Ry w0y ) = (Auy, o ug) =2y (w00,
Bu ifadenin sifira esit oldugu agiktir. Buna gore ilk ifadenin;
(Au,u) = (u,,,Au,)

esitligi goriliir. Au, -A,u, =0 ise;
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(Au,,u) =2 (u,,0,)=0

n+l1° n+l1?

Buradan da (Au,,, —X,,u,,.r)= O bulunur. r keyfi oldugundan ilk terimin sifir

olmasi gerekir.

-\ _u

n+l n+1 7 n+l =

oldugundan A ,, 6zdegerdir, bu da teoremi ispatlar.

Bu teoremler o6zdegerlerin ve ozfonksiyonlarin varligi halinde s6z konusudur.
Asagidaki teorem ise pozitif tanimli alttan sinirli operatdrler icin varlik teoremini

garantilemektedir.Ancak bundan dnce su tanimi1 verelim.

Tanim 2.3.1. (Kompakt Fonksiyonlar Kiimesi) Verilen bir yakinsama anlaminda
sonsuz bir fonksiyon kiimesi kopmaktir deriz sayet, verilen her bir diziden yakinsak
bir alt dizi olusturabiliyor isek. Bu yakinsamalar; diizgiin yakinsama, enerjide

yakinsama, vs. olabilir.

Teorem 2.3.3. Pozitif alttan simirli bir operatdr tanim kiimesinde enerji normlari
sinirli  fonksiyonlar kiimesi kompakt olsun. Buradaki yakinsama ortalama
anlamindadir. O zaman;
a) Asagidaki sekilde, operatdr sonsuz tane 6zdegere sahiptir.

O<A <A, <. ; limA, =+oo
b) Bunlara karsilik gelen oOzfonksiyonlar hem enerjide hem de ortalama

anlamdaki yakinsamada tam sistem olustururlar.

2
Ispat: 1) @) = (Au.u) = lul

(w0) ~ Juf
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ve A, , @(u) fonksiyonelinin gercek alt smir1 olsun. Agikga A, >y dir. (¥ alttan
siirhilik katsayist ). Bu ispatta ¢@(u,)=A, denklemini saglayan bir u, fonksiyonu

bulmamiz gerekmektedir.

Gergek alt sinir tammmindan dyle bir v, € D, fonksiyonu bulabiliriz ki;
1
MS@(v,)SA +—
n

olacak sekilde pozitif n sayis1 vardir.

Acikca buradan;

lime(v,) =2,

" ile carpalim.

dir. @(u) fonksiyoneli, u’ yu sabitle ¢arparsak degismez. v, ’ leri ||v,

"Vn”:l oldugundan @(v, )= |Vn > olur ve;
Iv. > -2,

dir. Simdi n, D, da keyfi bir fonksiyon ve t de keyfi bir reel say1 olmak iizere aciktir

ki;

lv, +tn|z -
v+

Normun karesini i¢ ¢arpima ¢evirerek ve ||vn || =1 kullanarak;

Pl =x [l }+2e{ v, 0] - 4 (v,0m) }+ {lv, P2} =0



19

Bu ikinci dereceden ifade isaret degistirmedigi i¢in diskriminanti pozitif

olmamalidir. Boylece;

(v, n]=2 (von)| < (Il =2, IInIIZ)J(Ivn -1, slnl\/(lvn P-1,)

|n| < C (C sabit ) ve n keyfi olsun. Bu durumda (1) ve (2) den;

[v, ] (u,m) = 0
bulunur. |Vn I — A, iken |Vn l<cC yerine n=v, -v_ alirsak ve;

|n|S|vn|+|vm|<2C
ile birlikte (3) ifadesinden,;

[Vn’vn_vm]_xl (Vn ’Vn_Vm) — 0

n—oo

olur. m ve n nin yerini degistirip toplarsak;

|vn -V, |2 -\, ||Vn —Vm"2 - 0

n,m—eo

Burada |vn|<C esitsizlii v, n = 1,2,... nin enerji normunda sinirli olmasi

anlamindadir. Hipotezden dolayr bu dizi ortalama anlamda kompaktir. Bunun
yaninda ortalama yakinsak bir alt dizi de segebiliriz. Yeni bir sembol kullanmadan bu

diziyi de v, ile gosterelim.

ortalama

v, — u, olsun. O zaman ||Vn —Vm" — 0 olur. (4) ten |Vn —le — 0 olur.
n,m—co

n
n,m—eo
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Yani v, dizisi enerjide de yakinsak olur. |vn -u, = oldugundan bu limit te u, e

esit olur.

=1 ve |u1|=lim|Vn|=k1

||ul|| =lim|v,
oldugundan

¢(u1) :7\'1

olur. Simdi Au, =\ u, oldugunu gosterelim. (3) te n — oo iken;

[un]=2, (u;n)=0 neD,
olur. Burada agagidaki fonksiyoneli minimize eden bir u fonksiyonu bulacagiz.
[wu]-2(uru,)

Biliyoruz ki boyle bir fonksiyon ( genellestirilmis olabilir ) , Au, =A,u, denkleminin

¢cOziimidiir. (5) denkleminde n yerine u yazarak;
[wu]-2[uv]= lu—u, P ~|ul

olur. Aciktir ki u, fonksiyonu (6) fonksiyonelini minimize eder. Yukaridaki gibi bu
fonksiyon Au, =Au, denklemini saglar. Boylece A, ve u, in Ozdeger ve

ozfonksiyon oldugu kismi ispatlamis olduk. Simdi teoremin diger bdéliimiinii

ispatlayalim.

2) A, nin (uwu,)=0 yan kosulu altinda ¢@(u) nun gergek alt simri oldugunu
gosterelim. Bu kosul fonksiyon simifini daraltr ve A, 2, olur. Yukaridaki ispat

aynen tekrarlanarak A, nin A operatoriiniin ikinci 6zdegeri oldugu bulunur. Bu ise
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u, e dik olan u, nin normalize 6zfonksiyonuna karsilik gelir. Bu isleme devam

ederek;
A SA, SLSAL (pozitif)

artan Ozdeger dizisini olusturabiliriz. Bunlara karsilik gelen ortonormal

ozfonksiyonlar dizisi de;
u,U,,....u, ...
ozfonksiyonlar olacaktir.

3) A, —> o halini ispatlayalim.

Bunun tersini kabul edelim, yani A, <C=sbt olsun. Buradan |un|=kn <C yani

ozfonksiyonlar enerji normunda sinirh olur.

Teoremin hipotezi geregi 6zfonksiyonlar dizisi kopmaktir. Buradan bir alt dizi olan

u,, k=1,2,... seceriz. Yani;

lim =0

k1 —o0

u,—u

nl

Bu ise miimkiin degildir. Ciinkii 6zfonksiyonlar ortonormaldir.

2

2_5

u _2(unk’unl)+

u

’ = (unk _unl ’unk _unl ) =

unk -u nk

nl nl

4) u, ler enerjide tamdirlar. Enerji normuna gore 6zfonksiyonlar diktirler. A,

@(u) nun gergek alt sinir1 olarak asagidaki sartlarla belirlenebilir.

0]=0 . [0,]=0 oo [uu,,]=0
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Eger enerjide tam olmasaydi sifir olmayan Oyle bir fonksiyon olurdu ki bu enerjide

biitiin u, lere dik olurdu. 71, ¢(u) nun gercek alt sinir1 olsun. A nin biitiin A, lerden
biiylik bir 6zdeger oldugunu bulmamiz gerekirdi. Ancak A, — o oldugu i¢in bu

miimkiin degildir.

5) Son olarak u, Ozfonksiyonlar: ortalama anlamda da tamdirlar. Bunun igin

sonlu normlu bir fonksiyonu ortalama anlamda istenilen yakinlikta sonlu enerjili bir

fonksiyon bulunabilecegini kabul edelim.

Bu durum, pozitif alttan sinirli operatorler i¢in ispatlanmigtir. Sonlu normlu bir f(x)

fonksiyonu verilsin ve sonlu enerjili bir g(x) fonksiyonu secebiliriz ki;
||f—g|| < g ¢ keyfi pozitif say1

olur. g(x) fonksiyonunun yaklagimini ; a,u,+a,u,+...4+a u_ toplami olarak yazabiliriz

oyle ki;
|g—(alul+a2u2+...+anun ) < % y =sbt

seklinde belirleyelim. Boylece;

||f—(a1u1+a2u2+...+anun )| < ||f—g|| +

n
g'z a;u;
i=1

< ||f—g||+?l/ le-> aul<e
i=1

bulunur ki bdylece ispat tamamlanir.

Not 1: Teoremin (a) ve (b) sartlarin1 saglayan bir operator varsa bunun
0zdegerlerine ayrik spektrum denir.
Not 2 : Pozitif alttan smirli operatorler icin teoremin sartlar1 ayrik spektrumlarin

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosuldur.
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2.4. Ozdeger Problemleri icin Ritz Metodu

A, (Au,u)2k||u||2 sartim1 saglayan alttan simirli bir operatér olsun. A nin

O0zdegerlerinin bulunmasi, pozitif alttan sinirli  operatorlerin - 6zdegerlerinin

bulunmasina indirgenebilir. Gergekten c , |k| dan biiyiik bir say1 olsun. Au - Au = 0

denklemini Au —7~uu =0 seklinde yazabiliriz. Burada A =Au+cu , 71 =\ + cdir.

A porzitif alttan sinirlt operatordiir, ¢linkii;

(A,u) =(Au,u)+c(uu)2 (c+k)||u||2 ve c+k>0

dir. A , Annvek=h-cdeA nm 0zdegeridir. Gergek alt sinir i¢in «inf »

semboliinii kullanirsak;

ey

d, A nin en kiiciik 6zdegeridir ve u, fonksiyonu, eger;

d — (Au()’u())
(uo’uo)

varsa 6zfonksiyondur.

Kabul edelim ki bu fonksiyon mevcut olsun. A’ nin en kiicitkk 6zdegerini bulma
problemi (1) fonksiyonelinin gercek alt siirin1 bulma problemine indirgenir. Yada
(Au,u)’ nun gercek alt smirmmi (u,u) = 1 kosulu altinda bulma problemine

indirgenebilir.
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Simdi bu problemin Ritz Metoduyla ¢6ziilebildigini gosterelim. Bunun i¢in asagidaki

tic kosulu saglayan ¢, (x) fonksiyon dizisini ele alalim.
1) ¢, (x) fonksiyonlar1 A operatoriiniin tanim kiimesinde olsun.

2) Fonksiyonlar enerji normuna gore tam olsunlar.

3) Keyfi n sayis1 i¢in ¢, ¢,,...,¢, fonksiyonlar lineer bagimsiz olsunlar.

u, ()= a,¢,(x)

k=1

alalim. Burada a, ’ lar sabit katsayilardir. Bu katsayilar1 dyle belirleyecegiz ki u’

ler (u,,u,)=1 sarum saglayacak ve (Au,,u,) minimum olacak. Boylece n

degiskenli;

(Aun,un)=k§1(A¢k,¢m)akam 2)
denkleminin;

(u,0,)= Y (4.0,)a,a, =1 (3)

kosulu ile minimumunu bulmak istiyoruz. Bu problemi ¢6zmek i¢in Lagrange’ in
belirsiz ¢arpanlar metodunu kullanacagiz. Bunun icin; ®=(Au,,u,)-A(u,,u,)

fonksiyonunu goz oniine aliriz. Burada A bilinmeyen bir katsayidir. @ fonksiyonunun

a, katsayilarina gore kismi tiirevlerini sifirlayacagiz. Bu bize;

n

Da, [(A(Dk,(ﬂm)—K((pk,wm)]:O m=1,2,...n (4)

k=1

denklem sistemini verir. (4) denklem takimi a, ’ lar cinsinden lineer ve homojendir

ancak tamamu sifir degildir. (4) sisteminin determinanti sifir olmalidir. Bu bize A’ lar

cinsinden bir denklem verir:
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(A9.0)-1(0.0):(A0,0) - M9, 0) 5.5 (A0,.0) -1 (9,.9)
(AQ.2)-M9.0,) (A0, 0,)-10,.0,):...:(A0,.0,) - 10, 0,)

=0 (5
(A¢1’¢n)_7\'(¢1’¢n) ;(A¢2’¢n)_7\'(¢2’¢n);"';(A¢n’¢n)_;\'(¢n’¢n)
Eger {@,} ler ortonormal ise (5) denklemi;
(A¢17¢1)_7\’ (A¢27¢1) """ (A¢n’¢1)
(Agol,goz) (Agoz’goz)_}‘ ----- (A¢n’¢2) -0 (6)
(A¢l’¢n) (A¢2’¢n) “““ (A¢n’¢n)_ﬂ

denklemi haline gelir. ¢@,,¢,,...@, fonksiyonlar1 her n i¢in lineer bagimsiz

oldugundan (5) denklemi n. dereceden bir polinom olup n tane kke sahiptir.

A,  da bu koklerden biri olsun. Bu A’ 1 (4)’ e yerlestirirsek determinant1 sifir olur.

Sistem trivial olmayan ¢oziimlere sahip olur.

al” k = 1,2,...,n bir ¢6ziim olsun. Bu durumda ra!” lar da bir ¢oziimdiir. r keyfi

sayisal garpan. ta\”’ lart (3) e yerlestirerek r degerlerini bulabiliriz. Boylece

bulunan bu grup (3) ve (4) denklemini saglar. A yerine A,, a, yerine a\” konursa;

Za“’) Ap.p,) =)\ Za“’) ?-¢,) m=1,2,..n (7)

(0)

formunda yazilip a,’ ile ¢arpilip toplanirsa asagidaki denklemi elde ederiz.

Z(A¢k’¢ ) (0) 0 _— 7» Z ¢k’¢ (0) (0)

k,m=1 k,m=1
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Burada (3) denklemi dolayisiyla sag taraf A, dir ve sol taraf (Au(o),u(o)) dir.

n n
n
O _ (] — ©) ;0
u, —Zak o, ve 7»—(Aun U, ) (8)
k=1

Eger A operatorii simetrik ise (8) denklemi gosterir ki (5) in kokleri reeldir. Ustelik
uflo) fonksiyonlarindan birisi (2) denklemini minimize eder. (8) formiilii boylece (5)
in koklerinin en kiictigtiniin bu minimuma esit oldugunu gosterir. Simdi bu limitin d
ye esit oldugunu ispatlayalim. Bu, Ritz metodunun o6zdeger problemlere

uygulanmasinin saglamasi olacaktir.

Enerji i¢ carpimi ve enerji normunu yazalim;
[wv]=(Auv) - Julr= (Au,v)

>0 icin gercek alt simr tammindan u’e D, fonksiyonu (u,u’)=1 ve

d <(Au’u’) < d+¢ sartiyla mevcuttur. Yani;

(d) < lu’l < (d+e)
dir. ¢, (x) n=1,2,...enerjide tam oldugundan u, asagidaki sartla mevcuttur.
N
uy=Y.b@  b=sbt
k=1

oyleki;
| [ < Ve

boylece;



luf | <lul+e < J(d+e) +/e yada (Au;j,u;j)<(1/(d+s)+\/g)2

olur. (1) denkleminden;

, Ly,
uN—u'SﬁhN—u < %
buradan;
il =1

olur. Sonugta

oo ()l (@) +e)

’ - ’ < = d+Tl
)

(u;l’uN Uy - € ?
d

¢ ile 1 sifira gider. Ustelik Ay da

(AUN’UN)

(uy,uy)

N
ifadesinin minimumudur. uy = Zak(/)k Boylece;
k=1

a0 < AU g

(uiouy)

olusur. n > Nise 1<\ olur ve burada d<\”<d+n dir. Son esitsizlik;
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imA® =d ©)

n—oo
oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi diger ozdegerleri belirlemeye calisalim. Ikinci 6zdegerin yaklasik degerini

bulmak i¢in;

n

(un’un):1 ve (ug))’un): Z (¢k’¢m) (0) m (10)

k,m=1

kosullart altinda (2) i¢ carpiminin minimumunu arariz. Burada;
© _\,0
) _ )
u,- = zak ¢k
k=1

A operatoriiniin normalize edilmis ilk 6zfonksiyonunun yaklasik degeridir. Lagrange

metodunu kullanarak;

(Aun’un)_}\‘(un’u) 21'(11 u(O))

ifadesinin a, ya gore kismi tiirevlerini sifira esitleyelim.

n

Yo [(Ag.0,)-Me.0,)]-r(a.0,)a}=0 (11)

k=1

denklemi olusur. Bu denklemin her iki tarafin1 a' ile carpip m iizerinden toplayalim

3 0,20 [(A0.0,) -2 0,)] Y 2% (9,.0,)=0 (12)

k,m=1 k,m=1
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© u(o)) =1 degerini verir. Ik toplamada m ve k indislerinin yerini

n ’> ' n

ikinci toplama (u

degistirip once k sonra m iizerinden toplayalim.

Za Za“)[ AP, 0)-M20.) | (13)

Bu denklemdeki icteki toplam;

Za“” (9.A0,) 10 0,)]

veya A simetrik oldugundan;

Za“” (Ag.0.) M0 0,)]

(0)

ifadesine esit olur. (4) denklemi geregince A=\"" i¢in elde edilen a\” sayilari ile;

(A - )Za“” ) = (2 f)—ﬂ)(ia‘?@k,%] (0 =2) (0. 2,) = (1 = 2) (@, u)”)
k=
Bunun yaninda (13) ifadesi su formda olsun;

(1 =2) X (o) = (= 2) w0

m=1

ki bu ifade (10) dan dolay1 sifirdir. (12) den r = O olur ve (11) sistemi (4) ile aym
olur. Buradan aradigimiz minimumun A oldugunu goriiriiz. Bu ise (5) teki koktiir.
Boylece denklemin ikinci kokiinii almamiz gerektigi goriiliir. Benzer sekilde daha

yiiksek 06zdegerlerin yaklasik degerleri (5) in kokleri olur.
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2.5. Ritz Metodunun Farkli Bir Formu (Temel Simir Kosullari)

Pozitif alttan sinirli ayrik spektrumlu operatorle baslayalim. Biliyoruz ki en kiigiik

ozdeger A, ;

Gergek alt sinir A operatoriiniin tanim kiimesindeki biitiin fonksiyonlarin {izerinden

alinmalidir. Yani;

Au,
klzinf( u.u) 1)
ueD, (U,u)
ve bunu;
2
A, = inf % )
ueD, ll”

seklinde yazabiliriz. (1) formiilindeki oran A operatoriiniin tanim kiimesinde
anlamlhidir. Fakat (2) deki oran daha genis bir sinif olan sonlu enerjili fonksiyonlar
sinift icinde gecerlidir. Simdi genisletilmis sinirda da bu alt oranin degismedigini

gosterelim. Eger bu sonlu enerjili fonksiyonlar kiimesini H, ile gosterirsek;

2
A, = inf % (3)
ueH, u"

olur. Fonksiyon sinifinin biiytimesi gergek alt sinirt kiiciiltiir. O halde;

2
inf |11—|<X1

ueH, u”2 -




31

elde edilir. Esitsizligin sol tarafin;

2
o =inf %
u

ueH,

ile tanimlayalim ve O <X\, olsun. Ger¢ek alt smir tanimindan, her € > 0 i¢in

1~1(x) € H, olacak sekilde bir fonksiyon bulmak miimkiindiir. Oyle ki;

2 2

u| oram eger u bir sabitle ¢arpilsa da degismez. Dolayisiyla uf =1

saglanir. |1;|2/

kabul edebiliriz. Buna gore;

§S|u|2<5+8

olur. Ote yandan sonlu enerjili fonksiyon tanimindan 6yle bir u’e D, bulabiliriz ki ;

|u'—1~1 |<e ve sonug olarak ||u'—u|| <? ¥ =sbt

lu’?

712
1]

Simdi

oraninin bir sinirlamasini1 yapalim. Uggen esitsizliginden;

lw'P _ |lul+]u=ul (6+e)+Ve

7 =

/|

u
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Burada 1, ¢ ile birlikte sifira gider. € u dyle kiigiik secebiliriz ki 0 +n<\, olur ve bu
durumda (2) formiiliiyle ¢elisiriz. O zaman JO<A\, esitsizligi miimkiin degildir ve (3)
denklemi ispatlanir. Aciktir ki (3) iin gercek alt simir1 u=u, dir. u, burada A, e

karsilik gelen A nin 6zfonksiyonudur.

2

Ritz metodu >
Ju]

ue H, oraninin minimumunu bulma olarak genisletilebilir.

Bunun i¢in ¢, (x) koordinat fonksiyonlar: dizisi seceriz. Burada 2) ve 3) kosullari
saglanmal1 ve 1) kosulu yerine ¢, (x) fonksiyonunun sonlu enerjili olma kosulunu

koyariz. u, (x) i;

0, (0= 2,0, (x)

seklinde tanimlarsak;

un

zzzakam(¢k’¢m):1 ve Iun|2: Zakam[¢k’¢m]
1 1

k,m= k,m=

minimum olmali. Boylece asagidaki denkleme ulagiriz.

[o.0]-Me.0)[e.0]-Ae.0) ;..:[o.0]-10,.0)
(0. 0.]-Mo.0,):[0.0]-M0,.0,):.i]0,.0,]-10,.0)

[9.0.]-M0.0,):[0..0.]-M0,.0,) :..5[0,. 0, ] -1 (9,.9,)

=0 @

Eger koordinat fonksiyonlarint A nin tamim kiimesi D, da tanimlarsak (4)

denkleminin daha ©nceki determinant denklemine benzedigini goriiriiz. Onceki
boliimden kolayca ispatlanabilir ki (4) tin kokleri A operatoriiniin 6zdegerlerinin
yaklagik degerleridir ve n — oo iken bu denklemin en kii¢iik kokii , operatoriin en

kiigiik 6zdegerini verir.
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Ozdegerlerin yaklasik degerleri icin (4) formundaki denklem , su durum igin 6zel bir
oneme sahiptir: Operatoriin tanim kiimesine giren fonksiyonlarin diger kosullarin

yani sira dogal sinir kosullarini da sagliyor olmasi.

Biliyoruz ki sonlu enerjiye sahip fonksiyonlarin bu sarti saglamas1 gerekmez.
Boylece pratik olarak 6nemli bir sonug ¢ikar: (4) formunda verilen denklemde daha
onceki determinant denklemine nazaran koordinat fonksiyonlarmin dogal sinir

kosullarini saglamasi gerekmez.
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2.6. Au - ABu = 0 Formundaki Denklemler

Su denklemi g6z Oniine alalim.
Au-ABu=0 (1)

A ve B operatorlerinin ikisi de pozitif alttan sinirli ve D, < Dy olsun. Burada enerji

iki tiirlii, A yada B operatorlerine bagli olarak tarif edilebilir ayrica bu boliimde
verecegimiz 6zdeger ve dzfonksiyon teoremleri daha once ispatladigimiz teoremlerle

benzerlik arz eder.

Teorem 2.6.1. (1) denkleminin 6zdegerleri reeldir. Eger A, ve u, (1) in 6zdeger ve

ozfonksiyonu ise;

_ (Auo,uo) _ |u0 |i

o (Bumu()) - Iuo IZB

2)

Boylece (1) in 6zdegerleri reel oldugu gibi aym1 zamanda pozitiftirler.

Teorem 2.6.2. (1) in farkli 0Ozdegerlere karsiik gelen Ozfonksiyonlart B

operatdriiniin enerjisine gore diktirler. Yani ; A, ve A, (1) in farkli 6zdegerleri ve u,

ve u, bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun. O zaman;

(Bul’u2):[ul’u2]3 =0 (3)

Boylece (1) in 6zfonksiyonlar kiimesi B nin enerjisine gore ortonormaldirler.

Teorem 2.6.3. (1) in 6zfonksiyonlar sistemi A operatdriiniin enerjisine gore de

diktirler.
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Teorem 2.6.4. A ve B operatorleri i¢in , A nin enerjisinin normuna gore sinirl

olanlar1 B nin enerji normu anlaminda kompaktir. O zaman;

a) (1) denklemi O<A, <A, <..<A <.. A, — o n— oo sonsuz ozdegere
sahiptir.
b) Bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar hem A hem de B operatorlerinin

enerjilerine gore tamdirlar.

Teorem 2.6.5.

“4)

Fonksiyonelinin alt sinir1 d olsun. Bu d yi veren u,;

(Auo’uo)

=d
(Buo’uo)

varsa u, (1) in 6zfonksiyonu ve d ise buna karsilik gelen en kiiciik 6zdegerdir.

Teorem 2.6.6. A ,\,,...,A, artan sirayla (1) denkleminin ilk n tane 6zdegeri olsun.
Bunlara kargilik gelen 6zfonksiyonlar da u,,u,,...,u, olsun. Kabul edelim ki u_,,

fonksiyonu (4) fonksiyonelini;
(Bu,u,)=(Bu,u,)=...=(Bu,u, )=0 (5)

sart1 altinda minimize etsin. Bu durumda u__,, (1) denkleminin;

n+l?

_ (Aun+1’un+l)
n+l (Bu u ) (6)
n+l

n+l1?

Ozdegerine karsiik gelen ozfonksiyonudur. A ,, Ozdegeri A, den sonraki ilk

n+1
ozdegerdir. (Teorem 2.6.5.) ile (1) denkleminin en kiicilk ©6zdegerini bulma

problemini;
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(Bu,u) =1 (7

kosulu altinda (Au,u) fonksiyonelinin minimumunu bulma varyasyonel problemine
indirgeriz. Benzer sekilde (n+1). 6zdegeri bulma prolemi de (7) ve (5) kosullari

altinda (Au,u) fonksiyonelinin minimumunu bulma problemine indirgenir.

Onceki boliimde koordinat fonksiyonlar1 icin kostugumuz sartlardan 1. ve 3. aym
kalacak, 2. ise su sekilde degisecek; koordinat fonksiyonlari A operatoriiniin

enerjisine gore tam olacak. (6) ve (7) denklemi buna gore asagidaki sekilde olacaktir.

n

Zak [(Auk,um)—}»(Auk,um)]:O m=1,2,...n (8)

k=1

(Au,,u,)=A(Bu,,u,);(Au,,u,)=1(Bu,,u,) ;...; (Au,,u,)=A(Bu,,u,)
(Auj,u,)=2(Bu,,u,):(Au,,u,) =2 (Bu,,u,) 55 (Au,,u,) A (Bu,,u,) ~0 (9)

2. kosul koordinat fonksiyonlar1 A operatdriiniin enerjisine gore sonlu olmasi sartiyla
genisletilebilir. Ispatlanabilir ki boyle olan fonksiyonlar B operatoriiniin enerjisine

gore sonludur. O zaman (8) ve (9) yerine;

n

Zak {[uk,um]A—/l[uk,um]B}:O m=1,2,....n (8,)

k=1

[ul’ul]A _}\‘[ul’ul]B ;[u2’ul]A —X[uz,ul]B 2ees [un’ul]A _x[un’ul]B
[ u,], =A[upu, ] s[usou, ], =Ausu, ], s [ugu, ], =2 u,u, ] |
=0 (9)

[u.u,], =Aupu, | s[uye, ], =Auyu, ] s [ugau, ] =2 o, u, ]

daha dnce dogal sinir kosullar i¢in sdylenenler burada da gegerlidir.
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2.7. Adi Diferansiyel Denklemlerin Ozdegerleri

Bu boliimde adi diferensiyel denklemlerin 6zdegerlerini inceleyecegiz. Cesitli simir
kosullar1 altinda daha ¢ok ikinci mertebeden denklemler iizerinde c¢alisacagiz.

Yiiksek mertebeler icin ise daha basit sinir kosullarini alacagiz.

1. Asagidaki diferensiyel denklemi g6z Oniine alalim.
Au=- i [p(x) d_u} +r(X)u (1)
dx dx

Burada u(x) fonksiyonu a < x <b araliginda verilmistir. p(x) ve r(x) katsayilart;

p()=0 , r(x)>0 A:jd—x<oo )

> P(X)

denkleminin sartlanim saglamaktadir. u(x) Oyle sinir kosullarmi saglasmn ki (1)
operatoriiniin pozitif alttan sinirli olmasini garantilesin. A operatoriiniin 6zdeger ve

ozfonksiyon problemini agagidaki sekilde ifade edebiliriz.

2. [k 6nce en basit hali inceleyelim. Bu durumda a<x <b araligmin mesela

sol ucunda sinir kosulu;
u(a)=0 (3)
seklinde verilsin. Sag u¢ noktasinda ise genel olarak
7'(b) + Su(b) =0 )

seklinde verilsin. Burada ¥>0,02>0 ve en az biri sifirdan farklidir. Problemi

¢ozmek icin Oncelikle A operatoriiniin tarifledigi enerji icin bir sinirlama getirmek

faydali olacaktir. Bunu kolaylikla;
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[ul? :.T(pu'2 +ru2)dx+éu2(b)
v

a

seklinde hesaplayabiliriz. Eger y = 0 ise son terim diiser ve her haliikarda bu ifade
negatif degildir. Son terimi ve isaret altindaki negatif olmayan terimi diisiirerek

asagidaki sinirlama yapilabilir;
b
lul’ > [ pexu” (x)dx (5)

Ikinci adim integral denklemler teorisinden asagidaki teoremle baglanti kurmak

olacaktir.

Teorem 2.7.1. Eger;
b
u(x) = j K(x,H)v(t)dt (6)
ve asagidaki katli integral

_ﬁKz(x,t)dxdt (7)

aa

sonlu ise o zaman (6) daki integral operatdr, bir norma gore sinirli fonksiyon
kiimesini ortalama yakinsaklik anlaminda kompakt bir kiimeye cevirir. Bdylece eger

M bir fonksiyon kiimesi ise ve Vv(x)e M ig¢in;

N 1
2
v[=1|vi(x)dx} <c c=sbt
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saglaniyorsa bu halde bu kiimeden bir v (x)dizisi secebiliriz ki (6) formiiliiyle

olusturulan dizi , yani;
b
u,(x) = [Kx0v, (Odt

ortalama anlamda bir limit noktasina yakinsar. (3) sartint saglayan bir u(x)

fonksiyonu alalim ve bu siirekli tiireve sahip olsun. Integral hesaptan biliyoruz ki;
ux) = [u'tdt

v(x) ve K, (x,t) yerine;

1

— , a<t<x
v =[po]u®), Ky (x)=1pO (8)
0 , Xx<t<b
alalim ve boylece son denklemi su formda yazabiliriz.
b
u(x) = [ K, (x,0v(t)dt 6,)

Bu 6zdeslik u(x) in siirekli tiireve sahip olmasi kosulu altinda elde edilmistir. Fakat
gosterilebilir ki sonlu enerjili fonksiyonlar i¢in de bu dogrudur. Kolaylikla goriilebilir
ki (7) integrali sonlu bir sayidir. Béylece (Teorem 2.7.1.) uygulanabilirdir. Gergekten

(8) formiiliinden a <x,t<b i¢in;

0<K,(x,0) <

Jr®

oldugundan
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bb bb
! j K, (x,t)dxdt < j j % = A(b-a) < o0

dir. Simdi enerji normlart siirli olan u(x) fonksiyonlar kiimesini gdz oniine alalim.

(5) formiiliinden;

J.p(x)u'z(x)dx <c?

yada (8) formiiliiyle verilen v(x) fonksiyonlarini ortaya koyarsak ||V||Sc olur.

Boylece yukaridaki teoremden u(x) fonksiyonlar kiimesinin kompakt oldugunu,
onceki boliimdeki (Teorem 2.3.3.) sartlarini sagladigim1 ve (2) , (3) sinir kosullari

altinda operatdriin ayrik spektruma sahip oldugu goriilmiis olur.

Bu sonucu biraz daha ayrntili sekilde inceleyelim. Porzitif sayilarin

A <A, £..<A, <. bigiminde artan sonsuz bir dizisi mevcuttur ve bunlara karsilik

gelen u,(x),u,(x),...,u, (x),... vardir ki (2) ve (3) sinir kosullarinda;

d( du
-—— L |+ru -Au, =0 9
dx (p dx J vl ©)

diferensiyel denklemini saglar. u (x) fonksiyonlari adi anlamda ortonormaldirler,

yani;

(un,um)=fun(x)um(x)dx={o Lonem (10)

1 , n=m

a

ve enerjide de diktirler.

b
[u,.u,]= J(pu;u:n+runum)dx+éun(b)um(b) =0 n#m (11)
a /4
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istelik;

lu ? = T(pu;zmnz)dx+§un2(b) =2, (12)

a

u (x) ,n=12,... fonksiyonlar sistemi hem enerjide hem de ortalama yakinsama
anlaminda tamdirlar. r(x) fonksiyonu negatif degerler de alabilir. Kabul edelim ki bu
fonksiyon hala smirli kalsin : |r(x)|Sc. O zaman A _u=Au+(c+1)u operatorii
yukarida verilen kosullar1 saglar. Boylece A, operatorii i¢in A,,A,,... pozitif

Ozdegerleri dizisi mevcut olur. Buna karsihk A operatorii ig¢in ise ;

A-c-1,h,-c-1,...,A -c-1,... Ozdegerleri dizisi olur. Bunlardan sonlu tanesinin negatif

yada sifira esit oldugu aciktir.
3. (1) operatoriinii asagidaki genel sinir kosullartyla goz oniine alalim.
au’(a)-Bu(a)=0 , 7yu'(b)-du(b)=0 (13)

Burada a>0,y>0,820,6=0 ve en az f yada d birisi de sifirdan farkli olmalidir.
Kabul edelim ki f>0 olsun. Bu halde yukaridaki (Teorem 2.4.1.) in sartlarinin

saglandigin1 ve (1) operatoriiniin (13) sinir kosullart altinda ayrik spektruma sahip

oldugunu gosterebiliriz. Yine bu durumda;

b
lul? = [ (puro?)dx + B plaw® @ + 2 peoy by
a o v

negatif olmayan ru’ terimini integral iginden atarak ve yine negatif olmayan

o p(b)u*(b) atilarak;
Y

b
lul? > [ pu”dx L@@ (14)
o
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denklemini buluruz. M fonksiyonlar kiimesi, her birinin enerji normu sinirh

fonksiyonlardan olugsun:
|u|Sc c=sbt,ue M

(14) esitsizliginden;

b
I pu”dx <¢?
a

A /p(a)|u(a)| < c\/g

elde edilir. Yine integral hesaptan biliyoruz ki;

u(x) =u(a) + Iu'(t)dt

a

(8) notasyonunu kullanirsak u(x) i;

b
u(x) = u(a) + j K, (x,)v()dt

(15)

(16)

a7)

seklinde yazariz. (15) esitsizliginden ve ||v|| < C oldugundan M kiimesinden bir dizi

secebiliriz ki u, (x) fonksiyonlar dizisi;

j K, (,tv, 0dt v, 0=/[p®]u, )

biciminde ortalama anlaminda yakinsaktir. (16) esitsizliginden

(18)

u, (a)| sturhdir.

Bolzano-Weierstrass Lemma’sin1 goz Oniine alarak u (x), n = 1,2,... dizisinden
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u, (x) k =1,2,... alt dizisi yakinsak olarak secilebilir. Burada u, (a) da yakinsar.

(17) denkleminden u, (x) in ortalama anlamda yakinsadigi goriiliir.
4. u(a)=u'(b)=0 (19)

sinir kosullar1 altinda (1) operatoriinii yeniden goz Oniine alalim. r(x) 21 oldugunu
kabul edecegiz. Degilse bu durumda Au yerine Au+cu alacagiz. C yeterince biiyiik
pozitif sabittir. Boylece A operatoriiniin 6zdegerleri ¢ kadar 6telenecektir. (19) sinir

sartlarindan;

[ul? :.T(pu'2 +ru2)dx (20)

a

elde ederiz. M, asagidaki sekilde enerji normlar1 sinirli olan fonksiyonlar kiimesi

olsun;
|u| <c , ueM
(20) den;
b
qu'zdx <c? (21)

ve r 21 oldugundan;

uldx <¢? (22)

R A

olur. v(x) yerine 1/[p(x)]u'(x) yazarak (17) denklemine ulasabiliriz. (21) esitsizligi

nedeniyle u, (x) fonksiyon dizisini secebiliriz ki bu ortalamada yakinsar. Simdi



44

u (a) mn da sl oldugunu gorelim. (17) deki integralde w, (x) kullanarak

u, (a)=u, (x)-w,(x) olusturalim. Boylece
unz(a) < 2un2(x) + 2wn2(x)

bu esitsizligi a dan b ye kadar integre edersek;
2 2 |
u (@) <—|u(x)dx +— | w, *(x)dx 23
"()b-a;{"() b_a!nm (23)

elde ederiz. (22) esitsizliginden dolay1, (23) ¢’ yi gecemez. Ikinci integral de sinirh

kalir ¢iinkii Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginden;
b b
w 2 (x) < j K, (x,t)dt j v (Dt

ve (21) esitsizligini kullanarak;

b b
j v 2(tdt = j pu’ 2 (H)dt < c?

olur. (8) formiiliinden 0 <K (x,t) < ve buradan;

1
]
b b d

! K, (x,0dt < j th) —A

dir. Boylece w_*(x) < Ac’ ve sonugta;

b
j w 2(x)dx < Ac?(b-a)
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dir ve;
2 2
u.’(a) <= +2Ac?
b-a
dolayistyla un(a)| sinirhidir. Buradan Bolzano-Weierstrass Teoremini uygulayarak

ve yukaridaki sonuclar tekrar ederek sdyleyebiliriz ki ; M kiimesinden ortalama
anlamda yakinsak bir dizi iiretebilmekteyiz. Boylece onceki boliimdeki (Teorem
2.2.3.) e gore (1) operatoriimiiz (19) sinir kosullariyla ayrik spektruma sahiptir.

S. Operatorii asagidaki gibi genisletelim;

-i(pd—uj+r(x)u—kp(x)u:0 (24)
dx U dx

Burada p(x) ve r(x) 1 in sartlarim saglar ve p,, p, belirli pozitif sabit sayilar olmak

lizere p, < p(x) <p, dir. En basit haliyle;
u(@)=u(b)=0 (25)

sinir kosullarini alalim. (24) ikinci tip operator formdadir. Eger Bu = p(x)u operatorii

alinirsa bu operator pozitif alttan sinirhdir.
b b 5
(Bu,u) = Ip(x)uz(x)dx > poju2 (x)dx =p, ||u||

(24) denkleminin ayrik spektruma sahip oldugunu gostermek i¢in (Teorem 2.6.3.) iin

sartlarini sagladigini gostermeliyiz.O halde;

b b
|u|i :I(pu'2+ru2)dx : |u|123 :Ipuzdx (26)

a
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(6,) ifadesinden;

1/[r(x)]u(x) = J.Kl(x,t)v(t)dt ;o Kix,n)= [p(x)]Ko(x,t)

p(t) fonksiyonu sinirli oldugundan;
b b b b
[ K2 xndxdt = [ [ peoK? (x.dxde

integralleri sonludur. Dolayisiyla (Teorem 2.7.1.) i uygulayabiliriz. Sinirli normlu

v(x) fonksiyonlar kiimesinden v, (x) dizisini olusturabiliriz. Oyle ki buna karsilik
gelen u, (x)4/p(x) ortalama anlamda yakinsar. Dolayisiyla u, (x), B operatoriiniin

enerjisi anlaminda yakinsar. Simdi u, (x) fonksiyonlar kiimesi lul A SC seklinde

verilsin. (26) dan;

b 2
||v||={jp<x>u'2<x>dx} e

goriiliir. Boylelikle B operatoriiniin enerjisinde yakinsayan bir dizi u(x) fonksiyon

kiimesinden segilebilir. O halde (24) denklemi ayrik spektruma sahip olur. Yani sifir

olmayan u, (x) fonksiyon dizileri ve pozitift A, say1 dizileri mevcuttur. (24)
denklemi ve (25) kosulu i¢in u, (x) fonksiyonlar1 B operatoriiniin enerjisine gore

ortonormaldirler (p(x) agirlik fonksiyonuna gore ). Yani;

O,m#n

1, m=n

[un’um]B = fp(X)un(x)um(x)dx :{

ve A operatoriiniin enerjisine gore diktir. Yani;
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[un ’um]A = J(pu:nu; +rumun )dX =

a

b {O,m;tn

A,,m=n
(1) operatoriiniin spektrumunun ayrik olmasini;

[9x
2 P(X)

integralinin sonlu olmasina bagladik. Bundan dolay1 zayif bir kabulle;

% (x-a)dx
. P(X)

sonlu kalirsa da ayrik spektrum elde edilir. Bu halde yalniz x = a daki simr

kosulunun yapis1 degismelidir.

6. Keyfi ¢ift mertebeden;

m K K s k K
Au—2ABu = Z(—l)k du [pk (X)%} —XZ (-D* Q{pk(x)d_u} =0 (27)
k=0

dx* = dx* dx*

denklemini ele alalim (s<m). Bu denklem icin asagidaki smir kosullarini

uygulayalim.
u@=uv@=...=u™"@=ub)=ub)=..=u™"(b)=0 (28)

Kabul edelim ki p,(x) ve p,(x) negatif olmayan sinirhh fonksiyon olsunlar. Yani
pP.,(X)=p, ve p,(X)=p, , p, Ve p, pozitif sabitler. Bu kabuller altinda (27) deki A

ve B operatorleri pozitif alttan sinirhidir ve;
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) b m dku 2

lul? = j kzzo‘,pgx)(@J dx (29)
) b dku 2

lul2 = j ;pgx)[@j dx (30)

olur. Burada B operatoriiniin enerjideki yakinsamasi, biitiin fonksiyonlarin

kendilerinin ve s. mertebeye kadar tiirevlerinin ortalamada yakinsamasini gerektirir.

Bu kosullar altinda (27) nin ayrik spektruma sahip oldugunu gosterecegiz. Bunun

icin (Teorem 2.6.4.) iin sartlarinin saglandigin1 géstermemiz gerekmektedir.

a) M, A operatoriiniin enerjisi alunda sinirli fonksiyonlar kiimesi olsun. Yani;

A:lul A SC,ue M yada daha agik bir ifadeyle;

ve
b m 2 2
[ (d—:J ax< S 31)
2 dx Po
b) a noktasinda u(x) ve tiirevleri (m-1). Mertebeye kadar sifirdir. Bundan dolayi;
I m-1__(m)
ux) = j (x =)™ u™ (t)dt (32)
CER

yazilabilir. k defa tiirevini alarak k = 1,2,...,s

k _ 1 h _ m—k—1__(m)
u(x)——(m_k_l)!!(x O™ ™ (t)dt (33)
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bulunur ki (32) ve (33) integralleri (6) genel formuyla ayn1 yapidadir.

(X_t)m—k—l
Kx,)=<(m-k-1)! =~ =~
0 ,X<t<b

olmak {izere (Teorem 2.7.1.) i (32) denklemine uygularsak M kiimesinden

ortalamada yakinsayan yakinsak bir u (x) n = 1,2,... dizisi olusturabiliriz. (33)
denkleminde u(x) yerine u, (x) yazip k = 1 alirsak bunu elde ederiz. (Teorem 2.7.1.)
vasitasiyla u, (x) dizisinden u, (x) alt dizisini secebiliriz ki kendisi ve 1. tiirevi
ortalama anlamda yakinsar. (33) denkleminde u(x) yerine u (x) yazip k = 2 alarak

tekrar (Teorem 2.7.1.) uygulariz ve bu isleme devam ederek M kiimesinden kendisi
ve s. tiireve varana kadar ortalamada yakinsayan bir dizi buluruz. Boylece (27)

operator denklemi (28) kosullariyla ayrik spektruma sahip olur.
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2.8. Sikistirilmis Cubugun Stabilitesi

Herhangi bir cubuk g6z Oniine alalim (genel halde ¢ubugun uzunlugu boyunca dik
kesitleri — enine kesitleri degisebilsin). Bu ¢ubuk P biiyiikliigiinde olan ve uclarindan

etkiyen iki kuvvetle sikistirilsin. Bu hali modelleyen diferensiyel denklem;

d2 & d2
Ew{l(x)d—x}z’j+P—y=O (1)

seklindedir. Burada E ¢ubugun malzemesi i¢in Young Modiili, I(x) eylemsizligin
geometrik momentidir. Bu denklemde c¢ubugun uglarindan sabitlemelerle sinir
kosullar1 olusturulacaktir. Iki tip stmir kosuluyla kendimizi sinirlayalim ;

1) Her iki ugtan siki kenetlenmis ¢ubuk. Cubuk ekseni (x-ekseni) [0,]] arasinda

ise;

yO=yD=0 , y0)=yh=0 2)
2) Her iki ugtan menteselenmis olsun;

yO) =yD=0 , y(0)=y1H=0 3)

saglansin. Bagka sinir kosullartyla analiz etmekte de zorluk yoktur.
Sikistirilmis ¢ubugun stabilite problemi, (1) denklemi altinda sifir olmayan
¢oztimlerin (2) ve (3) kosullarmmi saglayacak tarzda kritik yiikk degerlerinin

bulunmasidir. En kii¢iik kritik yiik ise son derece onemlidir.

(1) denklemi 2. grup 6zdeger problemi tipindedir. Bu halde P, A yerine gegmektedir.

d’ d’y d’y
Ay=E—| Ix)— |, By=—-—=
Y dxz{ ( )dx2 Y dx?
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Kismi integrasyonlar kullanilarak (2) ve (3) yan kosullariyla beraber;

1 dz 2
|y|i=(Ay,Y)=EII(X>(KZ dx
0

lyl; =(By.y) =j(d—)yJ dx

dirler. Boylece basing altindaki ¢ubugun stabilite problemi (1) denklemi (2) ve (3)

kosullar1 altinda dzdegerlerinin aranmasina doner. Cubugun dik kesitleri noktaya

yada dogruya dejenere olmazsa (I(x) #0) sonsuz tane kritik yiik vardir. Bunlarin en

kii¢iigii asagidaki formiille belirlenir;

1
P [ 160y (0dx
P, = min lyl‘z‘ =E.min*—— 4)
Yls J Y (x)dx
0

Buradaki minimum (2) sinir kosullarini saglayan fonksiyonlar sinifinda aranir.

Ikinci problem yine (Teorem 2.6.1.) ve (Teorem 2.6.4.) iin sartlarina dayandirilarak
analiz edilir. En kiiciik kritik yiik yine (4) formiilii ile belirlenir fakat bu sefer
minimum daha genis bir fonksiyonlar sinifinda aranir ¢iinkii bu sefer y(0) = y(I) = 0
sartin1 saglamay1 gerektirmektedir. y”(0)=y”(1)=0 dogal sinir kosuludur. Genel
olarak sinifin genislemesi minimumun kii¢iilmesi demektir. Bdylece bu haldeki kritik

yiik ilk problemin kritik yiikiinden kii¢iik olacak demektir.

Ikinci tip problemi ikinci dereceden bir denklemin 6zdeger problemine

indirgeyebiliriz, sdyle ki Iy” =u dersek u(x) fonksiyonu

u0)=ud)=0 &)
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ve asagidaki diferensiyel denklemi haline gelir:
E—+ n u=0 (6)

(6) denklemi 6nceki boliimdeki (24) denklemi tipindedir. p(x) = E ve p(x) = P/ I dir.
Bu denklemin en kiiciik 6zdegeri dnceki boliim (Teorem 2.6.5.) ten asagidaki oranin

minimumudur;

u?dx

) S——

2
u—dx
I

oY S——

veya ayni manaya gelen asagidaki yan kosulla birlikte verilen fonksiyonelin

minimum problemidir.

Buradaki minimum (5) kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinif1 {izerinde aranir. Son
olarak cubugun enine kesitleri sabitse (6) denklemi meshur Euler Denklemi’ne

indirgenir.
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2.9. Eliptik Operatorlerin Ozdegerleri

Adi diferensiyel denklemlerin 6zdeger problemlerinden kismi diferensiyel
denklemlerin 6zdeger problemlerine gegis bilindigi gibi zordur. Biz burada dejenere
olmayan ikinci mertebeden eliptik denklemlerle kendimizi sinirlayacagiz ve bir

diizlemin egilme problemini inceleyecegiz.

1) Onceki boliimlerde incelemenin temeli (Teorem 2.2.3.) olmustu ve daha
sonraki boliimdeki (Teorem 2.7.1.) de uygulamalarda kullanilmisti. Fakat bu
boliimde bu son teorem yeterli olmayacak. Onun yerine baska bir teorem formiile
edecegiz. m boyutlu uzayda bir Q2 sonlu bolgesi géz Oniine alalim. P ve Q, Q da iki
nokta olsun, r de bunlar arasindaki mesafeyi gostersin. O<a<m olmak iizere A(P,Q)

sinirlt bir fonksiyon olsun.

Kv = j %;Q) v(Q)dQ,, (1)

Q

integral operatoriinii ele alalim ve bu integral operatdriiniin esasta bir tekilligi

AP.Q

o

olmasin. ya operatoriin cekirdegi diyelim. Bu cekirdek esas tekillige sahip

olmasin. Bu durumda asagidaki teoreme sahibiz.

Teorem 2.9.1. Yukaridaki integral operatorii sinirli normlu fonksiyonlar kiimesini
ortalama anlamda yakinsak kompakt kiimeye cevirir (sinirli kiimeleri kompakt

kiimelere cevirir, yani kompakt operatordiir).

2) Isi daha da basitlestirerek Q, ii¢ boyutlu uzayda sinirh bir bolge olsun.

P(x,y,z) ve Q(&n,0) burada iki nokta olsun. u(Q) fonksiyonlar Q=Q+S (S, Q' nin
sinirim1 gosterir) kapali bolgesinde siirekli tiirevlenebilsinler ve S iizerinde de sifir

degerini alsinlar. P noktasin1 P merkezli € yaricaph S, yuvan ile ¢evirelim. € yarigapi
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yeterince kiiciik olsun ve bu Q icinde kalsin. Q_ ile Q dan S, y1 ¢ikardigimiz kismi

gosterelim ve asagidaki integrali kuralim

1 1

9= o d- af
[ {VQGJ}.VudQQ:j LRI SRCL B Y
Q, T

%%%awnxx ¢

Burada €, bolgesinin sinir1 S ve S, yiizeylerinden olugsmaktadir. Bizim problemimiz

buna gore iki tane yiizey integrali icerecektir. Yani

1
87 0— af 87 87
j du "y Ouy  Ou —juv2 dQ +j ds+j
g%%BMn%% r
2 1
Burada V' - =
T

0 oldugu bilinmektedir. uL_:O kosuluyla S iizerindeki integral

sifirdir. Simdi son integrali daha yakindan inceleyelim

1 1
- - a—
: %%%BMn%%

Burada n normali gostermektedir (yiizeye dik olan). S_ yuvarinin normali ile radyal
istikamet aynidir. Buna gore;

1 1
0— 0—
r___r| _1
on or 2

r=¢
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Simdi kiiresel koordinatlara gegelim. Buna gore 0<6<m, 0<@<2n dir. Ayn
zamanda dS, =€’ sin0d0d¢@ ve & =x +gsinfcose , N =y +esindsing , {=z+&cosd

dir. Bunlar1 denkleme yerlestirelim;

Jdgoju(x+ssm@cos¢ y +&sinfsing, z+ecos0)dO = J' 8; du ai Jdu a*
0 0 ’ ’ e ot aﬂ n ac ac

€ — oo iken Q_ bolgesi Q ya doniisiir. Soldaki integral ise asagidaki sekli alir;

2n m 2n m
quoj u(x,y,z)sin6d0 = u(x, y, Z)J dgoj sinBd0 = 4mu(x,y,z) = 4mu(P)

0 0 0 0

Her iki tarafi 4n ye bolerek su denklemi elde ederiz;

1 1
ks ; u?, au a,
4n ;) ag o0& Bn an E)C E)C

bu, sinirda sifir olan biitiin u fonksiyonlar1 i¢in gegerlidir. (1) in integrali dogal olarak

lic parcaya boliinebilir. Her birinde cekirdek esasl teklige sahip degildir. Mesela;

Burada

|
Jre

APQ) ==
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sinirhdir ¢iinkii |X—<§| <r dir. Boylece |A(P,Q)| <1 ve a = 2 olup burada degisken

sayisindan kiigiiktiir.

Eger degisken sayis1 3 e esit degilse benzer formiiller bulunabilir. Ozel olarak eger Q

yiizey bolgesi ve sinirinda u(x,y) sifir ise o zaman su formiil gecerlidir;

1 1
dln— dln—
uxy) == [| LM

2ng a_é (I3 g an

)

3) Simdi eliptik tip diferensiyel denklemin 6zdegerlerine baslayabiliriz. Eliptik

tip 6zdeger problemi
Lu:_zi(A. a—uJ+Cu @

seklinde verilsin ve Q nin sinirinda da u = 0 olsun. Aymi zamanda A, ve C
katsayilar1 6yle belirlensin ki L pozitif alttan sinirh bir operator olsun. Ozel olarak
A. =1 ; Ajk:O ; j#EkK

]

Laplacian 6zdeger problemini elde ederiz. Buna gore

=1

m a 2
|u|2 =(Lu,u) > ,LtOiZ(a—;} dQ

m = 3 alinirsa yukaridaki denklem asagidaki hale gelir;

RIS
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Enerji normlar1 sinirli olan fonksiyonlar kiimesi M olsun, |u| <C,ue M. (3) ten;
1

:{I@_aj dg}z ) (io)

P

elde edilir. a—r esas singiilerlige sahip olmayan bir ¢ekirdek ve ?9_2 fonksiyonlarinin

Jdu

Jdu

oC

C
(#4)

C
(#4)

<

< <
on

“4)

u
IS

normlart sinirli olsun. Bu durumda u;, M kiimesinden bir fonksiyon ise (Teorem

2.9.1.) e gore M kiimesinden Oyle bir u,, n=1,2,... dizisi secebiliriz ki;

al
l ¢ou,
— (B _1 40 5
4n£ 08 0& ®)

integrali ortalama anlamda yakinsak olur. u,, € M oldugundan a(_l;—““ fonksiyonlar1

sinirhidir ve boylece (4) esitsizligi ile;

adu,,

on

_C
(#4)

<

(Teorem 2.9.1.) i tekrar uygularsak u,, dizisinden;

1
1 auh_rd
4my dn on

integralini ortalama anlamda yakinsatacak tarzda u,, alt dizisi secilebilir. Bu

durumda;
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1
_J. auZn a;
CIIS

dizisi (5) dizisinden elde edilir ve ortalama anlamda yakinsak olur. Limiti de (5)

dizisiyle aymdir. Benzer sekilde ilerleyerek u, dizisinden de yakinsak olan alt

diziler insa edebiliriz. Boylece n — oo iken;

1 1
du, "

ag ag 4nJ. on an nQ o d ©

QU
UX || =
o

Ancak (1) formiilinden u, fonksiyonlarinin da ortalama anlamda yakinsak oldugunu
ve limitlerinin (6) integrallerinin limitleri toplamina esit oldugunu goriiriiz. Boylece
M kiimesindeki enerjide sinirli olan fonksiyonlardan ortalama anlamda yakinsak olan

u_ fonksiyonlar dizisini secebiliriz. (Teorem 2.3.3.) e gore u|S =0 smir kosulu

altinda dejenere olmayan (2) eliptik operatorii Q sonlu bolgesinde ayrik spektruma

sahiptir. Bu operatoriin en kiigiik 6zdegerini;

w du du
Xlzmlnj.(kzlAJkga—+C Jdg
k=

seklinde veririz. Burada minimum aradigimiz fonksiyonlar sinifi, bolgenin sinirinda

sifir olan ve asagidaki denklemi saglayan fonksiyonlardir.

ju2d9=1
Q

Ornegin Laplacian operatoriiniin (—=V?>) en kiiciik 6zdegeri yukarida belirttigimiz

fonksiyon sinifindan;
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integralini minimum yapan degerdir.

4) Sabit veya serbest sinir kosullar1 ile bir plagin salinimi i¢in 6zfrekanslarin
bulunmasi problemi biharmonik operatoriin 6zdegerlerinin bulunmasi problemine

indirgenir. Eger plagin sinirlar sabitse 6zfonksiyonlar;

w| 0 ow

,— =0 7
S n 7

S

kosullarini saglar. Eger plagin sinirlari sabit degilse (serbest sinir kosulundaysa);

=0 ®)

S

w| =0, Vzw_l—_da_w
s p on

kosullarim saglar ve her iki kosul i¢in;

IR

esitsizligi ortaya ¢ikar. Burada c pozitif bir sayidir ve (7) kosuluna gore x’ e , (8)

1-o0

kosuluna gore de ya esittir. Ayrica daha 6nceki gibi S’ yi plagin bolgesi olarak

aliyoruz.

Oyle bir M fonksiyonlar kiimesi verilsin ki fonksiyonlarin enerji normlari sinirh

olsun |w | <C,we M. (9) daki esitsizlikten;

St Bl
xlyJ(e) oyl (e)

(1,) deki formiilden ve (Teorem 2.9.1.) den dolay1 M kiimesinden ortalama anlamda

yakinsak bir dizi secilebilir. Bagka bir deyisle M kiimesi ortalama anlamda
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yakinsaklik bakimindan kopmaktir. Boylece (Teorem 2.3.3.) den her iki durum ig¢in

de biharmonik operatoriin ayrik spektrumu vardir.

5) (7) kosullar1 altindaki V* operatoriiniin en kiigiik 6zdegeri A, olsun ve (8)

kosullar1 altinda da buna g, diyelim. (3) genel formiilii ile;

|w?

2
[wl

oraninin minimumunu A, ve 4, sayilari olarak belirleyebiliriz. Minimum burada ilk

durumda (7) kosullarmi saglayan fonksiyonlardan, ikinci durumda (8) kosulunu

saglayan fonksiyonlardan segilir. Serbest sinir kosullar i¢in;

2. \?2 2 2 2.2 2 g
Il = [ 2% | +202 300 [ 2] w20-0) 22 T Has a0
2 |\ ox ox~ dy ady oxdy

denklemini, sabit sinir kosullari i¢in de;

AN AN A
Iwl ‘Lj{(aXZJ +2(axayj {ayzj }ds b

denklemini kullaniriz. Bunun yam sira (6,) denklemini —20 ile carpip (11) e

eklersek (10) formiilityle karsilasiriz. Ayrica (10) denklemi sabit sinir kosullari igin

de kullanilabilirdir. Bu sdylediklerimizin sonucunda A, ve g, degerleri

w ) 3w dw (*w) 3w
— 2 2(1- dS
J;J.{( ox’ J i x> oy’ +( dy” j +2l-0) 0xdy

jsjwzds

(12)
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oraninin minimumu olur. Ancak A, i¢in daha dar bir siiftaki fonksiyonlar i¢cinden
aranir. Buradan A, > 4, olur. Yani serbest sinir kosulu i¢in bir plaktaki titresimlerin

en kiiciik 6zfrekansi, sabit sinir kosullarinda elde edileni gecemez.

6) Sonlu bir Q bolgesi i¢in verilen dejenere olmayan eliptik operatoriin daha
once verilen sinir kosullarindan baska sinir kosullar altinda da ayrik spektruma sahip

oldugu gosterilebilir.

7) Ayrik spektruma sahip olmayan diferensiyel operatorlere drnekler verilebilir.
Ornegin sonlu olmayan bir Q bolgesinde verilen Laplacian operatoriiniin ayrik
spektruma sahip olmadigimi sdyleyebiliriz. Baz1 durumlarda Q bolgesi sonlu alinsa
dahi dejenere olan eliptik operatoriin belirli kosullar altinda ayrik spektruma sahip

olmadig goriiliir.
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2.10. Sikistirllmis Levhamin Stabilitesi

T,.T,, ve T, gerilimlerinin etki ettigi diizlemdeki bir plagin egilmesi problemini ele
alalim. Burada asal normal gerilmeleri kullanacagiz ve T, <0, T, <0 kabul edecegiz.

Ayrica pozitif bir T, say1si i¢in |T1| 2T, ,|T2| =T, alacagiz. Biliyoruz ki;

2
(awj LT ow dw W o aw
ox ¥ 9x dy 'l dy

ifadesi koordinat eksenlerindeki doniimler altinda degismez (invaryant) kalmaktadir.

Koordinat eksenlerini, gerilimlerin asal eksenleri ile cakisacak sekilde dondiiriirsek;

2 2 2 2 2
(a_wj o OVOW o [OW ) [OW ) g [OW ] g [OW ) [ oW
ox Yox dy '\ dy ox, ox, ox, ox,

bulunur. Ayrica;

2 2
2o
ox, ox,

ifadesi de eksenlerdeki dontisiimler altinda integranttir ve buradan;

B () -3 +(50)

elde edilir. Sonug olarak;

2
Tx(a_wJ +2T, ow 8W+T ow ) < T (8wj ow 0
ox Y ox dy ay ox ay
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bulunur. Sinirlarin sabit oldugunu kabul edersek;

ow
Wm0 5y
L

=0 2)

(1) esitsizliginden — T operatoriiniin alttan sinirl oldugunu goriiriiz.

Simdi gerilimlerin pozitif bir A parametresiyle orantili oldugunu kabul edelim. Plagin

belirli A 6zdegerleri i¢in stabilitesini kaybettigi bilinmektedir.
Tw=——Tw 3)
gosterimini kabul ederek
Viw - ATw =0 &)

denklemini yazalim. Burada T operatoriiniin pozitif alttan sinirli olduguna dikkat
edelim. Simdi (2) kosullar1 altinda (4) denkleminin sonsuz bir pozitif 6zdeger
kiimesine sahip oldugunu gosterelim. Buradan sabit sinir kosullarina sahip bir plagin

stabilitesini kaybedecegi parametrelerin sayisinin sonsuz tane oldugu goriiliir.

Au — A Bu = 0 denkleminde A = V* ve B = "I’ yazarsak (4) denklemine ulasiriz.
Daha 6nceden gordiik ki A operatoriiniin enerjisinde sinirli olan herhangi bir kiime B

operatoriiniin enerjisi anlaminda kompakt olur.

S ERANNE AN AL
lw'“ﬁ{(aﬁ} +2(8xayJ {ayzj }ds ®

kullanmilarak;
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|wl2 =(Tw,w)= —% (Tw,w)

esitliginden;

eRIE G

T y Ve‘Ty‘ nin maksimumlarinin en biiyiigiidiir.

X

elde edilir. Burada N sayis1

Simdi (2) kosullarin1 saglayan fonksiyonlarin kiimesine M diyelim ve w € M ise

|W| < ¢ olsun. (5) formiiliinden;

H{(a VZJ +(awj}dsscz (7)
< |\ ox oxdy

?wY (92w 5
J{(axayJ +(a—y2j }dSSC (8)

elde ederiz. (2) kosulundan;

aw

, =0 )
L ay L

bulunur. —V* pozitif alttan smirli operatoriinii ele alalim. Tamim kiimesinin
elemanlart icin L smirinda sifir olma kosulunu koyalim. (9) denkleminde eger
. OW ow ) e .. . )
weM ise — ve a— ler =V~ operatoriiniin tanim kiimesinin i¢ine girer. (7) ve (8)
X y

esitsizlikleri ile bu tiirevlerin, operatoriin enerjisi anlaminda sinirli oldugu goriiliir.

. ) ad . -
Onceki bolimde elde edilen sonuclara gore (—;—W ve a—w tiirevlerinin olusturdugu
X y

kiimeler ortalama anlamda yakinsaklik bakimindan kompaktirlar. Boylece M
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kiimesinden Oyle bir w, n = 1,2,... dizisi segilebilir ki E;_w ve a_w ortalama
X y

anlamda yakinsak olur. Ancak;

Jim [f {[ v [ jz}dxdy 0
nli‘liﬂ{[ ] [ yjz}dxdy 0

Simdi (6) esitsizliginden;

2 2
wo—w |’ S2Nh” (awn_awmj N ow, dw, iS — 0
D %\ dx  ox dy dy n,m—ee

bulunur. Bunun anlami: da w, n = 1,2,... dizisinin B operatoriiniin enerjisi

anlaminda yakinsak oldugudur. Boylece ispati tamamlamis olduk.

Buradaki parametrenin kritik degerinin en kiiciigii (5) integralinin

|T|2___J'I{ ( j Xyaaivaavyvn(%vyv] }dSl (10)

kosulu altinda minimumu ile elde edilir. Burada aranan minimum, sabit sinir

kosullart icin (2) kosulunu saglayan fonksiyonlar kiimesi icindedir.
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2.11. Elastik Cismin Karakteristik Titresimleri

Sabit sinir kosullar ile verilmis elastik bir cismin karakteristik titresim problemini
ele alalim. Boyle bir cisim i¢in sonsuz sayida Ozfrekanslarin var oldugunu
gostermeye calisalim. € bolgesinin siirmma S diyelim. Q:Q+S1 ve kartezyen
koordinatlartyla calisgalim. x;,x,,x; eksenleri boyunca bilesenlere sahip olan yer

degistirme vektoriine u diyelim. u = (u,,u,,u;) olsun.

1 du, Ou,
L =8, =—| —4+—= 1
Slk Skl 2(axk + aXi ] ( )

Buradaki degerler deformasyon tensoriiniin bilesenlerinin yarisidir. Gerilme

tensoriiniin bilesenlerine T, diyelim. Bunlar;

3
Ty = Z CikimSim = Tii (2

1,m=1
genellestirilmis kanununu saglarlar. Burada c,, elastisite katsayilar

Cikim = Ckilm = Cikml = Cimik

saglar. Boylece bu katsayilar 21 den daha fazla farkli deger alamazlar. Gerilme

bilesenleri agagidaki hareket denklemlerini saglar.

’u, <& 0T,
-1 _ — K. :0 . 121,2,3
e kz::‘axk '

Burada t zamani, y elastik cismin yogunlugunu ve K, birim hacim basmna diisen

kuvvet vektoriiniin bilesenleridir. (2) yi bu denkleme yazarsak elastik yer degistirme
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vektoriiniin sagladigi denklemleri elde ederiz. Tek bir vektor i¢in bu, asagidaki gibi

olur;
d’u
—+Au-K=0 3
Yoa 3)
burada;
S0
Au=— Z ——(Cy Sy )X\ 4)
ikj.m=1 axk
dir. x\” vektorii x; ekseni boyunca birim vektoriidiir. Eger ortam homojen ise;

Au=- i c IS x?
- iklm i

1
ikjm=1 ox K

2
olur. Denge durumunda —121 =0 olur ve buradan elastik denge denklemine ulasiriz;

Au=K )

K = 0 kabul edip u yerine ue™" yazarsak serbest titresimler i¢in denklem elde ederiz.

Bu durumda;
Au-Au=0, A=yw’ (6)

bulunur. Buradaki A operatoriine elastisite teori operatorii denir. Bilesenleri;

2 2
Vi = L ésik +r_ J (l) (7)
12n | r 2 ox;0x, \r
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olan V, simetrik tensoriinii tanimlayalim. Burada r, noktalar arasindaki uzakliktir.

. 0, i#k
o, ise 9, = ) _— dir.
, 1=

V meshur Somilyan tensoriiniin 6zel bir halidir. V tensoriine ait her v, elastik

izotropik homojen ortam denklemini saglar. Bu denklemde Lame sabitleri A = 0 ve p

=Y dir. Elastisite teori operatoriinii A, olarak gosterelim. Bu durumda v, asagidaki

denklemi saglar;
A,v, =0 (8)

P noktasini € yarigapl bir kiimeyle ¢evirelim ve . nun ilk formiiliinii uygulayalim.
u'=u, Vv =v ve A= A, alalm. Buradaki u vektorii Q da sinirli herhangi bir vektor

olsun. Bu durumda S bolgesindeki integral kaybolur. Yine bu formiiliin sol

tarafindaki integral (8) denkleminden dolay1 kaybolur ve asagidaki denkleme ulagilir.

j w(u,v,)dQ + j t, ,udS =0 )
S,

Q

€

Burada S, ¢ yarigaph ve P merkezli kiirenin ylizeyini temsil eder. Ayn1 zamanda t;

de S, yiizeyinde v, ye karsilik gelen vektordiir. € — 0 iken;

u,(P) = j W(u,v,)dQ
Q
elde edilir. AyricaA =0 ve p="21ise;

3
W(u,v,) = Z Slmsfln)n

1,m=1

Burada s, ve s, u ve v, nin degisimleri nedeniyle olusan deformasyonlardur.

Boylece;
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3
w @)= s, shdQ (10)
Ql.m=1
(10) integrali;
Vi (P) = [5,,80,d0Q (11)
Q

deki integallerin toplamidir. Bagintiy1 saglayan cekirdekler de;
‘ ® ‘ <5, C= = sbt

Neticede cekirdekler sinifi esas olmayan singiileriteye sahip olur. Ancak (11) deki

integral operator sinirli normlu fonksiyonlar kiimesini, ortalama anlamda yakinsak

v fonksiyonlar kiimesine gevirir.

(11) deki integralin ¢ekirdegi esas olmayan singiileriteye sahip oldugundan

” (‘)H <C ”skl“ =sbt esitsizligi olusturulabilir. Bunun yam sira;

3
I sc. 35 il <c, S

dir. Pozitif taniml1t W (u) niceligini kullanarak kuadratik form teorisinden;

3
D57 SC,W()

k,1=1

elde edilir. Ayrica;

Ju]* <2¢, [wwde, 2¢,=c.c,
Q
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ve ||u||2 <C,(Au,u) oldugundan;
(Au,u) > i||u||2 (12)
) C.

(11) deki operatoriin sinirli fonksiyonlar kiimesini kompakt kiimeye cevirdigini
biliyoruz. Bu durumda (10) formiiliinden sinirda kaybolan yer degistirme vektorleri
kompakt olur ve enerjide karsilik gelen integraller sinirli olur. Bunu (Teorem 2.3.3.)
den sinirda sabit olan maddenin elastisite teori operatdriiniin dogal ayrikligr takip

eder. Elastisite operatoril genel sinir kosullar altinda ayrik spektruma sahiptir.

Netice itibartyla maddenin sabit sinir kosulu altindaki elastisite teori operatdriiniin en

kiigiik 6zdegeri, deformasyon potansiyel enerjisinin minimumunun iki katina esittir;

2j W(u)dQ (13)
Q

j uw2dQ =1 (14)
Q

kosulu altinda. Burada minimum, bdlgenin smirinda sifir olan yer degistirme
vektorleri igin aranir. Ispata gerek olmadan diyebiliriz ki serbest sinirda elastisite
teori operatoriiniin en kiigiik 6zdegeri (13) integralinin minimumuna esittir ama yer
degistirme vektorleri (14) denkleminin ilavesini de saglar. (R, P noktasinin yaricap

vektoriidiir)

judgzo, jRXudgzo
Q Q

Burada serbest simir kosullar1 dogal oldugundan dolay1 bu vektorleri herhangi bir

sinir kosuluna baglamaya gerek yoktur.
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2.12. Minimax Prensibi

A ayrik spektruma sahip pozitif tamimli bir simetrik operatdr olsun. Ayrica

A <A, <A, <.. Ozdegerler ve bunlara karsihk ¢, ,¢,,¢,,... 6zfonksiyonlar olsun.

Ayrik spektrum tanimindan simetrik operatoriin fonksiyonlar1 tamdir ve ortalama
anlamda yakinsaktir. Bu durumda u sonlu normlu bir fonksiyonsa bunu ortogonal bir

seriye agmak miimkiindiir.
uzzan¢n ’ an =(u’¢n) (1)
n=1

ue D, olsun boylece sonlu normlu Au fonksiyonlar: da aym sekilde;

oo

Au=> (Au,0,)9,

n=l

olur. Bu serilerin katsayilart kolayca hesaplanabilir. A simetrik oldugundan
(Au,@,)=(uw,A@,) dir. Burada ¢, ozfonksiyonu A@, =i ¢ denklemini saglar.
Boylece;

(Au’¢n) = (u’kn¢n) = 7\‘n (u’ ¢n) = 7\‘nan

ve

Au = iknan(pn 2)
n=1

olur. (2) serileri ortalama anlamda yakinsaktir ve de bunlar1 sonlu normlu bir

fonksiyonla i¢ carpmak miimkiindiir. Her iki tarafi u ile i¢ carparsak;
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(Au,u) = iknan (@,,u)
n=1

(¢,,u)=(u,9,)=a, oldugundan;
(Au,u) = anai (3)
n=1

olur. Bildigimiz gibi ||u|| =1 kosulu altinda en kii¢iik 6zdeger olan A,, (Au,u) nun

minimumuna esittir. Bu durumda (3) formiiliinden
2 2
ol =2
n=l

olur ve ||u|| =1 kosulu

Sa=l (4)

n=1

formunu olusturur. (3) formiiliinde biitiin A, leri en kiigiik olan A, ile degistirerek;

(Auu) 2%, > a’, yada X, <(Auu) (5)

n=1

elde edilir. Ote yandan (5) esitsizligi eger a, =1, a,=a,=...=0 olursa ve u=g,
alirsak bir esitlige doniisiir. Boylece ||u|| =1 kosulu altinda A, = min(Au,u) oldugunu

ispatlamis olduk. (3) formiilii A operatdriiniin ardisik 6zdegerlerini bulmada yeni bir

imkan verir. Bu metodun A, ozdegerlerini hesaplamada fazla kullanishi olmadig

diisiiniilebilir ancak teorik degeri olduk¢a Onemlidir ve Ozdegerlerin bazi 6nemli

ozelliklerini bulmakta ¢ok ise yarar.
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Keyfi v,(x),v,(x),...,v, ,(x) fonksiyonlar: sonlu normlu olsun. Bu durumda;

oo

Juf =>"a2 =1 )

n=1
ve
(wv)=0; (wv,)=0; ..; (uv, =0 (6)

kosullart altinda (Au,u) fonksiyonelinin minimumunu bulma problemini ortaya

koyabiliriz. Bu minimumu A(v,,v,,...,v, ,) ile gosterelim.
MV, Vs,V ) SA (N

oldugunu ve (7) denklemindeki v,(x),v,(x),...,v,,(x) fonksiyonlariin ozel bir

secimi halinde esitlik oldugunu gosterecegiz.

Vi,V,,....V,, leri @, 0zfonksiyonlariin serilerine agalim ve

Vi =Zbin¢n s i:1,2,-..,k-1
n=1

olsun. (6) kosulu;

oo

D b,a, =0, i=12,..k1 (8)

n=1

formu ile temsil edilebilir. u fonksiyonunu 0Oyle secelim ki bu durumda

a,,, =a,, =..=0 olsun. Buradan da (8) denklemi asagidaki sekilde lineer cebir

denklemlerinin homojen sistemine indirgenir;
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k
D b,a, =0, i=12,..k-1 )

n=1

a,,a,,...,a, bilinmeyenleri sayis: denklem say1s1 olur ve k-1 den biiyiiktiir. Bilindigi

gibi sonsuz ¢oziimler kiimesi olan sistem i¢in en az bir ¢oziim

uf=1 kosulu altinda se¢ebilmek miimkiindiir. Bu durumda (3) ten;

o k
(Au,u)= 2xna§
n=1
olur. Biitiin A, lerin yerine daha biiyiik olan A, yazilirsa;

_ k
(Au,u)SXkZaﬁ =,

n=l

oldugu goriiliir. (4,) ve (6) y1 saglayan u fonksiyonunun secimiyle beraber u = u
icin (Au,u)<A, dir. Yani (Au,u) nun minimal degeri alinan kosullar altinda A, dan

biiyiik olmayacaktir. Buradan;
MVVaseoVi ) S A,

olur. Burada esitlik halinin de kolayca ispat1 yapilabilir. Bunun i¢in;
v.=¢, 1=1,2,.. k-1

yazmak yeterlidir. (6) kosullar1 A, larin tanimlanmasiyla (9) kosullarina doniisebilir.
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Ozdegerleri saptamak icin buraya kadar anlatilanlar, minimax prensipleri olarak

bilinir: k. 0©zdeger olan Ai,, olast biitin v,,v,,.,v,, fonksiyonlar1 igin
MV,,V,,...,V, ) hin maximumuna esittir. Aynt zamanda A(v,,v,,...,v, ), (4) ve (6)

kosulu altinda (Au,u) nun minimumuna esittir.

Not : (3) formiilii asagidaki sekilde de temsil edilebilir;
lul> =22
n=l

Burada agiktir ki A(v,,v,,...,v, ;) degeri |u|2 nin minimumu olarak alinabilir. Burada

u, normalize kosulu olan (4) ii ve diklik kosulu olan (6) y1 saglayan sonlu enerjili

fonksiyonlar kiimesine uygundur.
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BOLUM 3. SONUCLAR ve ONERILER

Ozdegerler ve ozfonksiyonlar, Spectral teori denilen Fonksiyonel Analiz ve
Uygulamali Matematigin ¢ok 6nemli bir konusudur. Bu konu kendi basina 6neminin

yaninda biitiin mithendislik ve pozitif bilimlerde karsimiza ¢ikmaktadir.

Operatorlerin 6zdegerleri operatoriin yapisini belirlemede oldugu gibi matematik
modellemelerde 6nemli kavramlarla karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlarin hesabi1 Analitik
olarak bulunamazsa yaklasik bulunmasi icap etmektedir. Bu c¢alisma sadece
Diferansiyel operatorler icin 6zel bir sinifin Ayrik 6zdegerlerinin varlig1 garantilenip

bunlarin bulunmasini vermistir.

Konu iizerinde yeni yeni metodlar gelistirilmektedir. Sonlu boyutlu uzaylar icin
Matris 6zdeger ve oOzvektor problemi de bir o kadar onemli olup cok c¢esitli

yontemler, Matrisin yapisina gore gelistirilmektedir.

Bu konu giincelligini korumakta ve yeni ¢alismalar beklemektedir.

Ornek 3.1:  Birim yaricaph dairesel bir disk -membrane- in radyal titresimleri

problemini

—Au:u”—lur:ﬂu O<r<1l  u/=0

r r=1
—(ru,), = Aru
Rayleigh orant;
”|Vu|2 d ru’dr

[[uax

ru*dr

|
!
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Trial (deneme) fonksiyonlar;
u,(0)=ul)=0
sartin1 saglayan fonksiyonlar alinir.

1-r*, (1—r%)* en basit halde alinirsa ¢oziimler su sekilde bulunur:

Coziim:

(Mathematica da yazilmistir)

T =9; (*bir yarigapli dairesel membrane radyal titregimi. —Au=-u,, —(1/r)u, = Au,u(l)=0,
A lar bessel jo bazi kokleri*)
A =Table[ 0.{T}.{T} |;B =Table[ 0.{T}.{T} ]:
Do[

Do[
ulk][r_]=a-r"2)"ku[j][r_]=A-r"2)%;

1

A[[k]]= [ rDIulk][r]o1#Dlufjlir].rldr:

0

1

B[[k.j]]= [ rulk](rT*u[j][r]dr

0
{3, 1.T}.{k,1,T}];

(*A//MatrixForm

B//MatrixForm¥*)
Chop[N[Solve[Det[A —A*B] =0, A]]]

({2155.783185962946784" },{ 1530.471262343662083" }, { 1—74.88700679144374" }
{2>139.04032693152206' },{ 1-5222.99133304691063" },{ 1331.915806646964" },
{15526.2025524689736" },{ 1—1083.2228761596332" }, { 1-54119.485649647944" } }



Ornek 3.2:
u'+Au=0
u(0)=0
u(1)=0
A =n'7’

icin 6zdeger hesab1 agagidaki gibidir.

Coziim:

(Mathematica da yazilmistir)
T=10; Cu”+Au=0 u(0)=0,u(l)=0,1=(n*x)"2%)
A =Table[ 0,{T},{T} |:B =Table| 0.{T}.{T} |:
Do

Do
u[k][x _]=(x—xrk+D)su[j][x _] = (x =xAG+1));

1

A[[kj]]= [ulkIx]*-1)*Dlufjix], {x,2}1dx;

0

B[[k,j]]= [ulklxI*ufjlix]dx
0

{3, 1.T}.{k,1,T}];

(*A//MatrixForm

B//MatrixForm¥*)
Chop[N[Solve[Det[A —A*B]=0, 1]]]

78

{{1—39.478417604375515" },{ x—~157.91401835726867" },{ 1—>356.6575111362614
6" },{1—>726.748490389709" },{ 1>2569.201562512386" },{ 1—~9.869604401089358" }
,{1—>88.82644937691104" },{1—>247.04271715844808" },{ 1>531.6718556031016" },

{1-1852.5893734604501"} }
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