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OZET

Anahtar Kelimeler: Lineer kodlar, devirli kodlar, Mannheim metrik, baz1 halkalar

iizerinde Mannheim metrigi ile lineer kodlar.

Ug boliim halinde diizenlenen bu calismani birinci béliimiinde cebirsel tanim ve
teoremler, Hamming metrigine gore lineer kodlar ve dekodlamalar1 ve yine bu metrik
kullanilarak sonlu cisimler {izerinde t hata diizelten BCH kodlar1 verilmektedir.

Ikinci boliimde cisimler iizerinde Mannheim metrigi kullanilarak t hata diizelten
BCH kodlar1, dekodlamalari ve bu kodlarin agirlik sayaglari verilmektedir.

Uciincii boliimde Mannheim metrigi kullanilarak bazi sonlu halkalar {izerinde devirli
kodlar bulundu ve bu kodlara 6rnekler verildi.
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STRUCTURE OF LINEAR CODES OVER GAUSSIAN
INTEGERS RING WITH RESPECT TO MANNHEIM METRIC

SUMMARY

Keywords: Linear codes, cyclic codes, Mannheim metrice, linear codes over some
rings with Mannheim metrices

This study consists of three chapters. First chapter includes algebric definitions and
theorems, linear codes and decoding, t error correcting BHC codes over finite fields
with respect to Hamming metric.

In the second chapter, ¢-error correcting BCH codes are introduced and decoding

with respect to Mannheim metric is studied.

In the third chapter, cyclic codes over some finite rings with respect to Mannheim
metric are studied and some examples are worked out.
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BOLUM 1 GIRiS

1.1. Cebirsel Tanimlar

Tamm 1.1.1: S bos olmayan herhangi bir kiime olsun. S kiimesinin elemanlarindan
olusan her siral1 ikiliye S de bir ve yalniz bir eleman karsilik getiren bir fonksiyona S

iizerinde bir ikili islem denir. Bu islem * sembolii ile gdsterildiginde;

SxS—S
(a,b) —>ax*b

ile tanimlanir.

Tamm 1.1.2: G bir kiime ve *, G de tanimh bir ikili islem olsun. Eger asagidaki

ozellikler * islemi tarafindan saglantyorsa (G, *) ikilisine bir grup denir.

1. Va,b,c e Gigin (a*b)*c=a*(b*c)
ii. VaeGicin a*e=e*a=a olacak bicimde ee G vardir.(e etkisiz eleman)
iii. @G igin a*a=a * a=e olacak bicimde a €G vardir.( a, a’nin

tersidir)

Ayrica, G bir grup ve Va,b,c €G i¢in a*b=>b*a saglamyorsa G ye bir degismeli
(Abel) grup denir.

Tanim 1.1.3: G bir grup ve @ # H < G olsun. H, G deki isleme gore kapali ise H
ye G nin bir alt grubu denir ve H <G ile gosterilir. G sonlu bir grup ise G nin

elemanlarinin sayisina G nin mertebesi denir.



Tanmm 1.1.4: R# J kiimesi iizerinde tanimli iki ikili islem ‘“+’ ve °.” olsun.

Asagidaki aksiyomlari saglayan (R,+,.) cebirsel yapisina bir halka denir.

H1: (R,+) bir degismeli gruptur.
H2: “.” isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

H3: .’ isleminin + iglemi tlizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir.

Tanim 1.1.5: R ve R’ iki halka olsun. ¢:R — R fonksiyonu;

1. birebir ve Orten,

ii. Va,beR, ¢ (ath)= ¢ (a)+ ¢ (b) ve ¢ (ab)= ¢ (a). ¢ (b)

kosullarmi saglarsa, ¢ ye R den R ne bir izomorfizma denir ve R= R ile gosterilir.

Tamim1.1.6: Bir halkada ¢arpma islemi degismeli ise bu halkaya degismeli halka
denir. Bir R halkasinda V xeR i¢in 1.x=x.1=x olacak bi¢imde 1 eleman1 varsa R ye
birimli halka denir. R birimli bir halka olsun. ue R nin, R de tersi varsa u ya R nin bir

tersinir (birimsel) eleman1 denir.

Tamm 1.1.7: R degismeli, birimli bir halka ve YV ueR-{0} eleman tersinir ise R ye

bir cisim denir.

Tamm 1.1.8: R bir halka ve S <R olsun. S, R deki islemlere gore bir halka ise S ye

R nin bir alt halkasi denir.

Tamm 1.1.9: a,beR i¢in a# 0 ve b= 0 oldugunda ab=0 oluyorsa, a ve b ye R nin
sifir bolenleri denir. Eger VabeR i¢in ab=0 iken a= 0 veya b=0 ise R ye sifir

bolensiz halka denir.

Teorem 1.1.1: [1] Z, halkasmin sifir bolenleri n ile aralarinda asal olmayan

elemanlardir.



Tamm 1.1.10: Bir R halkasinda V aeR i¢in na=0 saglayan pozitif n tamsayilarinin
en kiigligline halkanin karakteristigi denir ve kar(R)=n ile gosterilir. Eger boyle bir n
tamsayisi yoksa R ye sifir karakteristikli halka denir.

Teorem 1.1.2: [1] Z de (n,b)=1ve (n,c)=1 aralarinda asal ise (n,bc)=1 dir.

Tanmm 1.1.11: R bir halka ve & #1 <R olsun. I alt kiimesi

1. Vajbelicina-bel

ii. Vaelve VreRicinrael veya arel 6zelliklerini sagliyorsa I ya R nin bir

1deali denir.

Tanmm 1.1.12: Z[i]={a+bi:a,beZ} tamlik bolgesine Gauss tamsayilar bolgesi

denir.

Onerme 1.1.1: [1] Z[i] Gauss tamsayilar bolgesi bir Euclid bolgesidir.

Tanim 1.1.13: R degismeli ve birimli bir halka ve M de R nin (1) den farkl1 bir ideali
olsun. R nin, M yi kapsayan M ve R den bagka hi¢bir ideali yoksa, M ye R nin bir

maksimal ideali denir.

Onerme 1.1.2: [1] Birimli ve degismeli bir R halkasinin bir M idealinin maksimal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/M boliim halkasinin bir cisim olmasidir.
M nin bir maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/M nin bir cisim

olmasidir.

Tamm 1.1.14: R bir halka, x bir bilinmeyen ve q,,q,,q,,...,a, ler R nin elemanlar

olmak tizere,

2 n
a, +a1x+a2x +...+anx



seklindeki bir ifadeye R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tim

polinomlarin kiimesi R[ x ] ile gosterilir.

Onermel.1.3: [1] R bir halka ise R[ x ] de bir halkadir.

Onermel.1.4: [1] F bir cisim ve [ e F[x], d’f>1 olsun. ()= f(x)F[x] temel

F[x]
(f)

r € F[x] polinomlari alinabilir.

boliim halkasinin tam temsilciler sistemi olarak d°r <d’f olan

ideali igin

Tamm 1.1.15: 0#1f(x), 0=h(x) eF[x] olsun. g(x)|f(x)ve g(x)|h(x) ise g(x)

polinomuna, f(x) ve h(x) polinomlarinin ortak béleni denir. Yine

i. d(x) [f(x) ve d(x) |h(x)

i. g(x) [fx)ve gx)|h(x) = gx)|d(x)

ise o zaman d(x) polimonuna f(x) ve h(x) polinomlarinin en biiyiik ortak bdleni

(ebob) denir ve (f(x),h(x))=d(x) bi¢iminde gosterilir.

Teorem 1.1.3: [1] F[x] i¢inde (f(x),h(x))=d(x) olsun. Buna gore
d(x)=s(x)f(x)+t(x)h(x)

olacak bi¢gimde s(x),t(x) € F[x] vardir.

Tanim 1.1.16: (f(x),h(x))=1 ise f(x) ve h(x) aralarinda asaldur.

Tammm 1.1.17: f(x)€F[x] olsun. f(x) polinomu F[x] i¢inde pozitif dereceli

polinomlarin ¢arpimi olarak yazilabilirse f(x), F[x]de ¢arpanlarina ayrilabilir denir.

J () = p(x)p,(%)...p, (%)



biciminde ise p,(x), p,(x),..., p,,(x) polinomlarina ¢arpan, f(x) = p,(x)p,(x)...p, (x)

ifadesine de f(x) polinomunun F[x] de ¢arpanlara ayrilis1 denir.

Teorem 1.1.4: [1] F[x] i¢indeki pozitif dereceli her polinomun bir indirgenemez

carpanlara ayrilig1 vardir.

Teorem 1.1.5: [1] p(x),f(x), g(x) € F[x] ve p(x), F[x] de indirgenemez olsun. Buna

gore,

p (If(x).g(x) = p(X)[f(x) veya p(x)|g(x)

dir.

Teorem 1.1.6: [1] F[x] in bir{p(x)) # 0 idealinin maksimum olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart p(x) in F {izerinde indirgenemez (asal) olmasidir.

Tamm 1.1.18: R bir halka ve M bir toplamsal degigmeli grup olsun. Modiil ¢arpimi

MxR—->M

(m,r) —> mr

doniistimii asagidaki sartlari saglarsa M ye bir sag R-modiil denir.

1. Vme M ,Vr,r, e R icin (mr)r, =m(nn)
. Vm,,m, e M,VreR igin (m, +m,)r =mr+m,r

. Vme M,Vr,r, € R icin m(r,+r,)=mn +mr,

Ayrica

iv.1,eR ve ml,=mVmeM

sagliyorsa M ye birimli R-modiil denir.



1.2. Lineer Kodlar ve Dualleri

Bu kisimda, hata diizelten kodlar teorisinde ¢ok onemli bir smif teskil eden lineer

kodlar hakkinda bilgi verilecek. V(n,q), ¢ elemanh sonlu bir cisim olan F,

iizerinde tanimlanmis » uzunlugundaki vektor uzayi olsun.

Tamm 1.2.1: V(n,q), F, lizerinde n zunlugundaki biitiin vektdrlerin kiimesi olsun. Bu

kiime bir vektor uzaydir. C < V(n,q) ve C, V(n,q) nun k boyutlu bir alt vektor uzayi ise

C ye n uzunlugunda, k& boyutlu bir lineer kod denir ve kisaca [ 7, k ] ile gosterilir.

C nin elemanlarina ise kods6z denir. Bir kods6zdeki sifirdan farkli bilesenlerin sayisina o
kodsdziin agirligi denir. Iki kodsdziin farklarinn agirhgina ise bu iki kodsdz arasindaki
uzaklik denir. C deki kodsozlerin sifirdan farkli en kiigik agirhgma C nin Hamming
agirligi denir ve w(C) ile gosterilir. Ayrica C deki sifirdan farkl en kiigiik uzakliga ise C

nin minimum uzakh@i denir ve d(C) ile gosterilir. Lineer kodlarda d(C)=w(C) dir. Eger

C kodunun minimum mesafesi d ise bu kod kisaca [#,k,d ] seklinde gosterilir.

Bir lineer kodun iirete¢ matrisi:

Bir lineer kod bir vektér uzay oldugundan, lineer kod vektdor uzaym tabani

kullanilarak tanimlanabilir.

Tamm 1.2.2: C bir [n,k] kodu olsun. Satirlar1 C nin bir taban1 olan k x n tipindeki D
matrisine C kodunun {irete¢ matrisi denir.

Elementer satir islemlerini (satirlarin yerlerini degistirmek, satirlar1 sifirdan farkl bir
sakaler ile carpmak ve sakalerle carpilmis bir satir1 digerine eklemek) bir matrise
uygularsak, bu matrisin satir uzayi (satirlarin lineer kombinasyonlarindan olusan

vektor uzay) degigsmaz.



Teorem 1.2.1: [2] C bir lineer [n,k] kodu olsun. Herhangi bir k koordinat yerleri

verilsin, bu yerler iizerinde C ye denk olan sistematik bir kod vardir.

Teorem 1.2.2: [2] C, ve C, kodu, siras1 ile D, ve D, iirete¢ matrislerine sahip iki
lineer kod olsun. C, in C, ye denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart D, matrisinin D,

matrisine denk olmasidir.

Tammm 1.2.3: C kodunu iireten D matrisi elementer satir veya siitun islemleri

yapilarak G=(1 k| A) seklinde yazilabilir. D ye denk olan bu G matrisine C kodunu

tireten standart form matrisi denir. Burada 7, , k boyutlu birim matristir.
Bir lineer kodun duali:

V(n,q) bir vektdr uzay ve u=(uy,u,,....u,),v=(v,v,,...v,) €V (n,q) olmak iizere

uile v nin i¢ ¢arpimi;
<uVv>=uy, +.+uy,

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.4: C bir [n,k] lineer kodu olsun.

o ={er(n,q):< X,C >:0,‘v’ceC}

kiimesine C nin dual kodu denir.

Teorem 1.2.3: [2]

1) G matrisi C kodu i¢in bir iirete¢ matrisi ise

C'= {x eV(n,q):<x,c>=0,Vce C}

olur.

2) Bir lineer [n,k] kodunun duali olan C* kodu da bir [n,n-k] lineer koddur.
3) Her lineer C kodu i¢in (C*)" = C olur.



Tanim 1.2.5: Eger C [n,k] lineer kodunun iirete¢ matrisi k& xn boyutlu G matrisinin

standart formu G=(/,| 4) ise C* in iireteci H=(-4"

I ) olur. H matrisine C

kodun kontrol (parity check) matrisi denir.



1.3. Lineer Kodlarda Dekodlama

Sendrom dekodlamasi:

Tanim 1.3.1: C bir [nk] kodu ve Hda bu kodun kontrol matrisi olsun. Her

x €V(n,q)i¢in x.H" ye x in sendromu denir.

Sendromun ozellikleri [2]

x in sendromu S=x.H" olarak hesaplanirsa;
I. S bir n-k boyutlu siitun matrisidir,
II. S=0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x in bir kodséz olmasidir.
1. Sendrom kontrol matrisinin t. siitununa esitse bu kodsozde bir hata vardir.

Bu hata kodso6ziin t. bileseninde meydana gelmistir.
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1.4. Devirli ve BCH Kodlari
Devirli kodlar:

Tanim 1.4.1C < V' (n,q) lineer kodu i¢in, eger
¢, .-c, ; €C iken ¢, c,c...c, , €C

oluyorsa bu lineer koda bir devirli kod denir.

F, tuzerinde n. dereceden polinomlar ile 7 uzunlufunadaki g elemanli vektor uzay:
arasinda bir izomorfizma kurulabilir. R, = F, [x]/ <x” —1> olmak tizere ®:V(n,q) > R,

D((CysCpyennsC, () =€y +Cx+...+c, X" seklinde tanimlanan @ fonksiyonu ¥ (n,q) ile
R, arasinda bir izomorfizmadir. Eger C

_ Rl
)

halkasinin bir ideali ise bir devirli kod olur.

R

R,, F, lzerinde derecesi n den kii¢iik olan tim polinomlarin kiimesidir. R, de

toplama polinomlarin toplami ve c¢arpma da polinomlarin carpimidir. Tim

polinomlar x" —1 modiilosuna goére olacaktir. Eger

CoCpe-Cp | —> €, 1CoCyenC,y s
devirli kaydirma (shift) altinda C lineer kodu kapali ise devirli koddur. Bu durumda
ise C biitiin kaydirmalar altinda kapalidir. Yani

CoCy--Cpy = CpeniCy1CoCy-Cp

olur.
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Bir devirli kodun iirete¢ polinomu:

Teorem 1.4.1: [2] C, R de bir ideal olsun. Bu durumda C, n uzunlugunda bir

devirli kod olur.

1) C de derecesi minimum olan tek bir monik polinom (g(x)) vardir. Bu

polinom C=< g(x)> seklinde C yi iiretir ve bu polinoma C nin iirete¢ polinomu denir.

2) Ureteg polinomu olan g(x), x"-1 i bdler.

3) Eger der(g(x))=r ise C’nin boyutu n-r olur. Yani
C=(g(x)) ={r(x)g(x): der(r(x))<n-r}
dir.

4) Eger g(x)=g,+gx+---+gx" ise budurumda g, # 0 ve C nin lirete¢ matrisi

g& & & g 0 0 - 0
0 g & & g 0 - 0
G=0 0 g g & - &
0 0 - 0 g & & - g

olur.
Bir devirli kodun kontrol polinomu

Eger g(x) polinomu R, de bir [n,n-r] devirli kodunun iirete¢ polinomu ise g(x), x"-1

1 boler. Yani

x" -1=g(x)h(x)
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olur. Burada h(x) derecesi n—r olan bir polinomdur ve bu polinoma C nin kontrol

polinomu denir.

Teorem 1.4.2: [2] h(x) R, de C devirli kodunun kontrol (parity-check) polinomu

olsun.

1) C kodu;
C={p(x) € R, : p(x)h(x) =0 modx" -1}

seklinde tanimlanir.
2) Eger h(x)=hy,+hx+---+h,_.x"" ise bu durumda C nin kontrol (parity

check) matrisi

b, h 0 0 0
0 h_ hy 0
H=| 0 h . , :
. T 0
0 0 0 i hy

olur.

3) C nin diki olan C* kodunun boyutu » dir ve devirlidir. C* devirli kodunun
iirete¢ polinomu;

e =hy'x" " h(x™) =Ry (hyx" A X" e b))
dir.
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BCH kodlarz:

Bir devirli kod, bu kodu iireten iirete¢ polinomunun sifirlar1 (kokleri) cinsinden

yazilabilir. Eger «,,a,,0;,...,«, F, lzerinde birimin n. dereceden kokleri ise o

zaman bu kod;
C={p(x)eR,: p(y)=0,..,p(a,) =0}

bir devirli koddur ve bu kodun g(x) trete¢ polinomu F, izerinde «,,a,,a;,...,2,

nun farklt minimal polinomlarinin ¢arpimidir. Bdylece g(x) in sifirlari i¢in birimin n.

dereceden kokleri kullanilarak kodlar olusturulabilir. F, tzerinde indirgenemez

carpanlarda

x" —1=Hmi(x)

x"-1 in carpimsal seklidir ve eger o, F, lzerinde birimin n. dereceden ilkel bir

kokii (bkn sayfa 49) ise bu durumda m,(x) polinomunun kokleri asagidaki gibi

esleniktir:

Burada d , ig’ =i mod n olacak sekilde en kiigiik tamsayidir. Bu

C ={i,qi,..,q" "}

kiimesine n modiiliine gore g nun i. devresel denklik sinifi (cyclotomic coset ) denir.

Boylece

m () =[] (x-a’)

JjeG
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olur.

Teorem 1.4.3: [2] (BCH Sinir1) «, F, lizerinde birimin n. dereceden kokii olsun. C,
R, de bir devirli kod ve bu kodun iirete¢ polinomu olan g(x), F, tizerinde en kiigiik

dereceli monik polinom olsun. » >0 olmak iizere ardisik & —1 sayidaki

elemanlar1 g(x) polinomunun sifirlar1 arasinda ise C devirli kodun minimum uzaklig

enaz o kadardir.

Teorem 1.4.4: [2] a, F, lizerinde birimin n. dereceden kokii ise C, R, de bir devirli
kod ve bu kodun iirete¢ polinomu olan g(x), F, lizerinde en kii¢iik dereceli monik

polinom olsun. r ve n aralarinda asal ve >0 olmak iizere p(x) polinomunun o -1

tane sifir1 vardir. g(x) in sifirlari

ab’ ab+r s ab+(()—2)r

dir. Bu durumda C kodunun minimum mesafesi en az & olur.

Tamm 1.4.2: (BCH Kod) «, F, lzerinde ilkel bir kok, p(x), F, lizerinde en kiigiik

dereceli bir monik polinom ve p(x) polinomunun koklerinin sayisi o—1 tane

{a’,a"",..,a"® P Y b>0,5 >1 olsun. Bu durumda

g(X): Okek{mb (X), mb+1 (X), cee mb+5—2 (.X)}

olur. Urete¢ polinomu g(x) olan n uzunlugundaki B, (n,0,a,b) g-lu devirli koduna
dizayn mesafesi § olan BCH kodu denir.b=1 ise B, (n,6,a)= B, (n,6,a,1) ifadesi
sinirl bir BCH kod olur. & cismin bir ilkel elemant ise s>1 i¢in n=¢" —1 olur ve

bu durumda B (n,6,a,b) ya bir ilkel BCH kod denir.
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Teorem 1.4.5: [2] 6 dizayn mesafeli, n uzunlugundaki g-lu bir BCH kod igin
boy(B,(n,6,a,b))2n—(6—-1)o,(q) ve d(B,(n,6,a,b)) > 5 parametrelerine sahiptir.

Burada o,(g) modn ye gore q nun mertebesidir. BCH kodun tanimindan

B,(n,6,a,b)={p(x)eR,: p(a”) = p(a"") == p(a""?)=0}

olur ve eger [a'], F, de bir siitun vektori, x"-1 in Fq . cisim genislemesindeki o'

eleman ile benzer ise bu durumda s(o —1) satirh

1 [e"] [@®] - [@"]
H _ 1 [ab+l] [ab(b+l)] .. [a(b+l)(n—1)]
1 [a"?] [a®®2] - [a" 2]

matrisi kontrol matrislerinin tiim kiimeleri formundadir ve herhangi bir bagimli satir

¢ikarildiginda geriye kalan matris B, (n,d,a,b) igin bir kontrol matrisidir.
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1.5. BCH Kodlarimi Dekodlama

C, bir [n,k,d] binary BCH kod ve 6 dizayn mesafesi bir tek say1 olsun. Gelen kods6z

¢ =cy...c, , transferinde bozulan vektdr y=c+e olarak ulagsin. Burada e=¢¢,...e, ,

hata vektoriidiir. Dekodlama 3 asamada yapilabilir.
1. Sendromun hesaplanmasi,

2. Hatanin yerini tespit eden o(z) polinomunun bulunusu,

3. o(z) nin koklerinin bulunusu.

1. Sendromun hesabi: [2] Kontrol matrisi

1 « a’ a™!

1 o af Pl
H =

| g% 20D ... gD

seklindedir. ¢(x) =) cx', e(x)=> ex' ve y(x)=) yx' olsun.y nin sendromu

1 « ot o™ Yo
o L S
_1 P T RN v

D ya y(a) 4

| Zve || v || 4

Dy | w@s-2)| |4,

seklinde hesaplamir. Burada 4, = y(a') ve 4,. = y(a’")=y(a")’ = A’ dir. Dekoder

y(x) den kolayca 4, yi hesaplayabilir. y(x), &' nin minimal polinomu olan m,(x) ile
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boliiniir. Yani y(x) = Q(x)m,(x)+ R(x) der(R(x)) < der(m,(x)) yazilir. Bu durumda

x=a' oldugunda, 4, = y(a') R(x) e esit olur.

2. Hatanin yerini tespit eden o(z) polinomunun bulunusu: e hatasinin agirhigr w
olsun ve ¢ e, ..., bilesenlerinde sifir olmasin. Bu durumda jji,..., hatadaki y nin

koordinatlaridir. Hatanin yerleri
X =a", r=12,..,w

r

ile gosterilsin. Bu durumda
o) =]J0-X2)=> 07
i=1 i=0
olur. Boylece

4 =y(@)=cla)+e(a)=e(a') 1<I1<5-1

ve buradan 4, =) X/ elde edilir.

i=1

Iki hata diizeltme [3], [2]

Al
Sendrom S =
A

3

} olur. Bu durumda:

1. Eger 4, = A, =0 ise o(z)=0 olur. Yani hata yoktur.
. Eger 4, #0, 4, = A13 ise bir hata vardir ve o(z)=1+4z (o(z)=z=4,)

olur.
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iii. Eger 4, #0, A, # 4 ise bu durumda iki hata vardir ve

0(2)222+Alz+(%+A12)
1

olur.

iv: Eger 4 =0, A, #0 ise bu durumda en az 3 hata olusmustur.

Ornek 1.6.1: Z, iizerinde x" —1 polinomunun pargalanisindan x* +x+1 polinomu

alinsmn. Bu polinom indirgenemez bir monik polinomdur. «; a*+a+1=0 olacak
bicimde bir ilkel kok olsun. Bu ilkel kokten yararlanarak kontrol matrisi soyle

yazilir:

1l a o8 & o & o o & o «

6 9 12 1 3 6 9 alZ 1 3 6 9 12

H:3
1l o o o «

Burada o nin kuvvetleri;

olur. a*+a+1=0 oldugundan;

0

5 4 2 1
a=aa =a(a+)=a +a = uE

0

ad’=ad’=a(d’ +a)=a’ +a’ =

5

0
0
1
1
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1
7 6 3, 2N 4 3 31
a=a.a:a(a+a)=a+a=1+a+a=0,...,
1
1
a14:0
0
1
dir. Boylece
1 0001 001 101011 1]
01 001 1010T1T1T1T1FH00
001 00T1T1O0T1O0T1T1T1T1FP0
H_000100110101111
1T 00011 00O0OT1T1UO0TO0O0°1
0001100O0OT1T100O0°T1°1
001 010O0T1UO0T100T10°1
01 1110111101111,

olur. c=(000100110101111) bir kodsdzdiir. x*+x+1 polinomu x" —1

polinomunu béler. Yani;

X —I=(x D) A XX X+ x+])

dir. Burada x"' +x* +x” +x° + x’ + x* + x +1 polinomu kodun iirete¢ polinomudur ve

bu kod devirlidir. Ustelik bu devirli kod bir BCH koddur ve iki hata diizeltebilir.

c=(000100110101111)

kodsoziiniin birinci bileseninde 1 hata yapilsin. Bu durumda

r=(100100110101111)

olur. Sendrom;
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r. H"=(100100110101111)

S © O e o o =
—_ o o o @ = <
—_ - o ol = O©o O
—_ 0 = ol o o O
—_— e = = (OO = =
S O O =)o = = O
—_ 0 O O~ = o o
_—_ 0 Ol O = -
—_ o = oo — o =~
e e R =
S OO o = = =
—_— O O Ol = = o
—_—_ O Ol = = =
—_ O = O = o
[ e B S el BTSSR s T s SR S

|
S O O o o o

olarak hesaplanir. Burada 4, = 4’ = (")’ olur. Yani bir hata vardr.

o(z)=1+4z=0 ise

tr

1+

oS o o =
S O o =

olur. Béylece z=a’ olur. Yani hatanin yeri 1. bilesendedir ve bu bilesene 1
eklenerek hata diizeltilir. Simdi yukarida ¢ kodsoziiniin 1. ve 2. bilesenlerinde 2 hata

yapilsin. Yani

r=(110100011010111T1)

olsun. Sendrom;
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(10001 001101011 1]
601 0011O0T1O01T1T1T1F0F®©0
001 00110T1TO01T1T1T1F®©O
r_ 0001 O0O01T1TO0OT1O0T1T1TI1
r. H"=(110100110101111) T 000110001 10001
0001 10001T100O0T1°1
0010100101001 0°1
'or1r 110111101 1T11]
1
1
0
:9
1
0
0
1
olarak hesaplanir. Burada 4, =a*, 4, =a' ve
1 1 0
A A 1 0 1
=2+ Az+(Z+4)=0 [(Z+4)=a"+a'=|_ |+| |=| |=«a
o(z)=z 1Z (A1 D) [(A1 D) 1 1 0 ]
0) (0) (0

Z2+a’t zta =0 ise

(z+a’).(z+a")=0

dir. Yani bu denklemin kokleri hatalarin yerini vermektedir. Bu hatalar 1. ve 2.
bilesende olmugstur. Bilesenler Z, den segildigi i¢in buradaki bilesenlere 1 eklenerek

hata dizeltilir.
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BOLUM 2. GAUSS TAMSAYILARI UZERINDE KODLAR

Klaus Huber 1994 yilinda Gauss tamsayilari iizerinde Mannheim metrigini ve
Mannheim agirligin1 tanimladi ve bir Mannheim agirhigindaki hatalar1 diizelten

lineer kodlar elde etti. Bu kodlarin dizayni1 4n+1 oldu. [4]

Klaus Huber yine 1994 de Mannheim metrigi ile Gauss tamsayilarini kullanarak elde
ettigi kodlar1 Eisenstein-Jacobi tamsayilarina aktardi ve bu kodlarin dizayni1 6n+1

oldu. [5]

Klaus Huber 1997 de iki boyutlu modil metrigi i¢in (Mannheim metrigi)

MacWilliams teoremini ispatladi. [6]

T.P. da Nobrega Neto 2001 yilinda 4. ve 5. makalede belirtilen kodlar1 Mannheim
metrigini kullanarak Q\/g , d=-1,-2,-3,-7,—11 Euclid bolgesi lizerinde yeni
kodlar elde etti. [7]

Y. Fan ve Y. Gao 2004 yilinda Mannheim metrigini kullanarak devirsel (cyclotomic)
cisimler iizerindeki cebirsel tamsay1 halkalarina uyguladilar ve kendi Mannheim

agirhigini kullanarak 1 hata diizelten lineer kodlar elde ettiler. [8]

Bu boliimde Mannheim metrigi incelendi ve kendi 6rneklerimizle pekistirildi.
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2.1. Gauss Tamsayilar1

Gauss tamsayilarn ger¢ek ve imajiner kisimlar1 tamsayr olan kompleks sayilarin bir

altklimesi ve Z[i] Euclid bolgesi olan bir tamlik bolgesidir. Fermat’in meshur iki

kare teoremine gore p=1 mod4 formundaki asal sayilar iki tam sayinin karelerinin
toplam1 olarak tek tiirlii yazilabilir. Bundan dolayr p bir kompleks Gauss tamsayisi

ile esleniginin ¢arpimidir. Yani
p=a’+b*=nr1
burada 7 =a+ib, 7 =a—ib dir.

G, Gauss tamsayilarint ve G, ’de mod 7 ye gore G’nin kalan siiflarinin kiimesini

gostersin. Burada modiil fonksiyonu

*

ule)=¢ modzr=n :5—[8'7Z*].7r
T

seklinde tanimlanir.(Burada [.] islemi en yakin tamsayiya yuvarlama olarak

tanimlanir.  Gauss tamsayilarini  yuvarlama [a+ib]=[a]+i[b]  seklindedir).
Tamsayilarda oldugu gibi 1=u.7+v.z esitligini saglayan u ve v yi hesaplamak igin

Gauss tamsayilarinda da Euclid algoritmasi kullanilabilir. [4]

Tablo 2.1.1 de p=1 mod4 ve p <113 i¢in x, u ve v verilmistir. Modiil fonksiyonu

GF(p) den G, ’ye soyle tanimlanir: [4]

*

p(g)=g (modm)=y=g —[%].ﬂ. )

l=ur+vr esitligi kullanilarak z™';

g=u"(y)=y.(vx")+y (ur)mod p



24

olarak elde edilir. Eger g, GF(p) de bir tamsay1 ise o zaman g=kz+y Ve

g=g =k &' +y olur. Bundan dolay1

y. (v )+ y (un)=(g—krn).(vr )+ (g -k 7n")(ur)= g.(vr" +um)modp

olur. Bu da g ye esittir.

u(g +g,)=u(g)+u(g,) ve u(g.g,) = u(g).u(g,)

oldugundan x niin bir izomorfizma oldugu agiktir.

GF(p) ve G, nin matematiksel olarak esitligi ile birlikte ikinci bolimde iki boyutlu
uzay tizerinde kodlama acisindan GF(p), G, olarak belirtildiginde onemli teknik

avantajlar saglar.

Tablo2.1.1 P<113 i¢in p, 7, «, u,v, d_, degerleri

P V4 a iy u, v

5 241 -1 1 -1 1+
13 3+21 2 2 -2 1+2i
17 4-+1 -1-1 3 -2 2+
29 5+21 2 4 -2421 3

37 6+1 2 5 -3 3+
41 S5+41 -3+1 4 -4 1+41
53 7+21 2 6 -4-1 3+3i
61 6-+51 2 5 61 6-1
73 8+31 -3-31 7 -3+4i 5-1
89 8+51 3 7 -3+4i 5+i
07 0-+41i 5 8 -4+3i 5+
101 [10+1 2 9 -5 5+
109 [10+3i -4-31 9 -3+81 7-51
113 [8+71 3 7 8i 8-1
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Ornek 2.1.1: Z, ile G

2+4i

arasinda birebir bir fonksiyon oldugu gosterildi [4]. Sekil

2.1.1 de G,,; nin elemanlarinin diizlemdeki yerleri gosterilmistir.

Burada p=5 7=2+i ve 7 =2-i ve Z,={0,1,2,3,4 }dur.

g=0i¢in y=g [ 12=0-0=0eG,,
p

g=1 i¢in y:l—[@].(zﬂ):l—ozle@,

2.(2-i) L 4-2i
S (CAUEPRE

g=21icin y=2—| 1.2+i)=2-(2+i)=—-ieG_,ve

ayni1 yolla

g=31icin y=1€e G, ve g=4 i¢in y=-1€ G,

olur. Yani

G
<2+i>

= G_={0,1,-1,i,-i}

dir.

Sekil 2.1.1 G,,; nin elemanlarinin kompleks diizlemdeki yerleri
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2.2. Bir Hata Diizelten Mannheim Kodlar (OMEC)

Mannheim mesafesi s6yle tanimlanir : o, € G, ve y=f—a modrx olsun. ¥ nin

Mannheim agirhigi;
, (7) = [Re(y)|+ [Im(y)

olarak tanimlanir [4]. Kodlar lineer kod oldugu i¢in « ile S arasindaki Mannheim

uzaklig1 d,, ise

d,(a,p)=W,(7)

seklinde olur. o€ G, olmak iizere d,(a,0) alindiginda Mannheim uzaklig

Manhattan olarak adlandirilan uzakliga esittir.

G, lizerinde x = (x,,x,,...,x,_;) vektoriiniin Mannheim agirhig
n—1
Wm (x) = zwm (xj)
=0

olarak hesaplanir ve x ile y nin Mannheim uzakhigi W (y —x) seklinde gosterilir.
Manhattan uzaklig1 gibi olan Mannheim uzaklig1 bir metrik tanimlar. Eger x=y ise
d(x,y)=0 ve d(x,y)=d(y,x), d(x,y)=0 esitlikleri olur ve
d(x,z)<d(x,y)td(y,z) dir.G, nin sahip oldugu iki eleman: arasindaki

maksimum Mannheim mesafesi;
d_. =max{d, (7.0):y€G,}

seklinde tanimlanir. Boylece
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d .. = max{a,b}—l
elde edilir. Oncelikle d,, <max{a,b}—1 oldugunda Vxe G, igin [xz /p]=0
oldugu not edilir.  Genelligi bozmadan a>b>0 olsun. O zaman
x=(a-b-1)/2+i(a+b-1)/2e G, olur. (p tek oldugunda ya a cift, b tek yada a tek b cift
oldugu hatirlanmalidir). Tablo2.1.1 de p =1 (mod 4) ve p <113 olmak lizere tim

asallar i¢in d_, verilmistir.

Kod iizerinde olusan bir agirligindaki Mannheim agirligina sahip bir hata soyle
diizeltilir:

n=(p-1)/4 uzunluguna sahip kodlar Mannheim agirligi 1 olan kod sézler olur.
Agirligi 1 olan Mannheim hatasinin degeri +1,£1 olan dort sayidan birini verir
(0<1<n-1). a e G, derecesi p-1 olan bir eleman olsun. OMEC kodlarin kontrol

matrisi asagidaki gibi olusturulur.

-l

H=a’,a',...a* )

H.C" =0 olan c=(c,,c,,...,c,_, ) tim vektdrler kodsdzlerdir. Ureteg matrisine ise

—a' 1 0 0
o —a? 0 1 0
_a((p—l)/4)—1 0 0 |

matrisi karsilik gelir.

Yukaridaki A matrisi ile olusturulan C kodu 1 agirligindaki her Mannheim hatasini
diizeltebilir. Burada {a” ar,a’ ot }= {i 1,%i } dir. {1,-1,i,-1} den her hata farkli bir
sendrom iiretecektir. Dekodlama aciktir. Vektor » =c+e olarak alinir ve sendrom
S=H.r" ile hesaplanir. Burada vektdriin hatas1 birdir ve degeri s.x™ ile hesaplanr.

Ayrica [ =log, s modn ile hesaplanir.



28

OMEC kodlari ¢ok hizli ve verimli ¢alisirlar ancak yalniz bir hatali (1 agirligindaki)

vektorlerin hatasimi diizeltirler.
Simdi bu kodlara basit bir 6rnek verilsin.

Ornek 2.2.1: p=17, 7=4+i ve a=1-i olsun.n:%:4 olur ve «a ’nin

kuvvetleri Tablo 2.2.1 de gosterilmistir. Sekil 2.2.1 de G,,,, nin elemanlar diizlem

iizerinde gosterilmistir. & nin kuvvetleri;

= 2i(l-i)=-2-2i=2—i mod(4+i)
f=2-D(1-i)=1-3i=i mod(4+i)

a” =-1-2i mod(4+i)
a'’ =(-1-20)(1—-i)=-3—-i
=-3—-i+4+i=1 mod(4+i)

olarak hesaplanir. Bu durumda

-1
L

H=a",a',.,a * )

H =(1,1-i,-2i,2-i)

ve
-a' , 0
s s » »
2
G= -, 07 la 5
(p-1/4)-1
-—a b 5 07 07 5 1



yazilir. Dekodere gelen s6z r=(-1+1,1,1,0) olsun. Sendrom;

29

-1+
1

S=Hr" =Q1,1-i-2i,2 i) | =—l+i+1-i-2i=-2i=a’mod4+i
0

2=2mod4+i

oldugundan;
Sa’lz—ZZL_:l
—2i

olur ve e=(0,0,1,0) elde edilir. Bdylece hatali kodsoz

c=r-e=(-1+1,1,1,0,)-(0,0,1,0)=(-1+1,1,0,0)
seklinde diizeltilir.

Tablo 2.2.1 G,,, bélim uzayinda @ =1-i nin kuvvetleri

S a’ S a’ S a’ S a’ S a’
0 1 4 I 8 -1 12 | -1 16 1

1 -1 5 1+ 9 -1+ 13 | -1- 17 1-i
2 -21 6 2 10 |21 14 |-2 18 | -21
3 2-1 7 1+2i 11 -2+ 15 |-1-21 19 |24
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° ?
Sekil 2.2.1 G,,; nin elemanlarinin kompleks diizlemdeki yerleri

Ornek 2.2.2: p=29, 7 =5+2i ve a =2 olsun. a 'mn kuvvetleri mod 5+2i ye gore

Tablo 2.2.2 de gosterilmistir. Sekil 2.2.2 de G,,, nin elemanlar diizlem iizerinde

+2i

gosterilmistir. Kontrol matrisi;
H=(1 2 -1-2i 143 -1-i -2-2i 1-2i)

ve lirete¢ matrisi;

2 10000 0
1420 01 0 0 0 0
|-1-3 000 100 0
G_1+i000100
242 00 0 0 1 O
142 0 0 0 0 O 1

olur. Hatali kodséz r=(-2 1 i 0 0 0 0) olsun. Budurumda sendrom;
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S:H.r”:(l 2 —-1-2i 143i -1-i -2-2i 1—21').

S O O O -

olarak hesaplanir. 9=2mod7 oldugundan kodsdziin 3. bileseninde hata vardir ve bu

hatanin degeri;

2—-i

=i
—1-2i

sa =2 —i).i2 =
(04

olur. Boylece c=r-e=(-2110000)-(001000 0)=(-2 100 0 0 0) olarak dekodlanir.

1
H=(a’,a',.,a * ) kontrol matrisi ile tanimlanan n = ( p" —1)/4 uzunlugundaki

kodlar, BCH ve Berlekamp 1n negacyclic kodlar1 ile benzesen ilkel uzunluklu

kodlara genellestirilebilir. Boylece kontrol matrisi

s 0 1 [(p"=1)/4]-1
H=(a ,a,..a"" )

olur. Burada 7€ G_, ve «’nmn derecesi p” —1dir.G ,, GF(p")’ye izomorftur.

Benzer bir sekilde Hamming mesafeli kodlar1 hata diizelten lineer Mannheim

kodlarinin [n ,k,d, ] tg¢liisii ile niteleyebiliriz. Burada n uzunluk k boyut ve kodun

minimum Mannheim mesafesi
d, =min{w, (c):c#0,ceC}

dir.



Tablo 2.2.2 @ =2 nin Gy, ,; de kuvvetleri

s | o s | o s | o s | & s | o
0]1 6 |1-21 12 | 2-21 18 | 1+ 24 | 3-1
112 7 |1 13 | 2+ 19 | 2+21 25 | -1+
21 -1-21 8 |21 14 | -1 20 | -1+21 26 | -2+21
3] 1+31 9 |2- 15| -2 21 |- 27 | -2-1
4| -1-1 10 | -3+ 16 | 1+21 22 | -21 28 |1
51 -2-21 11| 1-1 17 | -1-31 23 | -2+ 29 | 2

] ] 2

L] ] ] =]

& &

| & -]

L] & @

&

Sekil 2.2.2 G;

+2i

Tanmm 2.2.1: p=Imod4 i¢in n=(p" —1)/4 uzunlugunda ve k=n-r boyutlu

minimum Mannheim uzunlugu d, =3 olan ve H=(a’,a',...,a'”""*"") kontrol

nin elemanlarinin kompleks diizlemdeki yerleri

matrisi ile tanimlanan [n,n-r,3] OMEC kodlar1 G, {izerinde blok kodlardir.

Asagidaki Ornekte G , wuzayr lzerinde yapilan baska bir Ornek gdz Oniine

alinmaktadir.
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Ornek 2.2.3: p=5, 7=2+i ve r=2 olsun. G ,’de asal polinom olarak

p(x)=x>—x—i olsun. « mnin kuvvetleri Tablo 223 de gdsterilmistir.

p(x) = x> —x—i polinomunun kokii « ise;
a’—a—-i=0

olur. Bu kullanilarak o nin kuvvetleri sdyle yazilabilir:

a’=1=(0,1)

a'=a=(1,0)

al=a+i =
d=aa’=a(a +i)=a’+ai

=a+i+ai=a(l+i)+i=1+1i,i)
o' =a[(l+Da+)]=a’(1+i)+ai
=(-1+)a+(-1+i)
=(=1+i,-1+19)

a” =—ia +i=(-i,i).

Kontrol matris;

a1
P~

H=a’,a',...aa * )

0 1 1 1+i —-1+1 -1
H =

1 0 i i —=1+i —-1-i

olur. Bu [6,4,3] seklinde bir OMEC koddur. r=(-1,0,1,1,1+1,-1) gelen vektorde bir hata

olussun. Bu durumda sendrom;
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olur.2=2mod6 ve a” =1 oldugundan

c=r-e=(-1,0,1,1,1+,-1)-(0,0,1,0,0,0)=(-,0,0,1,1+i,-i)

olarak hata diizeltilir.

Tablo 2.2.3 p(x) =x" —x—i polinomunu ¢ kokiiniin G, iizerinde kuvvetleri

s | o s | o S o’ S o’ S a’
010,01 4 | (-1H,-1+) 8 (-i,1) 12 (0,-1) 16 | (1-i,1-i)
1| (1,0) 51 (-1,-1-) 9 (1-1,1) 13 (-1,0) 17 | (1,1+)
2 | (L) 6 | (0-i) 10 | (-1,1+) 14 (-1,-1) 18 | (0,i)
3 | (1+,0) 7 | (-,0) 11 | (i) 15 (-1-1,-1) 19 | (1,0)
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2.3. d, >3 I¢in Hata Diizelten Mannheim Kodlar

Bu boliimde, hatanin agirligi 1 den biiyiik olan hata diizelten Mannheim kodlari

incelenecektir. Bu nedenle C kodunun asagidaki A kontrol matrisi;

/BO, ﬂla 5ﬂn71
,BO, ﬂS, . , (n-1)/5

,6’0, ﬂ(4z+1)’ ﬂ(nfl)(4t+1)

seklinde alnsin. f derecesi 4n, B" =i ve BeG_, olsun. S mmn 4t+]1 nci
kuvvetlerini kullanarak kontrol matrisinin satirlar1 yazilir. Eger ¢ e {1 1,$i} 1se
e =¢ olur. Eger c=(cy,cc,,) C nin bir kodsdzii ise o zaman
c=c(x)= Zijj polinomu yazilir. Boylece c(8*™")=0, k=0,12,.,¢t olur
Buradan c( x) polinomu x" —i polinomunu bdlen g( x) polinomunun bir ¢arpanidir.

Bu nedenle C bir i-devirsel (i-cyclic) koddur [4]. Ornegin eger

c(x)e C = x(c, +¢x+...+c,_ x"")

. 2 n—1
=1IC, + CoX + X +...+ C, X

=(i.C, 1,Cy>CireresCpy )
olur. Boylece ¢(x )1 x" —i modiiliine gore x ile carpmak asagidaki sonuglar1 verir.

1. Devirli kodlar 1 kaydirilarak kodsozler elde edilir.
ii. En biiyiik katsayr ¢, , kompleks diizlemde 90°déndiiriiliir ve ¢, elde

edilir.

Uyan 2.3.1: Eger #" = —i ise nega-icyclic kodlar elde edilir. h(x) kontrol polinomu
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x" —i=g(x).h(x)
ile tanimlanir.

Tamm 2.3.1: €, G de bir birimsel eleman olmak iizere eger (c,,¢;,...,c, ;) kodsozii

C de iken (6c,_,¢y,....c,_, ) kodsozii de C de ise G, iizerinde C koduna constadevirli

(constacyclic) ya da @-devirli (8 -cyclic) kod denir.

Tamim 2.3.2: G, lzerindeki i-devirsel (nega i-devirsel) kodlar, kodsozleri

x" —i(veyax" +1i)

polinomunu bdlen bir g( x ) polinomunun iirettigi kodlardir. Boylece i-devirsel kodlar

constadevirli kod sinifinin bir liyesidir.

Icyclic kodlarin (veya nega-icyclic kodlarin) minimum Mannheim mesafesini dogru
hesaplamak yukarida da goriildiigii gibi zor bir problem tanimlar. Bu yilizden daha
cok, basit durumlar iizerinde durulacaktir. t=0 OMEC kodlar1 verir. Bu yiizden #=1

olsun. Bu durumda iki Mannheim hatasini diizelten H kontrol matrisi;

()80, ﬁl’ ﬂZ, ﬁn—lj (2.1)

,80, ﬁS’ ,810, ﬁ(n—l).S

Ly,

olarak hesaplanir. /, deki Mannheim hatasinin degeri € {$ l,ii} olsun. Bu

durumda hatay1 hesaplayan polinom o (z)s0yle hesaplanir:
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o(z)=(z=p")(z= ")
=2 _('BLI +ﬁL2)Z+ﬂL‘,ﬂL2

2
=>o0(z)=z" —s;z+e.

Burada & sendromlardan hesaplanir.o(z) polinomuna hata hesaplayan polinom
demekten ziyade hatanin yerini tespit eden polinom denir. Burada A" bilgisi hem
hatanin  yerini  /,=1,, modn, hem de hatanin degerini phahe

belirler.s, = " + f, s, ="+ " ve =" + " den

5
S; — S5
Ss,

— (,BL1+4L2 + 2,82Ll+3L2 + 2ﬂ3L1+2L2 +ﬂ4Ll+L2 )/ﬂLl +ﬂL2

=(e+ " +28° = 4267 ph + 8. p0)/ ph + B

g.ﬂ3L2 +,83L1
'BLI +ﬂL2

:8,(ﬁ2L2 _ﬁLl+L2 +ﬂ2L2)+282

=&.(s] —3.)+2¢&’

2

+2¢

elde edilir. Buradan ikinci dereceden

5
s; —s
2 2
& —sle+—1—2

=0 (modr)

Sy

denklem elde edilir ve buradan da

2 5
) s +4s
Sl = 21{111’ 15s5 SJ
1

olur. Bu hata hesaplayan polinomda yerine yazilirsa;

5
4
z, =S71 11\/—1—2. /SIS”LTSS
1
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veya

olur [4].

Bundan dolay1 genelde (2.1) deki kontrol matrisi ile olusturulan kodlarin iki hata

agirlikli Mannheim hatasini diizeltmemesinde bir belirsizlik vardir. Bununla birlikte

yukaridaki formiille dekodlanan kod drnekleri Tablo 2.3.1 de mevcuttur. [4] (d, 25
icin). OMEC kodlar yukaridaki kodlar1 kapsadigi i¢in 4, >3 olur. Minimum

mesafenin 3 olabilecegi agagidaki 6rnekte gosterilmektedir.

Ornek 2.3.1: p=13, =1 n=3, a =1+i olsun. Bu durumda Tablo 2.3.2 den

gxX)=(x—a)(x—a’)=x"+ix-1

elde edilir . (Sekil 2.3.1 de G,,,, nin elemanlar1 diizlem {izerinde gosterilmistir).
Buradan d, =3 oldugu ve g(x)’in [3,1,3] kodunu tanimladig1 goriiliir.

Simdi (1) deki kontrol matrisine gore daha biiyilk Mannheim mesafeleri diistintiliir.



Tablo 2.3.1 g(x) = (x — B).(x — B°) ile iiretilen bazi kod drnekleri

P (nkd,] [filkelligi |8 5,

13 [[3,1.4] Mlkel -i -i

17 [4.2,4] Mlkel 1+i L1+
[3,1.4] Mlkel 1+i - 1+

29 [[7,5,41 Mlkel 2 -2 - 12
[6.4,4] Mlkel 2 2-1i2
[5,3,5] Mlkel 2 2-1i2
[4,2,5] Mlkel 2 2 -1i2
[3,1,7] degil -1-2i  |-3+i

37 [9,7,4] Mlkel 2 1+i
[8,6,4] Mlkel 2 1+i
[7,5,4] ilkel 2 1+
[6.4,4] Mlkel 2 1 +i
[5.3.5] ilkel 2 1+
[4,2,5] Mlkel 2 1+i
[3.1,7] ilkel o 1+

41 [10,9.3]  [ilkel -1-3i 3
[10,8,41 |ilkel -1-3i -3
[5.3,6] |desgil 4i i
[5,3,4] ilkel -1-3i -3
[4,2.61 degil 41 i
[4.2,51 ilkel 1-2i |[-3i
[3,1,5] ilkel -1-3i |-3
[3,1.6] degil -4 i

Tablo 2.3.2 a =1+inin G, ,; deki kuvvetleri

S |l [s|a’ s |a 8 a’
0 (1 3 Fi 6 |-1 9 [

11+ 4 1-i |7 [-1-i [10 K1+
2 2i |52 8 |i2 11| -2

39
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Sekil 2.3.1 G, ,; nin elemanlarinin kompleks diizlemdeki yerleri

Teorem 2.3.1: [4] p=5 modl2 ve n=(p—-1)/4 i¢in (2.1) kontrol matrisi ile

d, >4 olan kod tanimlanir.

Ispat: Dekoderin bir ve iki hatay1 ¢ozdiigii gosterilir. Hatanin Mannheim agirhg 1

olsun. Bu durumda s, =55 # Oolur ve, ya

0
Zip =
S

ya da
Z34 = 5_21(1 e \/__3)

elde edilir. z, =0 olmaz ise, z, =s, hatay: diizeltmeye yol gosterir. p=5 modl2
icin Gauss’un Tersinir Kanunu’na gore -3 p nin ikinci dereceden bir kalan1 degildir.

Bundan dolay1 z,, ¢ G, olur. Boylece teoreme gore 1 ve 2 hata arasindaki hatalar

ayirt edilebilir.
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Ornek 2.3.2: p=13,7=3+2i olsun. f=1+i bir ilkel kok oldugundan, kontrol

matris;

olur. Burada 4n+1=13 oldugundan n=3 tiir. c=(1 1 -i) bir kodsozdiir. Bu kodsoz

kanalda 2. bileseninde bir hataya ugrayarak r=(1 0 —i) olsun. Bu durumda sendrom;

i
. (1 1+ 20 2+i
SZH.I”rz . 0 =
I 2 —1+i . 1+2i

T imod(3 + 2
=l L, —S5m0(+z)

olarak hesaplanir. Buradan
s, =(=1-i)’ =4+4i=-2 =5, # 0mod(3 + 2i)
oldugu goriiliir. Yani burada 1 hata olusmustur. Bu hatanin
z=s5,=—1-i=a’ mod(3+2i)

veE

7 =1mod(3 + 2i)

oldugundan gelen soziin 2. bileseninde meydana gelmistir ve bu hatanin degeri de
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dir. Boylece hata c=r-e oldugundan c=(i 0 —i)-(0 -1 0)=(i 1 —i) olarak diizeltilir.

Simdi r=(1 0 —i) olacak bi¢imde gelen s6zde iki hata meydana gelsin. Bu

durumda sendrom;

olarak hesaplanir. Burada s, #s; dir. Yani iki hata olmustur. Bu hatay1 hesaplamak

5
4
et liJ_l_z. EED
1

kullanilirsa, z,, —1+3 ¢ G, veya z, —1+5¢ G, olur. Teorem 2.3.1 de de

i¢in

gosterildigi gibi p =13=1mod12 oldugundan (1) deki kontrol matrisi ancak 1 hata

diizeltebilir.

Ornek 2.3.2: p=29=5mod12, 7=5+2i ve f=2 alalim. " =i oldugundan 2,

bir ilkel koktiir. Iki hata diizelten Mannheim kodun kontrol matrisi;

(12 —1-2i 1430 —-1-i —2-2i 1-2i
1 2-2i B4+ 2 142 —1+i -1-2i

olur. Bu kodun {irete¢ polinomu ise

g =(x=p).(x=p")
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=(x-2).(x+2+2i)

=x> +2ix+1-2i mod(5+2i)

dir. ¢=(1-2i 2i 1 0 0 0 0) kodsoziiniin 4. ve 6. bilesenlerinde bir hata

yapilsin ve gelens6z r=(1-2i 2i 1 1 0 1 O0) olsun. Bu durumda sendrom,;

—-1+i) (s
3+i) S5

olarak hesaplanir. s, # s’ # 0 oldugundan iki hata olmustur. Bu hatalarin yerleri:

%)
Il
TN

2 —s5z+&=0

esitliginde 6nce & degeri hesaplanir.

g’ —sle+ S =S8s 0
Ss,
oldugundan
e’ —(=2i).e +% =0
=5+5i

yazilir ve buradan da £=2i olur. Bu deger z°-s5z+¢&=0 esitliginde yerine

yazilirsa;

2°—(=1+i)z+2i=0

olur. 2i=p"=p ve S +p =-1+i oldugundan gelen soziin 4. ve 6.

bilesenlerinde hata olustugu anlasilir. Bu bilesenlerdeki hata,
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4. bilesen icin ,83.%:1

5

6. bilesen icin ﬂs.ﬂizl

dir. Boylece kodlanmis s6z;

c=r—e=(1-2 2 1 101 0-0 0010 1 0)
=(1-2i 21 0 0 0 0

olur. Eger r=(1-2i 2i 1 i 0 1 0) olsaydi o zaman sendrom,;

ve £ ise

gz+g+’+51,+’ —0 =562 456+ 42—i=0=>g=-2
1

olarak hesaplanir. Bu durumda hata yerini tespit eden polinom ve kokleri;

z22—iz=2=0

(z=p")Nz-p")=0

44

olur. 10=3mod7 oldugundan hata 4. ve 5. bilesenlerde olugsmustur. Bu hatalarin

degerleri ise
13+

4. bilesen i¢in 3" 7 -5 "
+ 31

2

6. bilesen igin S % =1



dir. Boylece kodlanmis s6z

c=r—e=(1-2i 2i
=(1-2i 2i 1 i

olur.

1
0

1

i

0 1
0)

0)- 0 0

i

01 0

45
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2.4. Agirlik Sayacglar

Tanim 2.4.1: Cbir sonlu F cismi iizerinde [n,k,d] bir lineer kod ve C* bu kodun
dual kodu olsun. C de agirlig1 i olan kodséz z* ile gosterilir ve eger agirligi i olan

kodsdzlerin sayist a, ise bu durumda;

A(z) = Zn: a.z'

polinomuna C kodunun (Mannheim metrigine gore) agirlik sayaci denir.

Mannheim metrigi ile olusturulan bir kod ailesinin agirlik sayaclari agagidaki 6rnekte

aciklanmistir.

Ornek 2.3.3: p=17, =1, a =1+i ve iireteg polinomu g(x)=(x—a)(x—a’) olur.
Bu polinom [4,2,4] kodunu olusturur. g(x) ile tretilen ailenin agirlik sayaci soyle

olur:

g(x)=x"-x(a’ +a)+a’
=x"—2ix-2

=-2-2ix+x’

oldugundan tirete¢ matris
-2 -2i 1 0
G=
0 -2 -2i 1
dir. Bu iirete¢ matrisi ile toplam 17.17=289 tane kodsoz elde edilir. Bu kodsozlerden
c=(-2,-21,1,0) kodsoziinlin agirhigi;
w(c)=|-2|+-2|+1+0=5
olur. Kodsozlerin agiliklar hesaplandiginda bu kodun agirlik sayaci sdyle olur:

A(z) =1+16z* +162° +322° + 6427 +80z° + 642" +162".



47

BOLUM 3. BAZI SONLU HALKALAR UZERINDE MANNHEIM
METRIGI ILE LINEER KODLAR

3.1. Lineer Kodlar

Tamm 3.1.1: F, devirli grubunu iireten F, daki bir elemana F, nun pirimitif (ilkel)

elemani denir.

Onerme 3.1.1: [ 9] R bir halka ve R, R nin birimsel elemanlarindan olusan bir

kiime olsun. Bu durumda;

i g(n)=|(Z12,)

ii. Eger n=2, 4 yada p" ( pasal tek say1) ise (Z/Z,)" bir devirli grup,
iii. Eger (Z/Z,)" bir devirli grup ise (Z/Z,)" mn ¢(4(n)) tane tireteci,

olur.

Tamim 3.1.2: [11] pbir asal tamsay! olmak iizere; 1,g,..,g”" indirgenmis tam
temsilciler sistemi olacak sekilde bir g € Z varsa g ye modulo p bir primitif (ilkel)

kok denir. g nin modulo p ilkel kok olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

g" =1(mod p)

olacak sekilde en kii¢iik pozitif k sayisinin p -1 olmasidir.

Onerme 3.1.2: [1] G bir grup, a € G ve o(a)=n olsun.

m

a =e€

olmasi i¢in gerek ve yeter sart n{m olmasidir.
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Onerme 3.1.3: [10] p>2 olmak iizere g tamsayis1 p modiiliine gére bir primitif kok

o(p)2

ise g —1mod p dir.

Teorem 3.1.1: [12] Eger a ve b aralarinda asal tamsayilar ise Z[i]/<a+bi> =z,

olur.

Teorem 3.1.2: [ 13] a,b, p € Z olmak iizere p=a’+b’ olmasi icin gerek ve yeter

sart p =1 mod4 olmasidir.

Sonu¢ 3.1.1: 7, =a+bi, py=a’+b°ve n,=c+di, p,=c’+d’
olacak bi¢imde p, =4n +1 ve p,=4n,+1 (n,n, €Z) olsun. = =r,.7z, almirsa

m = p,.p, olur ve m=4n +1 olacak sekilde n € Z vardir.

Ispat: 7, =a+bi ve 7, =c+di ise n=r,.1,=(ac—bd)+(ad +bc)i olur. Bdylece,
m = (ac—bd)* +(ad + bc)*
=a’c’ —2achd +b*d’ +a’d’ +2achd +b’c’
=a’c* +b’d’ +a’d’ +b’c’
=a*(c*+d*)+b*(d* +c%)
=(a*+b°)(c* +d?)
=(4n, +1)(4n, +1)
= l6nn, +4n, +4n, +1

=4(4nn, +n, +n,)+1
\—w——J

=/
=4n+1

elde edilir.

Onerme 3.1.4: 7, G de bir asal olsun. p, p>2 ve m=a+bi olmak iizere

p=a’+b* =4n+1 olacak sekilde bir asal tamsay1 olsun. g, G; 1n bir {ireteci ise

g =i(mod7’) (yada g"*"* =—i(modz"))



49

olur.

ispat: Teorem 3.1.1 e gore sz EG”2 olur. g, G;Z i bir iireteci ise g Gauss

2 .
#7) Gauss tamsayilarr bir

tamsayisi G, de #° modiline gore g,g%,..g
indirgenmis kalanlar sistemi olusturur. Dolayis1 ile g =imodz® (g =—imodz?)
olacak bi¢imde 1<k <¢(p®) indisi vardir. Buradan g* =1mod~* yazilabilir.
Onerme 3.12 ye gore ¢( pz)‘4k olmalidir. 4<4k<4¢(p*) oldugundan
d(p*)=k,p(p*) =2k veya ¢(p’)=4k olmahdir. Eger ¢(p°)=k ise i=1modr’

(—i=1modz*) olur. Yani ﬂz‘i—l (ya da 72'2‘—1'—1) dir. Fi—1 bir asal Gauss
tamsayisi ve ‘72'2‘2>2 (burada | | bir karmasik saymnin modiiliinii géstermektedir)
oldugundan ¢(p*) =k olamaz. ¢(p*)=2k olsun. Bu durumda 1=-1mod 7z’ olur.
Yani 72'2‘2 dir. Ancak ‘72'2‘2>2 oldugundan ¢(p°)=2k olamaz. Bu durumda

#(p*) =4k dir.

Onerme 3.1.5: 7, G de bir asal olsun. p, p>2 ve w=a+bi olmak iizere
p=a’ +b>=4n+1 olacak sekilde bir asal tamsay1 olsun. Eger g, G, 1 bir {ireteci

Ve

2
g’ =i mod 7’
ise —g de bir iiretectir ve

2 .
Y = _imod z°

(-g
olur.

Ispat: ¢(p*)=p.(p—1)=(4n+1).(4n+1-1)=4n(4n+1) olur ve n bir tek tamsayi

oldugundan
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(-g)""""* =—imod 7’ = (-1)"“"" (g)"“""" = ~imod 7’

olur.

Onerme 3.1.6: G Gauss tamsayilari iizerinde p, p>2 ve w=a+bi olmak iizere
p=a’+b*=4n+1 (a,b,neZ) olacak sekilde Zde bir asal tamsayr ise G .

halkasinda daima devirli kodlar yazilabilir. Bu kod bir free Gﬁ2 -modil olur.

Ispat: Z =G, oldugunda G", 1 iireten bir ge G . vardr. g7 =imod z* ise

Onerme 3.1.4 den (-g)’”"* =—imod 7’ olur. Bu durumda;

XPOO = (x—2).0(x) (mod7*) (x=g igin)

ve
X L= (x+ g).R(x) (mod 7)) (x =—g icin)

seklinde parcalanir. Ayrica
(x¢(p2>/4 —i). (x¢<p2)/4 +i)= (x¢<p2)/z +1)

olacagindan,
(x"’(”z)/2 +1)=(x—g).(x+g).A(x) (modz?)

seklinde de parcalanabilir. Ustelik buradan iirete¢ polinomu olarak monik polinomlar

secileceginden, lirete¢ matrisinde bir satirin tamamindaki bilesenleri sifir bdlenlerden

olusmaz. Dolayisiyla bu kod bir free G , -modiil olur.

Onerme 3.1.7: 7.,(k=12,...,m) Gauss tamsayilarindaki asallar olsun.

P >2(k=12,...,m) ve nx =a,+ib, olmak iizere p, =a;+b} =4n, +1



51

seklindeki asallar olsun. Eger g,G;k n bir {ireteci ise g“’(”k)/ *=i(mod~z") (ya da

s

g —i(mod 7*) olur.

Ispat: Onerme 3.1.4 den ispat kolayca goriiliir.

Bu 6nerme ile devirli kodun uzunlugunu artirma hedeflenmistir.

Ornek 3.1.1: 7,=3+2ive n, =4+isegilirse p, =13 =4n+1 ve p,=17=4n,+1
olur. Béylece 7 =r,.7,=10+11i ve m=p.p,=13.17=10"+11"=221=4n+1

olur.

m o=a+bi, p=a’+b’ve n,=c+di, p,=c’+d’ almirsa r =7, ve m= p,.p,
olur. m tek sayi olmak tizere G, bir halka olur ve (2) deki fonksiyon altinda Z, ye

1izomorftur.

Ornek 3.1.2: 7,=2+i ve n,=3+2i olsun. Bu durumda z=4+7i olur ve

G,.,. =Z dir. G, ,, nin elemanlar1 Tablo 3.1.1 de gosterilmistir. Sekil 3.1.1 de ise

+7i

G,,,; nin elemanlarinin analitik diizlem iizerindeki dagilim: goriilmektedir.

Ornek 3.1.3: G, .. halkas {izerinde iireteg matrisi

olan bir lineer kod yazilir. Kontrol matrisi G=(/,| 4) ise C*=H=(-A"

In—k )

oldugundan su sekilde yazilir:

-1 710
H =
o)



Tablo 3.1.1 G,,; nin elemanlari

Zg | G, L | Gy, L | Gy, Z | G,
0 0 16 | -2+1 32 | 3-21 48 | 1-1

1 1 17 | -1+1 33 | -3+21 49 | 241

2 2 18 |1 34 | -2+2i 50 | 3-1

3 3 19 | 1+1 35 | -1+21 51 |44

4 4 20 | 2+1 36 |21 52 | -2+31
5 -2+4 1 21 | 3+i 37 | 1421 53 | -143i
6 -1+4 1 22 | 4+ 38 | 2421 54 |31

7 41 23 | 5+1 39 | 3+2i1 55 | 1431
8 1+41 24 | -1+51 40 | 4+2i 56 | 2+3i
9 -2-31 25 | -4-21 41 | 1-51 57 | -1-41
10 | -1-31 26 | -3-21 42 | -5-1 58 | -4
11 |-31 27 | -2-2i 43 | -4-i 59 | 1-4i
12 | 131 28 | -1-21 44 | -3-1 60 |2-41
13 231 29 | -21 45 | -2-1 61 | -4

14 | -4+i 30 | 1-2i 46 | -1-i 62 |-3

15 | -3+1 31 | 2-21 47 | - 63 | -2

52
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Sekil 3.1.1 G, ,; nin elemanlarinin kompleks diizlemdeki yerleri
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3.2. Baz1 Sonlu Halkalar Uzerinde Mannheim Metrigi ile Devirli Kodlar

Z, nin (¢arpma islemine gére) tersinir elemanlarmi olusturdugu kiime Z, ile
gosterilir. Eger £ >1 ve k|n ise
ZT,(/C)Z{XEZZ :lemodk}

kiimesi Z, 1n bir altgrubudur. [14]

Teorem 3.2.1: [14] s ve t aralarinda asal dogal sayilar ise,
WAOEYWROEYA
ii. 2, =7 (s)xZ.,(t)=Z. DL,

dir.

Onerme 3.2.1: p,, p, birer asal tek tamsayi, p, # p, olmak iizere, 7, =a+bi,
m,=c+di, p =a’+b>=4n+1 ve p,=c’+d’=4n,+1 (a,b,c,d,n.,n,eZ)
olacak sekilde 7,,7, Gauss tamsayist olsun. Bu durumda e’””’ =1(modz,.z,) ve

f*™ =1(mod 7,.7,) olacak sekilde bir e, f € G, _ vardir

Ispat: p,, p, asal olduklarindan aralarinda da asal olurlar ve bu durumda 7, ile 7,
de asal ve aralarinda asaldir. Teorem 3.2.1 i. de 6zel olarak s=a’ +b”> =4n, +1 ve
t=c’+d’ = 4n, +1 seklinde segilebilir. Bu durumda (2) fonksiyonu vasitasi ile
Z,=2G,,Z, =G, veTeorem3.1.1den Z ,(7)=G, , olur. Bununla birlikte,
G, . (m)=Z (5)=Z, =G, ve G,  (m,)=Z,,(t)=Z; =G,

olur. 7, bir asal Gauss tamsayi oldugundan G, bir devirli gruptur. Bu devirli
grubun bir {ireteci vardir. G, , (7,) =G, ve G, 1n bir iireteci oldugundan G, . (7))
in de bir iireteci vardir. Bu iiretece e diyelim. Bu durumda ¢’ =1mod 7, .7, olur.
Ayni yolla G, (7,)=G, ve G, m bir iireteci oldugundan f*™ =1lmodz, .z,

olacak sekilde f e G, . (r,) vardir.
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Not 3.2.1: Gauss tamsayilar1 kullanilarak yukaridaki sartlar altinda elde edilen bazi

sonlu halkalar tlizerinde kodlama yapilacagindan burada k=7, (veya k=rx,) ve
n = r,.7r, olarak almacaginda daima k| n dir. Ayrica (2) deki fonksiyon 1-1, 6rten bir
homomorfizma oldugundan ( fonksiyon tanim kiimesindeki sifir bolenleri deger
kiimesindeki sifir bolenlere karsilik getirmektedir), G, . (7,)=Z;,(s), Z; =G, ve

G:;I T (7[2) = Z:t (t) ) Z: = G; olur.

Ornek 3.2.1: 53€Z..13) f:Z..,13)>Z;, f(x)=min{x—5t: teZ,
x—5t>0} fonksiyonu altinda gériintiisii 3 tiir. 3, Z; 1n bir iiretecidir. 53 sayisinin
(2) deki fonksiyon altindaki goriintiisii ise —143i € G,,,, ve 4+7i=(2+1i).(3+2i)
dir.

Bu  durumda (=1+30)*® =1mod(4 + 7i) olmalidir.  Gergcekten  de

(=1+3i)* =8—4i =1mod(4 + 7i) dir.

Onerme 3.2.2: p,, p, birer asal tek tamsayi, p, # p, olmak iizere, 7, =a+bi,
m,=c+di, p =a’+b’=4n+1 ve p,=c’+d’=4n,+1 (n,n,€Z) olacak
sekilde 7,7, Gauss tamsayisi olsun. Bu durumda G, halkasi tizerinde daima

#(p,) ve ¢(p,) uzunlugunda devirli kod yazilir. Bu devirli kodun iirete¢ polinomu

1. dereceden bir monik polinomdur.

Ispat: Onerme 3.2.1 e gére e’ =1(mod 7, .7,) oldugundan;
x?7) —1=(x-e).D(x) (mod7,x,)
seklinde c¢arpanlarina ayrilabilir. Buradan g(x)=x—e olarak alinan iireteg

polinomu, monik polinom oldugundan bir satirinin tiim bilesenleri sifir bolen

olmayan iirete¢ matrisini iiretir.

Onerme 3.2.3: p,,(k=1,2,...,m) asal tek tamsayilar p, # p, #---# p, olmak iizere
r, =a,+ib, (k=1,2,..,m) ve p,=a, +b; =4n, +1(a,,b, €Z k=1,2,...,m) olacak

sekilde T, lar  asal  Gauss  tamsayilar1  olsun. Bu  durumda
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/") =1(mod 7, 7,..7r,,) (k =1,2,...,m) olacak sekilde e, € G, (k=12,..,m)

elemanlar1 vardir.

Ispat: Onerme 3.2.1 den ispat kolayca goriiliir.

Bu 6nerme ile farkli uzunluklara sahip devirli kod yazabilmek hedeflenmistir.

Ornek 3.2.2: p,=5, p,=13 olsun. Bu durumda (3+i)*" =(3+i)* =1(mod 4+ 7i)
oldugundan x*—1=(x-3-i).[x’ +3+i)x’ +(4—i)x+2-2i] mod(4+7i) seklinde
pargalanabilir. Burada g(x)=x-3—i ve h(x)=[x’+@+i)x>+(4—i)x+2-2i]

olarak secilirse kontrol ve iirete¢ matrisleri;
H=(1 3+i 4-i 2-2i)

Ve

olarak elde edilir. Bu kod ailesinin 65.65.65=274625 tane kodsozii vardir. Toplam
vektor sayist ise 65° =17.850.625 dir.

r(x) = (— 3—i 1 i 0) gelen vektor olsun. Bu durumda sendrom;

r(x) x> +x-3—i

g(x)  x-3-i = (x—=3—10)(ix +3i) + (1+4i)

olur. 1+4i = x*.i oldugundan r(x);

c(x)=r(x)—ix> =x-3—i



seklinde kodlanir. Boylece

c(x)=(-3-i 1 0 0)

57

olur. Tablo 3.2.1 de sinif lideri ve sendromu gosterilmistir.

Tablo 3.2.1 Smif Lideri ve Sendromu

0

1 (ilgilileri)
3+i (ilgilileri)
4 (ilgilileri)
2-2i (ilgilileri)




58

3.3. Baz1 Halkalar Uzerinde Mannheim Metrigi ile i -Devirli Kodlar

7, G de bir asal olsun. p, p>2 ve w=a+bi olmak iizere p=a’+b>=4n+1

olacak sekilde bir asal tamsay1 olsun. Onerme 3.1.4 ¢ gore g, G, m bir iireteci ise

2 .
g’ =imod z®

seklinde yazilir. Bu durumda,

X i = (x— g).0(x) (modr?)

biciminde parcalanir. Bu sekilde pargalanarak elde edilen devirli kodlara idevirli

kodlar denir.

Ornek 3.3.1: p =5 olsun. Bu durumda,

Z,s =G, ve (-2)"7""* =(=2)° =i(mod3 +4i)

+4i

olur. Buradan,
X —i=(x+2)(x* =2x" +3ix’ + (=1+i)x+ (=2 +1i)

seklinde parcalanir. Tablo 3.3.1 de G,,,, nin elemanlar1 ve sekil 3.3.1 de de G;,,;, nin

elemanlarinin  diizlemdeki dagilimi  gosterilmistir.  g(x)=x+2 almirsa 5

uzunlugunda ki devirli kodun iirete¢ matrisi asagidaki gibidir.

0 0

G =

- o O O

1
2
0
0

S O O N
S o=

0
1
2



Tablo 3.3.1 G3 .4; halkasmin elemanlar
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ZZS G3+4i ZZS G3+4i ZZS G3+4i ZZS G3+4i
0 0 7 -1 14 -21 21 -31
1 1 8 1-1 15 1-21 22 -3
2 2 9 2-1 16 -2+ 23 -2
3 3 10 -14+21 17 -1+ 24 -1
4 31 11 2i 18 I 25 0
5 -2-1 12 1421 19 1+ 26 1
6 -1-1 13 -1-21 20 2+ 27 2
» » »
* - - » L 3
— » » » L »
- » » - »
» ] *»

Sekil 3.3.1 G,

+4i

halkasinin elemanlarinin diizlem iizerindeki dagilimi
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3.4. Baz1 Halkalar Uzerinde Mannheim Metrigi ile Nega-i Devirli Kodlar

7, G de bir asal olsun. p, p>2 ve w=a+bi olmak iizere p=a’+b>=4n+1
olacak sekilde bir asal tamsay1 olsun. Onerme 3.1.4 e gore g, G, bir iireteci ise
g4

g —imod 7°

yazilir. Bu durumda,

KPPV (x—g).R(x) (modz?)

biciminde parcalanir. Bu sekilde parcalanarak elde edilen devirli kodlara nega-

i devirli kodlar denir.

Ornek 3.4.1: p=5 olsun. Bu durumda x’+i polinomunun G,,,, halkas: {izerinde

parcalanisi;
X +i = (x=2)(x" +2x° +3ix* + (1—i)x + (=2 +1)

seklindedir. Tablo 3.3.1 de G, ,, nin elemanlarn ve sekil 3.3.1 de de G,,,, nin

+4i +4i

elemanlarinin  diizlemdeki dagilimi  gosterilmistir. Burada g(x)=(x—-2) ve

h(x)=x*+2x> +3ix* + (1—i)x — 2 +i olarak segilirse kontrol ve {irete¢ matrisleri;

H=(1 2 3i 1-i -2+i)

ve
-2 1 0 0 0
0 -2 1 0 O
G —
0 0 -2 1 0
0 0 0 21
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olur. Tablo 3.4.1 de sinif lideri ve sendromu gosterilmistir.

Tablo 3.4.1 Smif Lideri ve Sendromu

0 0

1 1 (ve ilgilileri)

X 2 (ve ilgilileri)
X2 31 (ve ilgililer1)
¥ 1-i (ve ilgilileri)
o -2+ (ve ilgilileri)

r(x)=(=2 1 0 i 0) olsun. Bu durumda sendrom;

T 2y 4 20x—2) + (141)
g(x)

olarak hesaplanir. 1+i = x’.imod(3 + 4i) oldugundan r(x) i;
c(x) = r(x)—ix’ = x —2mod(3 + 4i)

seklinde dekodlanir. #(x)=(-2 1 1 2 0) olsun. Bu durumda sendrom;

ST o) 2x = (24 i)+ 20)+ (2+1)
g(x)

olarak hesaplanir. Ancak 2+i kalan1 sendromlarda yoktur yani gelen s6zde en az iki

hata vardir.
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3.5. Halka Uzerinde Mannheim Metrigi Ile Nega-Devirli Kodlar

7, G de bir asal olsun. p, p>2 ve m=a+bi olmak iizere p=a’+b>=4n+1

olacak sekilde bir asal tamsay1 olsun. Onerme 3.1.4 e gore

#(p*)/4 #(p*)/4

g =imodrz’ ve g, =—imod ’

olacak bigimde g,,g, € G_, vardir. Bu durumda;

X2 = (x - g)(x—g,).B(x)

seklinde parcalanir. Bu sekilde parcalanarak elde edilen devirli kodlara nega-devirli

kodlar denir.

Ornek 3.5.1: G, halkas1 lizerinde 2° +i = 0 mod(3 + 4i) ve

(1-i)° —i=0 mod(3+4i) oldugundan (x—2).(x—1+7)|x" +1 dir. Yani

X0l =[0 + (1= 20)x + (<2 +D)].[x* = (1= 20)x" = (=2 +)x* = (2 +0)x° —(1+i)x*

—(2+0)x” +3ix? + (=14 20)x +2i]

olur. g(x)=x"+(1—2i)x+(~2+1i) almirsa iirete¢ matrisi;

=240 1-2i 1 0 0 0 0 0 0 O

0 2+4+i 1-2i 1 0 0 0 0 0 O

0 0 2+i 1-2i 0 0 0 0 O

G 0 0 0 2+i 1-2i 1 0 0 0 O
0 0 0 0 2+i 1-2i 1 0 0 O

0 0 0 0 0 2+4+i 1-2i 1 0 O

0 0 0 0 0 0 2+i 1-2i 1 0

0 0 0 0 0 0 0 247 1-2i 1
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ve kontrol (parity check) matrisi;

H—l -(1-2i) —(2+i) —-2+i) —(1+i) —(2+10) 3i —-1+i 2 0
o 1 —(1-2i) —(=2+4i) -Q2+i) -(+i) —-Q+i) 3i —1+i 2i

olur. Gelen 1 hatali vektér r(x)=(-2+i 1-2i 1 i 0 0 0 0 0 0) olsun,

Bu durumda sendrom;

i’ + X7+ (1=20)x+(=2+10)
x4+ (1=20)x+(=2+1)

=[ix—(1+D][x* +(1=2)x+ (2 +)]+ (1 +2)x+ (2 +1)

ve buradan S =(1+2i)x+(2+i) olarak hesaplanir. S=(1+2)x+2+i)=ix’

oldugundan gelen hatali vektor;

c(x)=r(x)—ix’ = x> +(1=20)x+ (=2 +1)

seklinde dekodlanir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Manhheim Metrigi kullanilarak Gauss tamsayilar halkasi iizerinde lineer kodlarin

yapist incelendi ve bazi sonlu halkalar tizerinde lineer ve devirli kodlar verildi.

Bununla birlikte ayn1 metrik kullanilarak sonlu halkalar iizerinde BCH kod yazilip

V4 \/§+i\/§)

yazilamayacag arastirilabilir. Ayrica G/ <a + bw> (a,beZ ,w=cis y = 5

id 2+Tl\/5 kullanilarak

halkas1 tzerinde birimin 8. dereceden koki olarak ciszz

dizayn mesafesi 8z +1 olan BCH kod yazilip yazilamayacagi arastirilabilir.
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