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OZET

Anahtar kelimeler: Interpolasyon, Spline, B_spline

1960’lardan sonra pargali siirekli fonksiyonlarin konusu oncelikli bir ¢aligma alani
haline gelmistir. Ozellikle Spline fonksiyonlar1 bu tarihlerde ¢alisilmaya
baslanmistir.

Bu fonksiyonlar Yaklagim teorisinde veri uydurmada, Sayisal integrasyonda, Adi,
Kismi diferansiyelde integral denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde bir ¢ok degisik
formlarda kullanilmaya baslanmistir. Interpolasyonlar teorisi agisindan bakildiginda
cok daha avantajli olmaktadir.

Biz bu calismaya interpolasyon ile baslayip spline fonksiyonlarini ve bunlarin
hesaplanmasin1 verip Diferansiyel denklem ¢6ziimiinde kullanacagiz.

B-Spline teoriylede bir bagka gelisme anlatilacaktir.

ix



SPLINE FUNCTIONS AND APPLICATIONS

SUMMARY

Key Words: Interpolation, Spline, B_spline

The subject of piecewise continuous function becomes prior study area after 1960s.
Spline functions are studied especially these times.

This functions are used in different forms the approximation theory, data
interpolasyon, Numerical integration, simple partical differential and for numerical
solitions of integral equations. When it is considered as interpolation theory, it will
be more advantageous.

We will start this study with interpolationby giving spline functions and their
computing and then we will use them for solution of differential equation.

It will be described another development with B_Spline theory.



BOLUM 1. GIRIS

Yaklasim yontemleri Matematikte oldugu kadar Temel Bilimlerin diger alanlarinda
ve Miihendislikte yaygin olarak kullanilan 6nemli ¢6ziim tekniklerindendir. Tek yada
cok degiskenli fonksiyonlarin yaklasik hesabinda kullanilan bu yontem ile ilgili
olarak giiniimiizde; Interpolasyon ve yaklasim, Niimerik integral ve tiirev, Adi ve
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri, integral denklemler,
diferansiyel denklem sistemlerinin yaklagik ¢oziimleri, Ozdeger hesaplar1 ve
operatdrlerin 6z fonksiyonlarinin hesaplanmasi, kontrol teorisi gibi alanlarda ¢ok

sayida calisma yapilmistir.

Yaklasim yontemleri igerisinde polinom yaklasimlart énemli bir yer tutmaktadir.
Ancak, nokta sayisimin artmasiyla elde edilecek interpolasyon polinomunun
dercesinde artar. Bunun yaninda bir de noktalar disinda interpolasyon polinomunun
gercek fonksiyondan gosterecegi biiyiik sapmalarda dikkate alindiginda, polinom

interpolasyonu yerine baska tekniklere gerek oldugu anlagilmaktadir.

Bir¢ok durumda bir diferansiyel denklemin belirli sartlar1 saglayan 6zel ¢oziim
egrisini bilmiyor ya da analitik yollarla ¢oziilemiyor olunabilir. Bu durumda
bilinmeyen fonksiyon degerlerini, ¢éziimiin var oldugu aralig1 pargalara bolerek, her
bir pargada ikinci, ligiincii ya da daha ytliksek dereceden polinom yaklasimi yapmak
suretiyle yaklasik olarak hesap edilir. Her bir aralikta degisik fonksiyonlarla

yaklasimin yapildig1 bu tiir interpolasyona Spline interpolasyonu denir.

Belirli verilere uyan, bilinmeyen fonksiyonlarin yaklasik ¢dziimiinde kullanilan
Spline’lar konusunda ilk calisma 1940’11 yillarda Schoenberg tarafindan ortaya
konulmustur. Spline fonksiyonlari, parcali polinomlarin bir sinifindan olup, bu
fonksiyonlar, polinomlarin siireklilik 6zelligi tasiyan dizilisleri ile olusmaktadirlar.

Yaklasim fonksiyonlari, interpolasyon ve egri uydurma fonksiyonlar: olarak iistiin



ozelliklere sahiptirler. Ikinci boliimde Spline fonksiyonlarini kavramamizda gerekli
olacak boliinmiis farklar ve bdoliinmiis farklarin Ozelliklerinden bahsedilmistir.
Uciincii béliimde kiibik spline fonksiyonlarindan, dordiincii béliimde ise parabolik

spline’ler ve B-Spline fonksiyonlarindan bahsedilmistir.



BOLUM 2. BOLUNMUS FARKLAR

Xy, X,,...,x, noktalar dizisinde degerleri bilinen veya hesaplanan bir f fonksiyonunu
alinir. Bunlarin siralanmaya ihtiyaglart yoktur. n+1 noktada £ ’i interpole eden n.

dereceden tek bir P polinomu vardir.

p(x)=f(x) (0<i<n) @.1)

n

P polinomu, L,x,x%,...,x" baz polinomlarmin lineer bir kombinasyonu olarak

yapilandirilabilir. Bu baz tavsiye edilmez, interpolasyon polinomu igin Newton

formuna uygun bir baz kullanilmasi tercih edilir;

q,(x)=1

q,(x) = (x—x,)

0, (%) = (x=x)(x = x;)

g5(x) = (x =X )(x — x; )(x — x,)

q,(x) = (x = x )(x = X)) (¥ =%, ). (X =X, ;)

Baz fonksiyonlari ile Newton formu,
p(x) =D ¢,q,(x)
=0

seklinde olusur.



Interpolasyon kosullari, ¢; bilinmeyen kat sayilarinin saptanmasi igin lineer bir

denklem sistemi olusturur;
Yeq,()=f(x)  (0<i<n) 22)
j=0

Bu esitlik sisteminde katsay1 matrisi elemanlari
a; =4q;(x;) (0<i,j<n) (2.3)

olan (n+1)x(n+1) boyutlu bir A matrisidir. A matrisi bir licgen matrisdir ¢iinkii

¢, =[] 0-)

o (2.4)
qj(x[)=H(xi_xk)=O (i<j-1
k=0
dir. Ozel olarak ii¢ nokta durumu diisiiniiliirse;
P (X) =Cyq (X) +cq, (x)+ 64, (X)
=¢)to(x—x)+¢,(x—x ) (x—x)
X=Xx,,x=x, ve x=1x, alindiginda, bir licgen sistem elde eldir.
1 0 0 ¢ | (f(x)
1 (xl —XO) O Cl = f(xl) (25)

Lo =x) (5 =x)(x, —x) ¢, f(x,)

CosCyy-esC,  Katsayllart igin (2.2) esitliginin  ¢oziimiinde ¢, katsayilarmi  (2.5)
ifadesinde en lstten ¢ozmeye baslayarak hesaplanir. Bu yontemde c,’in sadece

f(x,)’a, ¢ katsayisiminda f(x,) ve f(x,)’e bagl oldugu ve bdylece devam



ettigi goriiliir. Bu nedenle ¢, , x,,x,....,x, noktalarinda f fonksiyonuna baglidir.

Asagidaki notasyon
c, = flxg %55, ] (2.6)
yillar 6nce bu bagimliligi vurgulamak i¢in kabul edildi.

q,(x)=(x=x)(x—x)(x=x,)...(x=x, ) =x"+ daha diisiik dereceli terimler
oldugundan x,,x,,...,x, noktalarinda f fonksiyonunu interpole eden n dereceli
polinomun igerisinde f[x,,x,,...,x,]’ye x"’in katsayisi denilebilir. f[x,,x,,...,x,]
ifadesi f fonksiyonunun béliinmiis farklari olarak adlandirlir. Oncelikle fTx,], x,

noktasinda f fonksiyonunu interpole eden 0 dereceli polinom iginde x°’mn

katsayisidir. Buradan su ifade elde edilir;
S1x%1= f(x) (2.7)

flx,,x] degeri, x, ve x, noktalarinda f’i interpole eden birinci dereceden

polinom igerisinde x ’in katsayisidir. Boylece polinom

SO0 = f(x)
- X,

1 0

p(x) = f(x)+ (x=x,) (2.8)

seklinde oldugundan ¢, (x) ’in katsayilarinin

flxg ) = LI ) 29)

X =X

oldugu goriiliir. Bu durum terim olarak neden bdliinmiis farklarin kabul edildiginin

isaretini verir. Asagidaki datalarin boliinmiis fark tablosu su sekilde gosterilebilir;



Xo SO SIxeox]
X f(x)

ve interpolasyon polinomu asagidaki ifadeden kololaylikla olusturulur.
P(x) = f(x)+ f1%, % 1(x = x,)

Formiil (2.7) ve (2.9) sistem (2.5) icerisinde ¢, ve ¢, i¢in ¢oziilerekte elde edilebilir,
cinkii ¢, = f[x,] ve ¢, = f[x,,x,] esitlik (2.6) ile uyumludur. Esitlik (2.1) Newton

interpolasyon polinomunu agagidaki formda yazmamizi saglar.
n n k-1
p(x) = chQk (x) = Zf[XO’xl"”’xk]H (x _xj) (2.10)
k=0 k=0 =0

2.1. Yiiksek Mertebeli Boliinmiis Farklar

Daha yiiksek mertebeli boliinmiis farklart hesaplamak icin asagidaki teorem

kullanilir.

Teorem 2.1. : Boliinmiis farklar su esitligi saglar;

f[x19x29---7xn]_f[xo’xl""’x”—l] (211)
X, — X

SIx, %5000, 1=

Ispat: Oncelikle x,,x;,...,x, noktalarinda f fonksiyonunu interpole eden k dereceli
polinom A, ile gosterilsin. P, ve P, _, ’e ihtiya¢ vardir. x,,Xx,,...,x, noktalarinda f

fonksiyonunu interpole eden n—1 dereceli polinom ¢ ile gosterilsin. Asagidaki ifade

elde edilir,

X=X,

p,(x)=q(x)+ [9(x) =P, (%)] (2.12)

n 0



Bu esitlik oncelikli olarak suna dikkat ederek ispatlanir; esitligin her iki tarafindada
n dereceli bir polinom vardir. Bodylece sag ve soldaki bu polinomlarin

degerlerininx,, x,,...,x, noktalarinda ayn1 oldugu goriilir. Bu sebeple polinomlar

benzer olmalidir. Esitlik (2.12) nin sol ve sag yanindaki x” katsayilari esit olmalidir,

boylece esitlik (2.11)’e ulasiriz.

Onceki teorem bize su 6zel formiilleri verir;

AL AL
f[x()axl]_ x]_xo
_ S1x, %1 f1x, %]
f[XO,)Cl,Xz]— X2—X0

Bu formiillerde x,,x,,x,,... bagimsiz degiskenler olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle

(2.13) esitligi gibi esitlikler elde edilir.

[X, 10X s X )= XX s X ]
f[x,-,x,.+1,...,x,.+,-]=f L) b LI (2.13)

)CA“.—X’.

1

Burada f[x,], flx;,x.,, ) f1x, %, %, 1, f1%, %5 %5, %.5], v.b. 0,1,2,3 mertebelerinin

farklandir.

Eger (x, f(x;)) fonksiyon degerlerinin bir tablosu verilirse bu tablodan boliinmiis

farklarin bir tablosu olusturulabilir. Bu alisilmis sekilde her biri tamamlanmis olan

stitun i¢inde gosterilen 0,1,2,3 mertebelerinin farklar1 asagidaki bigimde ifade edilir.

Xy ST | Txes X ] fIxgsx, %] FIx0s X055, %]
x o STl |/, flx,x,,x]

X, Sl | fTx,,x]

X fIx]



Dikey ¢izginin solundaki bilgiler verilir ve sagda formiiller hesaplanir. Formiil (2.11)
bunu yapmak i¢in kullanilir. Formiil (2.11)’in tekrarlanan yapisi boliinmis fark
tablosunun  iiggen  bi¢imini meydana  getirir.  Ornegin  verilen  veri

fIx5,x,1, fx,,x;,x,], v.b. ni hesaplamamiza izin vermez.

Esitlik (2.10) ve (2.11) karsilastirilarak boliinmiis fark tablosu i¢indeki en {ist sirada

bulunan ve Newton interpolasyon polinomu i¢in gereken katsayilar gortiliir.

Ornek 2.1.: Asagidaki fonksiyon degerleri i¢in bdliinmiis fark tablosunu olusturalim;

Coztim: Verilen tabloyu dikey olarak olusturulur, formiil (2.11)’1 kullanilarak

boliinmiis farklar hesaplanir ve agagidaki tablo elde edilir.

Tablo 2.1. Ornek2.1’in boliinmiis fark tablosu

3 1 2 -3/8 7/40
1 -3 5/4 3/20

5 2 2

Ornek 2.2.: Tablo 2.1. deki fonksiyon degerleri igin Newton interpolasyon

polinomunu olusturalim;

P(x):1+2(x—3)—§(x—3)(x—1)+4lo(x—3)(x—1)(x—5)



2.2. Boliinmiis Farklarin Ozellikleri

Teorem 2.2.: Boliinmiis fark, argiimanlarinin simetrik bir fonksiyonudur. Eger

(2z9525-->2,) (Xy,%,...,x,) 'nin bir permiitasyonu ise bu durumda;

f1205 21502, 1= f X9, X;5ee0s X, ] (2.14)
esitligi yazilabilir.

Ispat: Esitlik (2.14)’tin sol tarafindaki béliinmiis fark, z,,z,...,z, noktalarinda f’i

interpole eden n dereceli polinom igindeki x"’in katsayisidir. Sagdaki boliinmiis
fark, x,,x,,...,x, noktalarinda f’i interpole eden n dereceli polinom igindeki x"

‘in katsayisidir. Bu iki polinom elbette aynidir.

Teorem 2.3.: P n+1 elemanl x,,x,,...,x, noktalar dizisinde, bir f fonksiyonunu

interpole eden n dereceli bir polinom olsun. Eger ¢, bu noktalardan farkli bir nokta

1se bu durumda;

f(t)—p(t)=f[xo,xl,...,xn,t]ﬁ(t—xj) (2.15)

SO =pO)+ fTx5 5,0 [

ifadesi elde edilmis olur.

Teorem 2.4.: Eger f fonksiyonu [a,b] iizerinde n kez siirekli olarak
diferansiyellenebiliyor ise ve eger x,,x,,....x, [a,b] i¢inde belirli noktalar ise bu

>n

durumda (a,b) iginde bir & noktasi agsagidaki gibi ortaya cikar;
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Fps ] = 1) (2.16)

Ispat: Ilk olarak P, x,,x,,...,x, , noktalarinda f fonksiyonunu interpole eden n—1

n—1

dereceli polinom olsun. (a,b) i¢inde bir £ noktas1 agagidaki gibi ortaya ¢ikar,
1 . n—1
f(xn)—p(xn)ZEf( ‘O T =x) (2.17)
! 0
Teorem 2.3. den yola ¢ikarak;
n—1
S = p(x,) = fTx %500 %, [ T G, =) (2.18)
j=0

esitlik (2.17) ve (2.18)’1 karsilastirarak esitlik (2.16)’y1 elde ederiz.
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BOLUM 3. SPLINE INTERPOLASYON

Bir Spline fonksiyon, alt araliklar iizerinde belirli siireklilik kosullariyla birlikte
birlesen polinom pargalar1 igerir. #,,¢,...,t, n+1 tane nokta 7, <t, <...<t sirastyla
verilmis olsun. Bu noktalar diiglim olarak adlandirilir. Ayrica k>0 tam sayisi
alinsimn. #,,¢,,....¢, digiimlerini i¢eren &k derecesindeki bir spline fonksiyon su sekilde
bir S fonksiyonudur;

(1) Herbir [z,_,,¢,) arali1 izerinde , S’ fonksiyonu <k derecesinden bir polinomdur.

1

(i1) § fonksiyonu [¢,,¢, ] lizerinde (k —1) ’inci dereceden stirekli tiireve sahiptir.

S fonksiyonu en fazla k£ —1 derecesine kadar biitiin mertebelerdeki siirekli tiirevlere

sahip k£ derecesinin siirekli pargal1 bir polinomsalidir.

0 (sifir)’inc1 derecenin spline’lar1 parcali sabitlerdir. O (sifir) derecesinin bir spline’ 1

asagidaki bigimde verilir;

S,(x) =¢, xelt,,t)
S() = ‘Sl(x):cl )fe[tl,tz)
Snfl (x) = cnfl X e [tnf“tn)

[¢,_,,t,) araliklar1 birbiriyle kesismez, bu nedenle boyle bir fonksiyonun diigim

noktalarinda hicbir karisiklik ortaya ¢ikmaz. 0 (sifir) derecesinin alt1 diiglimlii tipik

bir spline’1 asagidaki sekilde gdsterilmistir.
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Sekil 3.2. 1’inci dereceden bir Spline

I’inci dereceden tipik bir spline fonksiyon asagidaki gibi parcali polinom olarak

tanimlanir.

S,(x) =ayx+b, xelt,,t,)
S(x) = S.l(x)=a1x+b1 x.e[tl,tz)
Sn—l (x) = an—l‘x + bn—l X € [tn—l ’tn)

Eger ¢, diigiim noktalar1 ve g,,b, katsayilarmin tiimii belliyse, S nin x noktasindaki
degeri, oncelikle x’i igeren [z,¢,,) alt arali§inin tamimlanmasiyla elde edilir. Spline
fonksiyonu tiim Reel Sayilar ilizerinde tanimlanabilir. Bunun i¢in (—o0,#) araligi
ifadesini kullanilabilir. §

uzerinde a,x+b, ve (¢,_,,00) araligi iizerinde a, x+b

n-12 n—1

fonksiyonu siireklidir, bu sebeple parcali polinomlar diigiimlerde esittirler; yani

Si (ti+1) = Si+1(ti+1)

dir.
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3.1. Kiibik Spline

(k =3) kiibik spline’larin yapisi ve teorisi tam olarak gelistirilecek, ¢iinkii kiibik

spline’lar uygulamalarda fazlaca kullanilir. Kiibik spline S, asagidaki degerler

tablosunu interpole etmek i¢in yapilandirilsin.

Herbir [¢,,¢1.[¢,t,],....[t, ;,¢,] araliginda §, farkli bir kiibik polinom tarafindan

ifade edilir. S, ’yi [¢,,¢,,,] lizerinde S ’yi temsil eden kiibik polinom yapalim. Boylece

Sy (x) x €[t,1)

S,(%) xel,t,)

S(x) = (3.1)

Sn—l (x) X e [tn—l > tn)

S, veS; polinomlarn ¢, noktasinda ayni1 degeri alirlar ve bu durumda;

Sat)=y,=S(t) (1<i<n-1)
olur.

S kendiliginden siirekli olur. Ayrica S ve S  fonksiyonlari iginde ayni kosullar

gecerlidir, bu kosullar kiibik spline fonksiyonunun tiiretilmesinde kullanilacaktir.

S,S" ve S siirekliligi kiibik bir spline’s tanimlamak igin yeterli kosullari
saglarm1? Pargali kiibik polinomlarin iginde 4n tane kat say1 vardir, ¢iinkii » adet

kiibik polinomun her birinde 4 adet kat sayr vadir. Her bir [z,7,,) alt arahig

lizerinde 2n tane kosulu veren 2 interpolasyon kosulu S(¢,)=y, ve S(¢,,)=y.,
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vardir. S siirekliligi ile her bir i¢ diigiimde S, (¢,)=S.(¢,) ifadesiyle n—1 adet ek

kosul elde edilir. Buna benzer olarak S siirekliligide n—1 adet ek kosul iiretir.
Boylece 4n kat sayilarini saptamak igin tam olarak 4n—2 kosul vardir. iki kosula

daha ihtiyag vardir.

Simdi [t,2,,] aralig: iizerinde S,(x) pargasi asagidaki sekilde tiiretilir. Tlk olarak

z, =S (¢,) sayilari tanimlanir. Agikga z, , 0<i<n icin asagidaki ifadeyi saglar.

lifnS"(x):z[=li%nS"(x) (1<i<n-1)

Ciinkii her bir i¢ diigiimde S siireklidir. [#,z,,] lizerinde S, kiibik bir polinom
oldugu ic¢in, S;(t)=z, ve S,(t,)=z,, ifadelerini saglayan S, lineer bir
fonksiyondur ve bu sebeple A =t, —t, olmak lizere z, vez,, arasinda diiz bir

dogru parcasi elde edilir. Yani

" z. z,
Si (x) = h%(hﬂ _x)+#(x_ti)

1 1

dir. Eger bu ifade iki kez integre edilirse, sonu¢ C ve D integrasyonun sabitleri

olmak iizere S; ifadesi

z, z,
S.(x) :6_}’5(t”1 —x)’ +6l_};(x_ti)3 +C(x—t,)+D(¢,,, —x) (3.2)

1

seklini alir.

S.(¢,)=y, ve S,(t,,)=y,, interpolasyon kosullar1 C ve D yi saptamak i¢in (3.2)’e

uygulanirsa;
S(x) =2 (t. —x) +22 (x 1) +(h—zf+—lhf)(x—r.)+(&—zf—hf)(z. ~x) (33)
i 6]’11 i+1 6]’11 i h 6 i ]’l 6 i+1 :

1 1
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esitligi kolaylikla elde edilir. interpolasyon kosullarmin saglandigini gdérmek igin
x=t, ve x=t, noktalarmi kullanalim. Eger z,z,...,z, in degerleri belirlenirse
[#,,¢,] araliginda her hangi bir x i¢in (3.1) ve (3.3) esitlikleri ile S(x) degeri

hesaplanabilir.

2,2y, 2, yi saptamak igin S ’niin siireklilik kosullarin1 yani ¢, i¢ diigiimlerinde

S, ,(t)=S,(t,) ifadesini kullaniriz. Esitlik (3.3) tiirevlenerek bize S,(x) i verir. Daha

sonra x =¢, nin yerine koyulmasi ve sadelestirilmesi

, h. h. V. Y
S(t)=—iy Ly iy Vi 34
l( z) 3 Zz 6 Zz+l h h ( )

1 1

ifadesini verir. Buna paralel olarak S, ; i¢in esitlik (3.3)’li kullandigimizda

: h_ h_ Vi, Y
O = L = = W 3.5
1—1(1) 6 Zt—l 3 Zl h h ( )

i-1 i-1

ifadesi elde edilir. Esitlik (3.4) ve (3.5)’in sag taraflar1 birbirine esit olarak
yazildiginda

5
h

i i—1

W, =y) (3.6)

1

6
hoz  +2(h+h_ )z, +hz,, = h_(yi+1 -V -

esitligi elde edilir. Bu esitlik sadece i=1,2,..,n—1 1icin kullanilir.n+1

bilinmeyenleri z,z,...,z, i¢cin n—1 lineer esitliginin bir sistemini verir. z, vez,

n

keyfi olarak segebilir ve z,z,,...,z, , bilinmeyenlerini elde etmek i¢in (3.6) esitligi

n—1

ile kurulan denklem sistemi ¢oziiliir. Bir alternatif se¢im z, =z, =0 dir. Bulunan

spline fonksiyonu dogal kiibik spline olarak isimlendirilir.

z,=0 ve z =0 ile 1<i<n-1 i¢in esitlik (3.6)’nin lineer sistemi

simetrik,tridiagonal kosegen olarak baskin ve
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hi =1,
u =2(h+h_)
6
b.=—(y.,—v.
i ]’l[. (y1+1 yl)
v, =b-b_
kisaltmalariyla
_”1 hy __Zl ] _Vl ]
b u, h Zy v,
hy, uy b 0"
hn—_’) un—Z hn—Z Zn—Z vn—Z
L hn—Z un—l _Zn—l L "n-1
bi¢imindedir.

Bu algoritmada u; ile bolmeler oldugu i¢in u, # 0 oldugunun ispatlanmas: gerekir.
u, > h, >0 oldugu time varim ile gosterilir. i =1 i¢in u, = 2(h, +A) oldugu agiktir.

Eger u, , > h._, ise bu durumda

2
u, =2(h, +hi_,)—£>2(hi +h_)—h_ >h=t, —t>0

i-1
oldugu i¢in u, > A, dir.

Zy, 25,2, Kat sayilar1 saptandiktan sonra harhangi bir kiibik spline fonksiyon
(3.1)‘in degeri esitlik (3.3) den hesaplanabilir. Herhangi bir x verildiginde, dncelikle
x igeren araliklarin (-—o0,1),[¢,%,),....[¢, 5., ,),[t,;,00) saptanmasi zorunludur.
Kabul sebebiyle sadece [f,,7] Uzerinde degil, (—oo,#,) lzerinde de S, kurulur.
Ayrica [t ,,t,] tzerinde ve (¢,,) tizerinde S, , kullanilir. x ’1 igeren aralig1 tespit

etmek i¢in x—¢_,,x—t_,,...,x—¢, ifadesindeki terimlerden hangisinin negatif
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olmadigin1 bulmak gerekir. Bu da test etme vasitasiyla saptanir. Eger bunlardan biri
negatif degilse boyle durumlarda birinci alinir x—¢, denir. Boylece x—¢, >0 fakat
x—t,, <0 dir, bunedenle ¢, <x<t,, dir. Eger tim test edilmis terimler negatif ise

i+l
bu durumda x € (—oo,?,] olur. Boylece belirlenen i ile S; polinomunun esitlik (3.3)’l

kullanarak verilen x degerinde degeri hesaplanabilir. Bununla birlikte (3.3) esitligi

1
. —J(ZHI - l)
B =2
2
h, h, 1
Ci :—EIZH_I _?Zi +h_(yi+1 _yl)

1

ifadelerini kullanilarak asagidaki gibi daha etkili bir bicimde tekrar yazilabilir.
S(x)=y, +(x=1)[C,+(x—1,)[B, +(x—1,)A4]] (3.7

Simdi dogal kiibik spline’in olasi en diizgiin interpolasyon fonksiyonunu iirettigine

dair bir teoremi inceleyelim.

Teorem 3.1.: fin [a,b] (a=t,<t <..<t =b) i¢inde siirekli olsun. Eger §
0<i<n icin ¢ digliimlerinde f 1 interpole eden dogal kiibik bir spline ise bu

durumda;

J, 18" Y de< [ LG0T dv
ifadesi saglanir.

Ispat: g = £ — S olsun. Béylece 0<i<n ve

[[(yae=[ ") ax+ [ (g dv+2[ S'gdx
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b v
icin g(¢,)=0 dir. Eger J. S g dx>0oldugunu gosterebilirsek ispat tamamlanmis

olacaktir. S,[t,,,t,] {izerinde sabittir gergegi, S (¢,)=S (t,)=0 kosulu ve kismi

integrasyon kullanilarak

Ib S'g'dx = iri S g'dx0
a =1 "l
=250 -S| Sg]
i=1 i
= —i J-;i S'g'dx= —i cl.r gdx
=1 i=1 i

=Y clgt) -2 )1=0

elde edilir. y= f(x) esitligi tarafindan tanmimlanan bir egrinin egriliginin
' a1 - e 9 . .
‘ f (x)‘[1+{ f (x)} } miktarinda oldugu bilinir. Eger lineer olmayan terim

cikarilirsa, egrilik derecesine bir tahmin olarak‘ f (x)‘ ifadesi alinabilir. Dogal kiibik

2
spline interpolasyonu .[ b[ /' (x)] dx miktari icin bir aralik iizerindeki en iyi yaklasik

egriligi olusturan fonksiyon olur.

Omek3.1.:  A(0,0),B(1,4),C(2,3),D(3,1) noktalarindan gecen kiibik spline

fonksiyonlarini bulalim?

S, (%) xelt,,t))
S(x)=48,(x) xelt,1,)
S, (x) x €lt,,t,)

Ifadesinde 7, =0,7, =1,¢, =2,t, =3 ve y, =0,y, =4,y, =3,y, =1dir. i=0,1,2,3 igin
h, degerleri ise 1 dir. S,(x) kiibik spline fonksiyonlarini asagidaki ifade yardimiyla

hesaplariz.
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&l Zi Vie _ Zialy Y, zh,
S(x)=—i(t.  —x) +2 (g ) (DL 2Ty gy (Sl
l( ) 6hl ( i+l x) 6h (x 1) ( h 6 )(x l) (hl 6 )( o x)

1 1

Bu ifadedeki z,,z,,z,,z, bilinmeyenlerini hesaplamak i¢in

6 6
hoz +2(h+h )z, +hz,, = ; Vi = 21) _h_ V=)
; i1

esitliginden yararlanacagiz. Burada i =1,2 i¢in iki denklem elde edilir. z, =z, =0

kabul edilirse z,,z, bilinmeyenleri denklem sisteminden bulunabilir.i=1,2 i¢in

hyzy +2(h +hy)z, + bz, = s (v, =) — i( ¥, —Y,) ifadesi diizenlenirse

hy hy
4z, +z,=-30
z,+4z,=-6

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse z, =—7.6,z, = 0.4 olarak

bulunur.i=0,1,2,3 i¢in z,,z,,z,,z, degerleri

Z; Z; y Z. h y Z.h.
S(xX)==(t., —x) + 2 (x—1 ) + (HL -2y — £ ) + (=L — L)t —
i(X) 6h,.(’+' x) oh (x—t,) (h. 5 )(x—t,) (hl- . )t — X)

1 l

ifadesinde yerlerine yazilirsa,

S, (x) =%‘6x3 +(4+%6)x x€[0,1)

S(x)=18,(x) = %‘6(2 ) +%4<x—1>3 + (%)(x 1+ (%)(2 ¥ xell2)

Sz(x):%(3—x)3+(x—2)+(3—%)(3—x) x€[2,3)

bulunur.
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\ 4

Sekil 3.3. S(x) interpolasyon fonksiyonunun goriiniimii

3.1.1. Tension (gerilme) spline’lar

Bazi veri uyum problemleri igerisinde gerilme olarak adlandirilan, mevcut bir «
parametresine sahip olmak yararhdir.z biiylik bir degerde verildiginde, veri
noktalarindan gecen egim yiliksek gerilmeye sahip olacaktir. 7, veri noktalar
arasindaki egimi geren bir kuvvet olarak yorumlanabilir (sekil 3.2.). 7 distk bir
degerde verildiginde egim yaklasik olarak interpole kiibik spline’n sekli gibi
olacaktir.z — +o oldugunda egim pargali lineer fonksiyona yani 1. dereceden

spline’a yaklagir.

Az dnce tanimlandig1 gibi boyle bir egimin matematiksel bir modeli asagidadir. Daha

once oldugu gibi her bir ¢, de verilen y, verisi ve ¢, <t <..<t digiimleri

mevcuttur. Aragtirilan gerilme spline’lari su 6zelliklere sahip bir f* fonksiyonudur;

Q) f e Ctyut, 1,
(i) ()=, (0<i<n),
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(iii) Her bir agik aralik (¢,_,,¢,) iizerinde f fonksiyonu f“ —z°f =0 diferansiyel

1

denklemini saglar.

Bu nedenle f iki siirekli tiireve sahiptir, eldeki veriyi interpole eder ve her bir alt
aralik icinde ayristinlmis belli bir esitligi saglar. f* =0 kiibik polinomlar

esitliginin ¢oziimii icin 7 =0 oldugunda bu tanimin kiibik bir spline’1 {irettigi agiktir.

f i saptamak igin kiibik spline’larda oldugu gibi ilerlenir. Bu nedenle z, = £ (¢,)

olusturulur ve [z,,¢,,] aralifinda bulunmasi gereken f kosullari yazilir.

JO-Tf =0
f(ti)zyi f(ti+l)=yi+1
f"(ti) =z f"(tm) =Ziy
| | | | |
0 5 10 15 20 25

Sekil 3.2a. Yiiksek gerilimli spline (7 =10)

Sekil 3.2b. Diisiik gerilimli spline (7 = 0.1)
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Bu iki noktal1 sinir deger probleminin ¢dziimiiniin

f(x)={zsinh[z(t,, - x)]+ z,, sinh[z(x~1,)]} /[ * sinh(eh,) | 3)
+ (yi - Zi/Tz)(tm - x)/hi + (yi+1 - Zi+l/z-2 )(x - ti)/hi

oldugu gortiliir.

z, katsayilar1 saptandiktan sonra bu esitlik [tl.,tm] aralig1 lizerinde f ’in degerini

hesaplamak i¢in kullanilacaktir. Hepsi kiibik spline’larin durumuna tam olarak

benzerdir.

f fonksiyonu C? simifindan oldugundan,
lifnf'(x):li%nf'(x) (1<i<n-1)

kosullar1 i¢ diiglimlerde kullanilmalidir. Kiibik spline’larin durumunda oldugu gibi

Zy,2;,---» Z, bilinmeyenleri i¢in sonug ligkdsegenli sistemdir, su sekilde yazilabilir;

a z+ (BBl ez, =Y~V (1<i<n-1) (3.9)
Burada,
o, =1/h,—/sinh(zh,)
B, = cosh(zh,)/sinh(zh) —1/h,
Vi= Tz(ym _yi)/hi

kisaltmalar1 yapilmistir.

z vektorlinli saptamak i¢in iki ek kosulun gerekli oldugu gozlenir. Kiibik spline

larda oldugu gibi z, =z, =0 alinabilir.
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(¢t,,y,) verisine uygun olan tension spline f’i elde etmek icin izlenecek adimlar

sOyledir.

(1) ¢, <t, <...<t, oldugunun test edilmesi.
(1) 0<i<n-1 i¢in h,a,, By, nin hesaplanmasi.
(ii1) z, =z, = 0 1n olusturulmasi.

(iv) 2<i<n-1 ve z ig¢in ligkdsegenli sistem (3.9)’un ¢ozlilmesi.

(v) [¢,,t,,] arahigi lizerinde f degerinin hesaplanmasi i¢in (3.8) formiiliiniin

kullanilmasi.

Burada olusturulan basit yaklasim ilging deneyler icin kullanilir. Ornegin sekil 3.2a
ve sekil 3.2b. i¢inde gosterilen iki egimi meydana getirir. 1k olarak 7 =20 ve ikinci

olarak 7=0.25 tir. Veri aymyd: ve 1<i<10 i¢in ¢ =i tam sayr noktalarinda

tanimlanmis fonksiyon degerlerini icermekteydi.

Tension spline’lar Schweikert (1966) tarafindan tanitildi. Daha sonraki ilgili
caligmalar Cline (1974 b) ve Pruess’e (1976,1978) aittir. Tension spline’larin
yardimiyla  egimlerin hesaplanmasinda kullanilan yazilim ve yiizeyler Cline
tarafindan gelistirilmistir. Tension spline’lara alternatif olarak de Boor (1984)
tarafindan taut spline’lar gosterilmistir. Bu fonksiyonlar ek diigimlii, siradan kiibik
spline’lardir ve bu spline’lar egimin ani yon degisimi istendiginde kullanilir. Taut
spline’larin avantaji yeni bilgisayar programlarina gerek duymamalaridir, biiyiik

fonksiyonlarin kullaniminda gerekli olan hesaplama yiikiinden kurtulunabilir.

3.1.2. Yiisek dereceli dogal spline’lar teorisi

Bu boliimde son olarak yiisek dereceli dogal spline’lar teorisinin bir kismi verilecek.
Dogal spline’lar yalnizca tek derecelerde ortaya ¢ikar ve derece burada 2m+1
olacaktir. m =1 oldugunda daha 6nce gelistirildigi gibi dogal kiibik spline’lar elde
edilir. Genel bir teori i¢in biraz farkli tarzda ilerlemek uygundur. Daha onceki gibi

t, <t <..<t diglm dizisi verilir.
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2m+1 dereceli dogal bir spline, SeC?"(R) seklinde bir fonksiyondur. Bu
fonksiyon her bir [¢,,1,[¢,,t,],...,[t, ,t,] araliginda <2m+1 dereceli bir polinom
ve (—oo,t,) ve(t,,) icinde m dereceli bir polinom olur. Dogal bir kiibik spline bu

tanim altinda (—o0,7,) ve(t,,©) icinde lineer polinomlara inmelidir.

ty,t5....t, n+1 dugimli, 2m+1 dereceli tiim dogal spline’larin lineer uzay:

0°"1

N> (t,,t,,...,t,) ile veya kisaca N."*' ile gosterilir.

x! ile ifade edilen, uyarlanmis kuvvet fonksiyonunu kullanmak uygundur. Eger

x>0 olursa bu x" olarak tanimlanir, eger x <0 olursa O(sifir) olarak tanimlanir. Bu

fonksiyon C"' sinifina aittir.

Teorem 3.2.: N"*"’in her eleman igin

" bt =0 (0< j<m)

=0 U1

olmak tizere,
S(x)=> ax"+) b(x—t)""
i=0 =0

formuna sahiptir.

Ispat: (-oo,#,) araliginda S, m dereceli p, polinomudur. Bu polinom a, kat
sayilarim saptar. (¢,,#,) arahiginda S, 2m+1 dereceli p, polimomuna iner. #, da

stireklilik kosullar1 sdyledir.
p(()j)(to) = pf'i)(to) (0<j<2m)

Taylor teoreminden yola ¢ikarak p, asagidaki bicimde yazilabilir;
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2m+1 1 ) )
pi(x)= z Fpl(j)(to)(x_to)j
= J
& 1 ) i 2m+1
=2 P W)= t) By (x—ty)
=0 J!

= po(x) +by(x— to)zm+1

Bu esitlik (—o0,¢) lizerinde sunu gosterir,

S(x) =p,(x)+b,(x 1, )imﬂ

t, ‘da kullanilan yéntem simdi ~ b,(x—¢,)?""" kalan terimlerini elde etmek igin her
bir noktada tekrarlanir. (¢,,00) aralifi iizerinde S, <m dereceli bir polinoma iner.

Bu sebeple bu aralikta,

0=S5""(x)= Zn:bi Cm+1)2m)...(m+1)(x—t)"

i=0
Bu esitlikten Binomial teoreminin yardimiyla asagidaki ifadeyi elde ederiz.

n

0= ibi (x=t1)" =) bii[?]x’”f ()

i=0

Burada x i¢inde m dereceli bir polinom elde ederiz. Béylece j=0,1,...,m i¢in

" bt/ =0 olur.

Teorem 3.3.: 0<m<n ve verilen ¢, <t <...<t, diigimleri verilsin. Diiglimlerde

tanimlanan degerleri alan 2m +1 dereceli tek bir dogal spline vardir.

Ispat: Teorem 3.2.’den yola ¢ikarak, dogal bir spline asagidaki bi¢imde yazilir.
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S(x)= Zajx‘i + Z:bj(x—tj)im+l
Jj=0 J=0

Eger S i¢in tanimlanan degerler A ise bu durumda ( Teorem 3.2. ile uyumlu

1

sekilde) interpolasyon problemi, asagidaki sistemin ¢6ziilmesini gerektirir.

ia +Zb(l I 0<i<n)

th/— (0<i<m)

m+n+2 bilinmeyenleri i¢indeki m+n+2 esitliginin kare sistemi budur. Bunun
tekil olmadigmi gostermek icin, uyumlu homojen problemlerin sadece O(sifir)

¢oziimlii oldugunu kanitlamak yeterlidir. Bu nedenle 0<i<nicinS()=0

oldugunu varsayalim. a =¢, ve b=t  oldugunda asagidaki ifade ispatlanir.

b
/= j [SU*D(x)Pdx =0
Pargal1 integrasyonun sonucu,

I= S<m+”(x)s<m>(x)\b -| " S (x)SD (x)dx

=—[5™ (18" (x)dx
Burada § nin, (—o0,a) i¢inde m dereceli bir polinom olmasi kullanildi ve bu
sebeple S (a)=0 oldu. Buna benzer olarak S (h)=0 olur. Bu ydntem,
asagidaki sonuca varilana kadar tekrar edilir.

I=(-1"[ SO (S (x)dx

Simdi S®"* pargali siireklidir ve boylece,
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1= Y[ 68 (= (1Y 6156) -5, )]=0

olur. Bundan S"*"” =0 oldugu anlasilir. Bu nedenle S, m dereceli bir polinomdur.

S, n+l>m ve t,t,....t, digimlerinde sifirlara sahip oldugu i¢in § =0 oldugunu

n

goruruz.

Teorem 3.4.: m<n ve feC""[a,b] olsun. S, a=t,<t, <..<t,=b digimlerinde

/f’1interpole eden 2m+1 dereceli dogal bir spline olsun. Bu durumda,

(18" @ dx < [ Tf" (0F dx
ifadesi yazilabilir.

Ispat: Teorem 3.1. deki gibi baslayarak g= 7 —S alinsin. Daha sonra 0<i<n
icing(#,)=0 olsun. Tekrarlanan pargali integrasyondan yola ¢ikarak, asagidaki

ifadeyi ispatlayabiliriz.
b
J g(m+1) (X)S(erl) (X)dx — O
Boylece ispat asagidaki ifadeyi yazarak tamamlanir.

[ Py = 15" (x)+ g™ ()P
= ['1s" D )P e+ 2[5 (g™ () + [ [ ()P
= [ oFdx+ [ [g () dx

> j:[S("’”)(x)]zdx



BOLUM4. PARABOLIK SPLINE INTERPOLASYON

Parabolik spline formiilasyonunda kirilma noktalarindan baska diger noktalarda
yapilan interpolasyonun zaman zaman avantaj olabilecegi gosterilecek. Yontem bazi

fonksiyonlarin interpolasyonu yapilarak Orneklerle agiklanacak. a=17,<...<7 =b
veri noktalarinda verilen g(z,),...,g(z,) degerleri alinsin. Tam olarak pargali kiibik

interpolasyonun yapisindaki gibi ilerlenecek. Parabolik parcalar icermesi kosuluyla

g’ye f interpolantini1 agagidaki gibi segelim.

P ell,, i¢in 7,<x <7, lizerinde f(x)=~P(x) olsun. i=1,...,n—1.P(x) 2. derece

3. mertebe bir polinomu
F(zr)=g(7), F(z,,)=g(,,) (4.1)

kosullarin1 saglasin. Bu kosullar yeterli olmayip her parca i¢in bir serbestlik

derecesine sahip oldugumuz agiktir. Biz bu serbestlik derecesini

Ty = (7 + 7.)/2, il B(7,,) = Uy (4.2)
seklinde secebiliriz. Ornegin eger daha sonraki sayilar mevcut ise i 1=2,0050
noktalarindada g’yi interpole ederek v, =g(7,,,,)’yl segebiliriz. Eger g i¢in bu

b
sekilde parabolik interpolant kullanirsak, j g(x)dx integrali i¢in Simpson kuralini

elde ederiz.



29

Bir bagka diisiincede interpole edilmis f fonksiyonunu parabolik bir spline
yapmaktir. Yani stirekli tiirevlenebilir yapmaktir. Bunun i¢in o, sayilarinin

i=2,3,...,n lineer sistemini iiretmek amaciyla P polinomu Newton formunda alinir.

B(x) = B(Ti) +(x - 2 )B[Ti > Ti+l/2] +(x— Ti)(x - Ti+1/2)B[Ti’ Tivj2o Tin ]

= P(z)+(x—1)s; +(x =) (x—7,,,,) (57, —57)/AT,

Burada

s, = Bl1,,7,,]1= (0., —g(7,))/(A7,/2)
Si = B[THI/Z Tl =(g(7,) - Ui+l)/(ATi/2)

At =7, -7,

1

kisaltmalar1 yapilirsa bu durumda ifade;

P(z)=5 +(z,—7,,)(s5, =) AT, = (3s] —5;,))/2

B'A (r)=s.,+(t,— 7, +7,— Ti—l/z)(s; _Sitl)/A 7, =s; _5;1)/2

olur. f fonksiyonunun birinci tiirevinin siirekliligi boylece i=2,...,n-1 icin

saglatilirsa
P (r)=F(r)

(s, =/, )/ 2=03s"-s.,) / 2 elde edilir. Terimlerin yeniden diizenlenmesi asagidaki

lineer sistemi uretir.

4Ui/ATi—l ""“)m/A L=

. (4.3)
(Bg(r)+g(r.)/Ar, +(Bg(r)+g(z.)/Ar,  i=2,..n-1
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Ve bu diizenlemeyle n-1 tane v,,...,u, bilinmeyeni i¢in n-2 tane esitlik elde edilir.

Bu durumda bilinmeyenlerden birini, 6rne8in bazi ilave sartlar tarafindan tespit
edilen v, saptanirsa, v;,...,0, i¢in sistem (4.3) tek tiirlii ¢oziilebilir. 1. esitliginin sag

tarafina b, denirse asagidaki ifadeyi elde edilir.
v, = (A7, /4)b,— (A1, /AT, U, i=2,.,n—1. (4.4)

Segilen v, ifadesinin etkisini daha 1yi saptamak i¢in ayni veriler kullanilarak iki adet
farkli v, i¢in interpole edilmis parabolik spline f ve ]A‘ fonksiyonunu diistinelim.

Iki fonksiyonun farki d = f — f olsun.

Bu farkla [a,b] de parabolik bir spline’dir ve 7,,...,7, , noktalarinda ve ayrica a ve

n-1

b ’de sifirdir. Ayrica (4.4) esitliginden
d(Ti+l/2) =—(A z-i/A Tio )d(Ti—I/Z) =(-)7(A 7 /A 2 )d(73/2)

olur. h:=(b—a)/(n—1) olmak iizere ve her ii¢in 7, =a+(i— 1) seklinde datalar ile

asagidaki ifadeleri elde ederiz

fO)-f(x)= {f(fg/z)—}(fz/z)}(—)i1P((X—T,-)/h) (7, <x<7,)

p(x)=4x(1-x) 4.5)

dir. Bu sonug olarak sunu gosterir; v, nin se¢imi aralik {izerinde interpolant f’yi az

veya cok tiim aralikta etkiler ve bu sebeple ilave noktalarda g’nin degeri yerel

datalara bagli olmamaktadir. Gerekli ek kosulu nasil elde ettigimize bakmaksizin

kalan bir bilinmeyenin farkli se¢imine bagli olan f (x)—}(x) fark yaklasimi, (4.3)
lineer sisteminin kosegenel baskin matris olarak ¢oziimiinii temin etmeyebilir. Eger

interpolant, asagidaki sekilde & ,...,&,,, kirilma noktalar segilirse P(x)e[l_,
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i=1,...,n i¢cin & <x<¢&, lizerinde f(x)=F(x) formunda yapilandirilirsa bu tiir

zorluklarla karsilasiimaz.
& <a=1<é,<1,<é<1,<..<71,_ <& <1, =b<¢& .

olsun. 7, veri noktalarimn orta noktalarmi & =7, ,, =(z, +7,,)/2 kirilma noktalari

olarak i =2,...,n seklinde secebilir.

Interpolasyon sartlar1 her bir polinomsal pargaya sadece bir kosul yiikler,

P(r)=g(,), i=L..,n (4.6)

Boylece polinomsal par¢a basina iki ek parametre se¢cmekte Ozgiiriiz. Bu ek

parametreler v,,...,0, ,, ’in nasil secildigine bakmaksizin, her bir pargay1 birlestiren ve

sonuglanan f fonksiyonunun siirekliligini saglayan asagidaki kosullar secilebilir.

P(E)=v, P(£,)=v,, i=l..n (4.7)

Elbette simdi & <a ve b< ¢ ,, oldugu varsayilir.

v,,...,0,,, serbest parametreleri interpole edilirse yani v, = g(&) heri icin alinirsa,

i+l

daha once anlatilan Simpson’un kurali ile baglantili tabloya doniiliir. Bunun yerine
f’i parabolik spline olarak segip f niin siirekliligini saglamak i¢in v,,...,0,
secgilirse, v, i¢in gerekli esitlikler asagidaki gibi tiretilir. 2 Newton formunda

yazilirsa,

B(X)ZB(é)"'(x_é)B[ iaTi]+(x_‘§i)(x_rt)3[évz—n‘ftﬂ]

(4.6) ve (4.7) esitliklerinden P igin ayrilmis fark tablosu Tablo 4.1 elde edilir.

Burada
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s; = R[&, ] =(g(@)~v)[(7,~ &),
S =0 [Ti>§i+1] =, _g(Ti))/(§i+l -7,),

kisaltmalar1 yapilirsa

P(xX)=0,+(x—&)s) +(x=&E)x—7,)(s7, —7)/AE

5 (4.8)
=¢;t+ (x— é:i)cz,i +(x- é:z) C3;

elde edilir. Buradan
c, =0, ¢,=5 +(&~-1)c,, c5,=(s, —s;)/Aé’i 4.9)
(4.8) ve (4.9)’ dan asagidaki ifade bulunur.
B(&) =5+ (& =150 =5/
ve

B'—I (&) =s,+(5 =&, +& -1, s, )/A it
=5, +(& -1 ) =51, )/ASKH .

olur.

Tablo 4.1. P, igin ayrilnus fark tablosu

S Y
&) (s, —ST)/AE

é:iJrl Ui+1
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f fonksiyonunun siirekliligi boylece, i=2,...,n i¢in
P (&) =P (&)
esitliginden elde edilir. Veya
sTH(E—T)(s0, —8))AE =57 +(& 1,57 =57 ) /AE

terimleri toparladiktan sonra,

ST —(h@]s} +(1—ﬁ}f T
AE, A&, A, Asi

olur. Terimlerin uygun bir sekilde tekrar diizenlenmesi asagidaki lineer denklem

sistemini verir.

(ail—i”)ui . Afl 1 —+ 6, +a +—§)u (B - fi v,

=(a_ +pB_)gr )+ (a +pB)g(r), i=2,...,n

(4.10)

Burada q, :=1/(7,- &), B =1/(&., —7,) olarak kisaltilmustir.

(4.10) lineer sistemi kesin bir sekilde slitun baskin kosegenli oldugundan, iki

bagimsiz parametre olarak v, vev

n+l

secildiginde Gauss eliminasyon yontemiyle

L,,...,0, kolayca ¢oziilebilir.

Interpolasyon noktalarinda bulunan parabolik spline interpolasyonun daha onceki

tablosuna tezathigim1 kanitlamak icin (4.10) esitliginden, interpolant tizerindeki o,
vev,,, i¢in Ozel bir se¢imin etkisini arastiralim. Bunun icin tekrar esit olarak

aralanmis olan veri noktalarint ve bu veri noktalar1 arasindaki interpolasyon
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noktalarin1 ve 4 :=(b—a)/(n—1) olarak secelim.

& <x<¢&,, araliginda ve tim i'ler icin d,(x) = p((x=¢,)/ h)/ A" fonksiyonunda A
degeri A°+6A+1=0 denkleminin mutlak degerce biiyikk olan ¢oziimi yani
A:=-3-/8 =-5.828427...°dir. p(x) fonksiyonu ¢,,...,&, interpolasyon noktalari
ile olusturulmus biitiin 7,,...,7, noktalarindan gecen ve & ’de 1 degerine sahip olan
parabolik bir spline’dir. Ayrica (&...&,,) aralifinda yaklagik 1/6 °lik bir oran ile x
artarken d, {istel olarak azalir. (a+b)/2 orta noktasina gore d,’in yansitilmasiyla
& <x<¢&, araliginda ve tim 1’ler i¢in d ,, = p((&,, —x)/h)/ A" fonksiyonu

bulunur.

Ayrica bu fonksiyon ¢&,,...,& noktalart ile olusturulmus 7,,..,7z, noktalarindan

gecen fakat ¢  ’de 1 degerine sahip ve b’den uzaklasan x azalirken asil degerden

n+l

farklilagan parabolik bir spline’dir.

Eger f Ve}, (4.10) esitliginden, v, vev,,, i¢in farkli segimleri olan ayni
noktalardan elde edilen interpole edilmis iki parabolik spline ise bu fonksiyonlarin

farki1 o ve £ ’nin asagidaki kosullar1 saglamasi ile

ad,(£)+ fd, (E) =60, = [(E)~ [ (&)
adl (§n+l) + ﬂdnﬂ(é:nﬂ) = §U;z+l = f(gnﬂ) - f(é:ml)

f—=f=ad +pd,  seklindedir. d,(&)=d, ,(&,)=1 ve dn+1(§1):d1(§n+]):1//1”
oldugu i¢in, a=dv, ve B=ov,, elde edilir. Bu da gosteriyor ki: v, ve v,,,’in
secimi sadece a ve b’ye yakin olan yerlede f interpolantin1 etkiler. Yerel

bilgilerden bu parametreler: tiiretmek daha uygun olur. Dogal olarak £ noktasinda

g’nin degeri olarak v, segilebilir.
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4.1. Parcahl Polinom Fonksiyonlari

E:=(&)"  kesin artan bir nokta dizisi olsun. B,PB,...,P, [ tane her biri k.

mertebeden ( (k—1). dereceden) polinomlar olsunlar. Pargali polinom fonksiyonlar
asagidaki gibi tarif edilir.

f(x)=P(x) &<x<&, (@(=L..,0) (4.11)

& noktalarina f’in kirilma noktalari denir. Tiim reel sayilarda tanimlamak icin

B(x) x<¢&;

= {P,m £, <x.

(4.12)

olarak genisletilir. Kisaca parcali polinom fonksiyonlar1 pp olarak gosterecegiz.

$,,¢,,....¢, 1¢ noktalarinda fonksiyonlarin tek olarak tanimliligini garantilemek igin

f sagdan siirekli olsun yani f(&)=PR(&) (i=L..0). k. mertebeden

&= (&) noktalarina sahip pp fonksiyonlarinin kiimesini H<k’§ ile gosterilir. Bu

uzayin boyutu k. dir. D’ f ifadesiile f fonksiyonunun ;. tiirevi ifade edilir.

S % S S S S

Sekil 4.1. [ =7 igin pargali polinom fonksiyonlar
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Bilgisayar programlarinda pp fonksiyonlarini temsil etmek igin ¢esitli yontemler
vardir. Asagidaki veriler bilgisayar programlarinda etkin bir hesaplama imkani

saglar.

k ve [ mertebesi ve parca sayisi tam say1 olarak verilir. Kesin artan &,¢&,,...,¢,
kirima noktalar1 belirlenir ve C=(C ﬁ)];=1§ll-=1 kirilma noktalariin sag tiirevleri yani

C,=D""f(&) (j=1...k;i=1,.,0) ile verilirler.
D’ f(x)= sz+1,i(x_§i)m_] /(m—j)!
m=j

ifadesiyle x noktasindaki D’ f degeri hesaplanir. Buradaki i tam sayisi

i=1 x<¢,
veya 1<i<l & <x<¢&,,

veya i=1 & <x

seklindedir. Her hangi bir x noktasindaki f fonksiyonunun degeri ise

. Ny (x=&)" .
& <x<¢&, olmakizere f(x)= E Ci —" dir.
m=0 m.

4.2. H<k,§,v Uzay ve Kisaltilmis Kuvvet Fonksiyonlar: Tabani

PP (pargali polinomlar) fonksiyonlar1 i¢cin hesaplama problemleri asagidaki gibi
saptanabilir. Belirli bir g fonksiyonu hakkinda bazi bilgiler verilir ve [1_ ke uzayl
icinde g ile aym sartlar1 saglayan f fonksiyonunun yapilandirilmasi istenir. f *nin
belirli dereceye kadar tiirevleri siirekli olmalidir seklinde ilave kosullar istenirse
I1. ke nin alt uzayi H<k’ ¢y uzayinda caligilmasi gerekir. Bu uzay i¢inde uygun

bir taban gerekecektir.
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Bu béliimde []. k. Uzayl igin uyarlanmis kuvvet tabani tanitilacak ve onun bazi

eksiklikleri gosterilecektir.

Parabolik spline’larla diizgiinlestirme ile Sekil 4.3’deki histogrami en iyi temsil eden

bir egri araniyor. 7, <7, <...<rt,,, noktalar1 ve A,h,,....h, pozitif sayilan (z,..7,,,)
acik araliginda yiikseklik 4 olmak tizere verilsin. Bu sayilarin olagan yorumu
soyledir ki A Az, yaklasik olarak [rl....rm] aralig1 iizerindeki g temel dagiliminin

integraline esittir. Bu durum bdylece interpolasyon kosullar1 ile f* parabolik spline

fonksiyonlarinin bulunmasina imkan saglar.

[ f@dx=haz, i=1,..n

/\

AN

Sekil 4.2. Bir histograma parabolik “alan uyumlu” spline tahmini

e

fell,, NC" olmalidir. Ardisik 7 ile cakisan ardisik & kirllma noktalar segeriz.
g diizgiin ve [rl..r,m] araligi disinda sifir ise bu durumda g’nin diizglnligi
kapsaminda j=0,1,...i¢cin g (7,)=g""(7,.,)=0"1 elde edilir. Boylece ek

interpolasyon kosulu olarak f(z,)= f(z,,,) =0 ifadesi alinarak g belirlenebilir.

n+l
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S fonksiyonu i¢in pp formu igerisindeki (C, == D’ f(&") ifadesini hatirlayalim) 37

3 .n
j=1%i=

polinom katsayilar1 (C),)

, ustiindeki 3n kosullarinin toplami i¢in yukaridaki

esitlik n+2 interpolasyon sartt ve 2(n—1) homojen olma sartin1 verir. Sonuglanan

lineer sistem agagidaki gorlintiiye sahiptir.

Gy
AT AT
C11+ CZITI + Csl?l
Arlz
C11+ CZIATI + CSIT_CIZ
C, + G, At -C,
AT AT?
CIZ +C2272+C32?2
Az

C, +C,Az, +C, 5

C, +C,Ar .

=0 7,'deki interpolasyondan

=h, [7,..7,] lizerinde alan eslestirmesi

=0 7, def insitirekliligi

=0 7, de Df sirekliligi

=h, [7,.7,] tizerinde alan eslestirmesi

.. =0 7, def siirekliligi

=0 7, de Df siirekliligi

w.=...V.b.

Sistematik olarak bu lineer sistem asagidaki gibi hemen hemen blok dioganal forma

sahiptir.
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X X X

XX X

X X
X X, X
XX

X X

X X, X

XX
XX X
X

Sekil 4.3. Lineer sistemin goriintiisi

Bu tiir sistemleri Gauss eliminasyon yontemiyle etkili bir bicimde ¢ozmek

miimkiindir. ¢; katsayilari bulununca parabolik par¢ali polinom elde edilir.

Interpolasyon igin bir bagka yontemde ¢,,,,...,p, lineer bagimsiz fonksiyonlarindan

yararlanmaktir. Bu yontemde bir ¢ok bilinmeyen oldugu kadar interpolasyon
kosullarininda oldugu ve her birinin biitiin homojenlik kosullarin1 saglamasi

gerektiginden hareket edilir. Boylece f fonksiyonu g hakkinda verilen bilgilerden

saptanan ¢, katsayilariyla birlikte
2a0,=/
J

bigiminde bulunur. Aslinda homojen sartlar bize f’in [, ,’nin alt uzayma ait
oldugunu séyler (1., uzayr igindeki alt uzaym tiim fonksiyonlar1 bu homojen

kosullar1 saglamalidir) ve yukaridaki yapi1 bu alt uzay icin yaklasik bir taban

olusturur.

I1., ., uzaymda bilinen homojen kosullar belirli sayida siirekli tiirevlerin varligini

ister. Bu kosullar negatif olmayan tam sayilarin vektdéri o:=(v), ile
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sicrama 5I_Dj_lf =0 j=L.,uvei=2,.,l (4.13)
seklinde ifade edilir. Burada
sigrama,, [ = f(a")— f(a")

dir. Bu kisaltma ( veya lineer fonksiyonel) “ f’in « noktasinda sigramasi” olarak
okunur. Burada v,, & ’de siireklilik sarti sayisidir. Ozellikle v, =0, her hangi

bir & *de sadece siireklilik kosulu anlamina gelir.

(4.13) esitligindeki kosullar lineer ve homojen oldugu i¢in verilen bir vektor v igin

gerekli biitin f e[l . ’in alt kiimesil]_ ,’in lineer alt uzayidir. Bu alt uzay:
I1.,., ile gdsteririz. Bu rakamlar ve isaretler sistemi icerisinde daha Onceki
histogramin temsilini gerektiren parabolik spline’lar i¢in v=2:=(2,...,2) dir ve

uzaymiz [[_; ., olur.

Bunun igin bir tabana ihtiyacimiz vardir. Yani ¢,4,,... fonksiyonlart I, ., i¢inde
olmal1 ve H<k’5’u icindeki biitiin fonksiyonlar ¢,,¢,,... fonksiyonlarnin bir lineer

kombinasyonu olarak yazilabildiginden @,¢,,... fonksiyonlar1 []_, £, Uzayl i¢in bir

bazdir. Yani Vf e[l ., i¢in /=) a4, dir.
J

4.3. I_Lk’g I_Lk,g,u Icin Kisaltllmis Kuvvet Tabam

(x—1), = max {x—¢,0} uyarlanmus fonksiyonunu tanimlayalim.

(x), = (x,) *dir.
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f(x)=(x-¢&), fonksiyonu parcali bir polinomdur, r+1 mertebesindedir ve » >0
durumunda ¢’da siireklidir, » =0 iken &£’da 1(bir) Olgiisiinde sigramaya sahiptir.
D(.=&) =r(.—&)" oldugu igin, (.—&) ’nin (r—1). siirekli tiirevine sahip ve &

noktasinda 7. tiirevinde 7! Slgiisiinde bir sigramaya sahip oldugu goriliir.

Sekil 4.4. 6(x—&)",6(x—&),3(x—&)2, (x— &)} fonksiyonlarinda x = & degerinde artan

diizgiinliige sahiptirler, her birinin sagdaki fonksiyonun tiirevi olmasi bu durumu agiklar

4, lineer fonksiyonelleri ve bunlara karsilik j=0,..,k—1 i¢in ¢, fonksiyonlart

asagidaki ifade vasitasiyla tanimlansin.

D’ , i=1;
Ly P
szgramaéD’f, i=2,..10

0 (x)= (x-&)Y/jl,  i=1
(X)) (x_é)i/j!, o

(4.14)

Her bir ¢, fonksiyonunun [1_, . i¢cinde oldugu aciktir. Ayrica daha 6nce belirtilen

ifadeden yola ¢ikarakta,
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(4.15)

1, i=rvej=sise
ﬂ’[j(ors = é‘[ré‘js =

0, diger durumlarda

yazilabilir. Bu ¢ift dizi (¢,) ’nin lineer bagimsiz oldugunu gésterir. (¢;) Kl tane
fonksiyon ve H<k’§ kl boyutuna sahip oldugundan su sonuca variriz: (%)’H<k,g

igin bir tabandir. Buna gore her f e[l_, . fonksiyonu
[=2 4Ny,
ij
formunda tek tiirlii yazilabilir. (4.14) ve (4.15) vasitasiyla bu ifade agik bir sekilde

J@) =X r0EN =&Y [+ XY (sigrama, D' f)(x-&)! /! (4.16)

J<k i=2 j<k
seklinde yazilir.
Simdi fi¢in (4.16) icerisindeki katsayilarda agikga goriilen ¢esitli noktalarda f
fonksiyonunun c¢esitli tlirevlerinde olusan sigramaya dikkat edelim. (4.16) ifadesi
asagidaki

SzgramaéDj’lf:O j=1..,u,vei=2,.,1 (4.17)

kosullarim1 istemektedir. Bu katsayilar sifir oldugu icin (4.16) formundaki f

fonksiyonuna etkisi sinirlanir. Demek oluyor ki

Py J=Upenk =1 ve 1=2,..,1 (4.18)

¢ift dizisi [1_, ., i¢in bir tabandir. Burada v, :=0 dir. Bir diger deyisle fell_ .,

k-l
fonksiyonu f = Z Z @, ¢, bigiminde tam olarak yazilabilir.

i=1 j=u
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24 -
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Sekil 4.5. Uyarlanmis kuvvet fonksiyonlar1 bazi i¢in zorluklara sebep olan lineer bir yaklagim

[k bakista taban (p;) baz1 diizgin pp fonksiyonlariyla alakali problemler igin

uygun goriilebilir. Fakat ppformun Sekil 4.3 ile (4.16)’daki ifadenin
karsilastirilmasinda iki sikayet akla gelir;

(1) Eger [ biiyiikse bir x noktasinda f ’in degerinin hesabi fazla islem icermektedir.
(i) Diizgiin olmayan & kirilma noktalarinda taban fonksiyonlar ¢, nin bazilari

digerlerine lineer bagl olurlar. Dolayisiyla katsayilar ig¢indeki kiigiik degisiklikler
sunulan fonksiyon icinde daha kiicilk veya daha biiyiik degisiklikler {iretebilir.
Uyarlanmis kuvvet fonksiyonlari tabani bu olas1 kotii kosulu nedeniyle 1yi konumlu

olmayan lineer sistemler meydana getirebilir.

Ormek 4.2.: Uyarlanmis kuvvet fonksiyonlar: tabani kotii olabilir. f fonksiyonu

dogrusal olarak yapilandirihrsa, yani f e[l_, . NC" ise tiim i’ler i¢in f(&)=1.3

fakat j=5,6 igin f(&)=2.4 ve f(&)=.2dir. (&), kirlma noktalar1 Sekil

4.4°de belirtildigi gibi olsunlar. v=(l,..,1) ile fell,,, olur. Boylece;

f(x):0{+ﬂ(x—§1)+Zl:05i(x—§i)+ ve a=13,8=1(£)=0, ve @ =0dir. Ve

@y = (LYAE, =22/ h=1.1/AE, 11AE, +2.2/h,~1.1/AE,) dir.

h=A¢&, kiguk oldugu i¢in (x—&), U (x—<,), elde edilir ve buna paralel olarakta
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—a, U a, >>1 elde edilir. Bu durum f fonksiyonunun hesaplanmasinda onemli
hane kaybia sebep olur. Ornegin & =4.5,&, =4.8 ve h=.3 segilirse iki 6nemli
desimal rakam alindiginda su degerler elde edilir;, =13, =0, a,=.79
a;=-8.1, a,=82, a,=-.85 diger « ’lar sifirdir. Sonra x =9.5 noktasinda f

fonksiyonu degerlendirilirse 1.3 dogrusu yerine 2.1 degeri bulunur.

Bunu iyilestirmenin yolu; asagidaki kural ile verilen fonksiyonlar1 kullanmaktir.

(x—¢.)/Ae,,, &, ,<x<g,
H,(x)=1{(¢,,—x)/Ae;, & <x<¢g

i+1°

0, diger durumlarda

Burada &, <& ve &, >2¢, ifadeleri kullanilir. $imdi
S(x)=13H,(x)+..+1.3H,(x)+2.4H(x)+.2H (x)+1.3H,(x) +...

Ve tekrar iki desimal rakam aritmetigi ile asagidaki ifade elde edilir;

£(9.5)=1.3(.4/.9)+1.3(.5/.9) =1.3-.44+1.33-.56 =.57+.73=1.3

Aslinda h=A&;’in sifira yaklagsmasina izin verilebilir ve bu durumda bile H, baz
fonksiyonlar1 f fonksiyonunu iyi temsil ederler. Genel durum igerisinde uyarlanmis

kuvvet fonksiyonlar1 bazina kars1 daha dnce belirtilen her iki itirazda B-Spline’lar
seklinde isimlendirilen ‘sapka’ fonksiyonlarinin genellestirilmesiyle ¢iiriitiilmiistiir (
en azindan uygun k icin) . Bunlar uyarlanmis kuvvet fonksiyonlarmin belli lineer

bilesenleriyle elde edilebilirler.

4.4. B-Spline’lar Vasitasiyla pp Fonksiyonlarin Olusturulmasi

Bu boéliimde k. mertebedeki B-Spline’lar, uyarlanmis kuvvet fonksiyonlarmin £.

mertebeden boliinmils farklari yardimiyla tanimlanacak. [I_, ., ’nin bu sekilde

B-spline’lardan olusan bir tabana sahip oldugu gosterilecek. Bu durum bir

pp fonksiyonu i¢in B-spline form’a gecisi saglar.
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Tamim: ¢ :=(¢;) 'nin azalmayan bir dizisi olsun (sinirli,sinirsiz veya ¢ift tarafli siirsiz
olabilir). Diigiim noktalar1 dizisi ¢ i¢in k& 'nincit mertebe (normallestirilmis) ; 'ninci

B-Spline B, , ile gosterilir ve su kural ile tanimlanir.

Timx e IR igin B, ()=t —1 )| 1 s0sl 1y [ =21 (4.19)
veya

By () =[t )ty JC=0) T =1t J =0 (4.20)

dir.

Noktali bosluk isareti sunu gostermek icin kullanilir: iki de8isken ¢ ve x in
(t—x)"" fonksiyonu k,x’i sabitleyerek yalmz, ¢’nin fonksiyonu olarak (¢—x)""
diisiiniilerek islem yapilir. Sonuglanan say1 segilen 6zel x degerine baghidir. Yani
sonuglanan sayr x’in degisimiyle degisir ve sonug¢ olarak B, fonksiyonu x’in
fonksiyonu olur. £ ve ¢ bilinen anlamlaniyla B, yerine B, veya B, =B, ,

alinacak.

Bu boliimde ve sonraki bdliimlerde B-Spline’in ¢esitli 6zellikleri siniis,cosiniis
fonksiyonu gibi bilinen bir fonksiyon yapma amaciyla incelenecek. Cesitli boliinmiis
fark ozelliklerden yola ¢ikarak tim bu 6zellikler dogrudan yukaridaki tanimdan

turetilebilirdi.

Bununla birlikte sadece B-Spline ardisik olma bagintisini kurmak ve daha sonra her
seyl, boliinmiis farklarin yardimi olmaksizin bu bagitiyla tiiretmek oldukca etkili
bir yoldur. Ardisik olma bagintisindan esitlik (4.19)’u tiiretmekte ayrica miimkiindiir.

Yukaridaki Curry-Schoenberg tanimi en azindan ¢, <..<t,, i¢in (4.19)de

tanimlanan fonksiyon acikca k mertebesinin pp fonksiyonudur; sinirli bir destege

sahiptir.
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xg|t,.1,, ] isin B, (x)=0

Eger x g[tj..tj+k]ise, bu durumda g:=(—x)"" ifadesi [tj..tj+k] lizerinde k.
mertebeden polinomdur, boylece [t j,...,tj+k] g =0"1 elde ederiz. Ayrica asagidaki

Curry-Schoenberg B-Spline’1

olarak farkli bir sekilde normallestirilmistir. Boliinmiis fark Taylor 6zdesliginin her

iki tarafinada uygulanirsa bu normallestirme dogal olarak ortaya ¢ikar.

f =YD fa)-—a) [r'+ [ (=) D" fds/k!

r<k a

(t;,.0st,,, €| a.b] varsaymm altinda)

[ty | £ =] M, D" [k!

M,,, nin  boliinmis fark i¢in Peano ¢ekirdegi oldugu gorilir. Ozel olarak

f(x)=x" ile,
J‘IRM-i’k’I =1

bulunur. B, , , yerine N, isaretide sik¢a kullanilir. B, ’lar i¢in

[t* t } lizerinde ZS:Bjk =1

r+k—-1"""s+l1
j=r

ozelligi vardir.



47

4.4.1. iki 6zel diigiim (knot) dizisi

Siklikla kullanilan iki tane diiglim dizisi hesaplamalarda 6nemli 6l¢iide kolaylagtirma

saglamaktadir.
Diizgiin diigiim dizisi, t =Z =(...,—1,0,1,2,...) dir.Bu durumda B-Spline’lar kardinal

(cardinal) olarak adlandirilir. Bu kardinal spline’lar verilen bir £ i¢in her birinin tam

say1 otelenmesidir.
: k—r k k-1
B, (0)=2.(-) |or=x= ) J(k=1)!
r=0

boylece biiyiik oranda ¢aligmalarini kolaylastirirlar.

Digeri t = 1B :=(...,0,0,0,1,1,1,...) diigim dizisidir. Bu diiglim dizisi iki tane diigiime

mertebesi k£ olan k tane sifirdan farkli B-spline’lar vardir yani, [0..1] ’de bunlar

b= T ey, =0k
k=1 = j x), j=0,..,

Benstein polinomlaridir. k. metbeden f icin

k-1

J
2 LG

dir. (b,,_,:j=0,...,k—1) Benstein fonksiyon dizisi [I_, igin bir tabandur.
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4.4.2. B-Spline’lar icin ardisik olma bagintisi

Dogrudan tanimdan B, =(-—¢ j+1)3 (-, )) j’ninci diigiim araliginin karakteristik

fonksiyonudur, yani

l, eger t <x<t,; }

0, diger durumlarda

le(x):{

bu  fonksiyonlar sagdan siireklidir. Diger basgka se¢imlerde yapilabilir. B,

fonksiyonlarinin toplami 1°dir. Buna birimin par¢alanmasi denir yani
Z B, =1
J

dir. Ozel olarak ¢ ;=t,, 1se B, =0 olur. Bu ilk mertebe B-Spline’lar ile baglayarak

asagidaki ifadenin yardimiyla daha ytliksek mertebe B-Spline’lar1 yapilandirabiliriz.

Ardisik Olma Bagntisi; £ > 1 igin

X— tj
0, (x) = ——1—
j+k-1 " tj
olmak iizere
By=w;B,, +(1-@,,,)B,, (4.21)

dir.

(4.21) esitligi su sekilde elde edilir; (f—x)"" =(@—x)(t—x)"" ¢arpimmna k.

boliinmiis farklarin Leibniz formiilii uygulanirsa asagidaki ifade elde edilir.
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[ty J (=) = =)t (=) 1t (= x) (422)

iken [tj](-—x)=(tj—x),[tj,tjﬂ}(-—x):l oldugu ve r>j+1  icin

[tj,...,tr](-—x) =0 dr.

(tj _x)[tja""tﬁk:l = %([l‘jﬂ’”’tﬁrk:I_[tj""’tj”‘I:I)

J+k J

oldugundan (4.22) ifadesi asagidaki gibi yazilir.

Ve bu esitligin (t it j) ile ¢arpimdan sonra (4.21) esitligi bulunur. Boylece ikinci

mertebe B-Spline

B,=w,B, +(1—a) )B].H,1

J+1,2

ile verilir. iki lineer pargadan olusur, bu parcalar [¢,.4,,,) araliginin disinda sifir olan
ve sireklilik koguluyla birlesen lineer fonksiyon pargalaridir. Bu nedenle B, lineer

B-Spline olarak adlandirilir. 7, =¢,, ise bu durumdaB;, sadece bir tane sifir

j+l

olmayan lineer par¢adan olusur.

Ucgiincii mertebe B-Spline,

By =w;B,+ (1 T3

)B

J+1,2

= @/30)_/23/1 + (@/3 (1 - a)j+1,2) + (1 - a)_/+1,3 )a)_/+1,2 )B_/+1,1 + (1 - a)_/+1,3 )(1 - a)_/+2,2 )Bj+2,1
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genel olarak ti¢ parabolik pargalardan olusur, bu pargalar [¢,..£,,,) disinda sifir olan

bir C" fonksiyonunu sekillendirmek igin birlesir. Ardisik olma bagintis1 k£ —1 defa

uygulanirsa B, "y1 asagidaki bigimde elde ederiz.

B,=> b,B (4.23)

Her bir & i¢in b, k. mertebeden polinomlardir (k-1 lineer polinomun

birlesimidir; aslinda (4.23) i¢indeki k& —1 dereceden her bir 5, 'nin toplamidir).

B-Spline B T kirllma noktalarinda & ’ninci  mertebeden  pp

Jokst? 2Ntk
fonksiyonudur. Bu sebeple ¢ogunlukla sifir olmayan k& adet polinomsal par¢adan

olusup, [7,.¢,,,) araligmin diginda sifirdir ve bu araligin i¢inde pozitiftir yani

[, <Xx<Il;,

i¢in B,, ,(x)>0, (4.24)
dir. ¢, =1, ise B, =0 dur.

(4.24) esitligini su sekilde agiklayabiliriz; B, (¢,..¢,,,) tzerinde pozitiftir. k£ <r i¢in

(4.24) dogru olsun. @, ve (1-@

) ifadelerinin (z,..£,,,) Uzerinde pozitif oldugunu

j+Lr

varsaymak, (4.21) ile (4.24)’lin ayrica k =r yi de kapsadigin1 gosterir.

B-Spline B

xs Sadece k+1 tane 7.

-1, diglim noktasma baghdir. Bu nedenle

B, = B(-‘t_/.,...,t_].+k) seklindede gosterilir. B, 'min diizginligi (7;,....7,,,) digim

dizisi i¢inde goziiken diigiim noktalarinin katliligina baghdir.
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/

7/12 1/3
2/3 1/3
1/6 1/6
B,
2/3
7/12
B,

1/4

rs T 3

Sekil 4.6. (tl yeeerlsis ) =(0,1,1,3,4,6,6,6) diigiim dizisi igin parabolik spline’lar diigiim katlilig:

ve diizgiinliik arasindaki iligki acikga goriiliir
Sekil 4.6. diigim dizisi (0,1,1,3,4,6,6,6) icin 5 adet parabolik B-Spline grafigi
gosterilmektedir.  Burada  Ozellik  (ii) acikca  goriilmektedir.  Ayrica

[t;k_l..t;l} tizerinde ZB_/‘k =1 ifadesi, fonksiyon degerlerinin sayisal olarak
J=r

verildigi birkag noktada goriilmektedir. [¢,.z,,,]|=[1..6] tizerinde ZISB L(x)=1"dir

fakat [0..1) tlizerinde toplam 1’e esit degildir.

Her bir B, pargali parabolik bir spline’dir ve B-spline’da veya onun tiirevlerinden
birinde siireksizlikler agik¢a goriiniir. Sadece B, siireksizdir. Digiim 6 B; tanimini
kapsayan ¢,...,t, , digim dizisi igerisinde li¢ kez gorilir. Sadece ii¢ B-Spline

stireksiz ilk tiireve sahip
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olarak gorilir B, ve B, dugim 1’de ¢,...,¢,,, dizisi i¢inde iki kez gortilir, digim
6’da B,’de (3,4,6,6)’da iki kez ortaya ¢ikar.B,’lin 1 diigiimiinde siirekli tiireve
sahiptir. Digiim dizisi (¢,,1,,t,,¢,) = (1,3,4,6) ’dir. 1’1 sadece bir kez icerir. Diger tiim
noktalarda B, fonksiyonlari en kot olasilikla ikinci tirevde bir siireksizlige
sahiptir. Ornegin [1..3] iizerinde B, yukariya dogru i¢ biikey bir paraboldiir, bu
yiizden orada ikinci tiirev pozitif sabittir. [3..4] ilizerinde asagiya dogru i¢ biikey
olup szg:ramaSDzB3 < 0’dir. Diigiim katlilig1 ve stireklilik kosulu arasindaki bu iligki

B-Spline’larin kullaniminda esastir.

4.4.3. Spline uzay1 §,

Diigtim dizisi ¢ ile k. mertebeden bir spline fonksiyonu, ¢ diigiim dizisi i¢in k.

mertebeden B-spline’larin lineer bilesimidir. Bu tiir fonksiyonlarin kiimesi §,, ile

gosterilir. Yani,
$.. = {z aB,,, : heriigina; e R}

dir. Eger ¢ sonsuz veya ¢ift tarafli sonsuz ise, bu durumda tanimdaki sonsuz toplam

problem olusturmaz ¢linkii x noktasinda ZlaiBi fonksiyonunun degeri

hesaplanirken sifirdan farkli terimler sonlu tane oldugundan hesaplama kolayca

yapilir.

Spline fonksiyonu’nun bu tanimi1 okuyucuyu spline fonksiyonlarinin tam olarak ne
oldugu konusunda silipheye diisiirmiis olabilir. Okuyucular kiibik spline’lar veya
parabolik spline’lar gibi tanimlarin daha Once anlatildi§ini ve bu tanimlarin
yukaridaki tanimla tamamen uyusmadigini sdyleyebilir. Fakat bunu tartismadan once

daha onemli bir soruyu ele alacagiz; $,,’nin tanimina gore spline’lar tam olarak
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t

-k j Jj+l
Sekil 4.7. (¢ I ,;) araliginda k .mertebeden B-Splinelardan en sol ve en sagdaki destegi

(B B B, burada sifirdan farklidir)

Jk+19 P 200

nedir yani tam olarak ne tiir fonksiyonlar $,, uzayini hazirlar.

B-spline fonksiyonlarmin ozelikleri geregi $,, c 11, ’dir. Fakat asagidaki Curry-

<k,t

Schoenberg teoremini §,, =II_, ., oldugunu sdylemektedir. Son uyari asagidaki

ardisik olma bagintisinda ortaya ¢ikan zorluklar ile ilgilidir. Ardisik olma bagintisi;

zaijk - z(a)jkaj +(1_a)jk )ajfl)Bj,kfl (425)
J J

dir. Eger t=(t,t,,...) 1se bu durumda (4.25) esitliginde soldaki toplam ;=1 ile
baglar, fakat sagdaki toplam «, , terimini igerdigi i¢in sadece j=2 ile baslar. Bu

zorlugu yenmek i¢in ¢ dizisini ¢ift yonlii sonsuz bir diigiim dizisine her hangi bir
yolla genisletmek gerekir. Bununla birlikte mevcut B-Spline’larin sayisindaki artis
spline uzaylarinida artirir. Sadece orijinal spline uzaylarimizla ilgilenildiginden daha
sonra ilave B-Spline kat sayilar1 sifir alinir. B-Spline i¢in en genis aralik belirlenir.

Bunu $,, igin taban aralik olarak adlandirilir ve su sekilde gosterilir;
I, =(.1) (4.26)

burada

{tk, egert=(t,...); } {tn+k, egert:(...,tn+k);}
r =x. . 1, = .
inf ¢, diger durumlarda sup, ¢, diger durumlarda
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dir. Pratikte diigiim dizisi sinirli oldugundan birinci ve sonuncu elemana sahiptir. Bu

durumda [, , kapalidir ve biitiin pp fonksiyonlar1 sag-stirekli yapilir.

Simdi (4.25) esitligi $,, ’nin k. mertebeden biitiin polinomlar: icerdigini gostermek

ve ayrica p € []_, 'nin B-Spline katsayilarini formiilize etmek i¢in kullanilacak.
7€ IR i¢in

(=) = 2w, (0B, (4.27)

dir. Burada
Wi (@)=, —1)t;,—7) (4.28)
dir. (4.27) ve ( 4.28)’1 kanitlamak icin ( 4.25)
tim jler o, =y, (7)
o0zel dizisi olarak ele alinsin. O halde
lj <t

icin B, #0

J+k-1

oo, +(l-o o, =y, (0@, (), — 1)+ (-0, 7))

=Vika (@)(-7)

herhangi f i¢in o, f(t,,, )+(1-w,)f(t,) ifadesi ¢, ve ¢, ’de f ile uyum
gosteren dogru denklemi oldugundan kendine esittir ve f lineerdir. Boylece tlime

varim vasitastyla,

Z Vi (T)Bjk =(- T)k_l z Vi (T)le
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elde edilir ve y,, =1 oldugundan son toplam 1’¢ esittir.

(4.27) i¢inde 7 keyfi oldugu icin §$, , bitin k. mertebeden polinomlar igerir.
Dahada fazlas1 p e[l i¢in B, cinsinden agik bir ifade kolaylikla elde edilebilir.
(k—-1)! ile (4.27) esitligi boliiniir daha sonra bu esitligin asagidaki (4.29) esitligini

elde etmek i¢in 7’ ya gore v—1 kez tiirevi alinir.

e Z—(_D)v_ iy 5o (4.29)

(k—v)! (k=11 °

J

Taylor formiilii bu esitlik i¢in kullanilirsa,

p= Z(k_),DV()

ifadesi p e[1_, i¢in gecerli oldugundan Lineer fonksiyonel As

L (=D )”w]k() o
A S = Zl D) f(@) (4.30)
olmak tizere,
Z WP By pell, (4.31)

elde edilir. (4.31) esitligi taban aralik /,,’de gegerlidir.

(B,) dizisi pozitiftir ve birin par¢alanmasimi saglar yani her bir B, (¢,.1,,,)

iizerinde  pozitiftir, [tj..tﬁk} nin dismnda  sifirdir ve [, lizerinde,
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> B, =1 (4.32)

dir.

B-spline’larin bir diger 6zelligi diigiim ortalamalart ile ilgilidir. £ >1 ve her hangi

lell_, igin,
I= Zl (t3)B),
j

Burada ¢, Greville noktalari,

[ R

tim jler 1, =-= p 1”“ (4.33)

dir. Gergekten D'y X t;,( ’da sifir olan lineer bir polinom oldugu i¢in sozii edilen

iddia (4.31) esitliginden gortiliir.

Marsden’in 6zdesligi (4.27) belirli uyarlanmis kuvvet fonksiyonlari i¢in bir B-spline

agihmi saglar. ¢, <t, <t,,,

#t =#{rt, =1} ile v<#r i¢in Dv_ll//jk (t)=0

icerisindeki r =¢, se¢cimi miimkiin oldugunca sifir olmayan terimler birakir, bu sifir

olmayan terimlerin i¢inde sadece ya ¢ ’nin tamamen soluna dogru ya da ¢ 'nin

tamamen sagina dogru destekleyen terimler toplami1 vardir. Buradan hareketle,
(-0 < (=D)"y (1)

= B,, O<v<#t, r=t, (4.34)
k=) <& (k-1

elde edilir.
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Denklem (4.34), B-Spline’1 tanimlamak i¢in kullanilan (4.19) denklemini ¢ikarmak

icin gerekli biitiin bilgileri saglar.

Teorem 4.1. (Curry ve Schoenberg): Verilen kesin artan dizi & = (&)™ ve verilen bir

negatif olmayan tam say1 dizisi v, <k, tim i'ler ile v=(v,); igin

; i
ekt k) =KXy =dimL
= i=2

n+k

olmak tizere ve ¢:=(t);"", asagidaki iki kosul vasitasiyla &’den elde edilen,

azalmayan bir dizi olur.

(1) i=2,..,] & says: ¢ i¢inde tam olarak &k —v, katl olsun.

(i) 1, <t, <...<t, <& ve &, <t <..<t

n+l — °° n+k *

Bu diiglim dizisi ¢ i¢in k. mertebe B-Spline’larin B,,...,B, dizisi H<k,§,v i¢cin
I,_, =[t-1,,] lizerinde bir tabandir. Yani 7, iizerinde $,, =TI, dir. Ispat igin

Curry ve Schoenberg [1966].

Curry-Schoenberg teoremi uygun bir diigiim dizisi ¢ i¢in bir yontem saglayarak her

hangi belli bir pp uzay [, ¢, 1¢in bir B-Spline taban yapisina imkan verir. ¢ nin

bu sec¢imi bir kirilma noktasinda (v tarafindan belirlendigi gibi) istenen diizgiinliigii
daha az diglimle daha fazla siireklilik sartlarina uyum ile o noktada uyumlu

diiglimler dizisine cevirir. Bunu yaparkende, ¢&’da siireklilik kosullarinin sayisi ile

&' daki diiglim sayis1 toplami & ’ya esit olmalidir kuralina uyar.

Boylece bir noktada £ katl bir diigiim noktas1 olmasi orada siireksizlik demektir.
Z;(k_"i) icerisindeki diigiimlere ilave olarak (&, <¢,,, <..<t <¢&) k tane

baslangic ve k tane sonuncu diigiim alinir. Bunlar keyfi olup sadece taban aralik
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[&.-4.,.] in igerisinde olmamalidir.

Bu teorem ilk & ve son £ diiglimlerinin se¢imini agik birakmaktadir. Uygun bir

se¢im v, =0=v,,, oldugundan

tl :"':tk = 517 tn+1 :"':tn+k = §l+1
olur.

& ve &,  de hicbir siireklilik sart1 yiiklemeyiz. Bu, B-Spline tabaninin sadece
[tk..tnﬂ] aralig1 iizerinde [I, . 'nin elemanlari icin gegerli bir sunum sagladig
gergegiyle tutarhdir. Yani §,, icin taban arahgmi [, . icin taban araligiyla

uyumlu yapar.

Teorem 4.1. pp fonksiyonlarin B-Spline’lar seklinde sunulmasini saglar.

Tanmm: f el ¢, i¢in B-Spline formu sunlari igerir;

(1) f ’nin mertebesini (bir pp fonksiyonu olarak) ve lineer paremetrelerin sayisin
(yani,n =kl - zl_v,. =dim][]_, . ) veren tam sayilar k ve n,

(i1) (Teorem 4.1. teoremindeki gibi & ve v den yapilanan ) artan sirada diiglimleri
iceren vektor ¢ = ()™ dizisi ve

(iii) Digim dizisi ¢ i¢in [] ’de B-Spline tabani (Bl, )7 'ye gOre f’in kat

<k,

n

sayilarinin vektorii o« = (o, )1 :

Bu ifadelerle, [7,.4,,,] iginde bir x noktasinda f’in degeri,

f0=Y B, (4.35)
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kirilma noktalari & &, & & &
stireklilik v, =0 v, Ve W v, =0
kosullarinin

sayis1

bunlara karsilik

diigiimlerdeki
katlilik k-v=k k-v, k-v, . k-v, k-v, =k
2 tk+l t2k7v2 +1 o : tn+1
sonuc¢lanan
diigiimler
tk t2k—v2 t3k—v2 -3 tn tn+k

Sekil 4.8. Kirilma noktalarina ve siireklilik kosullarina uygun diigiim katliliklarin1 belirleme tablosu
olarak verilir. Ozellikle j e {k,...,n} igin ¢/, <x<t¢,, ise budurumda

=3 B

i=j—k+1

olur. Demek oluyor ki pp formun 6nemli bir 6zelligi bir noktadaki deger sadece &

kat sayiya baghdir.

k. mertebeden bir pp fonksiyonu i¢in B-Spline formu en az 2k digliimiini
(genellikle daha fazlasini) gerektirir. Tersine k. mertebeden spline fonksiyonu & +1
diiglim noktas1 ( fakat daha az degil) gerektirir. Eger k. mertebeden bir spline i¢in

pp formu kurarsak [a.b]=[t.1,.,] aralig: lizerinde n+k adet digiim noktalar

n+k
t,,..ot,,, 1ile n+k—1 polinomsal parga ile liretiriz. Eger simdi ¢, <t, ve ¢, <t ,

ise bu durumda [a.b]=[t.1,.,] tizerinde n+k+2(k—1) digimleriyle bir spline

elde ederiz.
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f fonksiyonunu bir B formundan pp forma doniistiirmek kolaylikla basarilabilir
eger (4.35) formiiliinden stabil ve etkili bir bicimde kendisi ve tiirevleri

hesaplanabilirse /+1 farkli nokta ¢,,...,¢

> n+l

sayilar1 ile bulunur (/ belirlenir ) ve
&,..,&,, artan sirada segilir. i=1,..,/ igin D’ f(&') sayist hesaplanir ve
C,, j=1,....k olarak depolanir.

f icin pp formdan B forma doniistirme daha zordur. Cilinkii pp form kirilma
noktalarindaki f’in diizgiinliigli hakkinda kesin bilgi icermez yani bir spline
fonksiyon olarak f ’in olusturulmasi igin gerekli bilgi, diigiim noktalarindaki katlilik
giivenilir olarak elde edilemez. Fakat f’in her hangi bir sekilde belli bir v igin
H<k’§,v icinde bulundugu bilinirse uygun ¢ diigim dizisi, £ vev’den Teorem

4.1.deki gibi yapilandirilabilir.
B-spline’larin bir 6nemli 6zelligide asagidadir. Her hangi bir f €8, , icin

-\ (_D)kiv‘//fk(rj)
/%kf-=z (k—l)!

D" f(z,) (4.36)

v—1

olmak lizere ¢; <7, <t,, (tim j ler) i¢in f = z/ijk i dir.
j

Boylece
Vi igin A, [Z aijj =a,
J

olur. [lf..t;k] araligi i¢inde 7, keyfi olarak segilebilir. Ispat igin Carl de Boor[2001].

J

B forma donstiirme, [0..10] iizerinde 1,2,...,9 i¢ digimleri ile kiibik bir spline

olarak asagidaki ifadenin B-Spline formunu bulalim.
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f(x)z(x—3)(x—6)(x—9) (4.37)
i=1..,91¢n; ¢ =..=t,=0¢,, =i alalim. k=4 ve n=13 ile
t,=..=t ,=10"dur. (4.36)’da asagidaki formiiliin o6zellestirdigi durum iginde

tim j'ler i¢in 7, =¢,, almnr.

;= f(t0)+13(At = AL) £(10) 1308 AL (1,) /2 (438)

I¢ ige garpim algoritma vasitasiyla Newton formunda (4.37) sifir civarinda £ ’in
Taylor agilimi yani D'f (O)/i I, i=12,3,4 sayilart bulunur. f icin asagidaki

boliinmiis fark tablosundan,

x f(x) ldd 2dd 3dd

3
1

6 0

0 1
9 0 -3

18 1
0 —1A? -9

99 1
0 -1/ —-18
0 —1A 9

f(x)=-162+x(99+x(-18+x)) elde edilir. Bunlardan f(z,,,),f (7.2), /" (7.2)

sayilart hesaplanir. (4.38) vasitastylada ¢ ’ler hesaplanir.

=ttt ) /(-1) (4.39)

ortalama deger noktalarinda o, [ f (t;k) olarak  f degeri hesaplanir.

1/2,1,3/2,...,9,19/2  noktalarini alarak diigiimlerin sayisini artirdigimizda daha

hassas sonuglara ulasiriz ( Sekil 4.10).



62

10 —

10 -

Sekil 4.9. B-Spline katsayilar1 modeli ile fonksiyonun temsili 0..10] tizerindeki kiibik bir polinom
S ve onun B-Spline katsayilant (&), ¢, [l f (t;k) > y1 gostermektedir. % isareti ile
isaretlenen noktalar diizgiin diigim dizisi 0,1,...,10°dan gelmektedir, © isareti ile

isaretlenenler daha sik diigiim dizisi 0,1 / 2,...,10 dan gelmektedir

Bu spline fonksiyon tanimi, bir kiibik spline tanimiyla veya bir parabolik spline’in
tanimiyla tam olarak uyusmaz. Spline teorinin ilk zamanlarinda ( bkz. Schoenberg
[1946] ) k. mertebenin bir spline fonksiyonu k—2 siirekli tiirevleriyle birlikte (
sinirli veya sinirsiz ) aralik lizerinde ve yine k. mertebenin bir pp fonksiyonu
olarak tanimlandi. Diger bir deyisle Spline fonksiyon olabildigince diizgiin bir pp
fonksiyonu ifade etti. Maksimum’dan daha az diizgiinliikte olan pp fonksiyonlarinin
oldukea ilging ve yararli oldugu bulundu. Ornegin kiibik Hermite interpolasyonu
veya kiibik Bessel interpolasyonu zaman zaman kiibik spline interpolasyonuna tercih
edilir. Bazilar1 maksimumdan daha az diizglin olan bu tiir pp fonksiyonlarim
yetersiz (eksik) spline olarak ifade eder. Bunlar kath diigiim noktalidirlar. Fakat

“Spline” kelimesinin bu genislemesi tim pp fonksiyonlarmmi spline yapar.
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4.4.4. B-Spline ve spline’larin kararlh-stabil hesaplanmasi

Bu boliimde B-Spline’larin ve B-Spline lineer bilesenleri ve B-Spline serileri
incelenecek. Spline’larin integrali ve diferansiyeli lizerine ve onlarin ardisik olma

bagintis1 yardimiyla stabil hesaplamalari iizerinde durulacak.

B-Spline B, ’nin boliinmiis bir fark olarak dogrudan hesaplanmasi, g¢esitli boliinmiis

farklarin hesaplanmasi siiresince olasi1 deger kaybi nedeni ile dikkatle yapilmalidir.

Ayrica, tekrar veya katli diigiimler durumunda belli kosullar saglanmali.

Avantajli olarak B-Spline’lart kathh diiglimler i¢in higbir 06zel diizenleme
gerektirmeyen ve deger kaybina ugramayan ardistk olma bagintisi yardimiyla
hesaplamak miimkiindiir. B-Spline’lar yalnmizca bu ardisitk olma bagintisinin

kesfinden sonra uygulanabilir bir hesaplama aract oldular.

Ardisik olma bagintisi, sifir olmayan k. mertebeden B-Spline’larin x noktasindaki,

ayn1 anda olusan degerlerin {iretimi i¢in bir algoritmaya onciiliik eder.

1 1

t,<t, ve xelt.t, ] oldugunu varsayalm. x noktasinda otomatik olarak sifir
olamayan tim B-Spline degerleri asagidaki ( B,.(x) yerine tabloyu basit tutmak i¢in

B, yazariz) gibi liggensel olarak siralanir.

0 (sifir)’in bu tablodaki yeri, tabloda agik¢a belirtilmeyen (k. mertebe veya daha

azinin) diger tiim B-Spline’larin x noktasinda sifir oldugu anlamindadir.

Bu iiggensel tablo siitun siitun olusturulacak, birinci siitun bilindigi i¢in bir sonraki
stitun i¢indeki her bir deger hesaplanabilir. Elbette bir siitunun birinci ve son sifir

olamayan girisini bulmak i¢in asagidaki formiiller kullanilir.

_{1 t, <x<t,, 2 x—t, fp =X
i1 P

0  diger yerlerde L e
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Tablo 4.2. Sifir olmayan [tl...tl. +1] tizerindeki <k mertebe B-Spline larinin tiggensel dizimi

0
0
Bi—k+1,k
0 Bi—k+2,k—1
0 Bi—k+2,k
0 Bi—2,3 B s .
Bi—l,Z i—k+3,k
B, Bi—1,3
Bi,Z Bi—l,k—l
0 Bi,3 B,
0 Bi,k—l
0 Bi,k
0
0

B .., (x),...,Blj(x) sayilarint b= (br)lj vektdriine yazalim. b = (b;)lj+1 j+1
gelecek situn sayilant B, ; ()C),...,BI.J+1 (x) ifadelerini igerir, (4.21) vasitasiyla

by=b,,=01ile r=1,..,j+1 i¢in

br -1

L (1, —x)——— (4.40)

i—j+r-1 i+r i—j+r

b; = (x —l i ) p

i+r-1

olarak  hesaplanir. 55 =Xt of =t —x, s=l..,k—-1 kisaltmalarim

kullanarak (4.40) esitligi

”

r=l,..,j+1 (4.41)

" L br—l R b
b" = 5"*1J 5L 5R + r 5L 5R >
r=1,j + r—l1 rj + r

bi¢iminde yazilir. Varsaymm ¢, <t,,, (4.41) icinde paydalarin hi¢ birini sifirlamaz.
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Sekil 4.10. Dért kiibik polinom birleserek B-Spline fonksiyonunu olusturur

4.4.5. B-Spline fonksiyonunun diferansiyeli ve integrali
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g(x):(t—)c)f_I nin x’e gdre birinci tiirevi D, (t—x)]i_I :—(k—l)(t—x)i_2 “dir.

Burada D ve D, tiirev operatorleridir.

DB, (x)=([tyseees iy ]~ [tyseestinis ]) D (-=x)
=~ (k=D)([trrsnstivy |~ [tirenstia ) (= 2)
_ (k_l)[_Bi-H,k—l (x) + B (x)]

ti+k - ti+1 ti+k—l - ti

dir. Buradan

D[;ajgjk}(k—l)z;fz

(4.42)

olur. Bu gosterir ki, bir spline fonksiyon Z_; @;B,, 'nin birinci tirevi onun B-Spline

kat sayilarinin diferansiyellerini alarak basitge bulunabilir. (4.42) i¢gindeki toplamada

sinirlama yaparak kesin formiil
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s+1 a.—ao.
(Za, f"j 2 (k=1) =28, (4.43)

J=r j+k=1 " b

ar—l = 0 = as+1

seklinde elde edilir. Diger taraftan sabit aralik [,.., | ile ilgilenirsek bu durumda

s—1
[¢...4,] tizerinde Zaj L= D, aB, (4.44)

Jj=r—k+1

ifadesinden asagidaki ifade elde edilir.

s—1 —
[¢..4,] iizerinde D[Za/ jkj > (k—l)MBj,kf1
J=Er—k+2 tj+k—l _t‘/

B, Jje[r—k+2.s—1]i¢in [tz ] iizerinde 6zdes olarak sifirdir. Yani (4.43)’de

oldugu gibi ilave kat sayilar getirilmesine gerek yoktur. (4.42)’nin tekrarlanan

uygulamasi bir spline’in m . tiirevi i¢in asagidaki formiili {iretir,

D" LZ“; /kj = z a/"nHBj,kfm
J
ile

m=0 igin;

m > 0 i¢in.

olarak hesaplanir. B-Spline fonksiyonlarinin integrasyonu diisiiniildiiglinde, (4.42)

formiiliinden sunu biliyoruz
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D(Zﬁ[B,-,Mj Y A /z LB,
Bu demek Oluyor ki ziaiBik g k(ﬂz _:6'1'-1)/(441{ _ti) =aQ;, (ﬁim 1ler i(;in) veya
B, =B +a(t,, —t)/k, (tlim i ler igin) (4.45)

sartiyla zl_ BB, ., spline’min ilk tirevidir. Bu keyfi bir spline i¢in integral igindeki
bir B-Spline kat sayisinin belirlenmesini saglar ve diger tiim kat sayilar (4.45)

vasitasiyla saptanir. ziaiBi,k spline’1 i¢in en genel integral, Z:I,,BI.BI.),{+1 ile

p=ct T ltut )l iz (4.46)
_Zm J ( j+k T /k i< io,

olmak tizere verilir, ¢ ve i, keyfidirler.

Burada a.B, spline’1 sadece simirli digiime sahipse uygun sifir terimleri ilavesi
i ik

ile sonsuz digiimli bir spline olarak diisiinemeyiz. Bu oldukg¢a gereklidir; ¢linkii

siurlt birkag diigimlii bir spline genellikle sinirli diigiimlii integrale sahip degildir.
Gergekten ozel bir spline f =zraiBik icin  (4.46) igerisindeki ¢=0, i, =1 1
segerek tim i<1 ler i¢cin £ =0 ile zi BB, ., integrali yapilandirilabilir. Fakat

sonra
i=n,n+l1,.. igin ﬂizzn:a_/(t_i+k—t_/)/k
j=l

olur. Bu da sunu takip eder; eger ZT ( e ) 0 ise Z a,B, spline’1 smirh

diigiimlii bir spline’1n tiirevidir.



Diigiimlerin sinirli sayisini igeren aralik iizerinde integral ¢ <x <7  i¢in

ifadesi ile hesaplanir.
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4.4.6. B-Spline’lar yardimiyla ¢esitli fonksiyonlara yaklasim

Bu bélimde sin x,cos x,Vx, x* fonksiyonlarma B-Spline fonksiyonlar1 yardimiyla

yapilan yaklasimlar sekillerle ifade edilecek.

Sekil 4.11. f(x) = Sinx fonksiyonuna 5. mertebeden B-Spline’lar ile 20 nokta kullanilarak

[—6,+6] araliginda yapilan yaklagim
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Sekil 4.12. f(x)=x fonksiyonuna 3. mertebeden B-Spline’lar ile 15 nokta kullamilarak [—4,+4]

araliginda yapilan yaklagim
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Sekil 4.13. f(x) = Jx fonksiyonuna 4. mertebeden B-Spline’lar ile 5 nokta kullanilarak [0,4]

araliginda yapilan yaklagim

4l



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Spline fonksiyonlar1 Yaklasim teorisinde veri uydurmada, Sayisal integrasyonda,
Adi, Kismi diferansiyelde, integral denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde bir cok
degisik sekilde kullanilan ve diger yaklasim yontemlerine gore daha iyi sonuglar

veren fonksiyonlardir. Bu nedenle uygulama sahasi ¢ok genistir.

Diger interpolasyon metodlarina gore ¢ok daha fazla avantajhidir. Lagrange
interpolasyonunda goriilen c¢okca salinima miisaade etmez ve yiiksek mertebe
interpolantlar yerine belirli(ki bu istege baglidir) mertebeyi ge¢meyecek sekilde

interpolasyon saglar.

Egri uydurmada egrimizi en iyi temsil edebilme kabiliyeti en yliksek fonksiyon
sifidir. Ciinkii konkavlig1 en iyi olacak sekilde olugsmaktadir. Hesaplama teknikleri
kolayca programlanabilmektedir. B-Spline’lar bazi vasitasiyla yaklasik denklem

coziimleri hassas bir sekilde yapilabilmektedir. Bu Orneklerde goriilmiistiir.
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EKLER

Verilen bir fonksiyona, B-Spline fonksiyonlar1 yardimiyla yapilan yaklagimi gosteren

bilgisayar programi.

k=5;JHIGH=k;ARSAY=20;DELTAR=Table[0,{40}];DELTAL=Table[0,{40}];HDE
LTAR=Table[0,{40} ;HDELTAL=Table[0,{40}];HX=Table[0,{k+1}];FXX=Table[
0,{ARSAY+k-1},{2}];
a=-60;b=6;BX=Table[0,{ ARSAY+k-1},{ARSAY+k-1}];
T=Table[0,{ARSAY+2*k+1}];FX=Table[0,{ ARSAY+k-
11];COZ=Table[0,{ ARSAY+k-1},{2}];
DX=(b-a)/ARSAY;HDX=(b-a)/(NOKSAY-1);
Do[T[[i]]=at+(-k+i-1)*DX,{i,1,ARSAY+2*k+1}];
Do[If[ T[[i]]==a,u=1],{i,]1, ARSAY+2*k+1}];
DDX=(b-a)/(ARSAY +k-1);
Do[x=a+(i-1)*DDX;
Do[If[ T[[m]]<x<T[[m+1]],LEFT=m],{m,1,ARSAY+2*k}];
r=LEFT-u;

J=1;BIAT=Table[0, {k}];BIAT[[1]]=1;

Do[JP1=J+1;DELTAR[[J]]=T[[LEFT+J]]-x;DELTAL[[J]]=x-
T[[LEFT+1-J]];SAVED=0;

Do[TERM=BIATI[I]]/(DELTAR[[I]]+DELTALJ[[JP1-
11]);BIAT[[1]]=SAVED+DELTAR[[I]]*TERM;
SAVED=DELTALJ[[JP1-I]]*TERM
L{L1J};BIAT[[JP1]]=SAVED
{1, 1LJHIGH-1}];
Do[BXI[ {i},{r+n}]]=BIAT[[n]],{n, 1k} ;
FX[[{i}]I=N[Sin[x]]; FXX[[1,1]]=x;FXX][[1,2]]=N[Sin[x]]
(* Print["x=",x," BIAT(x)=",BIAT]*),
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{1, |, ARSAY+k-1}];
Print["FXX=",FXX//MatrixForm];
CC=Inverse[BX].FX;
Do[x=a+(h-1)*DDX;
Do[Hf[T[[m]]<x<T[[m+1]],LEFT=m],{m,1,ARSAY+2*k}];
q=LEFT-u;
J=1;BIAT=Table[0,{k} ]|;BIAT[[1]]=1;
Do[JP1=J+1;HDELTAR[[J]]=T[[LEFT+J]]-x;HDELTAL[[J]]=x-
T[[LEFT+1-J]];SAVED=0;
Do[TERM=BIAT][[I]]/(HDELTAR[[I]][+HDELTAL[[JP1-
11]);BIAT[[1]]=SAVED+HDELTAR[[I]]*TERM,;
SAVED=HDELTALJ[[JP1-I]]*TERM
AL1LJ,BIAT[[JP1]]=SAVED
{4, LJHIGH-1} ;HX[[ {k+1}]]=0;
Do[HX[[ {i}]]=CCl[q+1*BIATI[ill, {i, 1k} ;
Do[HXI[ {k+1 }J=HXI[ {k+1 F+HXI[ (i}, 0,1k} ;
COZI[ {h} {13117 COZI[ {h}, {2} T]=HXI[ {(k+1}11,{h,| ARSAY-+k-
1} ];Print["COZ=",COZ//MatrixForm];

GR2=Plot[N][Sin[x]],{x,-6,6} ,PlotStyle-~{Hue[0.03]} ,DisplayFunction—Identity];
GR1=ListPlot[COZ,PlotJoined—True,PlotStylesPointSize[0.05],DisplayFunction—1
dentity];Show[GR1,GR2,AxesLabel—- {"x","f(x)"} ,DisplayFunction->$DisplayFuncti

on];
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