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BOLUM 1.0KLIiD UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 1.1. (Afin Uzay)

Bos olmayan bir climle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzay1 V olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir

fidxd >V

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

(Al). VP,O,R € 4 icin f (P,Q) + f (Q,R) = f (P,R)

(A2). VP e A ve Va €V igin f (P,Q) = a olacak bicimde bir tek O € 4 noktasi
vardir [2].

Tamim 1.2. (Oklid uzay1)

Bir reel afin uzay A ve Aile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de bir i¢ carpim islemi olarak

G,y W=V —> R
n X = (X, X )
(x,y) > ()= Vi
Y iz:lxy {y (yla"'a yn)

tanimlanirsa. A’ya bir Oklid Uzay1 ad1 verilir. Eger A=R" ve V= R" alinirsa A=R" Oklid
Uzay1, Standart Oklid Uzay1 olarak isimlendirilir.

Tamm 1.3. (Uzakhk)



d:E"XE" > IR

(x,y) = d(x,9) = |

= Zn:(yi _xi)2

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E”" Oklid Uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da x, y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir.
Teorem 1.1.

E" de uzaklik fonksiyonu bir metriktir [2].

Tamim 1.4. (Oklid Metrigi)

d:E"xE" — IR

-

(x,y) > d(x,y) = |x

bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna E” de Oklid Metrigi denir.

Tamm 1.5. (A¢1)

Vx,y,z e E" igin xyz agisinin ol¢iisii

g - (v oz

Xy

COs

—

vz

dan hesaplanan @ reel sayisidir.

Tanim 1.6. (Oklid Catisi)



E" de sirali bir {P,,P,, P,....,P, } nokta n+1-lisine /R" de karsilik gelen
{PO P ,P,P,,., PP, } vektor n-lisi JR" igin bir ortonormal baz ise {P,, P, P,,...,P, }

sistemine E” in bir dik catis1 veya Oklid Catis1 ad1 verilir.

Tanim 1.7.

I < Rbir agik aralik olmak tizere,

a:l——>E",

diferansiyellenebilen fonksiyona E" de bir egri ad1 verilir. Burada 7/ — R araligina o egrisinin

parametre aralif1 tel degiskenine de o egrisinin parametresi denir.

BOLUM 2. LORENTZ UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1.



V, bir reel vektor uzayi olsun. Va,be Rve V X, Y, Z€ V igin

<,>VxV —-> R

doniistimii asagidaki 6zelliklere sahipse V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer formdur

denir [6].

1) <X, Y >=<VY,X>

2y <aXxbY,Z>=a<X,Z>tb<Y,Z>

<X,aYtbZ>=a<X,Y>+tb< X,Z >

Tanim 2.2.

<,>, V bir reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

i) Eger VveV,v#0 i¢in (v,v) )0 oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, pozitif definit

denir.

i1) Eger VveV,v#0 i¢in (v,v) (0 oluyorsa <> simetrik bilineer formuna, negatif definit

denir.

iii) Eger Vv eV,v#0 igin (v,v) >0 oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, pozitif semi-

definit denir.

iv) Eger VveV,v#0 icin (v,v) <0 oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, negatif semi-

definit denir.

v) VweV igin (v,v)=0 iken v = 0 oluyorsa <,> ya nondejenere simetrik bilineer form denir

[6].

Tanim 2.3.



V, bir reel vektor uzayi ve <,>:VxV — IR simetrik bilineer form olsun.
<> |W:WxW — IR

negatif definit olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna (,) simetrik bilineer

formun indeksi denir [6].
Tanim 2.4.

IR" iizerinde X = (x,,%,,....X,) Ve ¥ = (¥,,V,,...,,) olmak iizere

<>|, :IR"xIR" — IR

(X, Y) < XY >|, ==x, 3, %D x,»,

i=2

seklinde tanimlanan, simetrik, bilineer, nondejenere metrik tensoriine /R" {izerinde Lorentz
Metrigi denir [6].
Bundan sonraki gdsterimlerde aksi belirtilmedikge <,> sembolii <,> | , anlaminda

kullanilacaktir.
Tanim 2.5.

R" tizerinde Lorentz Metiriginin tanimlanmasiyla meydana gelen {]R "< > } ikilisine n-

boyutlu Lorentz Uzay1 denir ve L' ile gosterilir.

Tanim 2.6.

X = (x,,X,,...,x,) € L" olsun.
<X ,)? > <0 ise X e time-like vektor,

<X,X > >0ise X e space-like vektor



<X,X> =0ise X enull veya light-like vektor
<X,X > <0ise X e nonspace-like vektor denir [6].
Tamm 2.7.

L", n-boyutlu Lorentz uzayi ve P € L" olsun. P noktasindaki biitiin light-like (null)

vektorlerinin climlesine light-like koni (null koni) denir.

Tanim 2.8.
L", n-boyutlu Lorentz uzay1 ve X,Y € L" olsun.
<X,Y>=0

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlaminda diktirler denir [6]

Tanim 2.9.

X e " i¢in X vektoriiniin normu diye;

7= Jl<x.%>1

olarak tanimlanan || . H |L reel gergel sayisina denir [6]

Aksi belirtilmedikg:e" . H sembolil || . H |L yerine kullanilacaktir.
Teorem 2.1.
X e L" olmak lizere;

i) \\X” > 0dir.

if) H)?H >0 < X bir null vektordiir.



2 -

iii) X bir time-like vektor ise H)? =—<X,X>

iv) X bir space-like vektor ise H)? H2 =< X, X>

dir [6].
Teorem 2.2.

L", n-boyutlu Lorentz uzayinda iki time-like vektér X , ¥ olsun.

Eger X, Y vektorleri ayn1 time konide ise

<X,Y >= —H)? HHY Hch(o
olacak sekilde X veY arasinda hiperbolik a¢1 diye adlandirilan bir tek ¢ > 0 sayis1 vardir [1]
Tanmm 2.10 (Vektorel Carpim)
X = (x,%5,%5), Y= (1, V,,V5) € L’ olmak iizere,
Al Dxr - 1
()?,)7) —>)?A‘LI7:( —(X,03 = X305) s X3V, =X, V5 5 X[V, — X, ), )

seklinde tanimli A |L operatoriine L * de Lorentz anlaminda vektdrel carpim denir. Bu tanimi

matris formunda;

—€ & &
X A|,Y =det |x, x, x
A Yo V3

seklinde ifade edebiliriz [6].



Bundan sonra aksi belirtilmedikge /\| , yerine A ifadesini kullanacagiz.

Teorem 2.3.
A:DPxL — I olmak iizere VX,Y,Z € L’ i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir.

1) <X AY,Z>=det(X,Y,Z),
2) ()?AY)AZ:<)7,Z>)?—<)?,Z>I7
3) <X, XAY>=0,

4) <Y, XAY>=0
Teorem 2.4.

Her U,V € L’ olmak iizere asagidaki ifadeler gegerlidir.

1) U space-like ve V time-like vektor ise U AV space-like
2) U space-like ve V null vektor olmak tizere

a) <U,V >=0 ise U AV null vektor,

b) <U,V >#0 ise U AV space-like vektordiir.
Tamm 2.11.

M, bir C* manifold ve M iizerinde vektor alanlarinin ciimlesi y(M) ve reel degerli

fonksiyonlarin halkasi da C” (M, R) olmak iizere,
<> y(M)x y(M)—> C”(M,R)

doniistimii

1)2-lineer
2)Simetrik
3)VX € y(M) i¢in < X,Y >=0=Y =0 dir. Ozellikleri saglaniyorsa;



<,> doniisiimiine M tizerinde metrik tensor denir.

Tanim 2.12.

M bir C” manifold ve <,> de M {izerinde sabit indeksli metrik tensor olmak tizere (M,<,>)

ikilisine bir Yari-Riemann Manifoldu denir [6].

Tanim 2.13.

(M,<,>) bir Yari-Riemann manifoldu olsun. Eger boy M >2 ve indeks M =1 ise (M,<,>)

ikilisine bir Lorentz Manifoldu denir [6].

Bundan sonra Lorentz manifoldu M ile gosterecegiz.

Tanim 2.14.

J : M — M inclusion déniisiimii olmak iizere, J*(<,>), M fiizerinde metrik tensor ise M ye

M nin Lorentz Antimanifoldu denir [6]
Tanim 2.15.

a < L" Lorentz Uzayinda bir egri olsun. « egrisinin hiz vektorii o olmak iizere,

i) <a',a ><0 ise, a(s) time-like egri,
ii) <a ,a >>0 ise, «(s) space-like egri,

iii)y< a',a >=0 ise, «(s) null egri olarak adlandirihr [6].

Bu tanima gore Ha” =+1 isea egrisi birim hizl1 time-like egri olacaktir. Aksi belirtilmedikce

egriyi birim hizli time-like egri olarak alacagiz.



BOLUM 3. E", n BOYUTLU OKLID UZAYINDA BERTRAND
EGRILERI

Tanim 3.1.

E" de M, N egrileri, sirastyla (I,a ) ve (I,B ) koordinat komsuluklar ile verilsin. Vs € [ igin

a(s)e M, B(s) e N noktalarnda M ve N nin {V, (s),7, (s),...,V, (s)} ve
{Vl* ($),V,7(8),, V. (s)} Frenet r- ayaklilar verildiginde {Vl ).V, (s)} lineer bagiml1 ise

(M,N) egri ciftine bir Bertrand egri ¢ifti ad1 verilir [2]

Tanim 3.2.

E" de yay uzunluklu bir egri M ve bu egrinin Frenet r- ayakli alani {Vl ($),V,(s),....V, (s)}

olsun. Bu taktirde

dv.
d_slzzk”Vj’ DL =12 (3.1)
i=1

olmak tizere

av,
kij :<X’VJ (S)> (32)

Seklinde tanimlanan fonksiyonlara M egrisinin yiiksek mertebeden egrilikleri ad1 verilir [3] .



Teorem 3.1.

M, E" de (I,a ) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olsun. M egrisinin o, (s) noktasindaki

Frenet r- ayakli alan1 {V1 (), V,(5),....V, (S)} olmak tizere

D) Vi ($)=ku(s)V,(s)
i) V,(s)=k Vi ki (S)V,41.(5) (3.3)

i)V, (5) =2, 26, 1Ky (5)V, 4 (5)

i(i-1)

dir [3].

Teorem 3.2.

E" de (M, N) Bertrand egri ¢ifti verilsin. M ve N sirasiyla, (I,a) ve (I,8) koordinat komsulugu

ile verilmek tlizere Vs € I igin

d(a(s), B(s)) = sabit

dir [3].
Ispat:
! Y
Va(s) ACH
als) = B(s)
(sekil 3.1)

sekil I den dolay1



B(s)=a(s)+ AV,(s) (3.4)

yazilabilir. M ve N egrilerinin a (s) ve B(s) noktalarindaki Frenet r- ayaklilari, sirasiyla
V. (5),V,(8),.. V. (5)} ve {Vl* )V, (5),..., V. (s)} dir. Béylece M nin yay parametresi s, N
nin yay parametresi s olmak iizere

ds”
5

V. (5) = 1= Ay ()4 ) + 2 (602 () + Ay ()7 (5)
dir. O halde,
(1 ©)72())=0
oldugundan
A(s) = sabit
Vs el olur. Ayrica

d(a(s), B(s)) = |B(s) ()]
= Ao

=.|/1 , Vsel

= sabit

olur.

Teorem 3.3.

M ve N sirastyla, (I,a) ve (I,B) koordinat komsuluklar ile verilmis Bertrand egrileri olmak

lizere bu egrilerin vektdr alanlari arasindaki aginin 6l¢timii sabittir, [3] .



Ispat:

M ve N’ nin Frenet r- ayakli alanlart sirasiyla {V1 (), V,(5),....V, (s)} ve

{Vl* (), V," (s),.., V. (s)} olsunlar. Bertand egri ¢ifti tanim1 geregince V,” L V, dir. Bdylece

V) eSpl,. VsV, )

dir. O halde
Vi=al; (' n)=aq
2
dir. Buradan
dv' & da, dv.
L= (— +a —~ (3.5

yazilabilir. Eger Tanim 3.2 ve teorem (3.1) gdz Oniine alinirsa, sirasiyla

dv’
dsl =Zl:k§].Vj (3.6)
f
ve
dV* * *
o=k, (3.7)

yazilabilir. Bu takdirde

v,

ds

I,

Ve



avy

ds

/v, (3.8)

elde edilir. Teorem 3.1 ve (3.5) denklemi g6z Oniine alinirsa

=D (—V, + a,(k,Vy) +ay(ks,Vy =k V) + ot a, k) Vi)

da
=—LV, +(a,k,, +ask, )V, +...
ds

bulunur. (3.7) ve (3.8) denklemleri ele alinirsa

da,
ds

=0

bulunur. Bu ifade eder ki a, = sabit tir. Eger V, ve V," arasindaki aginin dlgiisii € ise

tir. Simdi a(s) ve B(s) nm sirasiyla egrilik fonksiyonlar1 k,,,k,; ve k,, ,k,, arasindaki

bagintty1 bulalim. (3.4) denklemi g6z Oniine alinirsa

dp dpds’ dA N

—=———=1+ )W, +(—+ )V, + 1) k, x.

ds ds ds ( 2 (ds 2 JZ_;‘ 2
yazilabilir.

ﬁzo ve k,, =0

ds



oldugundan

Vl* :d_s*(l + ﬂ’kZI)Vl +d_s*;tk23V3
ds ds

olur.
Vi=aV, +a,V,+..+aV,

oldugu g6z 6niine alinirsa

a, =1+ Ak, )d_s* (3.9
ds
a, = Ak, d_s* (3.10)
ds

elde edilir. Bu son iki denklem oranlanirsa

1+/1k21:ﬂ 3.11)
Ak a, .

bulunur. (3.9) ve (3.10) denklemlerinde A yerine -A yazilirsa, S(s”) i¢in asagidaki bagintilar

elde edilir.
a = (- ik, ) - (3.12)
ds
a, ==k, a;g (3.13)
s
Eger (3.12) ve (3.13) denklemeleri oranlanirsa
1- Ak,
My 4 (3.14)
- Ak,,  a,

bulunur. Boylece (3.11) ve (3.13) bagmtilari iki egrinin Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve

yeter sartlardir.



Teorem 3.4. (Manhiem’in Teoremi)

M ve N, E" de iki Bertrand egri ¢ifti olsunlar. P ve P” noktalar1 (M,N) nin karsilikl1 iki
noktasi olmak lizere 4, ve A, bu noktalarin egrilik merkezi ise

L I N

[PA] [P

orani sabittir [4]
Ispat:
Eger (3.9) ve (3.12) denklemleri g6z 6niine alinirsa

(14 Ay, Y1 — 23, )=a? (sabit) (3.15)

dir. g ve g" egrilik yarigaplar1 olmak tizere asagidaki bagmntilar yazilabilir.

. 1 =2k, +1 1
I3 AOH=—2,+g=—/1+E:% , ||PAO||=g=Z,
HP*A:H:g*:é ve HPA:H=/1+g*:/1+é:%

Boylece ¢ift oran

—dky, +1 Ak, +1

Pral fpral_[pal fea] kK
|Pa| |pa| lPA] |Pra) L L

12 12
Pral lpa]

(= 2k, +1)- (2, +1)

|Pa.]  pac]



dir.

ky, ==k, ve kj,=-k,

oldugundan
P4 P A
‘”PA "H N ‘HPA* =(1+ Ak, )(1 - /Uf;)

yazilir. Bu son denklemle birlikte (3.15) denklemi géz oniine alinirsa

Pl i
|PA.] P4

=a]  (sabit)

bulunur. Bu ylizden yukarida bahsedilen ¢ift oran stireklidir.

Tanim 3.3.

M E" de bir egri ve bu egrinin birim teget vektor alan1 V; olsun. x € x(£")bir sabit birim

vektor alani olmak iizere peM i¢in

<V1,x>‘p=cosq)=sbt, (p¢%

ise M egrisine E" de bir egilim ¢izgisi, ¢ ag¢isina M nin egilim agis1 ve Sp {x} uzayina da M

nin egilim ekseni denir [2]

Tanim 3.4

M c E" egrisi (I,a. ) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € [ i¢in a(s) € M noktasinda M nin

1. ve 2. egrilikleri k,(s) ve k,(s)

olmak tizere



ki (s)
k,(s)

H:I—>IR,  H(s)=

seklinde tanimlanan fonksiyona M nin s noktasindaki 1. harmonik egriligi denir [2]

Tanim 3.5.

M, E" de (I,a ) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri ve bu egrinin birim teget vektor alani

V; olmak tizere

H :I—>IR

1
Vl [Hi—l ] + Hi—2ki(i+l) }—

k(i+l)(i+2)

1<i<n-2

9

seklinde tanimli H; fonksiyonuna M nin i. mertebeden Harmonik egriligi denir [2]

Teorem 3.5.

E" de M ve N, sirasiyla (Ia ) ve (I, #) koordinat komsuluklari ile verilen Bertrand egri ¢iftleri

olsunlar. Oyle A, p sabitleri i¢in
ﬂ(k23 +ko )+ /1(]{12 + ki) ): 0
dir. Burada k,,,k,, ve k;,,k;, sirasiyla o ve B nin egrilikleridir [3].

Ispat:

(3.11) ve (3.14) denklemlerinde



a“ g,

a,

oldugu g6z Oniine alinarak

pkyy —Aky =1
(3.16)
phyy + Ak, =1
ve
1=k =—pks
(3.17)

—pky — Ak, =1

son iki denklemden asagidaki lineer bagint1 bulunur.
pilleyy + k3 )+ Alky, + 5y )=0

Teorem 3.6

M, E" de (I,a ) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve bu egri i¢in k,, #0, k,, =0

olsun. M nin bir Bertrand eslenigi vardir.
A+ 1=
dir. Burada A, u sabitlerdir [4].

Ispat:



(:>) :Kabul edelim ki M nin Bertrand eslenigi N olsun. Oyle ki N egrisi (I,B) koordinat

komsulugu ile verilsin. Bu takdirde bir A sabiti vardir. Oyle ki

B(s)=als)+ AV, (s)

dir. Her iki tarafin da diferansiyeli alinirsa

‘fi—ﬂzm + Uk V, + by + V) (3.18)
A)

yazilabilir. Boylece

ap ds
ds* ds

=1+ ey WV, + Ak,

. d
4 :XS* ) [(1 + ﬂ’kZI)Vl + /1k23V3]

bulunur.
<V17V1*> =4, <V35V1*> =dj

oldugundan

)

_al

<V1:V1*>:(1+ﬂ*k21

%

<V3’Vl*> = Ak, ﬁ

:a3

*

elde edilir. Hipotezden dolay1 k,, # 0 oldugundan

1+ Ak,  a,

Ak, a,



a,

— Ak, — Ak, =1
2]
pky + Ak =1

elde edilir.

(<): Simdi kabul edelimki k,, = 0 ve A, u sabitleri igin

Ak, + k=1
olsun.
B(s)=a(s) + AV, (s)
yazilabildigini biliyoruz. Boylece (3.18) denkleminden

ap _da , dv,
ds ds ds

=V + /’L(kZIVI + k23V3)

% = (1 + /Uczl )Vl + ﬂkz3V3 = (1 - /Uflz )Vl + /U‘23V3

ds
dir.

1=k, = pkys
den dolayz,

ap
E:ﬂkal + Aky Vs :k23(ﬂVl +/1V3)

MV, + 1V3)

V. :L(
|k23|‘\/ Ay’



olur. Eger

1

olarak secilirse

Vi =Fp(ul, + AVy)

Ve

olur. Burada

dav.
d_sl:klez

yerlerine yazilirsa

'ds*

dv, dv,
—+ 1
ds ds
dav.
ve =k,V, +k,V,
s

= $80[/”]"12[/2 + Z(k32V2 + k34V4 )]

ds ds”

ds

elde edilir. Eger k,, =0 oldugu goz oniine alinirsa

kLV, =+

d.
dS* § (IUkIZ + Ak, )Vz
S

bulunur. Diger taraftan,

dp _dp ds
ds* ds ds”
yo_dB_ds

Yds dst

(3.19)



ds 1 o

ds” |dB| [y
ds

elde edilir. (3.19) denkleminden dolay1

P | 1 )
V) = . Ak V.
2 +k1*2 |k23| o (ﬂklz + 32) 2
2
Vi =7 (/Uklz + Ak, )80 v,

yazilir. Bu yiizden V, ve V, lineer bagimlidir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.7.

M, E" de (I,a ) koordinat komsulugu ile verilen bir egri olsun. Eger M egrisi, birden fazla

egim egriligine sahipse, bu egriligin 1. harmonik egriligi olan H, sabittir [4]

Ispat:

Kabul edelim ki M egrisinin Bertrand eslenikleri N ve N* olsun. Sirasiyla N ve N* (L") ve
(La™") koordinat komsulugu ile verilsin ve bu egrilerin birinci ve ikinci egrilikleri sirasiyla
k12, k23 veE k12* . k23* veE k]z* *, k23* ) olsunlar.

o nin bir Bertrand eslenigi o oldugundan teorem 3.6 den dolay: A ve p gibi iki sabit vardur.

Oyle ki

/1k12 + /szs =1

. . (3.20)
— Ak, — phyy =1

dir. o nin bir diger eslenigi o oldugundan ayni sekilde u, v sabitleri vardir. Oyle ki



uk,, +vk,, =1
12 * 23 * (3.21)
—uk,, —vk;; =1
dir. (3.20) ve (3.21) denklemlerinden

ky, = ; — 2 (sabit)
v — pu

k=27 (sabit)
Av —

elde edilir. Bu nedenle,
k
H, =—% (sabit)

olur. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 3.6.

M, E” de (I,a ) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve bu egri i¢in k,, #0, k,, =0

olsun. M’nin bir Bertrand eslenigi vardir.
Ak, + pik ;=1

dir. Burada 4, i sabitlerdir [4]

Ispat:

(:>):Kabul edelim ki M nin Bertrand eslenigi N olsun. Oyle ki N egrisi (I,B) koordinat

komsulugu ile verilsin. Bu takdirde bir A sabiti vardir. Oyle ki



B(s) =als)+ AV, (s)

dir. Her iki tarafin diferansiyeli alinirsa

Ocll_ﬁ:Vl +ﬂ(k21V1 +k23 +V3)

S

yazilabilir. Boylece

dp ds*
dsﬂ* : ;S = (1+ Ak, W, + Ak V,
Vl* :% ) [(1 + /U(zl )V1 + ;tk23V3]
s
bulunur.

v )=a, (h')=a,
oldugundan

. d.
<V1,V1 >:(1+/1k21)gs*:a1

ds

*

<V3 ’ V1*> = Ak,

:a3

elde edilir. Hipotezden dolay: k,; # 0 oldugundan

1+ 4k, _a;
Ak, a,
DD kg — Ak =1

a,

(3.22)



pkyy + Ak, =1
elde edilir.

(<): simdi kabul edelimki k,, = 0 ve A, u sabitleri igin

Ak, + k=1

olsun.

B(s)=a(s) + AV, (s)
yazilabildigini biliyoruz. Boylece (3.22) denkleminden

%:d_a_Fﬂde
ds ds ds

=V + ﬂ’(kZIVI + k23V3)

‘;_ﬁ = (14 Ay, W, + 2k Vy = (1= 2k, WV, + Ak Vs
S

dir.

1=k, = pkys

den dolayz,
d
d_lf = pkyVy + Ak Vy = ko (,UVl + AV, )

4 (¥, +213)

. ks
|k23 NZZ + o’

olusur. Eger,



1

- = ((O
'ﬂZ + 12
olarak secilirse

V' =Fp(ul, + AVy)

Ve

dVl*_$ dv, +/1dV3
ds LA ds ds

olur. Burada

dv, dv.
—L=k,V, ve 2
ds ds

= kssz + k34V4

yerlerine yazilirsa

avy’ _dvy ds’

ds ds* ds :%@[ﬂklez + /I(k32V2 + k34V4 )]

elde edilir. Eger k,, =0 oldugu goz oniine alinirsa

se  — ds
klez :+E'<§O'(ﬂk12 +/1k32 )Vz

bulunur. Diger taraftan,

dp _ﬁ. ds
ds* ds ds”
o 4B s

Y ds dst

(3.23)



ds _ 1 _®
ds' |dB| |ky|
ds

elde edilir. (3.23) denkleminden dolay1

. 1 1 )
VvV, = . Ak W
2 +k1*2 |k23| © (ﬂk12+ 32)2
2
V;zi(ﬂku:’ﬂkaz)@ v,
k12'|k23|

yazilir. Bu yiizden V, ve ¥, lineer bagimlidir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.8.

E" de (M, N) sirasiyla (I,a. ) ve (I, 8 ) koordinat komsuluklari ile verilen Bertrand egri ¢iftleri,
V, ile V" arasindaki ac1 6 ve M egrisinin birinci harmonik egriligi H; olsun. Eger k34=0 ve
H,=tanf ise M genel bir helistir [3].

Ispat:

{a,a*} Bertrand ¢ifti olmak lizere 6 agisinin sabit oldugunu V" =a,V, + a,V; ve
a, =cos @ oldugunu biliyoruz. O halde V" bir birim vektor alani, a, =sin@ olur.

Boylece
V" =cos@V, +sin 6V,
dir. Ayn1 zamanda

H, =tand

ya da



ki sin @

ky, cos@

k,, cos @ =—k,, sin @ (3.24)

dir. Kabul edelim ki V1*=X olsun. Bu takdirde

dav.
d—X=c0s6’ﬂ+sin6’ 3
ds ds ds
aX

—o oS Ok, V, ) +sin O(k,V, + k,,V,)
S

k,, =0 kullanilarak

i[—f:cosﬁ k,V, +sin@ k,V,

yazilabilir. (3.24) denkleminden

CZ—X:cosﬁ k,V,—sin@ k,V,=0
s

elde edilir. Boylece X=sabit ve
(x.V,)=(r.1,)=cosO

sabittir ayrica Sp {Vl* } bir egim eksenidir. Bu ifade eder ki a bir genel helistir.



BOLUM 4. L" LORENTZ UZAYINDA BERTRAND EGRILERI

Tanim 4.1.

IL", n-boyutlu Lorentz uzayinda M ve N iki time like egrisi sirasiyla (I,a ) ve (I,B) koordinat

komsulugu ile verilsin. M ve N nin Frenet r- ayakli alanlari sirasiyla {Vl ($),V,(8),....V, (s)} ve

{Vl* ).V, (s),...,V." (s)} olsun. Eger {V2 (5),V, (s)} lineer bagimli ise (M,N) Bertrand egri

cifti olarak adlandirilir.

Tanim 4.2.

L" de, (I,a ) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri M olsun. Bu egrinin frenet vektor

alani {V1 (), V,(8),....V, (s)} olsun.

dr(s) _s k(W (s)  1<ij<r (4.1)

olmak tuzere

g (s)> (4.2)

ile tanimlanan fonksiyonlara M nin yliksek mertebeden egrilikleri ad1 verilir. Agiktir ki

kij(s):_kji(s) (l<])



dir [5].
Teorem 4.1.

M, IL" de (I, a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri ve bu egrinin ¢(s) noktasindaki

Frenet r- ayakli alan1 {¥,(s),7,(s),....7.(s)} olsun. Bu takdirde

nr, (S) =k, (S)Vz (S)’
mr, (S) =&,6 k) (S)Vi—l (S) + ki(i+1)(S)Vi+1 (S)a (4.3)

111) V'r (S) = 8r—2 gr—lkr(r—l) (S)Vr—l (S)
dir [5].
Tanim 4.2.

a(s) ve Bls*) L' de2 diizenli time-like egrisidir. {¥;(s).V, (s)..... V. (s)} ve

{Vl* (s* ), Vi(s)V, (s* )} sirasiyla bu egrilerde frenet-r ¢atisidir.

Eger V, (s) ve V, (s) lineer bagimliysa a(s) ve ,H(s*) Bertrand Egrileri olarak adlandirilir.
Teorem 4.2.

L" de (M,N) Bertrand cifti sirasiyla (I,) ve (I, ) koordinat komsuluklariyla verilmek tizere
a(s)e M ve p(s)e N igin

d(a(s), ,B(s* )): sabit, Vsel

dir [5].

Ispat:

Eger Tanim 4.1 g6z oniinde bulundurulursa



Bls”)=als)+ (s, (s) (4.4)
yazilabilir. Boylece (4.4) denkleminden

By (s)+ 2y (s)+ a(s) 2 4.5)
ds ds

V(s
L (s) s

elde edilir. Son denklem ve Teorem 4.1 dikkate alinirsa
* d *
4 (s)% = (L4 A(s)eo ks ()W, (s)+ 2 ()15 () + Als ey (V5 (s)  (46)

bulunur. Son denklemin her iki tarafinin V, (s) ile i¢ carpimui yapilirsa,

A(s)e, =0
ve

A(s) =sabit
elde edilir. Boylece

d(a(s), B(s)) = ||,B(S)— a(s)” = ||A(SX| = sabit

olur.

Teorem 4.3.

L" de (M,N) time like Bertrand egri ¢ifti olsun. M ve N sirasiyla (I, a) ve (I, ,B) koordinat
komsuluklariyla verilsin. M ve N nin karsilikli noktalardaki teget vektor alanlari arasindaki

agmin Slgiimii sabittir [5].

Ispat:



M ve N nin Frenet r- ayakli alanlari sirastyla {7, (s),7, (s).......7. (s)} ve

{Vl* (s* ), Vi (s)nV, (s* )} olsun. Eger <V1 (s) 7, (s* )> i¢ carpiminin tiirevini alirsak,

L ) = (6 ) + <V1 (5277 5" )di>

ds ds

S AOAOYAS EXAOY AT A E
elde ederiz. Bu yiizden;
(r(s)77(s”)) =sabit
dir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 4.4.

M ve N, IL" de sirastyla (I, ) ve (I, 8) koordinat komsuluklariyla verilmis time like egriler

olsunlar. (M,N) Bertrand egri ¢iftidir gerek ve yeter sart,
2 (5 Yy () + 2, (s ey (5) = 1

dir, burada 4, ve A, sabitlerdir.

Ispat:
(=) 1k olarak kabul edelim ki (M,N) Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu takdirde
Bls*)=als)+ Als s (s)

yazilabilir. Bu takdirde (4.6) denkleminden



1) = 1 6) 2N (W5 b (7 D5

{1+ ey (VW) s (MW ()1 @7)

i¢in {V2 (s).v; (s)} lineer bagiml oldugundan
V'=g,cosh@ V, +¢&,sinh@ V, (4.8)
yazilabilir. O halde (4) ve (5) denklemlerinden

ds

g,cosh@ = (1+ &, Ak, )F (4.9)
&,sinh @ = Ak,, ﬁ (4.10)
ds

elde edilir. Bu son iki denklemden

ds
&, cosh @ - (1 +&0& Aky, )7*
&, sinh @ Ik, ds
ds

4.11)

bulunur. Eger

_g,coshd
&g, sinh @

alirsak,

clAk,, =1+ ¢&,¢6,4k,,
(4.12)



clk,, = g,6 Ak, =1

elde edilir. Eger

A =—&,6,4
ve

A, =cA
secilirse

Ak, + A,k =1
elde edilir.

(<) Agikga gosterilir ki V,(s) ve ¥, (s*) lineer bagimlidir. Simdi, eger a(s) ve ﬂ(s*)

egrilerinin yerlerini degistirirsek
als)=Bls")- v (s") (4.13)
yazabiliriz. Bundan da sunu ¢ikaririz;

dafs) _ dﬂ(i )ds' 2(s) 2 4 14)
ds ds” ds ds” ds

ds”

o), ds” N
Vl(S)z(l_/lgOglkZI)Vl %_ﬂkzsl/a g

ve

Vi(s)=g,cosh® V" +&,sinh@ V; (4.15)

dir. Son iki denklemden sunu elde ederiz ;



ds”

g,cosh@=1- g ek, =— (4.16)
ds
¢, sinh 0 = -k, - (4.17)
ds
ve
. \ds”
g,coshd (1 ~ &84k )E @.18)
&g, sinh @ . ds” '
— Akyy ——
ds
elde edilir.

Teorem 4.5. (Schell’in Teoremi)

(M,N), L" de (I,&) ve (I, 8) koordinat komsuluklar1 ile verilmis Bertrand egri gifti
olsunlar. Bertrand egrilerinin karsilikli noktalardaki yiiksek mertebeden k,, ve k.,

fonksiyonlarmin ¢arpimi sabittir [5]
Ispat:
(4.10) denklemi ile (4.16) denklemini taraf tarafa ¢arparsak bulunur. Buradan

)
ey =S8 _ abit

A(s)
sonuglar1 elde edilir.

Teorem 4.6 (Manhiem’in Teoremi)



(M,N), L" time like bir Bertrand egri ¢ifti ve M ve N nin koordinat komsuluklar1 sirasiyla,
(I, a) ve (I, p ) olsunlar. Eger time like Bertrand egrilerinin karsilikli noktalar1 P ve P, bu

noktalardaki egrilikleri ise A, A iseler
|P4] |pra]
Z oy
orani sabittir [5]
Ispat:
(4.9) ve (4.16) denklemlerinden
(1+ &,6,Ak,, )(1 - A&, k5, ) = ¢ cosh’ @ = sabit

oldugu goriiliir. Boylece g egrilik yarigap1 olmak iizere

&€, Ak, —&y€,

Jp a2 - - B
_ g fofl |
PA|=g==" (4.19)

=g =5

12

o . £,&, Ak +g.6
=g = aor s Bt

dir. O halde ¢ifte oran, (4.19) denklemi g6z oniine alinirsa

Ak, — €48 £,
Ak w
”PA” ' HPA*H €081 2k + 88

k12 kl*z



= (1 + ﬂ*goglkl*z Xlgoglklz - 1)
=—(1+ Ag,&,k,, )(1 — Agy& ky, )

=sabit

elde edilir.

Teorem 4.7

(M,N), L" de (I,&) ve (I, 8) koordinat komsuluklari ile verilmis time like Bertrand egri
¢ifti olsunlar. M ve N nin egrilikleri sirasiyla k,,,k,, ve k;,,k,, olmak iizere A ve p sabitleri

icin
pilleyy — 1% )+ 08,2k, + Ky )= 0

yazilir [5].

Ispat:

(4.11) ve (4.18) denklemlerinden dolay1

ds
&,cosh@ 1+ 85,2k, )7 .
T~ = 7 = sabit
&, sin kB
ve
L \ds®
&,cosh@ (1 ~Agika )7 :
: = - =sabit
&, sinh @ ds

) i
23 dS



oldugunu biliyoruz. Eger

_&coshd
&,sinh @

olarak alinirsa

,Ukzs + ‘C“Oglﬂ’ku =1
Y]

tky, —&,6,Ak); =1
elde edilir.
Boylece son iki denklemden dolay1
plley, =k )+ 808,k + K7 )= 0
dir.

Teorem 4.8

M, IL" (I,0) koordinat komsulugu ile verilmis time-like bir egri olsun. Eger M birden fazla

Bertrand egri ¢iftine sahipse M nin birinci. harmonik egriligi A, sabittir [5]
Ispat:

Kabul edelim ki " de M nin bir Bertrand eslenikleri M" ve M" " olsunlar &yle ki, sirastyla M

ve M 1n koordinat komsuluklar1 da (I,a*) ve . (I,a**) olsunlar. Ayrica bu egrilerin birinci ve
ikinci egrilikleri sirasiyla k,,k,;,k,,,ky, ve k5 ,k,; olsunlar.

M nin Bertrand eslenigi M" oldugundan, Teorem 4.4 ve Teorem 4.7 den dolay1

ey + &y8, 2k, =1



(4.20)

pkss + g6, k), =1
dir. Benzer sekilde M nin diger bir eslenigi M™* olmak iizere
uk,, +&,6,vk,; =1
(4.21)
—uk); +&,6Vky, =1

dir. Oyle ki burada u, v sabitlerdir. Béylece (4.20) ve (4.21) denklemlerinden

v—u

k, =————— =sabit
" 5051(/1"_/‘”)
ky = A= = sabit

Av — 1

elde edilir. O halde harmonik egrilik

k .
H, = g,&, —* = sabit.
23

dir.
Sonug 4.1.

Bir time like egrinin birden fazla Bertrand eslenigi varsa, bu egri genel bir helistir [5]
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