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BÖLÜM 1.ÖKLİD UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR 

 

 
Tanım 1.1. (Afin Uzay) 

 

Boş olmayan bir cümle A ve bir K cismi üstünde bir vektör uzayı V olsun. Aşağıdaki 

önermeleri doğrulayan bir  

 

VAxAf →:  

 

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmiş bir afin uzay denir.  

 

(A1). ARQP ∈∀ ,,  için f (P,Q) + f (Q,R) = f (P,R) 

(A2). AP∈∀  ve V∈∀α  için f (P,Q) = α  olacak biçimde bir tek AQ∈  noktası 

vardır [ ]2 . 

 

Tanım 1.2. (Öklid uzayı) 

 

Bir reel afin uzay A ve Aile birleşen vektör uzayı da V olsun. V de bir iç çarpım işlemi olarak 

 

RVxV →〉〈 :,  

 

         ∑
= ⎩

⎨
⎧

=

=
=〉〈→

n

i n
ii yyy

xxx
yxyx

1 1

1

),...,(

),...,(
,),(  

 

tanımlanırsa. A’ya bir Öklid Uzayı adı verilir. Eğer A=Rn ve V= Rn alınırsa A=Rn Öklid 

Uzayı, Standart Öklid Uzayı olarak isimlendirilir. 

 

Tanım 1.3. (Uzaklık) 



 

 

 IRxEEd nn →:  

                       ∑
=

→

−==→
n

i
ii xyxyyxdyx

1

2)(),(),(  

 

olarak tanımlanan d fonksiyonuna nE  Öklid Uzayında uzaklık fonksiyonu ve d(x,y) reel 

sayısına da nEyx ∈,  noktaları arasındaki uzaklık denir. 

 

Teorem 1.1. 

 
nE  de uzaklık fonksiyonu bir metriktir [ ]2 . 

 

Tanım 1.4. (Öklid Metriği) 

 

IRxEEd nn →:  
→

=→ xyyxdyx ),(),(  

biçiminde tanımlanan d fonksiyonuna nE  de Öklid Metriği denir. 

 

Tanım 1.5. (Açı) 

 

nEzyx ∈∀ ,,  için 
∧

xyz  açısının ölçüsü 

→→

→→

〉〈
=

yzxy

yzxy ,cos θ  

dan hesaplanan θ  reel sayısıdır. 

 

Tanım 1.6. (Öklid Çatısı) 

 



 

nE  de sıralı bir }{ nPPPP ,...,,, 210  nokta n+1-lisine nIR  de karşılık gelen 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ →→→

nPPPPPP 02010 ,...,,  vektör n-lisi nIR  için bir ortonormal baz ise }{ nPPPP ,...,,, 210  

sistemine nE  in bir dik çatısı veya Öklid Çatısı adı verilir. 

 

Tanım 1.7. 

 

RI ⊆ bir açık aralık olmak üzere,  

           ,: nEI ⎯→⎯α  

 

diferansiyellenebilen fonksiyona En de bir eğri adı verilir. Burada RI ⊆  aralığına α eğrisinin 

parametre aralığı t∈I değişkenine de α eğrisinin parametresi denir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 2. LORENTZ UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR 

 

 
Tanım 2.1. 



 

 

V, bir reel vektör uzayı olsun. Rba ∈∀ , ve ∀ X, Y, Z∈  V için 

 

          RVxV →>< :,  

 

dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahipse V vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer formdur 

denir [ ]6 . 

 

          1) >>=<< XYYX ,,  

          2) ><±><>=±< ZYbZXaZbYaX ,,,  

              ><±><>=±< ZXbYXabZaYX ,,,  

 

Tanım 2.2. 

 

<,>, V bir reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form olsun. 

i) Eğer 0, ≠∈∀ vVv  için 〉〈 vv,  0〉  oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, pozitif definit 

denir. 

 

ii) Eğer 0, ≠∈∀ vVv  için 〉〈 vv,  0〈  oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, negatif definit 

denir. 

 

iii) Eğer 0, ≠∈∀ vVv  için 〉〈 vv,  0≥  oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, pozitif semi-

definit denir. 

 

iv) Eğer 0, ≠∈∀ vVv  için 〉〈 vv,  0≤  oluyorsa <,> simetrik bilineer formuna, negatif semi-

definit denir. 

 

v) Vw∈∀  için 〈 v,v 〉 = 0 iken v = 0 oluyorsa <,> ya nondejenere simetrik bilineer form denir 

[ ]6 . 

 

Tanım 2.3. 



 

 

V, bir reel vektör uzayı ve IRVxV →>< :,  simetrik bilineer form olsun. 

 

 ><,  IRWxWW →:  

 

negatif definit olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna 〉〈,  simetrik bilineer 

formun indeksi denir [ ]6 . 

 

Tanım 2.4. 

 

IR n  üzerinde ),...,,( 21 nxxxX =
r

 ve ),...,,( 21 nyyyY =
r

 olmak üzere 

 

 IRxIRIR nn
L →>< :,  

 

 11,),( yxYXYX L −=>→< + ii

n

i
yx∑

=2
 

 

şeklinde tanımlanan, simetrik, bilineer, nondejenere metrik tensörüne nIR  üzerinde Lorentz 

Metriği denir [ ]6 . 

Bundan sonraki gösterimlerde aksi belirtilmedikçe <,> sembolü <,> L  anlamında 

kullanılacaktır. 

 

Tanım 2.5. 

 
nR  üzerinde Lorentz Metiriğinin tanımlanmasıyla meydana gelen { }><,,nIR  ikilisine n-

boyutlu Lorentz Uzayı denir ve nL  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.6. 

 

 n
n LxxxX ∈= ),...,,( 21

r
 olsun. 

 < XX
rr

, >  <0 ise X
r

e time-like vektör, 

 < XX
rr

, >  >0 ise X
r

e space-like vektör 



 

< XX
rr

, >  =0 ise X
r

e null veya light-like vektör 

< XX
rr

, > ≤ 0 ise X
r

e nonspace-like vektör denir [ ]6 . 

 

Tanım 2.7. 

 

,nL n-boyutlu Lorentz uzayı ve nLP∈  olsun. P noktasındaki bütün light-like (null) 

vektörlerinin cümlesine light-like koni (null koni) denir. 

 

Tanım 2.8. 

 

,nL n-boyutlu Lorentz uzayı ve nLYX ∈
rr

,  olsun. 

 

 < YX
rr

, > = 0 

 

ise X
r

 ve Y
r

 vektörleri Lorentz anlamında diktirler denir [ ]6 . 

Tanım 2.9. 

 
nLX ∈

r
 için X

r
 vektörünün normu diye; 

 

1, ><= XXLX
rrr

 

olarak tanımlanan .  L  reel gerçel sayısına denir [ ]6 . 

Aksi belirtilmedikçe .  sembolü .  L  yerine kullanılacaktır. 

 

Teorem 2.1. 

  

 nLX ∈
r

olmak üzere; 

 

 i) 0>X
r

dır. 

 ii) XX
rr

⇔> 0  bir null vektördür. 



 

 iii) X
r

 bir time-like vektör ise ><−= XXX
rrr

,
2

 

 iv) X
r

 bir space-like vektör ise >=< XXX
rrr

,
2

  

 

dır [ ]6 . 

 

Teorem 2.2. 

 
nL , n-boyutlu Lorentz uzayında iki time-like vektör X

r
, Y
r

 olsun.  

Eğer X
r

, Y
r

 vektörleri aynı time konide ise 

 

 ϕchYXYX
rrrr

., −>=<   

 

olacak şekilde X
r

veY
r

 arasında hiperbolik açı diye adlandırılan bir tek 0≥ϕ  sayısı vardır [ ]1 . 

 

Tanım 2.10 (Vektörel Çarpım) 

 

),,( 321 xxxX =
r

, 3
321 ),,( LyyyY ∈=

r
 olmak üzere, 

 

333: LxLLL →∧  

 

( )(),( 2332 yxyxYLXYX −−=∧→
rrrr

, 3113 yxyx −  , )1221 yxyx −  

 

şeklinde tanımlı L∧  operatörüne 3L  de Lorentz anlamında vektörel çarpım denir. Bu tanımı 

matris formunda; 

 

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=∧

1

1

1

det
y
x
e

YX L

r

rr
 

2

2

2

y
x
er

   

3

3

3

y
x
er

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
 

 

şeklinde ifade edebiliriz [ ]6 . 
 



 

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe L∧  yerine ∧  ifadesini kullanacağız. 

 

Teorem 2.3. 

 
333: LxLL →∧  olmak üzere 3,, LZYX ∈∀

rrr
 için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

 

1) ),,det(, ZYXZYX
rrrrrr

>=∧< , 

2) YZXXZYZYX
rrrrrrrrr

><−>=<∧∧ ,,)(  

3) 0, >=∧< YXX
rr

, 

4) 0, >=∧< YXY
rrr

 

 

Teorem 2.4. 

 

Her U,V 3L∈  olmak üzere aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 
 

1) U space-like ve V time-like vektör ise VU ∧  space-like 

2) U space-like ve V null vektör olmak üzere 

a) 0, >=< VU  ise VU ∧  null vektör, 

b) 0, >≠< VU  ise VU ∧  space-like vektördür. 

 

Tanım 2.11. 

  

M, bir ∞C  manifold ve M üzerinde vektör alanlarının cümlesi )(Mχ  ve reel değerli 

fonksiyonların halkası da ),( RMC ∞  olmak üzere, 
 

 xM )(:, χ><  ),()( RMCM ∞→χ  
 

dönüşümü 
 

            1)2-lineer 

            2)Simetrik 

            3) )(MX χ∈∀  için 00, =⇒>=< YYX  dır. Özellikleri sağlanıyorsa;  



 

<,> dönüşümüne M üzerinde metrik tensör denir. 

 

Tanım 2.12. 
 

M bir ∞C  manifold ve <,> de M üzerinde sabit indeksli metrik tensör olmak üzere (M,<,>) 

ikilisine bir Yarı-Riemann Manifoldu denir [ ]6 . 

 

 

Tanım 2.13. 

 

(M,<,>) bir Yarı-Riemann manifoldu olsun. Eğer boy 2≥M  ve indeks 1=M  ise (M,<,>) 

ikilisine bir Lorentz Manifoldu denir [ ]6 . 

 

Bundan sonra Lorentz manifoldu M ile göstereceğiz. 

 

Tanım 2.14. 

 

MMJ →: inclusion dönüşümü olmak üzere, MJ ),,( ><∗  üzerinde metrik tensör ise M  ye 

M nin Lorentz Antimanifoldu denir [ ]6 . 

 

Tanım 2.15. 

 
nL⊂α  Lorentz Uzayında bir eğri olsun. α eğrisinin hız vektörü 'α  olmak üzere, 

 

i)  0, '' ><< αα  ise, α (s) time-like eğri, 

ii) 0, '' >>< αα  ise, α (s) space-like eğri, 

iii) 0, '' >=< αα  ise, α (s) null eğri olarak adlandırılır [ ]6 . 
 

Bu tanıma göre 1' +=α  iseα  eğrisi birim hızlı time-like eğri olacaktır. Aksi belirtilmedikçe 

eğriyi birim hızlı time-like eğri olarak alacağız. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 3. En, n BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA BERTRAND 

EĞRİLERİ 
 

Tanım 3.1. 

 
nE de M, N eğrileri, sırasıyla (I,α ) ve (I,β ) koordinat komşulukları ile verilsin. Is∈∀ için 

Ms ∈)(α , Ns ∈)(β  noktalarında M ve N nin { })(),...,(),( 21 sVsVsV r  ve 

{ })(),...,(),( 21 sVsVsV r
∗∗∗  Frenet r- ayaklıları verildiğinde { })(),( 21 sVsV ∗  lineer bağımlı ise 

(M,N) eğri çiftine bir Bertrand eğri çifti adı verilir [ ]2 . 

 

 

Tanım 3.2. 

 
nE de yay uzunluklu bir eğri M ve bu eğrinin Frenet r- ayaklı alanı { })(),...,(),( 21 sVsVsV r  

olsun. Bu taktirde 

 

          rjiVk
ds
dV n

i
jij

i ,....,2,1,;,
1

==∑
=

                                             (3.1) 

 

olmak üzere 

 

          )(, sV
ds
dV

k j
i

ij =                                                                                 (3.2) 

Şeklinde tanımlanan fonksiyonlara M eğrisinin yüksek mertebeden eğrilikleri adı verilir [ ]3 . 



 

 

 

Teorem 3.1. 

 

M, En de (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilmiş bir eğri olsun. M eğrisinin α (s) noktasındaki 

Frenet r- ayaklı alanı { })(),...,(),( 21 sVsVsV r  olmak üzere 

 

i)   )()()( 212
'

1 sVsksV =  

ii)  )()()( 1)1()1()1(
' sVskVksV riiiiii ++−− +=                                               (3.3) 

iii) )()()( 1)1(12
' sVsksV rrrrrr −−−−= εε   

dir [ ]3 . 

 

Teorem 3.2. 

 

En de (M, N) Bertrand eğri çifti verilsin. M ve N sırasıyla, (I,α) ve (I,β) koordinat komşuluğu 

ile verilmek üzere Is∈∀  için 

 

            sabitssd =))(),(( βα  
 

dir [ ]3 . 

 

İspat: 

 

 
(şekil 3.1) 

şekil I den dolayı  

α(s) β(s) 
V2(s) V2

*(s) 



 

 

              )()()( 2 sVss λαβ +=                                                                        (3.4) 

 

yazılabilir. M ve N eğrilerinin α (s) ve β(s) noktalarındaki Frenet r- ayaklıları, sırasıyla 

{ })(),...,(),( 21 sVsVsV r  ve { })(),...,(),( 21 sVsVsV r
∗∗∗  dir. Böylece M nin yay parametresi s, N 

nin yay parametresi s*  olmak üzere 
 

            [ ] )()()()()()()()(1)( 32321211 sVskssVssVskssV
ds
ds λλλ +′+−=∗

∗

 

 

dir. O halde, 

 

            0)(),( 21 =∗ sVsV  

 

olduğundan 

 

           sabits =)(λ  

 

Is∈∀  olur. Ayrıca 

 

            )()())(),(( ssssd αββα −=  

                                  = )(2 sVλ  

                                  =. λ , Is∈∀  

                                  = sabit 

 

olur. 

 

 

Teorem 3.3. 

 

M ve N sırasıyla, (I,α) ve (I,β) koordinat komşulukları ile verilmiş Bertrand eğrileri olmak 

üzere bu eğrilerin vektör alanları arasındaki açının ölçümü sabittir, [ ]3 . 



 

 

İspat: 

 

M ve N’ nın Frenet r- ayaklı alanları sırasıyla{ })(),...,(),( 21 sVsVsV r  ve 

{ })(),...,(),( 21 sVsVsV r
∗∗∗  olsunlar. Bertand eğri çifti tanımı gereğince 21 VV ⊥∗ dir. Böylece 

 

             { }nVVVSpV ,...,, 211 ∈∗  

 

dir. O halde 

 

            ∑
≠
=

∗ =
n

ş
ş

işVaV
)2(

1
1 ;              111 , aVV =∗  

 

dir. Buradan 

 

            )(
)2(

1

1

ds
dV

aV
ds
da

ds
dV i

şi

n

i
ş

ş += ∑
≠
=

∗

                                                              (3.5) 

 

yazılabilir. Eğer Tanım 3.2 ve teorem (3.1) göz önüne alınırsa, sırasıyla 

 

            ∑
=

∗

=
n

j
jşjVkds

dV
1

1                                                                                  (3.6) 

ve 

            ∗∗
∗

= 212
1 Vk
ds
dV

                                                                                     (3.7) 

 

yazılabilir. Bu takdirde 

 

            
ds
dV ∗

1 // ∗
2V  

ve 



 

            
ds
dV ∗

1 // 2V                                                                                         (3.8) 

 

elde edilir. Teorem 3.1 ve (3.5) denklemi göz önüne alınırsa 

 

            )...)()(( )1()1(4342323212

)2(
1

1
−−

≠
=

∗

++−++= ∑ nnnnşi

n

i
ş

ş VkaVkVkaVkaV
ds
da

ds
dV

 

 

                    ...)( 23231211
1 +++= VkakaV
ds
da

 

 

bulunur. (3.7) ve (3.8) denklemleri ele alınırsa 

 

            01 =
ds
da

 

 

bulunur. Bu ifade eder ki sabita =1 tir. Eğer 1V  ve  ∗
1V  arasındaki açının ölçüsü θ  ise 

 

            1
1

11

11

1.1.

,
cos a

a

VV

VV
===

∗

∗

θ ,           (sabit) 

 

tir. Şimdi )(sα  ve )(sβ  nın sırasıyla eğrilik fonksiyonları 2312 , kk  ve ∗∗
2312 , kk  arasındaki 

bağıntıyı bulalım. (3.4) denklemi göz önüne alınırsa 

 

            ∑
=

∗

++++==
n

j
jj xkVk

ds
dVk

ds
ds

ds
d

ds
d

3
2222121 )()1( λλλλββ  

 

yazılabilir. 

 

            0=
ds
dλ  ve 022 =k   

 



 

olduğundan 

 

            3231211 )1( Vk
ds
dsVk

ds
dsV λλ

∗∗
∗ ++=  

 

olur. 

 

            nnVaVaVaV +++=∗ ...33111  

 

olduğu göz önüne alınırsa 

            
∗

+=
ds
dska )1( 211 λ                                                                               (3.9) 

            
∗

=
ds
dska 233 λ                                                                                     (3.10) 

 

elde edilir. Bu son iki denklem oranlanırsa 

 

            
3

1

23

211
a
a

k
k

=
+
λ
λ

                                                                                    (3.11) 

 

bulunur. (3.9) ve (3.10) denklemlerinde λ yerine -λ yazılırsa, )( ∗sβ için aşağıdaki bağıntılar 

elde edilir. 

 

            
ds
dska

∗

−= )1( 211 λ                                                                              (3.12) 

            
ds
dska

∗

−= 233 λ                                                                                   (3.13) 

 

Eğer (3.12) ve (3.13) denklemeleri oranlanırsa 

 

            
3

1

23

211
a
a

k
k

=
−
− ∗

λ
λ

                                                                                   (3.14) 

bulunur. Böylece  (3.11) ve (3.13) bağıntıları iki eğrinin Bertrand eğrisi olması için gerek ve 

yeter şartlardır. 



 

 

Teorem 3.4. (Manhiem’ın Teoremi) 

 

M ve N, En de iki Bertrand eğri çifti olsunlar.P  ve ∗P  noktaları (M,N) nin karşılıklı iki 

noktası olmak üzere 0A  ve ∗
0A  bu noktaların eğrilik merkezi ise 

          
∗

∗∗∗

÷
o

o

o

o

PA

AP

PA

AP
  

 

oranı sabittir [ ]4 . 

 

İspat: 

 

Eğer (3.9)   ve (3.12)   denklemleri göz önüne alınırsa 

 

          ( )( ) 2
12121 11 akk =−+ ∗λλ            (sabit)                                                   (3.15) 

 

dir. g  ve ∗g  eğrilik yarıçapları olmak üzere aşağıdaki bağıntılar yazılabilir. 

            ,1,
11

1212

12

12 k
gPA

k
k

k
gAP ==

+−
=+−=+−=∗

oo

λ
λλ  

 

            
∗

∗∗∗ ==
12

1
k

gAP o    ve       
∗

∗

∗
∗∗ +

=+=+=
12

12

12

11
k
k

k
gPA λλo  

 

Böylece çift oran 

 

           

∗

∗

∗

∗∗

∗∗

∗

∗∗∗
+

⋅

+−

=⋅=÷

12

12

12

12

12

12

1

1

1

1

k

k
k

k

k
k

AP

PA

PA

AP

PA

AP

PA

AP
λλ

o

o

o

o

o

o

o

o  

 

          ( ) ( )11 1212 +⋅+−=÷ ∗

∗

∗∗∗

kk
PA

AP

PA

AP
λλ

o

o

o

o  



 

 

dir. 
 

          2112 kk −=      ve     ∗∗ −= 2112 kk  

 

olduğundan 

 

          ( )( )∗

∗

∗∗∗

−+=÷ 2121 11 kk
PA

AP

PA

AP
λλ

o

o

o

o    

 

yazılır. Bu son denklemle birlikte (3.15) denklemi göz önüne alınırsa 

 

          2
1aPA

AP

PA

AP
=÷

∗

∗∗∗

o

m
o

o

o       (sabit) 

 

bulunur. Bu yüzden yukarıda bahsedilen çift oran süreklidir. 

 

Tanım 3.3. 

 

M En de bir eğri ve bu eğrinin birim teğet vektör alanı V1 olsun. )( nExx∈ bir sabit birim 

vektör alanı olmak üzere p∈M için 

            2,cos,1
πϕϕ ≠== sbtxV p  

 

ise M eğrisine En de bir eğilim çizgisi, ϕ   açısına M nin eğilim açısı ve { }xSp  uzayına da M 

nin eğilim ekseni denir [ ]2 . 

 

Tanım 3.4 

 

M⊂En eğrisi (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilsin. Is∈∀ için Ms ∈)(α noktasında M nin 

1. ve 2. eğrilikleri )(1 sk  ve )(2 sk  

olmak üzere  

 



 

            
)(
)(

)(,:
2

1

sk
sk

sHIRIH =⎯→⎯  

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona M nin s noktasındaki 1. harmonik eğriliği denir [ ]2 . 

 

Tanım 3.5. 

 

M, En de (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilmiş bir eğri ve bu eğrinin birim teğet vektör alanı 

V1 olmak üzere 

            ,: IRIH i ⎯→⎯  

 

            
{ [ ] }
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−≤≤+

=

=

++
+−− 21,1

1,

)2)(1(
)1(211

2

1

ni
k

kHHV

i
k
k

H

ii
iiii

i  

 

şeklinde tanımlı Hi fonksiyonuna M nin i. mertebeden Harmonik eğriliği denir [ ]2 . 

 

Teorem 3.5. 

 

En de M ve N, sırasıyla (I,α ) ve (I,β ) koordinat komşulukları ile verilen Bertrand eğri çiftleri 

olsunlar. Öyle λ, μ sabitleri için 

 

            ( ) ( ) 012122323 =+++ ∗∗ kkkk λμ  

 

dır. Burada 2312 , kk  ve ∗∗
2312 , kk  sırasıyla α ve β nın eğrilikleridir [ ]3 . 

 

İspat: 

 

(3.11) ve (3.14) denklemlerinde  

 



 

            μλ =.
3

1

a
a

  

 

olduğu göz önüne alınarak 

 

 

 

            12123 =− kk λμ  

                                                                                                                                                                                    (3.16) 

            11223 =+ kk λμ  

 

ve 
 

           ∗∗ −=− 23211 kk μλ  

                                                                                                                        (3.17) 

           11223 =−− ∗∗ kk λμ  

 

son iki denklemden aşağıdaki lineer bağıntı bulunur. 

 

            ( ) ( ) 012122323 =+++ ∗∗ kkkk λμ  

 

Teorem 3.6 

 

M, nE  de (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri ve bu eğri için 023 ≠k , 034 =k  

olsun. M nin bir Bertrand eşleniği vardır.  

 

       12312 =+ kk μλ  

 

dir. Burada μλ,  sabitlerdir [ ]4 . 

 

İspat: 

 



 

( ) :⇒ Kabul edelim ki M nin Bertrand eşleniği N olsun. Öyle ki N eğrisi (I,β) koordinat 

komşuluğu ile verilsin. Bu takdirde bir λ sabiti vardır. Öyle ki  

 

            ( ) ( )sVss 2)( λαβ +=  

dir. Her iki tarafın da diferansiyeli alınırsa 

 

            ( )3231211 VkVkV
ds
d

+++= λβ                                                             (3.18) 

 

yazılabilir. Böylece 

 

            ( ) 3231211 VkVk
ds
ds

ds
d λλβ

++=⋅
∗

∗
 

            ( )[ ]3231211 1 VkVk
ds
dsV λλ ++⋅=

∗
∗  

 

bulunur. 

 

            111 , aVV =∗ , 313 , aVV =∗  

 

olduğundan 

 

           ( ) 12111 1, a
ds
dskVV =+=

∗
∗ λ  

 

           32313 , a
ds
dskVV ==

∗
∗ λ  

 

elde edilir. Hipotezden dolayı 023 ≠k  olduğundan 

 

           
3

1

23

211
a
a

k
k

=
+
λ
λ

 

 



 

           12123
3

1 =−⋅⋅ kk
a
a

λλ  

 

           11223 =+ kk λμ  

 

elde edilir.  

 

( ) :⇐  Şimdi kabul edelim ki 034 =k  ve  λ , μ  sabitleri için 

 

            12312 =+ kk μλ  

 

olsun. 

 

            )()()( 2 sVss λαβ +=  

 

yazılabildiğini biliyoruz. Böylece (3.18) denkleminden 

 

          ( )3231211
2 VkVkV

ds
dV

ds
d

ds
d

++=+= λλαβ  

 

          ( ) ( ) 323112323121 11 VkVkVkVk
ds
d λλλλβ

+−=++=  

dir. 

 

          23121 kk μλ =−  

 

den dolayı, 

 

            ( )3123323123 VVkVkVk
ds
d λμλμβ

+=+=  

            ( )3122
23

23
1 VV

k

k
V λμ

μλ
+⋅

+
=∗  

 



 

olur. Eğer 

 

          ℘=
+ 22

1

λμ
    

 

olarak seçilirse 

 

            )( 311 VVV λμ +℘=∗
m  

 

ve 
 

          ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +℘=
∗

ds
dV

ds
dV

ds
dV 311 λμm  

 

olur. Burada  

 

          212
1 Vk

ds
dV

=     ve    434232
3 VkVk

ds
dV

+=    

 

yerlerine yazılırsa 

 

          ( )[ ]434232212
11 VkVkVk

ds
ds

ds
dV

ds
dV

++℘=⋅=
∗

∗

∗∗

λμm  

 

elde edilir. Eğer 034 =k  olduğu göz önüne alınırsa 

 

          ( ) 23212212 Vkk
ds
dsVk λμ +⋅℘⋅=

∗
∗∗ m                                                       (3.19) 

bulunur. Diğer taraftan, 

 

           
∗∗

⋅=
ds
ds

ds
d

ds
d ββ  

           
∗

∗ ⋅=
ds
ds

ds
dV β

1  



 

 

           
23

1
k

ds
dds

ds ℘
==

∗ β
    

 

elde edilir. (3.19) denkleminden dolayı 

 

            ( ) 23212
2

2312
2

11 Vkk
kk

V λμ +⋅℘⋅⋅=
∗

∗ m  

 

            
( )

2
2312

2
3212

2 V
kk
kk

V ⋅
⋅

℘+
=

∗
∗ λμ

m  

 

yazılır. Bu yüzden 2V  ve ∗
2V   lineer bağımlıdır. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 3.7. 

 

M, En de (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri olsun. Eğer M eğrisi, birden fazla 

eğim eğriliğine sahipse, bu eğriliğin 1. harmonik eğriliği olan 1H  sabittir [ ]4 . 

 

İspat: 

 

Kabul edelim ki M eğrisinin Bertrand eşlenikleri N ve N*  olsun. Sırasıyla N ve N*  (I, )∗α  ve 

(I,α** ) koordinat komşuluğu ile verilsin ve bu eğrilerin birinci ve ikinci eğrilikleri sırasıyla 

k12, k23 ve k12
* , k23

*  ve k12
* *, k23

* * olsunlar. 

α nın bir Bertrand eşleniği α* olduğundan teorem 3.6 den dolayı λ ve μ gibi iki sabit vardır. 

Öyle ki  

 

            
1

1

2312

2312

=−−

=+
∗∗ kk

kk

μλ

μλ
                                                                              (3.20) 

 

dir. α nın bir diğer eşleniği α** olduğundan aynı şekilde u, v sabitleri vardır. Öyle ki 

 



 

          
1

1

2312

2312

=−−

=+
∗∗ vkuk

vkuk
                                                                                (3.21) 

 

dir. (3.20) ve (3.21) denklemlerinden        

 

            
uv

vk
μλ
μ

−
−

=12      (sabit)        

 

            
uv

k
μλ
μλ

−
−

=23      (sabit) 

 

elde edilir. Bu nedenle,  

 

            
23

12
1 k
k

H =    (sabit )  

 

olur. Bu ispatı tamamlar. 

 

 

Teorem 3.6. 

 

M, nE  de (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri ve bu eğri için 023 ≠k , 034 =k  

olsun. M’nin bir Bertrand eşleniği vardır.  

 

        12312 =+ kk μλ  

 

dir. Burada μλ,  sabitlerdir [ ]4 . 

 

İspat: 

 

( )⇒ :Kabul edelim ki M nin Bertrand eşleniği N olsun. Öyle ki N eğrisi (I,β) koordinat 

komşuluğu ile verilsin. Bu takdirde bir λ sabiti vardır. Öyle ki  

 



 

          ( ) ( )sVss 2)( λαβ +=    

 

dir. Her iki tarafın diferansiyeli alınırsa 

 

          ( )3231211 VkVkV
ds
d

+++= λβ                                                             (3.22) 

 

yazılabilir. Böylece 

 

          ( ) 3231211 VkVk
ds
ds

ds
d λλβ

++=⋅
∗

∗
 

 

           ( )[ ]3231211 1 VkVk
ds
dsV λλ ++⋅=

∗
∗      

bulunur. 

 

           111 , aVV =∗ , 313 , aVV =∗     

 

olduğundan 

 

           ( ) 12111 1, a
ds
dskVV =+=

∗
∗ λ  

 

           32313 , a
ds
dskVV ==

∗
∗ λ     

 

elde edilir. Hipotezden dolayı 023 ≠k  olduğundan  

 

            
3

1

23

211
a
a

k
k

=
+
λ
λ

 

 

           12123
3

1 =−⋅⋅ kk
a
a

λλ  



 

  

           11223 =+ kk λμ  

 

elde edilir.  

 

( ) :⇐  şimdi kabul edelim ki 034 =k  ve  λ , μ  sabitleri için 

 

           12312 =+ kk μλ  

 

olsun. 

 

            )()()( 2 sVss λαβ +=   

yazılabildiğini biliyoruz. Böylece (3.22) denkleminden 

 

          ( )3231211
2 VkVkV

ds
dV

ds
d

ds
d

++=+= λλαβ  

 

          ( ) ( ) 323112323121 11 VkVkVkVk
ds
d λλλλβ

+−=++=  

 

dir. 
 

          23121 kk μλ =−   

 

den dolayı, 

 

          ( )3123323123 VVkVkVk
ds
d λμλμβ

+=+=  

          ( )3122
23

23
1 VV

k

k
V λμ

μλ
+⋅

+
=∗  

 

oluşur. Eğer, 

 



 

          ℘=
+ 22

1

λμ
    

 

olarak seçilirse 

 

            )( 311 VVV λμ +℘=∗
m  

ve 

            ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +℘=
∗

ds
dV

ds
dV

ds
dV 311 λμm  

 

olur. Burada 

 

          212
1 Vk

ds
dV

=     ve    434232
3 VkVk

ds
dV

+=  

 

yerlerine yazılırsa 

 

          ( )[ ]434232212
11 VkVkVk

ds
ds

ds
dV

ds
dV

++℘=⋅=
∗

∗

∗∗

λμm  

 

elde edilir. Eğer 034 =k  olduğu göz önüne alınırsa 

 

          ( ) 23212212 Vkk
ds
dsVk λμ +⋅℘⋅=

∗
∗∗ m                                                       (3.23) 

 

bulunur. Diğer taraftan, 

 

           
∗∗

⋅=
ds
ds

ds
d

ds
d ββ  

 

           
∗

∗ ⋅=
ds
ds

ds
dV β

1  

 



 

           
23

1
k

ds
dds

ds ℘
==

∗ β
    

 

elde edilir. (3.23) denkleminden dolayı 

 

          ( ) 23212
2

2312
2

11 Vkk
kk

V λμ +⋅℘⋅⋅=
∗

∗ m  

          
( )

2
2312

2
3212

2 V
kk
kk

V ⋅
⋅

℘+
=

∗
∗ λμ

m     

yazılır. Bu yüzden 2V  ve ∗
2V   lineer bağımlıdır. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 3.8. 

 

En de (M, N) sırasıyla (I,α ) ve (I,β ) koordinat komşulukları ile verilen Bertrand eğri çiftleri, 

V1 ile V1
* arasındaki açı θ ve M eğrisinin birinci harmonik eğriliği H1 olsun. Eğer k34=0 ve 

H1=tanθ ise M genel bir helistir [ ]3 . 

 

İspat: 

 

{ }∗αα ,  Bertrand çifti olmak üzere θ   açısının sabit olduğunu 33111 VaVaV +=∗    ve 

θcos1 =a  olduğunu biliyoruz. O halde V1
* bir birim vektör alanı,  θsin3 =a   olur. 

Böylece 

 

311 sincos VVV θθ +=∗  

 

dir. Aynı zamanda  

 

         θtan1 =H   

 

ya da 

 



 

          
θ
θ

cos
sin

23

12 =
k
k

 

 

            θθ sincos 3212 kk −=                                                                          (3.24) 

 

dir. Kabul edelim ki V1
*=X  olsun. Bu takdirde 

 

          
ds
dV

ds
dV

ds
dX 31 sincos θθ +=  

          ( ) ( )434232212 sincos VkVkVk
ds
dX

++= θθ   

 

034 =k kullanılarak 

 

          232212 sincos VkVk
ds
dX θθ +=     

   

yazılabilir. (3.24) denkleminden 

 

            0sincos 232212 =−= VkVk
ds
dX θθ    

 

elde edilir. Böylece X=sabit ve 

 

            θcos,, 111 == ∗ VVVX  

 

sabittir ayrıca { }∗1VSp   bir eğim eksenidir. Bu ifade eder ki α bir genel helistir. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 4. Ln LORENTZ UZAYINDA BERTRAND EĞRİLERİ 

 

 
Tanım 4.1. 

 

ILn, n-boyutlu Lorentz uzayında M ve N iki time like eğrisi sırasıyla (I,α ) ve (I,β) koordinat 

komşuluğu ile verilsin. M ve N nin Frenet r- ayaklı alanları sırasıyla { })(),...,(),( 21 sVsVsV r  ve 

{ })(),...,(),( 21 sVsVsV r
∗∗∗  olsun. Eğer { })(),( 22 sVsV ∗  lineer bağımlı ise (M,N) Bertrand eğri 

çifti olarak adlandırılır. 

 

Tanım 4.2. 

 
nL  de, (I,α ) koordinat komşuluğu ile verilmiş bir eğri M  olsun. Bu eğrinin frenet vektör 

alanı { })(),...,(),( 21 sVsVsV r  olsun.  

 

           
( ) ( ) ( ),

1
sVsk

ds
sdV r

j
jij

i ∑
=

=          rji ≤≤ ,1                                              (4.1) 

 

olmak üzere 

 

           ( ) ( ) ( )sV
ds
sdV

sk j
i

jij ,1−= ε                                                                (4.2) 

 

ile tanımlanan fonksiyonlara M  nin yüksek mertebeden eğrilikleri adı verilir. Açıktır ki  

 

          ( ) ( )sksk jiij −=     ( )ji〈  



 

dir [ ]5 . 

 

Teorem 4.1. 

 

M, ILn de ( )α,Ι  koordinat komşuluğu ile verilmiş bir eğri ve bu eğrinin )(sα  noktasındaki 

Frenet r- ayaklı alanı ( ) ( ) ( ){ }sVsVsV r,...,, 21  olsun. Bu takdirde 

 

            i) ( ) ( ) ( ),' 2121 sVsksV =  

            ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),' 111112 sVsksVsksV iiiiiiiii ++−−−− += εε                              (4.3) 

            iii) ( ) ( ) ( ) ( ).' 1112 sVsksV rrrrrr −−−−= εε  

 

dir [ ]5 . 

 

Tanım 4.2. 

 

( )sα  ve ( )∗sβ    nL  de 2 düzenli time-like eğrisidir. ( ) ( ) ( ){ }sVsVsV r,.....,, 21  ve 

( ) ( ) ( ){ }∗∗∗∗∗ sVsVsV r,...,, 21  sırasıyla bu eğrilerde frenet-r çatısıdır. 

Eğer ( )sV2  ve ( )∗∗ sV2  lineer bağımlıysa ( )sα  ve ( )∗sβ  Bertrand Eğrileri olarak adlandırılır. 

 

Teorem 4.2. 

 
nL  de (M,N) Bertrand çifti sırasıyla ( )α,Ι  ve ( )β,Ι  koordinat komşuluklarıyla verilmek üzere 

( ) Ms ∈α  ve ( ) Ns ∈β  için 

 

            ( ) ( )( ) ,, sabitssd =∗βα    Ι∈∀s  

 

dir [ ]5 . 

İspat: 

 

Eğer Tanım 4.1 göz önünde bulundurulursa  

 



 

            ( ) ( ) ( ) ( )sVsss 2λαβ +=∗                                                                      (4.4) 

 

yazılabilir. Böylece (4.4) denkleminden 

 

          ( ) ( ) ( )
ds
dV

ssV
ds
dsV

ds
dssV 2

211 )( λλ
++=

∗
∗                                               (4.5) 

 

elde edilir. Son denklem ve Teorem 4.1 dikkate alınırsa 

 

          ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sVskssVssVsks
ds
dssV 3232121101 '1)( λλεελ +++=

∗
∗      (4.6) 

 

bulunur. Son denklemin her iki tarafının ( )sV2  ile iç çarpımı yapılırsa,  

 

            ( ) 0' 1 =ελ s   

ve 

            ( ) =sλ sabit 

 

elde edilir. Böylece 

 

            ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) sabitsssssd ==−= λαββα ,  

 

olur. 

 

Teorem 4.3. 

 
nL  de (M,N) time like Bertrand eğri çifti olsun. M ve N sırasıyla ( )α,Ι  ve ( )β,Ι  koordinat 

komşuluklarıyla verilsin. M ve N nin karşılıklı noktalardaki teğet vektör alanları arasındaki 

açının ölçümü sabittir [ ]5 . 

 

İspat: 

 



 

M ve N nin Frenet r- ayaklı alanları sırasıyla ( ) ( ) ( ){ }sVsVsV r,.....,, 21  ve 

( ) ( ) ( ){ }∗∗∗∗∗ sVsVsV r,...,, 21  olsun. Eğer ( ) ( )∗∗ sVsV 11 ,  iç çarpımının türevini alırsak, 

 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ds
dssVsVsVsVsVsV

ds
d ı

∗
∗∗∗∗∗∗ += 11111 ,,',  

 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, 21211212 =+= ∗∗∗∗∗∗ sVsksVsVsVsk  

 

elde ederiz. Bu yüzden; 

 

          ( ) ( ) =∗∗ sVsV 11 , sabit 

 

dir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.4. 

 

M ve N, ILn de sırasıyla ( )α,Ι  ve ( )β,Ι  koordinat komşuluklarıyla verilmiş time like eğriler 

olsunlar. (M,N) Bertrand eğri çiftidir gerek ve yeter şart, 

 

            ( ) ( ) ( ) ( ) 1232211 =+ skssks λλ  

 

dir, burada 1λ  ve 2λ  sabitlerdir. 

İspat: 

 

)(⇒ İlk olarak kabul edelim ki (M,N) Bertrand eğri çifti olsun. Bu takdirde 

 

            ( ) ( ) ( ) ( )sVsss 2λαβ +=∗   

 

yazılabilir. Bu takdirde (4.6) denkleminden 

 



 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ∗
∗∗ ++=

ds
dssVsksVskssVsV 3231211011 εελ  

 

                      ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
∗++=

ds
dssVssksVssk 323121101 λλεε                       (4.7) 

 

için ( ) ( ){ }sVsV ∗
22 ,  lineer bağımlı olduğundan 

 

            θε cosh01 =∗V  θε sinh21 +V  3V                                                        (4.8) 

 

yazılabilir. O halde (4) ve (5) denklemlerinden 

 

            ( ) ∗+=
ds
dsk21100 1cosh λεεθε                                                              (4.9) 

 

            ∗=
ds
dsk232 sinh λθε                                                                          (4.10) 

 

elde edilir. Bu son iki denklemden 

 

            
( )

∗

∗
+

=

ds
dsk

ds
dsk

23

2110

2

0
1

sinh
cosh

λ

λεε

θε
θε

                                                        (4.11) 

 

bulunur. Eğer 

 

            
θε
θε

sinh
cosh

2

0=c   

 

alırsak, 

 

            211023 1 kkc λεελ +=  

                                                                                                                                                                                (4.12) 



 

            1211023 == kkc λεελ  

 

elde edilir. Eğer 

 

            λεελ 101 −=  

ve 

            λλ c=2  

 

seçilirse 

            123221 =+ kk λλ  

 

elde edilir. 

 

( )⇐  Açıkça gösterilir ki ( )sV2  ve ( )∗∗ sV2   lineer bağımlıdır. Şimdi, eğer ( )sα  ve ( )∗sβ  

eğrilerinin yerlerini değiştirirsek 

 

            ( ) ( ) ( )∗∗∗ −= sVss 2λβα                                                                      (4.13) 

 

yazabiliriz. Bundan da şunu çıkarırız; 

 

             ( ) ( ) ( )
ds
ds

ds
dVs

ds
ds

ds
sd

ds
sd ∗

∗

∗∗

∗

∗

−= 2λβα                                                 (4.14) 

 

            ( ) ( )
ds
dsVk

ds
dsVksV

∗
∗∗

∗
∗∗ −−= 323121101 1 λελε  

 

ve 
 

            ( ) θε cosh01 =sV  θε sinh21 +∗V  ∗
3V                                                  (4.15) 

 

dır. Son iki denklemden şunu elde ederiz ; 

 



 

            
ds
dsk

∗
∗ =−= 21100 1cosh ελεθε                                                           (4.16) 

 

            
ds
dsk

∗
∗−= 232 sinh λθε                                                                         (4.17) 

ve 

            
( )

ds
dsk

ds
dsk

∗
∗

∗
∗

−

−
=

23

2110

2

0
1

sinh
cosh

λ

λεε

θε
θε

                                                           (4.18) 

 

elde edilir. 

 

 

 

 

Teorem 4.5. (Schell’in Teoremi)  

 

( )NM , , nL  de ( )α,Ι  ve ( )β,Ι  koordinat komşulukları ile verilmiş Bertrand eğri çifti 

olsunlar. Bertrand eğrilerinin karşılıklı noktalardaki yüksek mertebeden 23k  ve ∗
23k  

fonksiyonlarının çarpımı sabittir [ ]5 . 

 

İspat: 

 

(4.10) denklemi ile (4.16) denklemini taraf tarafa çarparsak bulunur. Buradan 

 

            ( ) =−=∗

s
kk 2

2

2323
sinh
λ

θ sabit           

 

sonuçları elde edilir.  

 

Teorem 4.6 (Manhiem’in Teoremi)   

 



 

),( NM , nL  time like bir Bertrand eğri çifti ve M ve N nin koordinat komşulukları sırasıyla, 

( )α,Ι  ve ( )β,Ι  olsunlar. Eğer time like Bertrand eğrilerinin karşılıklı noktaları P ve P*, bu 

noktalardaki eğrilikleri ise A, A* iseler 

 

            
∗

∗∗∗

PA

AP

PA

AP
:   

oranı sabittir [ ]5 . 

 

İspat: 

 

(4.9) ve (4.16) denklemlerinden 

 

            ( )( ) ==−+ ∗ θεελελεε 22
021102110 cosh11 kk sabit 

 

olduğu görülür. Böylece g eğrilik yarıçapı olmak üzere 

 

            
12

1012

12

10

k
k

k
gAP

εελεε
λλ

−
=−=−=∗  

            
12

10

k
gPA

εε
==                                                                                  (4.19) 

            
∗

∗∗∗ ==
12

10

k
gAP

εε
 

 

            ∗

∗

∗
∗∗ +

=+=+=
12

1012

12

10

k
k

k
gPA

εελεε
λλ  

 

dir. O halde çifte oran, (4.19) denklemi göz önüne alınırsa 

 

            

∗

∗

∗

∗

∗∗∗

+

−

=

12

1012

12

10

12

10

12

1012

::

k
k
k

k

k
k

PA

AP

PA

AP

εελ

εε

εε

εελ

 



 

 

                                     ( )( )11 12101210 −+= ∗ kk ελεελε  

 

                                     ( )( )∗−+−= 12101210 11 kk ελεελε  

 

                                     =sabit 

 

elde edilir. 

 

 

Teorem 4.7 

 

( )NM , , nL  de ( )α,Ι  ve ( )β,Ι  koordinat komşulukları ile verilmiş time like Bertrand eğri 

çifti olsunlar. M ve N nin eğrilikleri sırasıyla 2312 ,kk  ve ∗∗
2312 ,kk  olmak üzere λ ve μ sabitleri 

için 

 

            ( ) ( ) 01212102323 =++− ∗∗ kkkk λεεμ  

 

yazılır [ ]5 . 

 

İspat: 

 

(4.11) ve (4.18) denklemlerinden dolayı 

 

            
( )

=
+

=

∗

∗

ds
dsk

ds
dsk

23

2110

2

0
1

sinh
cosh

λ

λεε

θε
θε

sabit 

ve 

            
( )

=
−

−
= ∗

∗
∗

ds
dsk

ds
dsk

23

2110

2

0
1

sinh
cosh

λ

ελε

θε
θε

sabit 

 



 

olduğunu biliyoruz. Eğer 

 

          μλ
θε
θε

=−
sinh
cosh

2

0  

 

olarak alınırsa 

 

            1121023 =+ kk λεεμ  

ve 

            1121023 =− ∗∗ kk λεεμ  

 

elde edilir. 

 

Böylece son iki denklemden dolayı 

 

            ( ) ( ) 01212102323 =++− ∗∗ kkkk λεεμ  

 

dır. 

 

Teorem 4.8 

 

M, ILn (I,α) koordinat komşuluğu ile verilmiş time-like bir eğri olsun. Eğer M birden fazla 

Bertrand eğri çiftine sahipse M nin birinci. harmonik eğriliği 1H  sabittir [ ]5 . 

 

İspat: 

 

Kabul edelim ki nL  de M nin bir Bertrand eşlenikleri M* ve M** olsunlar öyle ki, sırasıyla M* 

ve M** ın koordinat komşulukları da (I,α*) ve . (I,α**) olsunlar. Ayrıca bu eğrilerin birinci ve 

ikinci eğrilikleri sırasıyla ∗∗
23122312 ,,, kkkk  ve ∗∗∗∗

2312 , kk olsunlar.  

M nin Bertrand eşleniği M* olduğundan, Teorem 4.4 ve Teorem 4.7 den dolayı 

 

          1121023 =+ kk λεεμ  



 

                                                                                                                                                                                  (4.20) 

          1121023 =+ ∗∗ kk λεεμ  

 

dır. Benzer şekilde M nin diğer bir eşleniği M** olmak üzere 

             1231012 =+ vkuk εε  

                                                                                                                                                                                 (4.21) 

          1231012 =+− ∗∗∗∗ vkuk εε  

 

dir. Öyle ki burada u, v sabitlerdir. Böylece (4.20) ve (4.21) denklemlerinden 

 

            ( ) =−
−

=
uv

vk
μλεε

μ

10
12 sabit 

 

            =
−
−

=
uv
uk
μλ

λ
23 sabit 

 

elde edilir. O halde harmonik eğrilik 

 

            ==
23

12
101 k
k

H εε sabit. 

 

dir. 

 

Sonuç 4.1. 

 

Bir time like eğrinin birden fazla Bertrand eşleniği varsa, bu eğri genel bir helistir [ ]5 . 
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