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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Rl’l
RmX}’l
R(x)

A4,B,C,...

> <

ElY.C.
E.KK.C.

min

: n boyutlu reel vektorler kiimesi

: mxn boyutlu reel elemanli matrisler kiimesi

: X matrisinin silitun uzay1

: matrisler; 4 =(a;) e R™"

: A matrisinin transpozesi

: A matrisinin genellestirilmis tersi
: A matrisinin tersi

: A matrisinin kosegen elemanlarinin toplami
. A matrisinin ranki
: vektorler; x = (x,) e R"

. delta tiirev operatorii

: eslenik transpoze

: Kronecker ¢arpim

. norm

: toplam
: biiytik, kii¢iik
: elemanidir

. esit degil

: En iyi yaklasik ¢6ziim
: En kiictlik kareler ¢oziimii

: minimum



OZET

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis ters, lineer matris denklemleri, en iyi yaklasik
¢oziim, en kiigiik kareler ¢oziimii, yar1 simetrik ¢oziim, simetrik ¢oztiim.

Calismanin ilk boliimiinde, genellestirilmis ters kavraminin tarihsel gelisimi
ozetlenmektedir.

Boliim 2 de, Bolim 3 ve Boliim 4 ana boliimlerine temel teskil edecek olan bazi
kavram ve teoremler verilmektedir.

Bolim 3 de, Ax=g lineer denklem sistemleri ile ilgili genel bir teoriden
bahsedilmektedir. Sistemin tutarli olmasi durumunda genel ¢oziimleri igerisinden,
tutarsiz olmas1 durumunda ise en kiigiik kareler ¢oziimleri icerisinden olmak {izere,
verilen bir x, vektorii i¢in x —x, 1n normunu minimum yapma problemleri ile ilgili
analitik ¢oziimler ortaya konulmaktadir.

Bolim 4 de, dnce AXB =C lineer matris denklemi ile ilgili genel bir teori
sunulmaktadir. Sonra, sistemin tutarli olmast durumunda genel ¢oziimleri
icerisinden, tutarsiz olmasi durumunda en kiiciik kareler ¢éziimleri igerisinden olmak
tizere, verilen bir X, matrisi i¢in X — X, n Frobenius normunu minimum yapacak

olan X matrisini bulma problemleri i¢in analitik ¢oziimler ortaya konulmaktadir.

Bolim 2, 3 ve 4 de verilen teorik sonuglar1 agiklamak igin, algoritmalar insa
edilmekte ve MATLAB 7.5 kullanilmak suretiyle sayisal drnekler verilmektedir.
Elde edilen sonuglarla ilgili karsilastirma yapabilmek i¢in Boliim 4 teki sayisal
ornekler 6zellikle literatiirde mevcut olan 6rnekler olarak alinmaktadir.

Vi



CALCULATION OF GENERALIZED INVERSES OF REAL
MATRICES USING MATLAB 7.5 AND APPLICATION TO
THOSE LINEAR MATRIX EQUATIONS

SUMMARY

Keywords: Generalized inverse, linear matrix equations, the optimal approximate
solution, the least squares solution, skew-symmetric solution, symmetric solution.

In the first chapter of the work, the historical evolution of generalized inverse
concept is summarized.

In the Chapter 2, some concepts and theorems that will be the fundamental tools for
the Chapter 3 and Chapter 4 are given.

In the Chapter 3, a general theory about the linear equation system Ax=g is

mentioned. The analytic solutions to the problem of finding the vector x, from
among the general solution set of the system if it is consistent, and from among the
least squares solution set of the system if it is inconsistent, such that the norm of
X —Xx, 1s minimum for a given vector x, are established.

In the Chapter 4, a general theory about the linear matrix equation 4XB = C 1is first
presented. Then, the analytic solutions to the problems of finding the matrix X,
from among the general solution set of the system if it is consistent, and from among
the least squares solution set of the system if it is inconsistent, such that Frobenius
norm of X — X, is minimum for a given matrix X, are established. Morever, it is

also given analytic solutions about some special cases, studied in the literature
recently, of the problem considered in this work.

To explain theoretical results given in the Chapter 2, 3, and 4, the algorithms are
constructed and the numerical examples are given using MATLAB 7.5. To be able to
make comparison of acquired results, the examples in Chapter 4 are especially taken
as examples that are available in literature.

Vii



BOLUM 1. GIRIS

Bu ¢alismada ele alinan matrislerin, vektorlerin ve skalerlerin hepsinin reel oldugunu
vurgulamakta fayda vardir. Reel hayattaki problemlere uygulanabilirlii agisindan

reellik kavraminin ¢ogu kez yeterli olacagi bilinmektedir.

Calismada esas olarak 4, B, C bilinen reel matrisler ve X bilinmeyen reel matris

olmak tizere, AXB = C seklindeki matris denklemleri ve literatiirde son zamanlarda
bazi ilgili glincel problemler {izerinde durulmaktadir. Caligmanin esasinda kullanilan
temel kavram, matrislerin genellestirilmis tersi (Moore-Penrose tersi) kavramudir.
Sonraki boliimlerde, calisma cercevesinde ilgili kavram iizerinde daha detayli
durulacaktir. Bu nedenle bu kisimda bu kavram ve 6zellikler iizerinde durmak yerine,

kavramin tarihsel gelisimi lizerinde durmak daha yararlidir.

Eger A bir terslenebilir kare matris ise AG=GA=1 olacak sekilde bir G
matrisinin var oldugu ve ona A4 nin tersi denilip A ile gosterildigi iyi
bilinmektedir. Eger A bir singiiler (tersi olmayan) veya dikdortgen matris ise boyle
bir G matrisi yoktur. Bununla birlikte Moore, ters notasyonunu 1920 de singiiler
matrislere genisletmis ve 1935’lere kadar bu kavrami ayrintili bigimde makalelerinde
islemistir. 4 matrisi i¢in Moore’un ters tanimi,
AG=P,, GA=PF;
olacak sekilde bir G matrisinin var olmasina denktir. Burada P,, X in siitunlar

tarafindan iretilen SR(X ) uzay1 lizerine bir izdlisim operatoriinii gostermektedir.

Moore’un bu ¢alismasindan habersiz olarak Penrose 1955’te 4 matrisinin tersi olan
G i,

AGA= 4, (AG) = AG

GAG=G, (GA) =G4



kosullarini saglayan matris olarak tanimlamistir. Bu kosullar Moore’un kosullarina

denktir. (Genel anlamda, iki x ve y vektorii arasinda i¢ carpim, y*x olarak

tanimlanir. Burada * eslenik transpozu gostermektedir)

Tseng’in ii¢ temel makalesinde matrislerden daha genel olarak singiiler operatdrlerin
terslerini tanimlama problemi ele alinmistir [1-3].

Bjerhammar, yine aynmi zamanlarda singiiler bir matrisin tersini kullanmaya ve
tanimlamaya calisti. Ancak ortaya ¢ikan sonuglar daha az genel veya sistematik

olmayan c¢aligmalardi.

1955 te Rao, en kiigiik kareler teorisindeki normal denklemlerden gelen, bir singiiler
matrisin ters kavramini olusturdu. O, bu terse “pseudoinvers” dedi ve normal
denklemleri ¢6zmede ve ayrica en kiiciik kareler tahmin edicilerin standart hatalarini
hesaplamada bir non-singiiler (tersi olan) matrisin bildik tersi ile ayn1 amaca hizmet
ettigini gosterdi. Rao’nun pseudoinversi, Moore’un ve Penrose’nin biitiin kosullarini
saglamadi. Yalnizca, 4 nin tersi olan G nin bir 6zelligini gerektirdi. O da, herhangi

bir y icin tutarsiz olan Ax = y denkleminin bir ¢6ziimii x = Gy dir. Bu Penrose’nin

taniminda yalnizca AGA = A kosulunu saglayan G matrisi ile elde edilir. 1962’de
Rao, bu tek kosulu yani 4G4 = A y1 saglayan G matrisine A matrisinin g-tersi
(genellestirilmis tersi) dedi ve onun oOzelliklerini ¢ok ayrintili bir sekilde calisti.
Bircok pratik uygulamada Rao tarafindan 1965 ve 1966 daki diger iki yayiniyla

gosterildigi tizere, daha genel tanim1 saglayan bir g-ters ile ¢aligmak yeterlidir.

Boyle tanimlanan g-ters tek degildir ve boylece matris cebirinde ilging bir ¢alisma
konusu olugturur. 1967 deki bir eserinde Rao, farkli amaglara uygun olmasi icin g-
terslerin nasil degisik sekillerde kurulabilecegini gostermis ve g-terslerin bir
siniflandirmasini (bilimsel adlandirmalarla) ortaya koymustur.

Bu c¢alisma daha sonra g-terslerin bazi yeni siniflamalarini ortaya koyan Mitra
tarafindan devam gelistirildi [4-5]. Genellestirilmis terslerin daha ileri uygulamalari

Mitra ve Rao tarafindan ortak yayinlarinda ele alind1 [6-8].

1955 ten beri bu konuya katkida bulunanlardan bazilari, Greville [9], Bjerhammer

[10-11], Ben-Israel ve Charnes [12], Chipman [13], Chipman ve Rao [14] ve Sgroggs



ve Odell [15] dir. Bose varyans analizi iizerine olan notlarinda g-tersin
kullanimindan bahsetmistir [16]. Boot ve Duffin karesel matrislerin kisitlanmis tersi
kavramimi tanittt. Bu kavram g-tersten farklidir ve network teorilerindeki bazi
uygulamalarda yararlidir [17]. Chernoff, singiiler pozitif yar1 kararli (A, nxn lik
matris ve x #0 olmak tlizere her x igin x'Ax>0 ise, A matrisine pozitif yari
kararlidir denir) matrisin bir tersini ele aldi. Bu kavram g-ters degil, ancak

istatistiksel tahmin teorileriyle ilgili baz1 problemlerin tartisilmasinda faydalidir [18].

Bu boliimiin baginda belirtildigi gibi ele aliman problemlerdeki nicelikler reel
olacaktir. Calismada verilen ve elde edilen analitik yaklagimlarin yani sira sayisal

ornekler i¢in gelistirilen algoritmalar MATLAB 7.5 ¢ergevesinde olusturulmaktadir.



BOLUM 2. GENELLESTIRILMIS (MOORE-PENROSE) TERS

2.1.Giris

Bu boéliimde oOncelikle, uygulamali bilimlerin hemen hepsinde ortaya ¢ikan reel
matrislerin genellestirilmis tersleri ile ilgili tanim ve baz1 6zellikler tanitilmaktadir.
Sonra MATLAB 7.5 yardimiyla, bu tiir matrislerin genellestirilmis terslerini
hesaplayan sayisal bir algoritma kurularak 6rnekler verilmektedir. Bundan boyle 6zel
olarak belirtilmedigi siirece skalerler, vektorler ve matrisler reel nicelikler olarak

anlagilacaktir.

2.2. Temel Kavram ve Ozellikler

Tamm 2.2.1. 4 bir m xn matris olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir 4~ matrisi
varsa, A~ ye A nin genellestirilmis (Moore-Penrose) tersi, yani g-tersi denir.
(G1) A4~ simetriktir,

G2) A A da simetriktir,

G4

(G2)
(G3) 44" A= 4,
(G4) 4744 =4 [19].

A matrisi kare ve tam rankli, yani satir ya da siitun rankli oldugunda 4 in

yukaridaki kosullar1 sagladig asikardir.
Teorem 2.2.2. Bir mxn boyutlu 4 matrisinin g-tersi varsa, boyutu z x m dir.

Ispat. 4~ A nin simetrik olmasi gergeginden hemen goriiliir [19]. m



Teorem 2.2.3. A4, bir mxn sifir matrisi ise, 4~ nxm boyutlu sifir matrisidir.

Ispat: Agik olarak 4~ = 0 matrisi Tanim 2.2.1in kosullarin1 gergekler [19]. m

Teorem 2.2.4. Eger A, rrankli bir m xn matris ise bu durumda non-singiiler P ve

QO matrisleri vardir oyleki;
1) m=n=r ise PAQ=1,
2y m=r<nise PAQ=[1 } 0],

1
3ym>r=nise PAQ=|-|,
0

I 0
4 m>r, n>r ise PAQ=| -

0 : 0
seklindedir. Burada [/, rxr boyutlu birim matristir. Bunu kullanarak;
r(A)=r>0 ise, B, mxr boyutlu matris, 7(B) =r ve C, rxn boyutlu matris,

r(C) = rolmak lizere, 4 = BC olarak yazilabilir [19].
Teorem 2.2.5. Her A matrisi bir g-terse sahiptir.

Ispat. Eger 4=0 ise, Teorem 2.2.3’¢ gére 4 =0 dir. 4# 0 olsun. Teorem 2.2.4’¢
gore eger 4, r(> 0) rankina sahip ise, 4= BC seklinde parcalanabilir. Burada B,

mxr boyutlu r rankli ve C, rxn boyutlu r rankli matrisler olup, B'B ve CC’

matrislerinin her ikisi de non-singiilerdir. Eger

1

A~=c'(cc’)'(B'B)' B’ (2.2.1)

olarak tanimlanirsa, 4~ nin Tanim 2.2.1’in kosullarin1 sagladig goriiliir [19]. m

Teorem 2.2.6. Her 4 matrisi i¢in bir tek g-ters vardir.

Ispat. 47 ve A4;, A mn herhangi iki g-tersi olsun. Gosterilmesi gereken A4 = A4

dir. A= AA A sagdan A, ile ¢arpilarak;



AA; = A4 AA;

elde edilir. 44, simetrik oldugundan A4, A4, de simetriktir. Buradan,
Ady = Ad; Ady =[(A47)(A4; )] = (A4, ) (A4 ) = Ad, 44, = 44 22.2)

olur. Benzer sekilde 4= A4 A soldan A, ile ¢arpilarak gerekli sadelestirmeler
yapilirsa,

A A=A4,A4 (2.2.3)
elde edilir. (2.2.2) ve (2.2.3) kullanilarak;

AT = A A4 = (A A)VAT = (A, A) A7 = A; (A4 )= 4, A4y = 4,

bulunur [19]. =

Teorem 2.2.7. Herhangi bir 4 matrisi i¢in, (A')f = (A" )' dir [19].
Teorem 2.2.8. (A7) =4 dir[19].

Teorem 2.2.9. Herhangi bir 4 matrisi igin (A4'4) =4 (A4') dir [19].
Teorem 2.2.10. (A4") = A4 ve (4" A) =4 A4 dir[19].

Teorem 2.2.11. A4 simetrik ise A4~ de simetriktir.

Ispat. Teorem 2.2.7°ye gore (A’)fz(A")’ idi. Boylece A'=A4 oldugundan

A" =(4") elde edilir [19]. m

Teorem 2.2.12. Bir A matrisiigin 4= A" ise A4 = A A dir.

!

Ispat. Tanim 2.2.1°e gore AA :(AA’ )’ dir. Fakat (AA’ )’ :(A’) A" oldugundan

Teorem 2.2.7 ve hipotezden sonug goriiliir [19]. m



Teorem 2.2.13. 4 non-singiilerise 4™ = 4~ dir.

Ispat. 47" in Tanim 2.2.1’in kosullarin1 sagladigii gostermek suretiyle ispat kolayca

yapilir [19]. m

Teorem 2.2.14. A matrisi simetrik ve idempotent ise 4~ = 4 dir [19].

Teorem 2.2.15. A4, A A, [ —AA", [ — A" A matrisleri simetrik ve idempotenttir

[19].
Tamim 2.2.16. (Matrisler Igin Direkt-Kronecker Carpim): 4 bir m, xn, ve B bir
m, x n, matris olsun. Bu durumda 4 ve B nin Kronecker ¢arpimi 4 ® B olarak

yazilan bir m;m, x n,n, boyutlu C matrisidir ve

[ Ab,  Ab, ... ... Ab,, [ b, A b4 ... .. b, A4
Ab,,  Ab, ... ... Ab, byd b4 ... .. b, A
C= : : : — : : :
Ab,, A4b,, ... .. - b, A b,,4 -

olarak tanimlanir. Aslinda, tanim bir sol direkt carpimdir. Benzer sekilde bir sag
direkt carpimda tanimlanabilir.

C matrisinin her biri m, xn, boyutlu olan mn, tane alt matrisi igerdigine ve C; ile

gosterilen /. alt matrisinin A4b; olduguna dikkat etmek gerekir. Bazen,
C=[C,|=]4b, ], i=12,..m , j=12,...n,

seklinde de yazilir.

Teorem 2.2.17. A= (al.j ) ,mxn ve B= (bij ) , pxq matrisler olmak iizere;
(A®B) =4 ®B"
dir [23].



2.3. Genellestirilmis Tersi Hesaplama Formiilleri

Bir matrisin g-tersini hesaplayabilmenin degisik yontemleri vardir. Ancak, bu
kisimda boyle bir tersi hesaplamada birer iteratif yontem ortaya koyan yalnizca iki

temel teorem ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 2.3.1. 4 bir m x¢ matris, 4, ,, A nmilk #—1silitunundan olusan m x (¢ —1)
boyutlu bir matris ve a,, 4 nin t.siitunu olsun. Bdylece,
A=[4. ' a]

yazilabilir. 4 nin g-tersi;

A = Atil - Atilatb;
b

t

dir.

Burada 1xm boyutlu b, vektorii, b, nin g-tersidir ve b, ;

(-4 4 ))a, ,eger a, # A A a, ise
b =1[1+a,(4,,4.) a |(4,.,4.,) q,
a,(4.4.) (4.4.) a,

,eger a, = A A a, 1se

ile tanimlanir [25].

Teorem 2.3.2. A, r rankli bir mxn matris olsun. Bu durumda 4 nin g-tersi
asagidaki adimlarda hesaplanabilir:

1-) B= A'A y1 hesapla.

2-) C, =1, olsun.

3-) C,, =1/Diz(CB)I,-CB, i=12,3,..r—-1, hesapla.

4-) (rC.A")/iz(C.B) yi hesapla ve bu deger 4 dir.

Ayni zamanda C

r+l

B =0 ve iz(C.B)# 0 dir [24].



C

r+l

B =0 oldugundan, 4 nin rankinin 6nceden bilinmesine gerek olmadigina dikkat

etmek gerekir.

Teorem 2.3.1°de verilen metot, e§er 4 matrisinin boyutu biiyiik ise, bilgisayar
programlama i¢in daha kullanislidir. Sonug olarak, hem Teorem 2.3.1°de ve hem de

Teorem 2.3.2°de verilen metotlarin her ikisi de iteratif bir sema olusturmaktadir.
2.4. Genellestirilmis Tersi Hesaplamak I¢in Bir Sayisal Algoritma ve Ornekler

MATLAB 7.5 ile g-ters dogrudan hesaplanmaktadir. Ancak programin yapisina
miidahale edilemediginden hangi yontemin kullanildig1 bilinememektedir. Ilerideki
boliimlerde paket programin ig¢indeki “pinv” komutuyla hesaplama ydnteminden
hareket edilecektir. Boyle olmakla birlikte bu kisimda Teorem 2.3.2°deki yontem
kullanilarak bir sayisal algoritma olusturularak ornekler verilecektir. Teorem 2.3.1

icin de benzer seylerin yapilabilecegi agikardir.
Algoritma 2.4.1.

1) A matrisini gir.

2) B = A'Ay1 hesapla.

3) r=rank(4) y1 hesapla.

4) C,, nxn boyutlu birim matrise esittir.(n, 4 matrisinin siitun say1sidir)

5) Eger r#1 ise C,, =(1/0)iz(C.B)I,—C,B degerini 2’den r’ye kadar her
defasinda arttirarak hesapla.

6) ters=A4" =(rC,4)/iz(C.B) degerini hesapla.

7) Eger r=1iseters=4" = (]nA')/I:iZ(InB)] olarak hesapla.

0 -2
. -1
Ornek 2.4.2. 4= - matrisini ele alalim. Algoritma 2.4.1 kullanilarak;

2 -1 2
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0.2667 0.3333 0.0667 0.4000
A" =| 0.1333 0.0667 0.5333 0.2000
-0.2000 0 0.2000 0.2000

olarak bulunur [Ek A].
1 T
0 0
Ornek 2.4.3. A=| 2 4 | matrisi i¢in Algoritma 2.4.1 kullanilarak;
1 2
L 3 6 .

~ | -0.0133 0 0.0267 0.0133 0.0400
~1-0.0267 0 0.0533 0.0267 0.0800

olarak bulunur [Ek B].



BOLUM 3. LINEER DENKLEM SISTEMLERI

3.1.Giris

Matematiksel arastirmalarin belki de hi¢bir alaninda lineer denklemlerin 6nemli bir
rol oynamadig1 yer yoktur. Bu kisimda oncelikle lineer denklem sistemleri ile ilgili
genel bir teoriksel yaklasim Ozetlenecektir. Daha sonra da sayisal algoritmalar

olusturularak edilerek ornekler verilecektir.

A bir mxn reel matris, g bir mx1 reel vektdor ve x bir nx1 reel vektér olmak

iizere n bilinmeyenli m denklemden olusan bir sistem,

Ax=g (3.1.1)
olarak yazilir. 4 ve [A : g] matrislerine denklem sisteminin sirasiyla katsayilar

matrisi ve ekli matrisi denir. Bundan baska, m =n olmasi durumunda sisteme kare
sistem, g =0 0Ozel durumunda da sisteme homojen sistem denir. Genel olarak ele

alacak problemler asagidaki gibidir:

1) Bir mxn boyutlu A4 reel matrisi ve bir mx1 boyutlu g reel vektorii
verildiginde, (3.1.1) denklem sistemini saglayan bir nx1 boyutlu x reel vektorii
var midir?

2) Eger 1)’in cevabi “evet” ise, sonraki soru; “kag¢ tane x ¢6ziim vektorii vardir?”

3) Eger 1)’in cevabi “hayir” ise, diger soru; “uygun bir yaklasiklik tanimi
cercevesinde, (3.1.1) denklem sistemini yaklasik olarak saglayan bir x vektori
var midir?”

(3.1.1) denklem sistemine, eger 1)’in cevabi “evet” ise tutarhidir; “hayir” ise

tutarsizdir denir.
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3.2. Ax =g Sisteminin Coziimlerinin Varhg

Bu kisimda Ax =g denklem sisteminin ¢oziimlerinin varhig ile ilgili, bir kismi

ispatsiz olmak lizere, baz1 6zellikler verilecektir.
Lineer denklem sistemlerinin ¢éziim yapilarini asagidaki iki temel teorem ortaya

koyar.

Teorem 3.2.1. (3.1.1) seklindeki bir lineer denklem sistemi verilsin. Ayrica p ve ¢
sirastyla 4 ve [A 5 g] matrislerinin ranklart olsun. Bu durumda (3.1.1) sistemi,

1) p<gq ise ¢dziime sahip degildir.

2) p=gq =n ise bir tek ¢dziime sahiptir.

3) p=q ve p<n ise n—p tane parametreye bagl sonsuz g¢oklukta ¢dziime

sahiptir [29].

Teorem 3.2.2. A, nxn boyutlu bir matris olmak {izere asagidakiler denktir:
1) A tersinirdir.

2) Herhangi bir g icin Ax = g bir tek ¢ozlime sahiptir.

3) Ax =0 yalnizca asikar (x = 0) ¢dziime sahiptir.

4) A nin satir-indirgenmis eselon formu / birim matrisidir [29].

Yukaridaki temel teoremlerden goriilmektedir ki (3.1.1) denklem sisteminin
coziimlerinin yapis1 farkli irdelemeleri igcermektedir. Oysa ele alinan bir problem
icin, genel bir teori arzu edilir. Genellestirilmis terslerin (Moore-Penrose terslerin)
kullanimini igeren bu tiir bir teori vardir. Asagidaki teorem bdyle bir teorinin

temelini olusturur.

Teorem 3.2.3. (3.1.1) sisteminin tutarli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

AA” g = g olmasidir.

Ispat. Ax =g sistemi tutarli ve x,, sistemi saglayan, yani Ax, =g olan bir vektor

olsun. Soldan 44" ile soldan ¢arparak,
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AA Ax, = AA" g elde edilir. Fakat, sol yan A4 Ax, = Ax, =g dir. Boylece
AA g =g olur.
Simdi A4 g =g oldugu kabul edilsin. x=4"g alinirsa ve Ax =g sisteminde

yerine yazilirsa, 44" g = g elde edilir. Boylece x = 4" g bir ¢6zlim olur. Bu ispati

tamamlar [19]. m

3.3. Ax =g Sisteminin Coziimlerinin Sayisi

Bu kisimda Ax =g denklemler sisteminin en az bir ¢dziime sahip oldugu kabul

edilerek ¢oziimlerin sayisi tartisilacak ve genel ¢oziimiin bigimi ortaya konacaktir.
Asagidaki teorem, sistemin tiim ¢ozliimlerini verdiginden dolayir lineer denklemler

sistemleri teorisinde olduk¢a kullaniglidir.

Teorem 3.3.1. A bir mxn matris olmak iizere, Ax =g sistemi bir ¢dziime sahip
olsun. %, herhangi bir nx1 boyutlu parametreler vektorii olmak iizere,

X, =Ag+({U -4 A)h (3.3.1)
seklinde yazilan x, vektorii bir ¢ozlimdiir. Ayrica sistemin her ¢éziimi bir nx1, &

vektorii icin denklem (3.3.1) bigiminde yazilabilir.

Ispat. Ax=g sistemi bir ¢oziime sahip olsun. Bu durumda, Teorem 3.2.3’den
AA g = g dir. Buradan, (3.3.1) deki x, 1n bir ¢dziim oldugunu ispatlamak icin, x,
soldan A ile ¢arpilirsa,

Ax, = A4 g+ A(1 -4 A)h

elde edilir. Fakat A(I —A’A) =0 ve A4 g =g oldugundan A4x, =g elde edilir.
Boylece (3.3.1) deki x, bir ¢oziimdiir.

Simdi Ax =g sisteminin herhangi bir x, ¢oziimiiniin (3.3.1) bi¢iminde oldugu
gosterilmesi gerekir. x, bir ¢éziim oldugundan, Ax, = g dir. Bu esitlik soldan 4~ ile

carpilirsa,
A Axy,=A g veya 0=4 g—A Ax,
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bulunur. Her iki tarafa x, eklenirse,
Xo=A g+x,—A Ax, = A" g +(I—A’A)x0

olur. Buise & = x, olmak tizere (3.3.1) seklindedir. Boylece ispat tamamlanir [23].m

Sonug¢ 3.3.2. Ax = g sistemi tutarl ise, x, = 4" g nin tek ¢oziim olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul 4™ A4 =1 olmasidir.

Sonu¢ 3.3.3. 4 bir mxn matris olmak lizere, Ax = g sistemi tutarli ise sistemin tek

bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 4 nin rankinin » olmasidir.
3.4. Tutarsiz Lineer Denklem Sistemlerinin Yaklasik Coziimleri

(3.1.1) deki denklemler sisteminin tutarsiz oldugu, yani sistemi saglayan herhangi bir

x vektorlinlin olmadigi kabul edilirse, bu durumda (3.1.1),

Ax—g =e(x) (34.1)
olarak yazilabilir. Burada e(x) bir kalan vektdr ya da sapmalar vektoriidiir. Eger
Ax = g sistemini saglayan bir x, vektorii olsaydi, bu e(xo) =0 olacak sekilde bir
x, vektorii oldugu anlamina gelecekti. Eger e(x) =0 (yani, Ax = g) olacak sekilde
bir x vektorii yoksa e(x,) “kiigiik” olacak sekilde bir x, vektdrii arastiriimak
istenebilir. Eger x, boyle vektor ise bu durumda x, a Ax=g sisteminin bir
“yaklagik” ¢ozlimii denilebilir. Eger x, vektorii denklem (3.4.1) de, diger tim x

vektorlerine gore “daha kiigliik” bir e(x) ’1 veriyorsa, x, a Ax =g denklemler

sisteminin E.I.Y.C.’ii (En Iyi Yaklasik Céziimii) denir.

Not: Ax=g nin ¢b6ziimii olmasa bile, bazen Ax—g:e(x) in yerine Ax=g

yazilacagina dikkat etmek gerekir.

Ornek 3.4.1.

Ax = g sistemi,
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X +x,=2 (3.4.2)
2x, +2x, =2
3x,+3x, =3

olsun. Bu sistemin tutarsiz oldugu aciktir. Coziime bir alternatif olarak, f(x,,x,)
sapmalarin karesi, yani

f(x,x,) = (x, +x, —2)* +(2x, +2x, —2)> +(3x, +3x, —3)°

olmak {iizere, f(x,,x,)’yl minimum yapacak sekilde x, ve x, yi bulmak gerekli
olsun. (3.4.2) deki sistemin bir x, = x_, x, = x; ¢dziimiine sahip olmasinin gerek ve
yeter kosulu f(x!,x5)=0 olmasidir. Céziim olmayan x, ve x, degerleri igin,
f(x;,x,) >0 oldugu aciktir. Boylece f(x,,x,) minimum olacak sekilde x, ve x,

degerlerini bulmak gerekir ve buna yaklasik ¢6ziim denir. Bu degerleri belirlemek

icin analiz kullanilirsa,

of (x,,x,) of (x,.x,)

=0 ,
Ox, ox,

=0,

elde edilir. Bu ifadeler,

14x, +14x, =15
14x, +14x, =15

0zdes denklemlerini verir. Boylece, 14x, +14x, =1 5’1 saglayan herhangi x, ve x,
icin f(x,,x,) minimumdur. Dolayisiyla, f(x,,x,) sapmalar kareleri toplamim
minimumlagtirma kriteri, tek bir ¢oziim vermez. f(x,,x,) yi minimumlastiran tim
bu x, ve x, degerleri arasindan x; +x; yi minimum yapacak olan degerleri segmek
gibi ilave bir kriter daha olmahdir. Ornekte, g(x,,x,)=x +x, ifadesi
14x, +14x, =15 kisitlamasina gore minimumlastirilmalidir. Yine analiz kullanilarak,
x] =x) =15/28 elde edilir. Simdi x, =4 g vektdriinin ayn1 ¢oziim oldugu
goriilecektir. Eger 4™ hesaplanirsa,
1 2 3
4= 2%{1 2 3}

bulunur ve 4" g hesaplanirsa,

P 15
758115
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elde edilir. Bunlar, (3.4.2) esitligindeki sisteme yaklasik ¢6ziim olarak dnceden
bulunan degerlerle aynidir.
Simdi, Ornek 3.4.1 in sonuglar1 temel alinarak yaklasik ¢dziimiin bir tanim1 formiile

edilecek ve sonra A4 mnin g-tersinin yaklasik bir ¢oziimii bulmak icin nasil

kullanilabilecegini agiklayan bir teorem ispatlanacaktir. Zel.z (x) sapmalar kareleri
toplamin1t minimumlastiran bir x, arastirilmaktadir. Bu kareler toplamu,

e'(x)e(x) veya (Ax—g)’ (Ax-g)

olarak yazilabilir.

Tamim 3.4.2. (En Iyi Yaklagitk Coziim): 4 bir mxn matris olmak iizere, x,

vektoriinin Ax—g = e(x) denklem sisteminin en iyi yaklagik ¢oziimii olarak

tanimlanmasinin gerekli ve yeterli kosullari:

1) R" deki tim x ler igin, (Ax— g)' (Ax—g)>(Ax, - g)' (Ax, —g) bagmtisin
saglamasi,

2) (Ax- g)’ (Ax—g)=(4x, - g)' (Ax, —g) seklindeki tiim x # x, vektorleri igin

x'x > x;x, bagmtisinin saglanmasidir.

Aslinda tanim x, 1, sapmalarin kareleri toplamimi minimumlastirdigini ve her bir
eleman1 sapmalarin kareleri toplamini1 minimum yapacak sekilde bir S kiimesi varsa,
bu durumda S *deki diger tim x vektorleri igin x'x kareler toplami x, x, dan bityiik

olmasi halinde, S’deki x, vektoriinin E.IY.C. olarak segilebilecegini ifade

etmektedir.

Asagidaki teorem E.IY.C.’lin var oldugunu ve katsayilar matrisinin g-tersinin

E.1.Y.C.’ii bulmak i¢gin kullanabilecegini ifade etmektedir.

Teorem 3.4.3. Ax = g denklem sisteminin E.LY.C.’#i, x, = 4" g dir.
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Ispat. x,=4"g olmak {izere, R” deki tim x vektdrleri igin
(Ax —g) (Ax - g) > (Ax0 —g) (Ax0 —g)
oldugu ve esitligi saglayan vektorler iginde x # x, kosulu ile x'x >x;x, oldugu

gosterilmelidir. 44" g, Ax— g ye bir eklenir bir ¢ikarilirsa, ¢apraz carpim terimleri

sifira esit oldugundan,
(Ax—g) (Ax—g)=(Ax—Ad g+ A4 g—g) (Ax—Ad g+ A4 g~ g)
=[A(x-ag)+(aa —I)g] [A(x—A’g)+(AA’ —I)g]

:A(x - A-g)]' [A(x - A-g)] + [(AA- —l)g]' [(AA- —l)g]

[t -1)e] (a1 1)e]

elde edilir. Bu esitsizlik R” deki tiim x ler i¢in saglanir. Eger x, = A" g alinirsa,

R"deki tim x ler igin,

(Ax-g) (Ax-g)> [(AA’ —l)g]' [(AA’ —I)g]
= (AxO — g)’ (Ax0 —g)

elde  edilir. Esitligin saglanmasinin ~ gerekli  ve  yeterli  kosulu

(3.4.3)

[A(x - A'g)} [A(x - A'g)} =0, yani

Ax=A44" g

olmasidir.

Simdi Ax = A4" g esitligini saglayan tim x ler igin,

x'x > (A‘g) (A"g) = X)X,

bagintisinin elde edilecegi gosterilmelidir. R deki tim x vektorleri i¢in asagidaki

bagint1 saglanir:
[a7g+(1- A’A)x]’ [a7g+(1- 4 4)x]= (47g) (4¢)

+ [(1 - A’A)x] [(1 - A’A)x]

(3.4.4)
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Eger Ax yerine AA” g veya denk olarak 4~ Ax yerine A" g konulursa (bu durumda
(3.4.3) de esitlik saglanir), (3.4.4) deki 6zdeslik,

x'x = (A‘g)'(A"g)+(x—A"g)' (x—A‘g)
veya
X # X, ise X'x > X, X,

haline gelir ve teorem ispatlanir [19].a
Not: Bu ispat E.I.Y.C.’iin daima var ve tek oldugunu ortaya koyar.

Sonug¢ 3.4.4. Herhangi bir m xn boyutlu 4 matrisi ve herhangi bir m x1 boyutlu g
vektorii igin, x vektorii R" iizerinde degismek iizere, (Ax — g)’ (Ax—g) niceliginin

minimumu g’(l - AA‘) g dir.

3.5. En Kiiciik Kareler Coziimii

Uygulamali bilimlerde, 6zellikle uygulamali istatistikte, genel olarak en kiigiik

kareler teorisinden daha ¢ok kullanilan bir yontemin olmadigi sdylenebilir. Bu teori

baslangic asamasinda, Ax-—g :e(x) seklinde ifade edilen tutarsiz denklemler
sisteminin E.LY.C. ile olduk¢a yakn iliskilidir ve problem &'(x)e(x) minimum
olacak sekilde bir x, vektorii bulmaktir. Bu kosulu saglayan herhangi bir x

vektoriine (3.4.1) sisteminin bir E.K.K.C. (En Kiiciik Kareler C6ziimii) denir. Bu
kisimda en kiigiik kareler yontemi tanimlanacak ve yararli olabilecek bazi teoremler

verilecektir.

Tanmm 3.5.1 (En Kiigiik Kareler Cozlimii): 4 bir mxn matris olmak {izere, x,
vektoriinin Ax— g :e(x) sisteminin bir E.K.K.C. (En Kiigiik Kareler Coziimii)
olarak tanimlanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, R" deki tiim x ler igin,

(Ax—g)’(Ax—g)Z(Axo —g)'(Ax0 —g) (3.5.1)

bagintisinin saglanmasidir.



19

Not: (3.4.1) denklemindeki esitlik durumunu saglayacak sekildeki x lerin bir kiimesi
varsa E.K.K.C. i¢in olan kisitlamalar E.1.Y.C. i¢cin olan kisitlamalardan daha ¢ok
degildir. Bu gercek, bir EIY.C. ve bir EK.K.C. arasindaki farktir. Bdylece bir
sistemin bir¢ok en kiiciik kareler ¢oziimii olabilir. E.IY.C. her zaman bir E.K.K.C.
diir. Ancak bir E.K.K.C. her zaman bir E.IY.C. degildir. Dolayisiyla E.I.Y.C.,

E.K.K.C. kiimesi iizerinden aranir.

Teorem 3.5.2. B matrisi, 4BA= A ve AB simetrik olacak sekilde herhangi bir

matris olmak iizere, x, = Bg vektorli, 4x —g = e(x) sisteminin bir en kiiciik kareler

¢Ozimiidiir.

Ispat. x,=Bg nin ¢'(x)e(x) nin, yani(Ax—g)'(Ax—g) nin bir minimumu
oldugu gosterilmelidir.

B, ABA= A ve AB simetrik olacak sekilde herhangi bir matris olsun. Bu durumda,

ABA =4 (3.5.2)
B'A'= AB

yazilabilir. Buradan,
[A(x-Bg)[ [(4B~1)g]=(x~Bg) 4'(4B~1I)g

=(x Bg)’ '( 'A'—[)g

=(x—Bg) [(4'B'4'-4)g]

=0
dir; yani ¢apraz ¢arpimlar sifir oldugundan,
(Ax - g)’ (Ax - g) = [Ax — ABg + ABg — g]' [Ax — ABg + ABg — g]
=[A(x~Bg)+(4B~1)g] [A(x~Bg)+(4B~1)g]
=[A(x~Bg)] [A(x-Bg)|+[(4B-1)g| [(4B-1)g]

(3.5.3)

elde edilir.

Boylece (3.5.3) ten, R" deki tiim x ler igin,

(Ax—g) (dx—g)>[(4B-1)g] [(4B-1)g]
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esitsizligi  elde  edili.  Dolayisiyla  [(4B—1) g]' [(4B-T)g|  niceligi
(Ax - g)’ (Ax —g) nin bir alt siniridir

x = Bg oldugunda, (Ax - g)’ (Ax—g) niceligi alt siirina ulagir. Boylece x, = Bg,

Ax — g = e(x) sisteminin bir en kiigiik kareler ¢6ziimiidiir [19]. m

Sonuc¢ 3.5.3. Eger A, bir mxn matris ve B, ABA=A ve AB simetrik olacak
sekilde bir matris ise bu durumda AB = 44" dir.

ispat. AB= A4 AB = (A4 ) (AB) = (A') A'BA'=(A') A'= A4 elde cdilir. m

Teorem 3.5.4. nx1 boyutlu x, vektdriiniin Ax — g = e(x) sisteminin bir EX.K.C.
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
(A)c0 —g) (Ax0 —g) = g'([ —AA_)g

olmasidir.

Ispat. Sonug 3.4.4’den (Ax —g)' (Ax — g) nin bir alt sinir1 g'(] — AA’)g olup, bu

alt sinira daima ulagilabilir. (Ornegin x, = 4'g ) [19].m

Teorem 3.5.5. Bir nx1 boyutlu x, vektdriinin Ax—g =e(x) sisteminin bir
E.K.K.C. olmasinin gerekli ve yeterli kosulu x, n

Ax=AA g (3.5.4)

matris denklemini saglamasidir.

Ispat. Ax= A4 g matris denkleminin bir ¢dziime sahip oldugu asikardir. Eger x,,
Ax, = AA” g yisaglarsa bu denklem x, i¢in ¢oziilebilir ve

x,=Ag+(I-A44)h
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genel ¢oziimii elde edilir. Eger x, m bu degeri (Ax,— g)’ (Ax, —g) de yerine
yazilirsa,

(AxO —g) (AxO —g) = g'([ - AA’)g

bulunur ve Teorem 3.5.4°den, x, bir E.K.K.C. diir. Tersine x,, 4x—g = e(x) in bir

E.K.K.C. ve dolayisiyla
(Ax,—g) (4x,—g) = g'([ - AA’)g
oldugu kabul edilsin. g vektorli, g=x,—A4 g ve dolayisiyla x, =4 g+gq ile

tamimlansin. Eger x, mn bu degeri (Ax, — g)’ (Ax,—g)= g'([ — AA” ) g esitliginde
yerine yazilirsa,

q'A'Aqg =0

elde edilir. Bu A¢ =0 oldugunu vurgular ve bu nedenle Ax, = A4 g olur. Ispat

tamamlanir [19].m

Sonug 3.5.6. Bir nx1 boyutlu x, vektoriiniin Ax —g = e(x) sisteminin bir E.K.K.C.

olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul x, n
Adx=A'g (3.5.5)

matris denklemini saglamasidir [19].

A'Ax= A'g denklemler kiimesine Ax—g = e(x) sisteminin normal denklemleri

denir.
3.6 Tutarh ve Tutarsiz Lineer Denklem Sistemlerinin Coziimii
Bu kisimda tutarli ve tutarsiz lineer denklem sistemlerinin kisitlamali ve kisitlamasiz

olarak ¢ozlimleri incelenecek ve bunlarin bulunmalariyla ilgili ayr1 ayr1 algoritmalar

ve Ornekler verilecektir.



22

3.6.1. Kisitlamasiz lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii

A bir mxn boyutlu matris, g mx1, x nx1 boyutlu vektorler ve 4 herhangi bir

nx1 boyutlu vektor olsun.

Iki durum séz konusudur:
1) Sistem tutarh (AA‘g = g) ise genel ¢oziim x=A4"g+( — A A)h ile,
2) Sistem tutarsiz (AA‘ g# g) ise ¢Ozlim yoktur ve en iy1 yaklasik ¢coziim x= A4"g

ile bulunur.
3.6.1.1 Kisitlamasiz ¢oziim icin bir sayisal algoritma
Algoritma 3.6.1.1.

1) A ve g matrislerini gir.

2) h matrisini gir (genel ¢oziim i¢in parametre, 6zel i¢in skaler olarak).

3) g’ ve h' yiihesapla.

4) g=g' ve h=nh"al.

5) A matrisinin rankini hesapla.

6) A yihesapla.

7) AA g yihesapla.

8) HAA’g - g” yi hesapla.

9) Eger HAA‘ g- gH <10” ve A nin ranki siitun sayisina esit ise “sistem tutarli, A4
stitun rankli ve ¢oziim: x = 4"g dir” yaz.

10) Eger HAA‘ g- g” <10” ve A nm ranki siitun sayisina esit degil ise “sistem tutarl1,
A stitun rankl degil ve ¢oziim x = 4 g + (I - A’A) hdir” yaz.

11)Eger 9) ve 10) saglanmiyorsa “sistem tutarsizdir ve E1Y.C.: x=A4"g dir”

yaz.
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Ornek 3.6.1.2.
2y+4z=2
x+2y+2z=3
3x+4y+6z=-1
denklem sistemi i¢cin A4°g = g saglandigindan sistem tutarlidir. Ayrica siitun rankl

oldugundan tek ¢oziimii vardir. O halde ¢6ziim Algoritma 3.6.1.1 yardimiyla,

0 2 4 2
2/,g=3
6 -1

A=|1 2
3 4
olmak iizere,
-3
x=|5
-2

olarak bulunur [Ek C].

Ornek 3.6.1.3.

6x, —x, =3x;—x, =0

4x, —x, —x; —2x, =5

x, +3x, +4x;, —x, =6

denklem sistemi i¢in 44°g = g saglandigindan sistem tutarlidir. Fakat siitun ranklh
degildir. O halde ¢6ziimii tek degildir, sonsuz ¢6ziim vardir. Genel ¢6zliim, Algoritma

3.6.1.1 yardimiyla,

6 -1 -3 -1
A=|4 -1 1 =2|,g=|5
1 3 4 - -6

ve h herhangi bir nx1 vektor olmak iizere,

~0.3776 + 0.74h, —0.073h, +0.095h, +0.23h,
~3.2891—0.74h, +0.74h, —0.95h, —0.23h,
0.7526 + 0.95h, — 0.95h, +0122h, +0.29%,
~1.2343+0.23h, —2.32h, +0.29h, +0.73h,

olarak bulunur. Ozel olarak 4 = [0 0 0 0]' olarak alinirsa,
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—0.3776
-3.2891
0.7526
—1.2343
bulunur [Ek D].
Ornek 3.6.1.4.
2x+y+z=6
x=2y+z=-1
3x—-y+2z=4

denklem sistemi i¢in A4 g # g oldugundan sistem tutarsizdir ve sonsuz ¢oziimii

vardir. O halde yaklasik ¢6ziim Algoritma 3.6.1.1 kullanilarak,

2 1 1 6
A=|1 =2 1], g=|-1
3 -1 2 4

olmak tizere,

1.6286
x =[1.7905
0.6190
olur [Ek E].

3.6.2. Kisitlamali lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii

Ug durum s6z konusudur:

1) Sistem tutarh (AA’ g= g) ve A matrisi siitun rankli ise;

x=Ag+({—-A4A)h denkleminde 4"4A=1 olacagl igin x=A"g yegane ¢Ozliim
olur. Bu nedenle tutarli durumda kisit koymanin bir anlami1 yoktur.

2) Eger sistem tutarli ve A matrisi siitun rankli degil ise;

Bu durumda x tiizerinde kisit konularak, genel ¢oziim iizerinden en iyisini bulmak
gerekebilir.

3) Sistem tutarsiz ise;
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Bu durumda en kiiciik kareler ¢ézlimleri icinden x iizerinde konulan kisit1 saglayan

en iyi ¢oziimii bulmak gerekebilir.

Son olarak, bu kisimda 2) ve 3) durumlan ele alinacaktir. Yukaridaki en iyilik
E.LY.C. anlamindadir. E1Y.C.’iin de E.K.K.C. kiimesi iizerinde arandigina dikkat
etmek gerekir. Burada Oncelikle ele alinacak problemler tanitilacak, sonra algoritma

ve Ornekler tizerinde durulacaktir.

A, bilinen bir m x n boyutlu matris, g, mx1 boyutlu bilinen bir vektor olmak iizere
Ax = g denklem sistemi tutarli ve A siitun rankli olmasin. Bu durumda #, herhangi
bir nx1 parametreler vektorii olmak tizere,

x=Ag+(I-AA)h

seklinde bulunan her vektor sistem igin bir ¢6ziimdiir. Bu sistemin tiim ¢6ziimlerinin
kiimesi S, ile gosterilsin. (A4 nin siitun rankli olmasi durumunda 4 4=1
olacagindan x = 4 g nin yegane ¢6ziim olacagina ve bununda 1) yardimiyla ifade

edildigine dikkat etmek gerekir)

Problem, bir x, € R™ vektorii verildiginde,

[% -] = min]x- x|

xeSg

olacak sekildeki x € S yi bulmaktir.

Asagidaki teorem bu problemin analitik ¢6ziimiinii ortaya koymaktadir.

Teorem 3.6.2.1. 4 mxn bilinenler matrisi ve g, mx1 boyutlu bilinenler vektorii
olmak iizere, Ax=g denklem sistemi tutarli ve x, € R™ verilen herhangi bir

bilinenler vektorii olsun. Bu durumda,

[% =2 = min }r x|

xeSg

olacak sekildeki x vektori,
f=Ag+(I-4 4)x,

ile verilir.
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Ispat. xeS_ ise heR™ herhangi bir vektér olmak {izere Teorem 3.3.1°den,
x=Ag+(I-AA)h (3.6.2.1)
bicimindedir. Burada problem, bir bakima

Ag+(I-4 A)h=x,

veya

(I-AAh=x,-A4g

sisteminin E.IY.C.’nii bulmaya indirgenmis olur. Teorem 2.2.14’den ve Teorem

3.4.3’den,
h=(1-44)(x, -4 g)
=x,— A g—-AAx,+ A A4 g
=x,-Ag-AAx,+A g
=x,— A Ax,
=(1-44)x,
bulunur. /# i¢in bulunan bu h degeri (3.6.1) de yerine yazilarak sistemin E.I.Y.C. i,
x=Ag+A-A4AA)(I—-A4 A)x,
=4 g+(I—-A4 Ax,

olarak bulunur ve ispat tamamlanir. m

Bu kisimda ikinci olarak ele alinacak olan problem sudur:

A bilinen bir mxn matris, g bilinen bir mx1 vektér, x de nx1 bilinmeyenler
vektorii olmak {lizere Ax =g denklem sistemi tutarsiz olsun ve bu sistemin tiim

E.K.K.C. niin kiimesi S, ile gosterilsin.

Problem bir x, € R™ vektérii verildiginde,

[% =2 = min }r x|

xeSg
olacak sekildeki X € S, yi bulmaktir. Bunun i¢in dncelikli olarak E.K.K.C. kiimesini

ortaya koyacak olan agagidaki yardimci teorem verilecektir.
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Yardimer Teorem 3.6.2.2. x € R™ vektdrii Ax = g tutarsiz sisteminin bir E.K.K.C.
ise, h € R™ herhangi bir vektor olmak iizere, bu x vektorii,
x=Ag+A—-A Ah

biciminde yazilabilir.

Ispat. Ax—g =e(x) olsun. EK.K.C. lerinin kiimesi e'(x)e(x) i minimum yapacak
olan x vektorlerinden olusur. Buradan,
e’(x)e(x) = (Ax - g) (Ax —g)
=x'A'Ax—x'A'g —g'Ax+ g'g
=x'A'Ax-2x'A'g+g'g
bulunur. x e gore tiirev alinir ve sifira esitlenirse,

8[6'(x)e(x)]

=24"Ax—-24'g
ox

=0

veya
A'Ax=A'g
normal denklemleri bulunur. Bu sistem daima tutarli olup genel ¢6ziimii, 4 € R™
herhangi bir parametreler vektorii olmak iizere,
x=(AA) A'g+| I—(4'4) (4'4) |

= A (A) AgH|I-A (4') 4|

=AgH(I-AA4)h

bulunur ve ispat tamamlanir. m

Asagidaki teorem yukarida agiklanan ana problemin analitik ¢oziimiinii ortaya

koymaktadir.

Teorem 3.6.2.3. 4 bir mxn bilinenler matrisi, g, mx1 bilinenler vektori, x,
nx1 bilinmeyenler vektorii ve x, € R™' verilen herhangi bir bilinenler vektorii
olsun. Bu durumda,

[% -] = min]x- x|

xeSg
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olacak sekildeki x vektori,
F=AgH+I-A A)x,

ile verilir.

Ispat. xe S, ise Yardimc1 Teorem 3.6.2.2°den % € R™ herhangi bir parametreler
vektori olmak tizere,
x=Ag+A—-A Ah
bigimindedir. Bu ise (3.6.2.1) ile ayni bicime sahiptir. Ispatin bundan sonraki

kisminda oradaki gibi ilerlenerek,
x=Ag+(A-A4 Ax,

oldugu goriiliir. m

Uyan 3.6.2.4. Teorem 3.6.2.1 ve Teorem 3.6.2.3°de ele alinan problemlerin analitik

¢ozlimlerinin ayni olduguna dikkat edilmelidir.
3.6.2.1 Kisitlamal ¢6ziim i¢in bir sayisal algoritma

Algoritma 3.6.2.1.

1) 4, x,, g matrislerini gir.

2) g've xO’ yii hesapla.

3) g=g' vex,= xO' al.

4) A matrisinin rankini hesapla.

5) A yihesapla.

6) AA g yihesapla.

7) HAA‘ g- g” yi hesapla.

8) Eger HAA’ g- gH <10~ ve A nin ranki siitun sayisina esit ise “sistem tutarli, A4

siitun rankl ve ¢oziim: x = 4" g dir” yaz.
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9) Eger HAA‘ g- g” <10’ ve A nm ranki siitun sayisina esit degil ise “sistem tutarl,
A siitun rankl degil ve ¢oziim: x = 4" g + (1 - A'A)x0 dir” yaz.
10)Eger 8) ve 9) saglanmiyorsa “sistem tutarsizdir ve E.IY.C.:

x=Ag +(1— A’A)x0 dir” yaz.

Ornek 3.6.2.2. Algoritma 3.6.2.1 kullanilarak, 6rnek 3.6.1.2°deki sistem icin

xo=[1 2 3]' olmak iizere yukaridaki problemin ¢oziimii X=[-3 5 —2]’ elde

edilir. Burada kisit ne olursa olsun ¢6ziim hep aynidir. Ciinkii sistem tutarli ve A4

matrisi siitun rankli oldugundan ¢6ziim tektir [Ek F].

Ornek 3.6.2.3. Algoritma 3.6.2.1 kullanilarak, 6rnek 3.6.1.3 deki sistem igin

0.2453
' . . . | 739120
xo=[1 2 0 3] olmak iizere yukaridaki problemin ¢oziimii X = | 5535 elde

0.7235
edilir [Ek G].

Ornek 3.6.2.4. Algoritma 3.6.2.1 kullanilarak, &mek 3.6.1.4 deki sistem igin

0,6857
X, = [0 1 2]' kisitlamasi altindaki en iyi yaklagik ¢oziimii x =| 2,1048 | elde edilir
2,1905

[Ek H].



BOLUM 4. LINEER MATRIS DENKLEMLERI

4.1. Giris

A, B ve C swasiyla m; xm,, m, xm, ve m, xm, boyutlu bilinen matrisler ve X

bir m, x m, boyutlu bilinmeyenler matrisi olmak tizere,

AXB=C (4.1.1)
seklindeki bir denkleme genel olarak bir lineer matris denklemi denir. Bu kisimda
(4.1.1) seklindeki matris denklemleri ve bu tiir denklemlerle iligkili, Bolim 3 te ele
alinan problemlere benzer problemler ele alinacaktir. Diger deyisle bu boéliimde,
Boliim 3 te ele alinan problemlerin genellestirilmeleri tizerinde durulacaktir. Ayrica,
ele aliman problemlerle ilgili, 6zellikle literatiirde var olan ¢alismalardaki O6rnekler
esas alinarak, sayisal algoritmalar ve 6rnekler verilerek karsilastirmalar yapilacaktir.
Bundan sonra bu tiir lineer matris denklemleri ele alinacak ve kisaca matris denklemi

1fadesi kullanilacaktir.

4.2. Matris Denklemlerinin Coziimlerinin Varhg:

(4.1.1) denklemini saglayacak en az bir m, xm, boyutlu X matrisi varsa matris

denklemine tutarlidir denir. Aksi halde denkleme tutarsizdir denir. Asagidaki teorem

tutarlilikla ilgili gerekli ve yeterli kosulu vermektedir.

Teorem 4.2.1. (4.1.1) deki matris denkleminin tutarli olmasinin gerekli ve yeterli

kosulu 44" CB™ B = C olmasidir.

Ispat. (4.1.1) deki matris denklemi tutarli ve X,, denklemi saglayan, yani
AX,B = C olan bir matris olsun. Bu ifade soldan 44~ ve sagdan B™ B ile ¢arpilarak,

AA"AX BB B =AA CB B
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elde edilir. Ancak sol yan, 4X,B = C dir. Dolayisiyla A4"CB™ B = C olur.

Simdi AA"CB B = C olsun. Buradan, 6zel olarak, X = 4A"CB~ alinir ve denklemde
yerine yazilirsa 44" CB™ B = C elde edilir. Buradan X = A" CB"~ bir ¢6ziimdiir. m

Asagidaki teorem (4.1.1) deki AXB =C matris denkleminin tiim ¢6ziimlerinin

bigimini ortaya koymaktadir.

Teorem 4.2.2. (4.1.1) deki AXB =C matris denklemi bir ¢oziime sahipse, her
m, xm, boyutlu H matrisi i¢in,

X,=ACB +H—-A AHBB~ (4.2.2)
ile tanimlanan X, matrisi bir ¢6ziimdiir. Bundan baska, matris denkleminin her

¢Ozimi bir m, x m, boyutlu A matrisi i¢in (4.2.2) bi¢iminde yazilabilir.

Ispat. Denklem bir ¢oziime sahip kabul edildiginden, Teorem 4.2.1’¢ gore
AA CB™ B = C dir. Buradan, (4.2.2) deki X, in bir ¢6ziim oldugunu ispatlamak i¢in,
(4.2.2) soldan A4 ve sagdan B ile carpilarak,
AX,B=AA CB B+ AHB—- AA" AHBB B

= AACB B+ AHB - AHB

= AACB'B
elde edilir. Ancak esitligin sag yanindaki son ifade, yine Teorem 4.2.1°e gore C dir.
Boylece AX,B=C olur. Yani (4.2.2) ile verilen X, bir ¢oziimdiir. Simdi X, in
AXB = C nin herhangi bir ¢6ziimii oldugu kabul edilip X, in (4.2.2) bi¢iminde
yazilabilecegi bir m, xm, matrisinin var oldugu gosterilmelidir. X, bir ¢oziim
oldugundan, 4X,B = C dir. Bu esitlik soldan 4~ ve sagdan B ile ¢arpilarak,
A AX,BB” = A CB”
veya
0=4"CB -4 AX,BB”
elde edilir. Her iki yana X, eklenirse,

X,=ACB +X,— A AX,BB
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bulunur. Bu ise H =X, olmak iizere, (4.2.2) bi¢imindedir. Boylece ispat

tamamlanir. m

Simdi farkli bir agidan yaklasilacaktir. Bu boliimiin basinda belirtildigi gibi matris
denklemleri, lineer denklem sistemlerinin bir genellestirilmesi olarak ele alinabilir.
Bu o6zdeslestirme gergekten yerindedir. Ciinkii AXB = C denklemi Kronecker
carpim yardimiyla,

(B®A4)x=c (4.2.3)
seklinde yazilabilir. Burada x, X in siitunlarinin sirasiyla alt alta yazilmasiyla elde
edilen bilinmeyenler siitun vektorii ve ¢, C nin siitunlarinin sirasiyla alt alta
yazilmasiyla elde edilen bilinenler siitun vektoriidiir. Bu gosterim c¢ergevesinde
(4.2.2) bigiminin dogrudan dogruya (3.1.1) den hareketle elde edilebilecegine dikkat

etmek gerekir. (3.1.1)’in genel c¢oziimiine benzer sekilde, Teorem 3.3.1°den

(B '® A)x = ¢ lineer denklem sisteminin genel ¢oziimii,
x=(B'®4) c+|1-(B'®4) (B'®4)]|n (4.2.4)

olarak elde edilir. Burada 4 keyfi uygun boyutlu bir siitun vektordiir. Elde edilen bu

x , tekrar matris formatinda yazilarak,
X=ACB +H-A4 AHBB~
seklinde elde edilir. Dolayisiyla, (4.2.4) ile (4.2.2) nin denk olduklar1 goriiliir.

4.3. Tutarsiz Matris Denklemlerinin Yaklasik Coziimleri

Oncelikli olarak su temel kavrami vermek gerekir. A :(al.j) herhangi bir mxn

boyutlu matris olmak {izere,

l4]=(Xa;) "

ifadesi anlasilacaktir. Bu ifade (reel matrisler i¢in) Frobenius normu olarak bilinir.

A|| sembolii ile,

Lineer denklem sistemlerinde oldugu gibi AXB = C matris denkleminin tutarsiz

oldugu yani, bu denklemi saglayan herhangi bir X matrisinin olmadigr kabul

edilirse, bu durumda ||AXB—C|| kiiciik olacak sekilde bir X matrisi arastirilmak
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istenebilir. Bu sekildeki bir X matrisine matris denkleminin bir yaklagik ¢oziimii

denir. Eger bir X, matrisi diger tiim bu sekildeki X matrislerine gore ||AXB -C || yi

daha kiiciik yapiyorsa X, a en 1yi yaklasik ¢6ziim denir.

AXB = C matris denkleminin (B'®A)x = ¢ alisilagelmis lineer denklem sistemi

olarak yazilabilecegi biliniyor. Sonug¢ olarak, boyle bir denklem sisteminin yaklasik
¢oziimleri ve E.IY.C. leri Boliim 3’teki gibi ilerlenerek elde edilebilir. Hatta,
E.LY.C.’iin Boliim 3’de verildigi gibi E.K.K.C.’leri icerisinden aranmasinin yeterli

olacagini da vurgulamakta yarar vardir.

Son olarak, esas problemlere gegmeden Once bir 6nemli 6zelligi daha vurgulamak

gerekir:
Jaxs—cl=|(5'® 4)r—d

daima dogrudur.
Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3.1. AXB = C matris denkleminin E.IY.C. i,
X=4CB (4.3.1)
dir.

Ispat. AXB = C matris denklemi, x ve ¢ Kisim 4.2 de agiklandig1 gibi olmak iizere,
(B' ® A)x =c¢ denklemine denktir. Bu denklemin E.IY.C.’i ise x= (B' ® A)_ c

seklinde oldugu Teorem 3.4.3’den goriiliir. Bu ise matris formatinda E.I.Y.C.’iin

X = A CB™ oldugunu soyler. m

Yukaridaki Ozellik ve bilgiler c¢ercevesinde matris denklemleri ile ilgili
E.K.K.C.’lerinin de Boliim 3’teki gibi ifade edilebilecegi agiktir. Buna ragmen matris

denklemleri i¢in E.K.K.C.’leri ile ilgili asagidaki teoremi vermekte yarar vardir.
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Teorem 4.3.2. X matrisinin AXB = C tutarsiz sisteminin bir E.K.K.C. olmasinin

gerekli ve yeterli kosulu, X matrisinin
AXB= A4 CB™B (4.3.2)

esitligini saglamasidir.

Ispat. AXB=C matris denklemi denk olarak (B' ® A)x =c¢ seklinde yazilmak
suretiyle Teorem 3.5.5’teki gibi ilerlenerek gerekli ve yeterli kosulunun
(B®A)x=(B'®A4)(B'®A) c

seklinde oldugu goriiliir. Bu esitlik matris formatinda yazilmak istenirse,
(B®A)x=(B'®A4)(B'®A) c

(B®4)x=(B'®4) (B) @4 |c

(B'®4)x=|B'(B) ®4d" |

bulunur. Bu ise,

AXB= AA CB B

ifadesine denktir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonu¢ 4.3.2. X matrisinin AXB = C matris denkleminin bir E.K.K.C. olmasinin

gerekli ve yeterli kosulu,
(A’A)X(BB') = A'CB' (4.3.3)

olmasidir.

Ispat. Teorem 4.3.2°deki (4.3.2) ifadesi soldan A4’ ve sagdan B’ ile carpilirsa,
A'AXBB'= A'AACB' BB" olur. Tanim 22.1den AA~ ve B B simetrik

olduklarindan, yerlerine transpozeleri yazilabilir. Boylece,
(A'4) X (BB')= A'A4"CB BB’
= A'(A') ACB'(B) B’
= A'CB’
olur. Tersine olarak, (4.3.3) ifadesi soldan (4") ve sagdan (B') ile ¢arpilirsa,

(4') A'AXBB'(B') =(A') A'CB'(B')
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(447) 4xB(B B) =(447) c(BB")
AA" AXBB B = AA CBB~
AXB = AACBB~
elde edilir. Sonug olarak (4.3.2) ifadesi (4.3.3) ifadesine denktir. Boylece, Teorem

4.3.2’den iddianin dogru oldugu goriiliir. m

AXB = C seklindeki matris denklemleri uygulamali bilimlerde siklikla karsilasilan
problemlerdir. Cogu kez bu matris denklemleri tutarli olmaz. Bu durumda
E.K.K.C.leri ve E.LY.C.’leri aranir. Bundan 6nceki kisimlarda verilenlerden, bu

problemlere analitik olarak yaklasilabilecegi goriilmektedir. Ayrica, AXB = C matris

denklemleri tutarli oldugunda genel ¢6ziim igerisinden (SG) ve hatta baska

ozelliklere de sahip ¢ozlimler icerisinden olmak iizere, bazi 6zel kisitlamalar1 da

gercekleyen ¢oziimleri bulmak da gerekebilir.

Bu kisimda son zamanlarda literatiirde yer alan temel olarak bu tiir iki problem ele
alinacaktir. Bunlardan birincisi; AXB =C matris denkleminin tutarli olmasi

durumunda verilen herhangi bir uygun boyutlu X, bilinenler matrisi igin,

X-x,

= min”X -X, || olacak sekildeki X y1 bulmaktir. Ikinci temel problem ise;

XeSg

AXB = C matris denkleminin tutarsiz olmas1 durumunda, yine verilen herhangi bir

X-x,

= min |X -X, || olacak sekildeki

uygun boyutlu X, bilinenler matrisi igin, L
XeSg

X y1 bulmaktir. Burada S matris denkleminin E.K.K.C.’leri kiimesidir.

Ayrica yukaridaki problemler ele alinirken aranan ¢6ziim {izerine simetrik veya yari
simetrik olma gibi kosullar konularak da benzer problemler ele alinmaktadir. Detayli

bilgiler i¢in [20], [21] ve [22]’ye bakilabilir.
4.4. Kisitlamal Matris Denklemleri

Teorem 4.4.1. A4, B ve C swrasiyla m, xm,, m, xm, ve m, xm, boyutlu bilinen

matrisler ve X, m, xm; boyutlu bilinmeyenler matrisi olmak iizere, AXB=C
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denklem sistemi tutarlt ve X, € R"™™ verilen herhangi bir bilinenler matrisi olsun.

Bu durumda,

mzn”X X, ||

XeS;

olacak sekildeki X matrisi,
X=A4CB +X,-A AX,BB

ile verilir.

Ispat. X €S, ise, H € R"™ herhangi bir matris olmak iizere, Teorem 4.2.2’den

X=ACB +H-A AHBB~

bigimindedir. Bu ifadenin,
x=(B'®4) ct|[-(B'®A) (B'®4)|h
(4.4.1)

ifadesine denk oldugu daha once belirtilmisti. Burada c, A, x ve x, vektorleri sirasiyla
C H,X ve X, matrislerinin siitunlariin sirasiyla alt alta yazilmasiyla elde edilen

mm, x1, mym; x1, m,m,x1 ve m,m, x1 boyutlu siitun vektorlerdir. Dolayisiyla,

problem

(B®4) ct|I-(B'®4) (B'®4)|h=x,
veya

[1-(B'®4) (B'®4)|h=1x,~(B'®4)

sisteminin E.I.Y.C.’nii bulmaya indirgenmis olur. Teorem 2.2.14 ve Teorem 2.2.15

g0z Oniine alinarak, Teorem 3.4.3’den,
h= [1 ~(B'®4) (B'®4)| x,~(B®4) ]|
,—(B'®A4) c—(B'®A4) (B®A)x, +(B'®A) (B®A)(B'®4) c
=x,—(B'®A4) c—(B'®4) (B®4)x, +(B'®4) c
,—(B'®4) (B'®4)x,
(

[ ~(B@4) (B®4)|x,
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bulunur. Bu / degeri (4.4.1) de h yerine yazilarak sistemin E.LY.C.’i,

f=(B'®4) ct[1-(B'®A) (B®4)|1-(B®4) (B®4)]|x,
=(B'®A) ct|1-(B'®4) (B'®4)]x,

olarak bulunur. Bu ifade matris bigiminde yazilarak,

X=ACB +X,—A AX,BB"

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Teorem 4.4.2. X € R™" matrisi AXB = C tutarsiz sisteminin bir E.K.K.C. ise, bir
H € R™™™ parametreler matrisi igin,
X=ACB +H-A AHBB™

bi¢iminde yazilabilir.

ispat. AXB=C matris denkleminin (B'® 4)x=c lineer denklemler sistemine
denk oldugu biliniyor. Burada x ve c, (4.2.3) de verildikleri anlamdadr.
(B'® A)x—c=e(x) olsun. E.K.K.C. lerinin kiimesi ¢'(x)e(x) i minimum yapacak
olan x vektrleridir. Buradan,
¢ (x)e(x)=[(B'®A)x—c] [(B'® 4)x~c]
{ (B'®4) - c'} [(B'® 4)x—c]
=[x (B®4)-c"|[(B'®4)x-c]|
=x'( B®A)(B'® Jx—x'(B®A')c—c'(B'®A)x+c'c
X'(B®A')(B'®A)x—2x"(B®A")c+c'c

bulunur. x e gore tiirev alinir ve sifira esitlenirse,

a[e(x)e(x

— )] 2(BOA)(B'®A)x-2(B®A)c
=0
veya
(B®4) (B'®A)x=(B'®4) ¢
normal denklemleri bulunur. Bu sistem daima tutarl olup genel ¢dziimii, /4 € R""

herhangi bir parametreler vektorii olmak iizere,
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(B'®4) (B ®A)} (B’®A)’cJ{]—[(B'@A)'(B’(@A)}

X

[(B’ ®4) (B'® A)Hh

[(BoA)B'@A)] (BOA)ct| 1-[(BA) B @A)] [(BA4) (B ®4)]|h
(5

y BB®A () 4]c +[1 -[(BB'Y BB | @] (44) A’Aﬂh
=(B'®4) c+|1-(B'®4) (B'®4)]|n

seklindeki vektorler kiimesidir. Bu ise matris bi¢iminde,

X=ACB +H-A AHBB”

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Uyan 4.4.3. Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.4.2’ye gore AXB = C matris denkleminin
tutarli oldugu durumdaki genel ¢6ziim yapisi ile tutarsiz oldugu durumdaki E.K.K.C.

yapisinin ayni olduguna dikkat etmek gerekir.

Teorem 4.4.1 yukaridaki birinci problemin analitik ¢oziimiinii ortaya koymaktadir
Teorem 4.4.2 ve Uyar1 4.4.3 dikkate alindiginda, aslinda Teorem 4.4.1 in yukaridaki
ikinci problem i¢in de bir analitik yaklagimi ortaya koydugu goriilmektedir.

4.5. Bazi Kisitlamah Matris Denklemleri icin Sayisal Algoritmalar ve Ornekler

AeR™", BeR"", CeR™", X eSSR™ burada SSR™, nxn boyutlu yar1 simetrik

(A€ R"™ olsun. Eger A'=-A4 ise A matrisine yar1 simetriktir denir.) matrislerin

kiimesi olmak tizere,
AXB=C

4.5.1
B'XA'=—C' @51

matris denklemlerinin veya denk olarak,
B'® A

[ ® }F[Q} (4.5.2)
A® B’ —c,

lineer denklemler sisteminin tutarli olmasi kosulu altinda verilen bir X, e R"
matrisi i¢in,

‘ A

=min |X X”

XeSg
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olacak sekildeki X y1 bulma problemi [20]’de ele alinmistir. Burada x,¢, ve c,
sirasityla X,C ve C' matrislerinin siitunlarinin alt alta yazilmasiyla elde edilen siitun
vektorler ve S, (4.5.1) lineer matris denklemler sisteminin ¢dziimleri kiimesini

gostermektedir. S6z konusu ¢aligmada problemin ¢oziimii ile ilgili bir iteratif yontem
ortaya konulmustur. Ayrica bir sayisal 6rnekte verilerek yontemin etkinligi ile ilgili

yorum yapilmistir.

Asagidaki sayisal algoritma, Teorem 4.4.1 cergevesinde olmak iizere s6z konusu
problemin analitik bir ¢6zlimiinii ortaya koymaktadir. Algoritma, (4.5.1) lineer matris
denklemler sistemi yerine, denk olarak (4.5.2) lineer denklemler sistemi esas alinarak

diizenlenmistir.
Algoritma 4.5.1.

1) 4, B, C ve X, matrislerinin gir.
2) C ve X, matrislerini ¢ ve x, atamasiyla vektor formatina getir.

3) B'® A matrisini olustur.

4) A® B’ matrisini olustur.

B'®A4 L
5) matrisini olugtur.
| A®B'
e L
6) matrisini olugtur.
L7
B4
7 matrisinin g-tersini hesapla.
| A®B'
B'®A4| | ¢ B'®A| |B'®A4 .
8) x= +x,— x, degerini hesapla.
A®B'| | -c, A®B'| | A®B'

Asagidaki Ornek yukarida bahsedilen ¢alismadan alinmis olup ¢oziimii bu

algoritmayla verilmektedir.



Ornek 4.5.2. [20, Example 1.]

(1 3 -5 7 -9 _ _
4 8 -5 4
2 0 6 -1
-1 0 -2 3
0 2 9 6 -8
4= , B=|4 -1 0 2 5
3 2 27 -13
0 3 9 2 -6
-5 -22 -1 -11
-2 7 -8 1 11
| 8 -6 -9 -19] - -
171 =537 74 -29 281 ]
142 =278 212  -92 -150
co 196 -523 -59 —111 24
| 661 —1507 922  —234 —1003|
-39  —-192 207 186 -227
165 292 -1154 76 422 |

matrisleri verildiginde,

10 4 -1 0]
5 3 2 7 4
X,=|-1 =2 0 =1 0 | matrisi iizerinde X ¢ziim matrisi Algoritma 4.5.1
2 6 1 8 -4
0 3 1 4 2]
kullanilarak,
[ 0.0000 2.0000 —1.0000 —2.0000 0.0000 |
—-2.0000 0.0000  2.0000 1.0000 —4.0000
X =| 1.0000 —2.0000 0.0000 —1.0000 —0.0000
2.0000 —1.0000 1.0000 0.0000 —4.0000
| 0.0000  4.0000 —0.0000 4.0000 0.0000 |
bulunur [Ek T].

A4,B,C, x,c yukaridaki gibi ve SR™", nxn boyutlu simetrik matrislerin kiimesi olmak

lizere,
AXB=C
B'M, — C!

matris denkleminin veya denk olarak,
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B'® 4
x=| (4.5.4)
A® B’ ¢,
lineer denklem sisteminin tutarsiz olmasi1 durumunda verilen bir X € SR™ matrisi
igin,
HX - X, :Q?EIHX'XOH

olacak sekildeki X y1 bulma problemi [21]’de ele alinmis, problemin ¢oziimii ile
ilgili bir yontem ortaya konulmus ve sayisal bir 6rnek verilerek yontemin etkinligi

yorumlanmistir. Ancak burada,

S, ={X 1XeSR™,

AXB-C|[= min 475

YeSR™
dir. Diger deyisle, burada S, AXB = C matris denkleminin simetrik E.K.K.C. niin

kiimesidir. Sonug olarak yukaridaki problemin bir analitik ¢oziimiiniin, Uyar1 4.4.3

dikkate alinmak suretiyle Teorem 4.4.1 ¢ercevesinde olmak {lizere,
B'®A4| | ¢ B'®A| |B'®4

X = ) + X, — ) NEA
A®B'| |c, A®B'| | A®B

oldugu gortiliir.

Asagida bu problemin ¢oziimii ile ilgili sayisal bir algoritma verilmistir.

Algoritma 4.5.3.

1) A4, B, C ve X, matrislerini gir.
2) C ve X, matrislerini ¢ ve x, atamasiyla vektor formatina getir.

3) B'® A matrisini olustur.

4) 4 ® B' matrisini olustur.

B®4 .y
5) matrisini olustur.
| A® B’

K .
6) | } matrisini olustur.
LC2

B®4
7 matrisinin g-tersini hesapla.
| A® B’
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B'®4| |c B ®A||B'®A o
8) x= . +x, - . . | x, degerini hesapla.
A®B'| |c, A®B'| | A®B

Asagidaki ornek bahsedilen calismadan alinmis olup ¢6ziimii buradaki algoritma ile

verilmektedir.

Ornek 4.5.4. [21, Example 1.]

A:(J(S,S) 0(5,4) j,B:(hankel(lA) 0(4,5)}

0(4,5) pascal(4) 0(5.4) 0(5,5)

c :(toeplitz(l 1 4) 0(4,5)} X, :{ I, %J§4,5)j’

0(54)  hilb(5)

Burada hilb(n) ve pascal(n) sirasiyla n-boyutlu Hilbert ve Pascal matrislerini,

toeplitz(l : n) ve hankel(l :n)de sirastyla  m-boyutlu  Toeplitz ve Hankel

matrislerini;
p Ll
2 3 45
1 1 1 1 1
234556 1234
hib(s)=| L L L L L0 paneiay= 2 0 Y0
3 4 5 6 7 3400
1 1 1 1 1 4 0 0 0
456 78
1 1 1 1 1
5 6 7 8 9.
1 1 1 1 1 2 3 4
pascal(4):1 23 4} , toeplitz(1:4): 2 b2
1 3 6 10 321 2
1 4 10 20 4 3 2 1
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ve I ,J (m,n) ve O(m,n) sirastyla 7 -boyutlu birim matrisi, tiim elemanlar1 1 olan

mxn boyutlu matrisi ve tiim elemanlar1 0 olan m x n boyutlu matrisi gdstermektedir.

Algoritma 4.5.3 ile,

[ 0.8258 —0.2692 -0.2480 —-0.2214 04129 0 0 0 0
—0.2692 0.6358 —-0.3430 -0.3164 03179 0 0 0 O
—0.2480 -0.3430 0.6783 -0.2952 0.3391 0 0 O O
-0.2214 -0.3164 -0.2952 0.7314 03657 0 0 0 O

X =| 04129 03179 03391 03657 1 00 0O

0 0 0 0 0 1 000

0 0 0 0 0 01 0O

0 0 0 0 0 0010

0 0 0 0 0 0 0 0 1
olarak bulunur [Ek J].

[20]’de ortaya konulan iteratif yontemde lineer matris denklemi tutarli ve X,

simetrik degil, [21]’de ortaya konulan yontemde lineer matris denklemi tutarsiz ve

X, simetriktir. Bu béliimdeki tartismalardan anlasilmaktadir ki X, matrisi simetrik

olsun ya da olmasin aranan ¢6ziim (yar1 simetriklik ve simetriklik kavramlar1 haric)
aynt tiplidir. Diger deyisle s6z konusu calismalarda oldugu gibi ayr1 ayri

irdelenmelerine gerek yoktur.

Bundan bagka [22]’de ortaya konulan iteratif yontemde lineer matris denklemi
tutarsiz ve X, simetrik degildir. Yani [21]’de ele alinan problemden farkli olarak,
verilen X, matrisi simetrik degil. Bu ¢alismada da ortaya konan yontem bu duruma

gore ortaya konulmustur. Yukarida belirtildigi gibi bu probleme de ayrica

yaklagsmaya gerek yoktur. X, in simetrik olmamasi durumunda, X simetrik olmak

lizere,

dir. Dolayisiyla X, 1n simetrik olmamasi1 durumunda, simetrik matrisler iizerinden

||X -X 0|| 1 minimumlastirma  problemi, simetrik matrisler {izerinden
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HX — %(X o +X 0') yi minimumlastirma problemine denktir (Bkz. [21, Remark 3.1]).

Sonug olarak, Algoritma 4.5.3 te X, yerine %(X o+ X 0') alinmak suretiyle problem
¢oziilebilir. Bunu agiklamak amaciyla asagida verilen 6rnek s6z konusu ¢alismadan
alinmis olup Algoritma 4.5.3’te X, yerine %(Xo +X0’) yazmak suretiyle ¢oziim

elde edilmistir.

Ornek 4.5.5. [22, Problem1.1]

Bu oOrnekte ele alinan problem A4e R™",BeR"™” ve CeR™” olmak iizere

A

AXB =C nin simetrik ¢oziimleri igerisinden ||X —X,||’1 minimum yapan X y1

bulmaktir.
_ . (3 4 -3 3 4 4]
4 3 -1 3 1 -3 2
5 -3 5 5 -3 -3
3 2 3 43 2 1
-6 2 -6 -6 2 2
4 3 -1 3 1 -3 2
A= , B=|-8 4 -8 -8 4 4
3 -1 3 -1 3 2 1
4 -5 4 3 =2 -7
4 3 -1 3 1 -3 2
-3 2 3 -3 2 2
3 -1 3 -1 3 2 1
- - -1 -2 -1 -1 -2 -2
~ - -1 2 =3 2 -1 1 3]
43 54 73 54 51 -54
2 -1 3 -3 2 -3
-31 37 -61 37 =53 37
-3 3 -3 3 =2 1 -1
43 54 73 54 51 -54
C= ,X,=|2 3 3 2 2 2 4
-31 37 -61 37 =53 37
3 2 -2 2 -1 3 =3
47 -54 73 54 21 -54
4 3 1 1 2 1 1
-31 27 -61 27 =53 27
- - 12 1 3 4 -1 1|
[1.7699  1.8581 -3.5455 2.8924  0.5920 0.8523 2.3693 |
1.8581 -0.6722 1.8908 -1.9156 3.1173 0.5698 -1.0561
-3.5455 1.8908 -0.5812 1.3562 -3.9861 1.7472  2.2490
X =| 2.8024 -1.9156 13562 -3.8543 -0.6224 0.3241 3.6833
0.5920 3.1173 -3.9861 -0.6224 -2.3618 -2.2044 3.2716
0.8523 0.5698 1.7472 03241 -2.2044 -0.0556 2.7992
| 23693 -1.0561 2.2490 3.6833 3.2716 2.7992  0.0308 |

olarak bulunur [Ek K].




45

A

Uyan 4.5.6. Algoritma 4.5.1 ve Algoritma 4.5.3’deki x in, aranan X matrisinin
siitunlarinin sirasiyla alt alta yazilarak elde edilen vektorii ifade ettigine dikkat etmek

gerekir.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Birinci boliimde genellestirilmis ters (Moore-Penrose ters) veya kisaca g-ters

kavraminin kisa bir tarihsel gelisimi ortaya konulmustur.

Ikinci boliimde, uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan reel matrislerin g-tersleri ile ilgili
temel kavram ve Ozellikler verilmistir. Ayrica verilen bir matrisin g-tersinin
MATLAB 7.5 da “pinv”’ komutuyla hazir olarak hesaplanabildigi bilinmektedir.
Fakat MATLAB 7.5 igindeki g-ters kavrami i¢in yapilan algoritmanin yapisi
incelenemediginden alternatif bir yol olarak farkli ve belki daha da basit bir
algoritmayla g-tersin bulunabilece8i vurgulanmis ve verilen algoritma kullanilarak

birka¢ 6rnekle matrislerin g-tersleri hesaplanmstir.

Uciincii boliim sdyle diizenlenmistir. Her seyden 6nce, reel hayatta ortaya ¢ikan
problemlerin birgogunda karsilasilan Ax = g seklindeki lineer denklem sistemlerinin
her zaman tutarli olamayacagini ve bu durumda yaklasik ¢oziimler bulmak
gerekebilecegini vurgulamakta yarar vardir. Bu boliimde, Oncelikle Ax=g
seklindeki lineer denklem sisteminin tutarli olmasi ve tutarli olmamasi durumundaki
¢Ozlimleri ve ¢Oziim bicimleri tanitilmaktadir. Bununla birlikte, tutarli olmasi
durumunda genel ¢oziimleri, tutarsiz olmas1 durumunda en kiiciik kareler ¢oziimleri
ve bu ¢Oziimler arasindan aranmasi gereken en iyi yaklasik ¢6ziim karakterize
edilmekte ve MATLAB 7.5 ¢ergevesinde bunlarla ilgili algoritma ve 6rnekler ortaya
konulmaktadir.

Son olarak Ax =g lineer denklem sisteminin tutarli olmasi durumunda genel
coziimleri igerisinden ve tutarsiz olmast durumunda da en kii¢lik kareler ¢oziimleri

igerisinden, verilen bir x, € R™ vektdrii igin x —x, 1n normunu minimum yapacak

olan x vektoriinii elde etmek seklindeki bir problem de ele alinarak, ¢6ziim
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karakterize edilmekte ve MATLAB 7.5 da sayisal bir algoritma olusturularak sayisal
ornekler verilmektedir.
Bu boliimde yapilan ¢aligsmalarla ilgili asagidakiler vurgulamaya degerdir.

Ax = g lineer denklem sistemi i¢in ¢oziim, kisitlama olmaksizin, 4 bir parametreler
vektorii olmak tizere

x=Ag+(I-4A)h (3.3.1)
ile bulunur. Fakat Ax =g sistemi tutarli oldugunda ve 4 matrisinin ranki siitun

sayisina esit oldugunda 4~ A4 = olacag Sonug¢ 3.3.2 ve Sonug 3.3.3 de verilmistir.
Bu durum da sistemin tek bir ¢oziimii vardir ve bu ¢éziim x = 4~ g dir. Sistem tutarh
fakat 4 matrisinin ranki siitun sayisina esit degilse, sistemin sonsuz ¢oziimii vardir
ve ¢ozlimler (3.3.1) seklindedir. Ax =g sistemi tutarsiz oldugunda ise sistemin
E1LY.C’ii x= 4 g dir. Buradan gériiliiyor ki, Ax = g sistemi tutarli ve A siitun

rankl1 oldugundaki ¢oziim ile sistemin tutarsiz oldugu durumdaki E.I.Y.C. i aynidur.

Doérdiincli bolim calismanin ana bolimii sayilabilir. Bu bolimde, AXB =C
seklindeki lineer matris denklemleri ve bunlarla ilgili son zamanlarda literatiirde yer
alan baz1 6zel problemler ele alinmistir. Ele alinan problemlerle ilgili analitik
yaklagimlar ortaya konularak bu yaklasimlara géore MATLAB 7.5 da algoritmalar
kurulup, sayisal ornekler verilmistir. Elde edilen sonuglar literatiirdekilerle
karsilagtirillmistir. Detaya girmeksizin bu boliimde yapilanlari asagidaki gibi

O0zetlemek mimkiindiir:

AXB = C matris denkleminin tutarli oldugu durumdaki genel ¢oziimi (SG ), H bir
uygun boyutlu parametreler matrisi olmak iizere,

X=ACB +H-A4 AHBB~ (4.2.2)
seklindedir. Ayrica AXB =C lineer matris denklemi, Ax =g lineer denklemler
sisteminin bir genellestirilmesi olarak kabul edilebilir. Ciinkii, 4XB = C matris
denklemi Kronecker carpim yardimiyla, denk olarak (B'®A)x =c seklinde
yazilabilir. Bu denklik yardimiyla AXB = C lineer matris denkleminin tutarsiz

oldugu durumda herhangi bir E.K.K.C.’niinde (4.2.2) bi¢iminde yazilabilecegi,
Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.4.2°de belirtilmistir.
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[20]°de, AXB = C tutarli matris denklemleri ile ilgili bir minimumlagtirma problemi
ortaya konularak, ¢dziimii i¢in bir iteratif metot verilip sayisal algoritmasi ile birlikte,

MATLAB 6.5.1 kullanilarak 6rneklendirilmistir.

Bu calismada s6z konusu problemin ¢6zlimii i¢in,

AXB=C
(4.5.1)
BIMI — _C!

lineer matris denklemleri yerine,

{B’@A} { ¢ }
x= (4.5.2)
AR B’ —c,

denk lineer denklemler sistemi alinarak oncelikle bir analitik yaklasim verilmistir.
Sonra, Algoritma 4.5.1 insa edilmis ve bu algoritmayla bir 6rnek [20, Example 1.]
¢Ozulmiistiir:

0.0000 2.0000 -1.0000 -2.0000 0.0000 |
—2.0000  0.0000  2.0000 1.0000 —4.0000
1.0000 -2.0000 0.0000 —1.0000 —0.0000

2.0000 -1.0000 1.0000  0.0000 -4.0000
| 0.0000  4.0000 -0.0000 4.0000 0.0000 |

S
Il

Bu matris [20]’deki iterasyon yontemiyle bulunan ¢oziim ile aynidir. Ancak, bu

matris Algoritma 4.5.1 ile analitik olarak bulunurken [20]’de verilen iterasyon

yontemiyle 17. adimda bulunmustur. Ayrica bulunan bu ¢6ziim i¢in ||AXB—C||

normu ve verilen,

1 0 4 -1 0]
5 3 2 7 4
X,=|-1 2 0 -1 0
2 6 1 8 —4
0 3 1 4 2]

matrisi i¢in | X —XOH normu hesaplanacak olursa, HX —X0H:17.6635 ve

||AXB - C|| = 0 bulunur. Sistem tutarli oldugu i¢in, bu beklenen bir sonugtur.

[21]’de AXB = C tutarsiz lineer matris denklemi ile ilgili bir minimumlastirma

problemi tanitilmis ve problemin ¢dziimii i¢in bir yontem ortaya konulmustur. Ayrica
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MATLAB 6.5 kullanilarak verilen yonteme gore, bir algoritma olusturularak, sayisal

bir 6rnek verilmistir.

Bu calismada, s6z konusu ¢alismada ele alinan problemin ¢éziimii i¢in,
AXB=C

(4.5.3)
BIMI — Cl

lineer matris denklemleri yerine,

{ | A} ["1}
x= (4.5.4)
A®B' ¢

denk lineer denklemler sistemi alinarak, Algoritma 4.5.3 olusturulmus ve bir 6rnek

[21, Example 1.] bu algoritma ile ¢oziilmiistiir:

0.8258 -0.2692 -0.2480 -0.2214 04129 0 0 0 O
-0.2692 0.6358 -0.3430 -0.3164 03179 0 0 O O
-0.2480 -0.3430 0.6783 -0.2952 0.3391 0 0 O O
-0.2214 -0.3164 -0.2952 0.7314 03657 0 0 O O

X =| 04129 03179 03391 0.3657 1 0 00O
0 0 0 0 0 1 000

0 0 0 0 0 01 00O

0 0 0 0 0 0010

0 0 0 0 0 0 0 01

Bu ¢6ziim, [21]’de verilen algoritma yardimiyla bulunan ¢6ziim ile aymidir. Ayrica

verilen,

on( I, %J(4,5)J

X - X,|=4.4141 ve |AXB-(C]||=5.7358 du.

matrisi i¢in,

[22]’de AXB =C tutarsiz lineer matris denklemi ile ilgili bir minimumlastirma
problemi tanitilmis ve problemin ¢dziimii i¢in bir iteratif yontem ortaya konulmustur.
MATLAB 6.1 kullanilarak, verilen iteratif yonteme gore bir algoritma olusturularak
bir sayisal 6rnek verilmistir. S6z konusu g¢alismada verilen 6rnek, bu calismadaki

Algoritma 4.5.3 kullanildiginda, bulunan ¢6ziim,
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[1.7699  1.1527 -3.1332 22741  -0.1126 -0.0500 3.0677 |
2.5634 -0.6722 19667 -1.5215 29366 -1.8711 1.2666
-3.9578 1.8149  -0.5812 1.9618 -4.3705 0.7862  2.2351

X =| 3.5107 -23097 0.7505 -3.8543 -0.5622 0.1177  3.8695

1.2966 3.2980 -3.6017 -0.6827 -2.3618 -2.7041 1.1243

1.7547 3.0106 2.7082  0.5304 -1.7047 -0.0556 4.8428

| 1.6709  -3.3788 22629 34972 54189 0.7555 0.0308

olarak bulunmustur. Fakat bulunan bu matris simetrik degildir. Ancak, Ornek

4.5.4°den sonraki vurgulama goz Oniine alinarak, Algoritma 4.5.3’te X, yerine
%(X o+ X 0’ ) yazilarak elde edilen algoritmaya gore ¢6ziim arandiginda,

17699 1.8581 -3.5455 2.8924  0.5920 0.8523 2.3693 |
1.8581 -0.6722 1.8908 -1.9156 3.1173 0.5698 -1.0561
-3.5455 1.8908 -0.5812 1.3562 -3.9861 1.7472  2.2490
2.8924 -19156 1.3562 -3.8543 -0.6224 0.3241 3.6833
0.5920 3.1173 -3.9861 -0.6224 -2.3618 -2.2044 3.2716
0.8523 0.5698 1.7472  0.3241 -2.2044 -0.0556 2.7992

| 23693 -1.0561  2.2490 3.6833  3.2716 2.7992  0.0308

S
I

olarak bulunmustur. Bu ¢6ziim [22]’de bulunan ¢6ziim ile aynidir.

Buradan anlasiliyor ki verilen 4, B, C matrisleri igin, (4.5.4) sistemi tutarsiz ve X

matrisi simetrik degil ise ¢Oziim matrisinin simetrik olmas1 i¢in X, yerine

%(X o+ X 0') alimmasi gerekmektedir. Aksi takdirde yukarida da gosterildigi gibi

bulunan ¢6ziim simetrik olmaz. Sistemin tutarsiz olmast nedeniyle ¢oziim
E.K.K.C.’leri kiimesi lizerinden aranmaktadir. Eger X, simetrik degil ise bu durum

beklenen bir durumdur.

Aslinda, gerek Algoritma 4.5.1 ve gerekse Algoritma 4.5.3’de X, simetrik
oldugundan, X, yerine %(XO +X0') yazmak bir sey degistirmez. Sonug olarak,

Algoritma 4.5.1 veya Algoritma 4.5.3’de X, yerine ¢oziim aranmast durumunda

1 ' . . .1 '
E(X o + X, ) ve yar1 simetrik ¢oziim aranmasi durumunda ise E(X o — X, ) yazarak

genel bir algoritma olusturulmus olur. Diger deyisle verilen sistemin “tutarli ya da
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tutarsiz” ve verilen X, matrisinin “simetrik ya da simetrik degil” durumuna

bakmaksizin genel bir yaklagim ortaya konulmus olur.

Son olarak verilenlerin, sezgisel olarak dogru oldugu ag¢ik olmasina ragmen analitik
olarak daha net ve anlasilir bi¢imde ileri diizeyde ¢alismalar yapmak miimkiindiir.
Bundan bagka, birden fazla matris denklemi goz Oniinde bulundurularak benzer
sekilde ¢ozlimler, en kiiglik kareler ¢oziimleri, en iyi yaklasik ¢oziimler, seklindeki
problemler de ele alinabilir. Ayrica bu durumlarda da, bu kisimda bahsedilen
caligmalardaki problemlere benzer problemler hatta daha genellestirilmeleri de ele
almabilir. Literatiirden anlasilmaktadir ki bu konular hem giincel hem de yiiksek

derecede uygulanabilirlige sahip konulardir.
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EKLER

Ek A. Ornek 2.4.2 nin Program ve Ciktisi

A=[1 0 -2
01 -1
-1 11
2 =1 2];
B=A'*A;
r=rank (2) ;
cl=eye (3);
if r~=1

for i=2:r
c2=((1/(i-1))*1iz (c1l*B,3) *eye (3) ) -cl*B;
cl=c2;

end

t=r*c2*A’;

s=iz (c2*B, 3);

ters=t/s

else
ters=(eye(3)*A’)/(iz (eye(3) *B, 3))

end

0.2667 0.3333 0.0667 0.4000
ters=4 =| 0.1333 0.0667 0.5333 0.2000
—-0.2000 0 0.2000 0.2000



Ek B. Ornek 2.4.3 iin Program ve Ciktist

A=[-1 -2
00
2 4
12
3 6];
B=A'’*A;
r=rank (2) ;
cl=eye (2);
if r~=1

for i=2:r

c2=((1/(i-1))*1z (cl*B,2) *eye(2))-cl*B;

cl=c2;
end
t=r*c2*A’;
s=iz (c2*B,2);
ters=t/s
else
ters=(eye(2)*A’)/ (iz (eye(2) *B,2))
end

. _ | —0.0133 0 0.0267 0.0133 0.0400
ers = =
- -0.0267 0 0.0533 0.0267 0.0800
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Ek C. Ornek 3.6.1.2. nin Program ve Ciktisi

syms hl h2 h3 h4 h5 h6e h7 h8 h9 hl0 hll hl2 hl3 hl4 hl5 hlé
h17 h18 hl19 h20

g=[2 3 -1];
h=[hl h2 h3];

r=rank (A) ;

B=pinv (A) ;

k=A*B*g’;

t=k-g’;

z=eye (3) - (B*A) ;

norm=sqgrt (sum(diag(t’*t)));

if norm<le-9&r==
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢ozim:')
x=B*g’

elseif norm<le-9&r<3
disp('sistem tutarli, A siitun rankli dedil ve ¢Ozim:')

x=B*g’+z*h’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=B*g’

end

sistem tutarli, A siitun rankli ve ¢ozlm:
-3

x=| 5
-2
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Ek D. Ornek 3.6.1.3. iin Program ve Ciktis

syms hl h2 h3 h4 h5 h6e h7 h8 h9 hl0 hll hl2 hl3 hl4 hl5 hlé
h17 h18 hl19 h20
A=[6 -1 -3 -1

4 -1 1 -2
134 -1];
g=[0 5 -6];

hx=[hl h2 h3 h4];
hy=[0 0 0 0];

r=rank (A) ;

B=pinv (A) ;

k=A*B*g’;

t=k-g’;

z=eye (4) - (B*A) ;

norm=sqgrt (sum(diag(t’*t)));

if norm<le-9&r==4
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢ozim:')
x=B*g’

elseif norm<le-9&r<4
disp('sistem tutarli, A situn rankli dedil ve ¢ozim:')
x1=B*g’ +z*hx’
x2=B*g’ +z*hy’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=B*g’
end

sistem tutarli, A sUtun rankli dedil ve ¢oOzim:

~0.3776+0.74h, —0.073h, +0.095h, +0.23h,
| —3.2891-0.74h, +0.74h, —0.95h, —0.23h,
BT 0.7526+0.95h —0.95h, + 01224, +0.29%,
~1.2343+0.23h, —2.32h, +0.29h, +0.73h,

~0.3776
| -3.2801
271 0.7526
_1.2343
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Ek E. Ornek 3.6.1.4. iin Program ve Ciktisi

syms hl h2 h3 h4 h5 h6e h7 h8 h9 hl0 hll hl2 hl3 hl4 hl5 hlé
h17 h18 hl19 h20

A=[2 1 1

1 -21

3 -1 2];
g=[6 -1 4];

hx=[hl h2 h3 h4];
hy=[0 0 0 0];

r=rank (A) ;

B=pinv (A) ;

k=A*B*g’;

t=k-g’;

z=eye (3) - (B*A) ;

norm=sqgrt (sum(diag (t’*t)));

if norm<le-9&r==3
disp('sistem tutarli, A siitun rankli ve ¢ozim:')
x=B*qg’

elseif norm<le-9&r<3
disp('sistem tutarli, A situn rankli dedil ve ¢Ozim:')
x1=B*g’ +z*hx'’
x2=B*g’ +z*hy’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=B*g’
end

sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:

1.6286
x=|1.7905
0.6190
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Ek F. Ornek 3.6.2.2. nin Program ve Ciktisi

A=[0 2 4
122
34 6]1;

g=[2 3 -1];
x0=[1 2 31;

r=rank (A) ;

B=pinv (&) ;

k=A*B*g’;

t=k-g’;

z=eye (3) -B*A;

norm=sqgrt (sum(diag(t’*t)));

if norm<le-9&r==
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢Ozim:')
x=B*g’

elseif norm<le-9&r<3
disp('sistem tutarli, A situn rankli dedil ve c¢ozim:')
x=B*g’ +z*x0’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=B*g’ +z*x0’
end

sistem tutarli, A sltun rankli ve ¢ozlum:
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Ek G. Ornek 3.6.2.3. iin Program ve Ciktisi

A=[6 -1 -3 -1

4 -1 1 -2
1 34 -1];
g=[0 5 -6];

x0=[1 2 0 31;

r=rank (A7) ;

B=pinv (A) ;

k=A*B*g';

t=k-g';

z=eye (4) -B*A;

norm=sqgrt (sum(diag(t'*t)));

if norm<le-9&r==4
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢Ozim:')
x=B*qg'

elseif norm<le-9&r<4
disp('sistem tutarli, A situn rankli dedil ve c¢ozim:')
x=B*g'+z*x0"'

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=B*g'+z*x0"'
end

sistem tutarli, A sUtun rankli dedil ve ¢oOzim:

0.2453
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Ek H. Ornek 3.6.2.4. iin Program ve Ciktist

A=[2 1 1

1 -2 1
3 -1 2];

g=[6 -1 4];
x0=[0 1 2];

r=rank (2) ;

B=pinv (&) ;

k=A*B*g’;

t=k-g’;

z=eye (3) -B*A;

norm=sqgrt (sum(diag (t’*t)));

if norm<le-9&r==3
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢Ozim:')
x=B*g’

elseif norm<le-9&r<3
disp('sistem tutarli, A siitun rankli dedil ve ¢Ozim:')
x=B*g’ +z*x0’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=B*g’ +z*x0’
end

sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:

0.6857
x=2.1048
2.1905
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Ek I. Ornek 4.5.2. nin Program ve Ciktist

A=[1 3 -5 7 -9

2046 -1

0 -2 9 6 -8
362 27 -13

-5 5 =22 -1 -11
8 4 -6 -9 -19];

B=[4 0 8 -5 4
-1 50 -23
4 -1 0 2 5
0 39 2 -6
-2 7 -8 1 111;

C=[171 =537 74 -29 -281

142 -278 212 -92 -150

196 -523 -59 -111 24

661 -1507 922 -234 -1003

-39 =192 -207 186 =227

-165 -292 -1154 76 4227;
cussu=[171 -537 74 -29 -281 142 -278 212 -92 -150 196 -523 =59
-111 24 661 -1507 922 -234 -1003 -39 -192 -207 186 -227 -165
292 -1154 76 422];
c=[171 142 196 661 -39 -165 =537 -278 =523 -1507 -192 -292 74
212 =59 922 -207 -1154 -29 -92 -111 -234 186 76 -281 -150 24 -
1003 =227 422];
x0=[1 5-12003-26342011-17-18401420-4271;
D=kron (B’ , A7) ;
E=kron (A,B’);
F=[D;E];
Dters=pinv (D) ;
Fters=pinv (F);
t=[c’;-cussu’];

k=F*Fters*t-t

z=k’ *k
r=rank (F) ;

if z<le-9
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢ozim:')



x=(Fters*t)+x0’' -Fters*F*x0’

elseif z<le-9

disp('sistem tutarli, A situn rankli dedil ve ¢Ozim:

x=(Fters*t)+x0’' -Fters*F*x0’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=(Fters*t)+x0’ -Fters*F*x0’
end

sistem tutarli, A sltun rankli ve ¢ozlum:

[ 0.0000 2.0000 —1.0000 —2.0000 0.0000 |
—2.0000 0.0000 2.0000 1.0000 —4.0000
1.0000 —2.0000 0.0000 —1.0000 —0.0000
2.0000 —1.0000 1.0000 0.0000 —4.0000
| 0.0000 4.0000 —0.0000 4.0000 0.0000 |

S
Il
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Ek J. Ornek 4.5.4. nin Program ve Ciktisi

A=[1 11110000

PR RPRPRPRPROOOO
R &dPFP OO OO

0
0
0
0
1
3
6
1

oGO I
NGOG I
oNeNGRGN I
oNeNGNGN I
oGO I
S WDNBPEPE OO OO

0 2071

B=[12 3400000

O OO OO W
O OO O OO bW
O OO O OO O
O O OO OO oo
O O OO OO oo
OO OO OO oo
O O OO OO oo
OO OO OO oo
OO OO OO oo

C=[1 23400000

212300000
321200000
4 32100000
000O011/2 1/3 1/4 1/5
0000O01/2 1/3 1/4 1/5 1/6
000O01/3 1/4 1/5 1/6 1/7
000O01/4 1/5 1/6 1/7 1/8
00O0O01/51/6 1/7 1/8 1/91;
cussu=|
3210000000001 1/21/31/4
1/51/6 0 0 0 0 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 O
1/8 00 00 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9]1;
c=[
10000
1/6 0000 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 0 0 O
000 1/51/6 1/7 1/8 1/9];

x0=[1 00 0 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 0 1 O
0101/2 1/2 1/2 1/2 1/2 0 0 0 1 1/2
1/2 1/21 0000 1/2 1/2 1/2 1/2 0 1
01001/21/2 1/2 1/2 000 1 0 1/2

D=kron (B’ , A7) ;

E=kron (A,B’);
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1234000002123 00000321200020°0 4

1/5 0000 1/2 1/3 1/4
00O01/4 1/5 1/6 1/7

1234000002123 000003212000U020432
cooo0o011/21/3 1/41/50000 1/2 1/3 1/4 1/5

0 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 0

0 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
0001/2 1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 0 0 0 0 11;



F=[D;E];
Dters=pinv (D) ;
Fters=pinv (F);
t=[c’;cussu’];
k=F*Fters*t-t
z=k’ *k
r=rank (F) ;

if z<le-9
disp('sistem tutarli, A situn rankli ve ¢Ozim:')

x=(Fters*t)+x0’' -Fters*F*x0’

elseif z<le-9
disp('sistem tutarli, A situn rankli dedil ve ¢Ozim:')

x=(Fters*t)+x0’ -Fters*F*x0’

else
disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")

x=(Fters*t)+x0’' -Fters*F*x0’
end

sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:

[ 0.8258 -0.2692 —0.2480 -0.2214 0.4129
-0.2692 0.6358 -0.3430 -0.3164 0.3179
—-0.2480 -0.3430 0.6783 -0.2952 0.3391
-0.2214 -0.3164 -0.2952 0.7314 0.3657
0.4129  0.3179 03391  0.3657 1

0 0 0 0

S
Il

S O O = O O O O O

S O = O O O O O O

S = O O O O O o O

—_ O O O O O O O O

S O O O

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




Ek K. Ornek 4.5.5. iin Program ve Ciktist

A=[4 3 -1 31 -3 2
3-23-4321

4 3 -131-32
3-13-1321

4 3 -1 31-32
3-13-1321];

B=[-3 4 -3 -3 4 4
5-355 -3 -3

-6 2 -6 -6 2 2

-8 4 -8 -8 4 4

4 -5 4 3 -2 -7

-3 2 -3 -322

-1 -2 -1 -1 -2 =-2];

cussu=[43 -54 73 -54 51 -54
51 -54 -31 37 =61 37 =53 37
-53 27];

c=[43 -31 43 -31 47 -31 -54

-61 -54 37 -54 37 -54 27 51
54 271;

17

2
.5 3.
0 3.5 0.50 1];
D=kron (B’ ,A) ;
E=kron (A,B’);
F=[D;E];
Dters=pinv (D) ;
Fters=pinv (F);

t=[c’;cussu’];

if F*Fters*t-t==

-31 37
47 -54

37 =54
-53 51

-61 37
73 -54

37 =54
-53 21

-32-22.522-13-3201-33-33-210
3.5-22-22-12.50.52.5011.52.510 2
]

disp('sistem tutarlidir ve c¢dzim:')
x=(Fters*t)+x0’ -Fters*F*x0’

else
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-53 37 43 -54 73 -54
21 -54 -31 27 -61 27

27 73 -61 73 -61 73
-53 -54 37 -54 37 -

12-32-22.522-13-3201-33-33-2102-33
3.5-22-22-12.50.52.5011.52.5102120 3.5

2
1

disp('sistem tutarsizdir ve E.I.Y.C.:")



x=(Fters*t)+x0’' -Fters*F*x0’

end

sistem tutarsizdir

S

[ 1.7699
1.8581
-3.5455
2.8924
0.5920
0.8523

| 2.3693

1.8581
-0.6722
1.8908
-1.9156
3.1173
0.5698
-1.0561

ve E.I.Y.C.:

-3.5455
1.8908
-0.5812
1.3562
-3.9861
1.7472
2.2490

2.8924
-1.9156
1.3562
-3.8543
-0.6224
0.3241
3.6833

0.5920

3.1173
-3.9861

-0.6224
-2.3618
-2.2044

3.2716

0.8523
0.5698
1.7472
0.3241
-2.2044
-0.0556
2.7992

2.3693 |
-1.0561
2.2490
3.6833
3.2716
2.7992
0.0308
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