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OZET

Anahtar kelimeler: Temel C6ziim, Green Fonksiyonu, Sinir Integrali Metodu

Uygulamali Matematik ve miihendislikte niimerik hesaplama ve benzetme artan bir
onemle, onemli bir rol oynamaktadir. Hesaplama kolaylig1 ve kalitesi, deneylerin
yapilamamasi veya pahaliligi karsisinda vazge¢ilmez olmaktadir. Niimerik islemlerin
etkinlik, dogruluk ve giivenilirlik agisindan giiven verici olmalar1 6nemlidir.

Bu niimerik hesaba simir elemanlar1 yontemi bir 6rnektir. Jaswon ve Symm 1963
yilinda potansiyel problemler i¢in smir elemanlart metodunu (BIEM) Green 6zdesligi
kullanarak gelistirdi. 1976’da Lachat&Watson, 1977’de Butterfield ve Brebbia cesitli
uygulama alanlarinda gelismelere sebep oldular.

Bu metotta en dnemli is verilen diferansiyel denklem i¢in Temel Coziim dedigimiz
noktasal yiik kaynagi altinda serbest uzay ¢6ziimiinti bulmaktir.

Bu tezde biz bazi Orneklerle bu Temel Coziimiin nasil bulundugunu ve nasil
kullanildigin1 verdik ve bazi1 bilgisayar uygulamalarini gosterdik.



BOUNDARY INTEGRAL METHOD AND APPLICATIONS

SUMMARY

Key Words: Fundamental solution, Green Function, Boundary Integral Method

In the desing of engineering structures, numerical simulations play an in creasingly
important role. This can be attributed to the rapid advances in computational power
and software quality and the resulting decrease in the costs of computer simulations,
as compared to the high costs and / or practical difficulties of experiments. Howewer,
to supplement or even replace experiments, numerical simulations have to fulfil
strong requirements on efficiency, accuracy, and reliability.

Our simulation tool the Boundary Element Method. Jaswon and Symm have
developed direct Boundary Integral Equation Methods (BIEM) for potential
problems using Green’s third identity (1963). Lachat&Watson (1976) Butterfield
(1977) and Brebbia (1977) have been developed the range of application was
extended to other fields of mathematical physics.

A common feature of all Boundary Element Methods is their use of fundamental
solutions, which are free space solutions of the governing differential equations

under the action of a point source.

In these thesen we give some example of finding clasical equation of fundamental
solutions and use in same examples.

Xi



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Green Fonksiyon Kavrami

Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin Green fonksiyonu, kuvvet fonksiyonunun ()
bolgesinde Dirac delta fonksiyonu ile temsil edilen birim noktasal kuvvet fonksiyonu
oldugu adjoint denklemin ¢oziimiidiir. Bu fonksiyon, ¢esitli sinir kosullarinin ve ig
kaynaklarin  bulundugu kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin
bulunmasini saglar. Eger L bir diferansiyel operatdér, Lu(x) = f(x) bir lineer
diferansiyel denklem, Q € R™ bolgesi iginde x bir nokta ve diferansiyel denklem
icinde homojen olmayan bir terim f(x) ise bu denklemin ¢éziimiinii homojen sinir
kosullarma bagh u(x) = [ ..[ oG(x,y)f(y)dy formunda yazlabilir. Burada
G (x,y) bir Green fonksiyonudur.

1.2. Genellestirilmis Fonksiyon Kavrami

Green fonksiyonlarini olusturmak icin, genellestirilmis fonksiyonlarin matematiksel
yapisint 6grenmek Oonemlidir. Bu nedenle, Distribution teorisinin temel kavramlari,
Green fonksiyon kavrami ve c¢esitli sinir deger problemlerinin olusturulmasi

verilmeye ¢aligilacaktir.

Nokta kaynagi, Dirac delta fonksiyonu ile temsil edilir ve bu Distribution veya
genellestirilmis fonksiyonlar denilen bir fonksiyon sinifina aittir. Klasik anlamda
fonksiyon olmayan fakat bagka iligkiler saglayan bu fonksiyonlar i¢in, su ornekle ise
baslansin. Bir yay sistemi goz Oniine alinsin. Di1s kuvvet F(t), to —t; <t <ty + t;

zaman diliminde uygulansin ve F(t) asagidaki gibi tanimlansin

0, to < lt—t4l,

F©) = {f(t), £y > |t—t].



t; noktasindaki bu kuvvetin etkisi olan I(t) dlgiisii

t1+to

I(ty) = f_:OF(t)dt = f f(t)dt

1—to

olsun. Kabul edilsin ki f(t) artarken t, azalsin dyle ki I(t;) sabit kalsin. Bu hal ani
darbe fonksiyonu olarak isimlendirilir ve kabul edilsin ki I(t;) =1 olsun. Bu

durumda

t1+ty

lim f(Odt =1 (1.1)

t0—>0 tl_to

bulunur. Bu denklemi saglayan bir¢ok fonksiyon vardir. Bunlardan birisi f(t) = %
0

dir. F(t) sOyle tanimlansin

=<1
F@© — to = |t — tq] igin. (12)
2t,

Bu sekilde (1.2) ile verilen fonksiyon Distribution fonksiyon veya genellestirilmis
fonksiyon seklinde ifade edilir. Bu fonksiyon &(t —t;) ve ya 6(t.t;) seklinde
gosterilir ve Dirac delta fonksiyonu olarak bilinir. Bagka tanimlar1 da olan bu

fonksiyon

5(t—t) = { 5(t —t)dt = 1 (13)

0 t# tyicin, fate
o t - tyigin, .

1—€&

ozelligindedir. Burada & > 0 keyfi olarak segilen cok kiiglik bir reel sayidir.

(1.3)’den sonug olarak

t1t+e

f@®)8(t —ty)dt = f(t;) (1.4)

ti—¢&



elde edilir. Burada Dirac delta fonksiyonu polar koordinatlarda (r, 8) cinsinden

5(x)8(y) = %, r?2=x%+y? (1.5)

kiiresel koordinatlarda (p, 8, ¢) cinsinden

§(p)

4mp?’

§(x)6(y)6(2) = p? =x%+y?+ 22 (1.6)

kartezyen koordinatlardaki x = (x,y) genel koordinatlarda u = (u,v)’ya

dontistiirtiliirse genel olarak

5(x—x) = 8~ x50y — ) = 6 —w) [ 1 (&2 (1.7)

seklinde ifade edilir.



BOLUM 2. GREEN FONKSiYONLARI

2.1. Green Fonksiyonlar1 ve Adjoint Operatorler

L lineer kismi tiirevli diferansiyel operator olmak iizere Green fonksiyonu G (x, z)
icin Q i¢inde L*G(x,z) = §(x — z) ve dQ smirinda MG(x,z) = 0 dir. Burada M
lineer operatordiir ve ya L veya L"’dan daha diisiik mertebeli bir diferansiyel
operatordiir. Eger () tiim uzayda ise, sistemin ¢oziimii L kendine es operatdrii icin
temel ¢oziim veya tekil ¢oziim adini alir. Burada adjoint ve self-adjoint operatorlerin

Green fonksiyon kavrami tanimi i¢in 2.1.2’ye bakiniz.

2.1.1. Green fonksiyon kavrami

Asagidaki adi diferansiyel denklem ve sinir kosullar1 ele alinsin

Ly=y" —k?y=f(), a<x<b, y(a)=1y(b)=0. (2.1)

Parametrelerin degisimi metodu ile problemin ¢oziimii

B 1fxcoshk(b—x—z+a)—coshk(b—x+z—a) (2
Y =2k ), sinh k(b — a) J(z2)dz
1 (Pcoshk(b+x—z—a)—coshk(b+x—z—a)
+ﬁjx sinh k(b —a) f(2)dz
seklindedir. Burada cosa — cosb = —2.sin( % ).sin(%) kullanilarak islem

kisaltilirsa



f(z)dz

1] (*sinh k(b — x) sinh k(z — a)
y= % f

sinh k(b — a)

a

f(z)dz (2.2)

N f”sinh k(x —a) sinh k(b —2)
. sinh k(b — a)

elde edilir. Eger

( sinhk(x - a) sinh k(b - 2)
_ - k sinh k(b —a)

G(x,z) = ! sinh k(b — x)sinh k(z — a)
k sinh k(b — a)

x < zi¢in,

z < X i¢in,
seklinde tanimlanirsa yukaridaki ¢6ziim

b
y = j G(x,2)f(z)dz

seklinde yazilir. Buradaki G (x, z) Green fonksiyonu olarak bilinir. Ters operator L1

ise ¢Ooziim
b
y=L"f(2) = f 6(x, 2)f (2)dz

seklinde bulunur. G(x,z)’nin asagidaki siir deger probleminin ¢éziimii oldugu

gosterilebilir

y'—k?y=8(x—-2z), a<x<b, y(a)=yb)=0. (2.3)
Bunu gostermek icin agsagidaki sonug ifade edilsin.

Teorem 2.1. : Asagidaki diferansiyel denklemin ¢6ziimii

P(xX)y" +Qx)y'+R(x)y=6(x—2), a<x<b, yla)=yb)=0 (2.4)



z, P(x)’in tekil noktas1 degil ise

1
y'(z)—y'(z2) = %

sartin1 saglar.

ispat: F(x)= /P tammlansin. (2.4) sdyle yazilabilir

F”+QF’+RF —Fa( ) 2.5
'+ pFy +pFy =560 —2), (2.5)

veya soyle de yazilabilir

d(F ')+RF —F(S( )
e TPy T PO T
Her iki tarafin z — € dan z + £’a giderken integrali alinirsa

z+e d ) Z+8R _ Z+SF(.X) _ F(Z)
fz_g E(Fy )dx+fz_‘g FFydx = .L_g mc?(x—z)dx _ﬁ (2.6)

elde edilir. Eger € — 0 giderken limit alinirsa (2.6) denkleminin ikinci terimi sifir

olur ve burada

F(z)
P(2)’

Um[ F(z+2)y'(z+8) = F(z—&)y'(z— &) | =

veya

F
F@( (2) -y (2.)) = %



ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0
(2.3)’iin ¢6ziimiinde verilenler

Asinh k(x — a) x < zicin,

() = {Bsinh k(b —x) x > zicin, 27)

ifadesindeki sinir kosullarini saglar. A ve B ise y(x)’in siireklilik sartinda ve

y'(x)’in sigrama miktarindan belirlenir (Bkz. Teorem 2.1). Burada,

Asinh k(z — a) = Bsinh k(b — z),
—Bkcosh k(b — z) — Akcosh k(z—a) =1 (2.8)

seklindedir. (2.8) ¢oziilerek A ve B yerine yazilirsa

sinh k(x — a) sinh k(b — z)

() =G(x,z2) = ksinh k(b — a) x < z igin,
Y =ENZZ 0 sinh k(z — a) sinh k(b — x) .
k ksinh k(b — a) X > Z igin.

Bu durumda G (x, z) Green fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

2

d
(1) a<x<zvez<x<bigin <W—k2>6(x,z) =0;

(2) x = zde G(x, z) siireklidir;
dG(x, z)

dG o dG(x,z)
(3) x = zde — siireksizdir ve -
N dx

dx dx

X=Z X=Z

4) G(x,z) = G(z,x);
(5) G(a,z) =G(b,z) = G(x,a) = G(x,b) = 0;
(6) z € Q kaynak noktasinda G(x,z) Green fonksiyonu tekildir. Boylece L bir

diferansiyel operator oldugundan LG (x,z) = 6(x, z) olur.



2.1.2. Adjoint operatorler

Q tizerinde Lu = 0 0Q smirinda Bu = 0 sinir deger probleminin G(x,z) Green
fonksiyonu asagidaki sistemi saglar. L*G(x,z) = 6(x,z) burada L* adjoint operatdr
admi alir. Simir tzerinde B*G(x,z) = 0 dir. Burada B ve B* lineer diferansiyel
operatorlerdir ve L ve L* mertebelerinden daha kiiclik mertebeye sahiptirler.
B*G(x,z) = 0 smiur kosuluda Bu = 0 smir kosulunun adjoint-es simnir kosuludur.

Eger L = L* sart1 saglaniyor ise L self adjoint operatdr adini alir.

Tamim 2.1. : L lineer diferansiyel operatdrii verilsin. O zaman L* operatorii
b b b
j viudx = [M(u, v,u’,v’,x)l +J uL*vdx (2.9)
a a a

saglar. Burada M(u,v,u’,v’,x) kismi integrasyon kurali ile elde edilen simir
terimlerini temsil eder. Basitlik i¢in ikinci mertebeden diferansiyel operatorlerle
ilgilenilecektir. Asagidaki problem Green fonksiyon kavramina agiklik getirecektir.

Lu = A(x)u"" + B(x)u' + C(x)u ve B; ve B,’in mertebeleri < 1 olmak lizere

Biu =0ve B,u = 0i¢in (a,b)de Lu = f(x)

x=a x=b
seklindedir. Kismi integrasyon uygulanirsa

b b b
f viudx = [A(x)vu’ —(A)v)'u + B(x)vul +f uL*vdx,

ve L'v = A(x)v" + [2A"(x) — B(x)]v' + [A" (x) — B'(x) + C(x)]v dir. Eger v’nin

B;"v

=0 ve Bz*v| = 0 sinir kosullarini saglamasi istenirse burada B;" ve

x=a x=b

b
B,", [A ()vu' — (A)v)" + B(x)vul = 0 olacak tarzda segilirler ve burada
a



B*'v

=0 ve Bz*v| = 0 sinir kosullar1 6nceki sinir kosullarinin adjoint sinir

xX=a x=b

kosullar1 olurlar. Bundan sonra asagidaki problem ele alinsin.

B,"v

=0 ve Bz*vl = 0 i¢in (@, b) de L'v = 8(x — x")

x=a x=b

G (x.x") bunun ¢6ziimii ise v’yi G(x,x") yerine koyulursa denklem (2.16) asagidaki

hale doniistir
b b b
J G(x,x")Ludx = j ul*G(x,x")dx = J ud(x — x"dx = u(x").
a a a

(a,b) de Lu = f(x) oldugundan yukaridaki ifade

b
J GQx,x")f(x)dx =u(x") (2.10)

olur. x" keyfi bir nokta oldugundan x ile x"’niin yerleri degistirilirse

b
u(x) =j G(x',x)f(x")dx' (2.11)

elde edilir. Simdi ikinci mertebeden kismi diferansiyel operatorii icinde ayn1 seyler
yapilsin. L bu operatorii temsil etsin. u(x) ve v(x) C? fonksiyonlar1 olsun. Kismi

integrasyonla asagidaki denklem elde edilir

ﬂfﬂ"(x)w(x)dﬂ = me(u. v)dsS + ﬂfﬂu(x)L*v(x)dﬂ. (2.12)

Burada M (u, v) birinci mertebeden diferansiyel operatordiir. L* = L sart1 saglaniyor

ise asagidaki problem ele alinsin.

Qda Lu=f(x) ve dQ da Bu=0
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Burada B birinci mertebeden lineer diferansiyel operatordiir. Bu problemin

¢Oziimiini bulmak i¢in asagidaki problem ¢oziilsiin.
Qda L'v=658(x,x") ve 0Q da B'v=0 (2.13)
Burada B*, M(u,v) = 0 olacak sekilde lineer diferansiyel operatordiir. v(x,x")

¢oziimi G(x,x") ile gosterilir ve (2.13)’tin Green fonksiyonu adini alir. (2.11)

kullanilarak
ffoG(x,x’)Lu(x)dQ = faQM(u, G)dS + fﬂﬂu(x)L*G(x,x*)dQ (2.14)

yazilir. Buda

f f fﬂ GCx,x)f(x)dQ = f f fﬂ LGOS — %) = uGe)

denklemini verir. x" keyfi oldugundan x ile x" yer degistirilirse

u(x) = J:UQG(x’,x)f(x’)dQ

elde edilir. Eger u iizerindeki sinir kosullart homojen degilse (2.14)’den ¢6ziim

bulunur.

Teorem 2.2. : Self adjoint operatorler i¢in x ve x' argiimanlarina gore Green

fonksiyonu simetriktir. Yani G(x,x") = G(x', x) dir.

Ispat: LG(x,y) = 6(x,y) ve LG(x,z) = 6(x, 2), birinci denklem G (x, z) ve ikinci
denklem G (x, y) ile garpilip birbirinden ¢ikartilirsa

G(x,z)LG(x,y) — G(x,y)LG(x,z) = §(x,y)G(x,2z) — 6(x,2)G(x,y) (2.15)
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elde edilir. Burada operator self adjoint oldugundan

JJ] 66 yran = [[[ aeLoe an,

(2.15)’in sinir terimleri sifirlanir. Buna gore
0= [[] Be 762 - 6u A6 A = 602) = 6y)
Q

olur. Boylece ispat tamamlanir. 0
2.2. Eliptik Denklemlerin Green Fonksiyonlar:

Bu kisimda Laplace ve Helmotz operatdrlerinin ve bunlarin Green fonksiyonlariin
olusturulmasi incelenecektir. Genellikle Green fonksiyonu orijindeki kaynaga gore
—1 etkisinde hesaplanir. Eger bu kaynak noktast x' # 0 ise x yerine x — x’
yerlestirilir ve Green fonksiyonu G (x — x") = G(x; x") olarak gosterilir.

2.2.1. Laplace operatorii icin Green fonksiyonu

VZu(x) = 6(x) ve homojen smir kosullariyla bu operatdriin Green fonksiyonu
bulunacaktir. Bu birkac¢ farkli metotla hesaplanabilir. Simdi sirasiyla bu metotlar
incelensin.

2.2.1.1. Dogrudan metot

Kaynak noktasi x’’niin orijin oldugu kabul edilsin. G(x) = G(x;0) i¢in R® de

Laplacian operatorii

e RO OO 2.16)
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denklemini saglar. Problem radyal simetrik oldugundan kiiresel koordinatlara
gecilirse

0’u  20u _ §(p)

ap2 " pdp 4mp?

elde edilir. Her iki taraf p? ile ¢arpilirsa

a(zau)_5(p)
ap p dp)  4m

elde edilir. 0 dan p ya kadar her iki taraf integre edilirse

,0u 1 B 1
p dp 4m veyau= 4mtp

bulunur. Burada integrasyon sabiti sifir alinmistir ve p — oo da u’un sifir olmasi

saglanmistir. Bu halde Green fonksiyonu

1
= — 2.17
41p 47| x| ( )

G(x)=—

seklindedir. x" keyfi tekil nokta ise Green fonksiyonu

1
Glx—x)= - ——M— 2.1
(x=x7) 41t|x — x'| (2.18)

seklinde yazilir. R? de problemin ¢dziimii igin polar koordinatlar kullanilir ve

16( 6u>_5(r) 22?4y

ror TW T 2mr’
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oou 1

ifadesi elde edilir. Her iki taraf r ile ¢arpilip O dan r’ye integre edilirse 3 = 2y

elde edilir. Buda

1
=—1 B
u o ogr +

denklemini verir. v — oo da sifirlanmasi istegiyle normalize edilemez. Onun yerine
r =1 de u=0 ki buda B = 0 yapacak sekilde normalize edilsin. Boylece Green

fonksiyonu

1 1
S = 2.19
G(x) 27Tlogr 2nloglxl (2.19)

olur ve x' keyfi tekil noktas1 igin

1 1
Glx—x") = Elogrl = Eloglx —x' (2.20)

olur.

2.2.1.2. Fiziksel kavramlar kullanilarak ¢6ziim

1 _ f(x,) x'E.Q
fﬂf(x)6(x—x)dx—{ 0 Y €D

ozelligi kullanilarak (2.16) denklemi

fffﬂvzc(x)dv = ffs S(x)dV =1 (2.21)

denklemini verir. Burada S, orijin merkezli & yarigaph kiiredir. V? operatorii

koordinat eksenlerinin rotasyonu altinda invaryant oldugundan ¢oziim p = |x|’e
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bagl olarak hesaplansin. p > 0 i¢in G(p), VG = 0 homojen denklemini saglar ve

kiiresel koordinatlarda

olur. Bu denklemin ¢6ziimii G(p) = A/p + B olur. Sonsuzda sifir olma sartiyla
B = 0 alinir. Boylece G(p) = A/p olur. A’y1 belirlemek iginde x = 0 da kaynagin
etkisi —1 olarak kullanilsin. (2.21)’1 kullanarak ve & yaricaplt yuvarin iizerinden

gecen akiy1 gz Oniine alarak

aG 21 TL'A
_Ua %dS = j j g—zezsimpd(bd@ =474 = -1 (2.22)
Se o Jo

bulunur. Burada 9S,, S, yuvarinin yiizeyidir. Fiziksel olarak (2.22) yiikiin

korunmasini temsil eder. Yani elektrik akisi alan1 4rwe?, 85, kapal1 yiizeyinden gegen

miktar S.’nun i¢ kismindaki yiike esittir. Bunu kullanarak A = —%T bulunur.
Bdylece ti¢c boyutlu Laplace operatorii i¢in Green fonksiyonu
1 1

G = — = —
(x) 4mp 41| x|

olur. R? de

10/ oG
icin —— —] = = = 2 2
r¢01(;1nrar(r ar) Over = |x| =x%+y

bulunur. C6ziim G (r) = Alnr + B dir. A’y1 bulmak iginde orijin merkezli € yarigaph

C. cemberi boyunca aki goz Oniine alinirsa
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elde edilir. Buradan A = % bulunur. B de normalize kosulundan 6nceki gibi sifir

bulunur.
2.2.1.3. Goriintii metodu

G(x;x") =G(x,y;x',y") Green fonksiyonu I' kapali egrisiyle sinirli Q) bolgesinde
homojen sinir kosullariyla bulma problemi asagidaki elektrostatik potansiyel bulma
problemine denktir. (x’,y") noktasindaki noktasal bir yiikk I' siirmin igerisindeki
topraklanmais iletken olmak lizere elektrostatik potansiyel bulma problemi ile aynidir.
Ornek olarak Q bélgesi y > 0 yar1 diizlemi olsun. (x’,y") noktasinda —1 etkiye
sahip noktasal yiik ile verilen Green fonksiyonu buna esit fakat zit isaretli ve +1
etkili (x',—y’) simetrik noktasi kullanilarak Green fonksiyonu yari uzayda

bulunmaya calisilir (Bkz. Sekil 2.1). x ekseni {lizerinde G = 0 dir. r — oo giderken

G - 0 gider. Burada r = |[x — x| = \/(x — x")? + (y — ¥")? dir. Buna gore Green

fonksiyonu

1 {(x -x)+ (v - y’)z} (2.23)

Gx,y;x",y") =—1
(x,y;x",y") 47_[11 (x—x)2+ (y+y')?

olur. Tim (x,y) diizleminde yiiklerin cebirsel toplami sifirdir. Boylece r — oo
giderken G — 0 miimkiindiir. Ciink{i herhangi sifir olmayan yiik Green fonksiyonunu
Inr gibi davrandirir. Bunun manasi eger yari diizlemde (y > 0 i¢in) G, = 0’in smr
iizerinde ve 7 — oo giderken G — 0, kosullariyla bulunamayacagi anlamina gelir.
Fakat x >0,y > 0 dizleminde, y =0daG =0, x =0daG, =0 kosullariyla
Green fonksiyonlar1 bulunabilir. Burada Sekil 2.1°e bakilirsa (x', —y") ve (—x',y")
de yiik etkileri +1, (x',y") ve (—x',—y") de yiik etkileri —1 dir. Bu halde Green

fonksiyonu

1 { (O —x)2 + & =yl + x)2 + (7 +y)?]

GG yixy) = M =2 O Fy VA F 207 F (= y')Z]} (224

olur.
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Kuvvet A Y Kuvvet

+1 -1

° °
(=x",y") "y

< 0 >

Kuvvet Kuvvet

-1 +1

[ ] [ J
(=x',=y) v ', =y")

Sekil 2.1. Green fonksiyonunun yar1 diizlemde bulunusu

2.2.1.4. Seri acilimi1 metodu

R={0<x<a,0<y< b} dortgeninde V>u = 0 denklemi igin Green fonksiyonu

bulunmaya ¢alisilirsa G (x, y; x', y") Green fonksiyonu

ViG(x,y;x",y) = 6(x —x)6(y — y'), (2.25)

denklemini saglar ve

GO, y;x',y)=G(a,y;x",y') = G(x,0;x",y') =G(x,b; x",y') =0, (2.26)

siir kosullarnidir. G(x,y; x',y") ve 6§(x —x")6(y —y') igin ¢ift kath Fourier seri

acgilimlari
SR . mnx _ nmy
G(x,y;x",y") = Z Z Appn sin L sin— =, (2.27)
m=0n=0
ve
mmx . nm
Sx—x")o(y—y') = Z Z Bpn sin " sinTy, (2.28)

m=0n=0
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seklindedir. (2.26) denklemini saglamas1 kosulu ile A,,,, ve B,,, Fourier katsayilari

elde edilir. Burada

A 4ab - mnx' | nmy’
=— sin sin
mi m2m2b? + n2m2a? a b
ve boylece Green fonksiyonu
G N = Z Z 4ab mnx'  nmy'  mnx _ nmy
X, y;x' = sin sin sin sin
yixoy m2m?b? + n?m?a? a b a b

m=0n=

(2.29)
olur. D bodlgesinde V?u =0 sartim saglayan u(x,y) € C?(D) fonksiyonlarina
harmonik fonksiyon denir. Harmonik fonksiyonlar maksimum ve minimum
degerlerini sinirda alirlar ve ortalama deger teoremini saglarlar.

2.2.2. Helmholtz operatorii icin Green fonksiyonlari

k > 0 reel say1 olmak iizere (V2 + k?) Helmholtz operatoriidiir ve bu operatdriin

Green fonksiyonu asagidaki gibidir.

(V2+k>)G(x—x")=6(x—x") (2.30)
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Ornek 2.1. : (V2 + k?) icin R?’de ¢dziim
(V2 +kHu=86(x)5()

seklindedir. Sag taraf orijin noktasi1 hari¢ sifirdir ve birim etkide negatif kaynaga

sahiptir ve bunun orijindeki tekil ¢6ziimii

li f aGd =-1 2.31
im o s = (2.31)

ifadesinden bulunur. Burada r orijinden olan uzakliktir. C6ziim orijine gore simetrik

oldugundan sadece r’ye baglhdir. Buna gore (V2 + k?)u = 0 denklemi

seklini alir. G(r) =AHél)(kr)+BH(§2)(kr) ¢Oziimdir. Burada H(gl)(kr) =
Jo(kr) + iYy(kr) ve HS?(kr) = Jo(kr) — iYy(kr) birinci ve ikinci gesit Hankel
fonksiyonlaridir. (2.31) kosulu uygulanirsa

9
- {AHél) (kr) + BH(EZ)(kr)}

—lim —ds = —lim 2we |—
£-0 r

€0 ),._, On

r=&

= Li_r)ré 2TE [k{(A + B)J,(kr) + (A — B)iY; (kr)}l

=2n (— %) (A-B)=-1 (2.32)

bulunur ve A —B = —i/4 verir. (A+ B) katsayist sifir oldugundan bu degerler

bulunabilir. Geleneksel olarak B = 0 alinir. Bdylece Green fonksiyonu

iHS® (kr)

G(r)=- 2
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olur. R?® de Helmholtz operatorii kiiresel simetrik olmalidir. Kiiresel koordinatlarda

denklem

— (02 ) a6 = (2.33)

haline gelir. G = w/p yazarsak (2.33) denklemi

d? 10)
W+k2W:ﬂ
dp? 41p

(2.34)

haline gelir. Buda siniis Fourier transformasyonu uygulanirsa

/2 “5(p) 21 sin(ap) a |2
2 _ 2\ — _ 3 — — L = — |—
acy + (k* — a®)wg ﬂ.fo P sin(ap)dp e })l_r)l;l) P g

elde edilir ve burada

CO\/_ =+2limw
p—0
dir. Boylece
- 1 |2 a
Vs =\ 4n 7 ) az — k2
olur. Ters transformasyonu alinarak c, = 0 almirsa w = — e~ /(4m) bulunur.
Boylece
e—ikp
G = — 2.35
0 =7 (2.35)

elde edilir. Burada Helmholtz operatdriiniin Green fonksiyonu simetriktir.
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2.3. Parabolik Denklemlerin Green Fonksiyonlari

62
Parabolik denklemler i¢in de Green fonksiyonu bulunabilir. Pyl k 2 operatori
R de (—o0,0) X (0, ) bolgesinde verilsin. Bu operatdr self adjoint degildir. Fakat

Laplace doniisiimii alindiginda self adjoint olur. G (x, x'; t, t") Green fonksiyonu

oG kaZG =§( N6t —t") 2.36

ot “oxz OV T (2:36)

G(x,x";0,t") =0, |I}m GQ,x';t,t')=0 (2.37)
X|—00

denklemlerini saglar. Laplace transformasyonu (2.36)’ya uygulanirsa

.
sG — kﬁ =8(x —xNe™ st

olur ve burada siir kosulu

II}m G(x,x";s,t) =0 (2.38)
X|—00

x" deki siireksizlik kosulu

dG(x,,x";s,t') dG(x.,x';s,t") 1 .,
- . 2.3
dx dx [ (239)

olur. Tamamlayici fonksiyon ise

G, = Ae®™ + Be™®,  a=./s/k (2.40)

seklindedir. Ozel ¢dziim Gy ise parametrelerin degisimine gore asagidaki sekilde

bulunur.
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Gy, = ue™ +ve™™
Burada u ve v asagidaki sartlar1 saglar.
ue™ +ve ™ =0 (2.41)
a(u'e™ —p'e %) = —%e‘“'5(x —x") (2.42)

u ve v, x’e gore tlirevleri gostermektedir. Yukaridaki denklemler ¢oziilerek

! 1 !
r_ _ —ax ,—st ! I — ax ,—st A
u'=—o—em e 6(x —x"), v =g —ee d(x—x") (243)

bulunur. Buradan da

Hoo—x") _ o H(x —x")
" 2ka ¢ © VT T ke €

ax'-st’

elde edilir. Buna gore (2.40) ve (2.43)’1i birlestirilirse

Ae™* 4+ Be™™  x < x'igin,

= H(x — x") , , ,
G(x,x";s,t") = A.e®X 4 Be~0X 4 = I[a—a(x—x") _ qa(x—x")]a-st
( ) e + Bye + ket [e e ]e
x > x' i¢in (2.44)

elde edilir. x = x' deki G’nin siirekliligi, sinir kosulu ve (2.39) sicrama sarti

kullanilirsa katsayilar bulunur. lim,__, G = 0 ifadesi B; = 0 olmasini gerektirir.

Sireklilik ise

Ae® = A,e™ 4 By (2.45)

sartin1 verir. lim,_,,, G = 0 olmasi sart1
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1 ! !
Az + %e‘“" st = 0 (246)
verir. (2.41) kosulundan
! ! ! 1 !
A,e®™ + Bye™ ™ — Aje™ = Ee_“ (2.47)

bulunur. Son ii¢ denklem ¢oziilerek

1 ! ! 1 ! !
e~ax —st’ _ Az: B2 = pax —st

A =—
1 2ka ka

bulunur. A4, A,, B; ve B, (2.44) de yerine konulursa

G = __zia g~ alx—x'|-st" — _%\/éer s/a —st’, r=lx—x

elde edilir. Ters transformasyonu alinarak

H(t—t") "2 ,
Gx,x';t,t) = ——2— ~(x=x")"/(4a(t-t")) 2.48
(x,x";t,t") 5 —k(t 5 e ( )

elde edilir. Bir bagska metotta Fourier transformasyonu kullanmaktir. (2.36) daki

Laplace transformu bolgesinde bu transformasyon uygulanirsa

bulunur. Burada ~ ve - siras1 ile Fourier ve Laplace transformasyonunu temsil eder.

O zaman ¢6ziim

1
= e
V2r(s + ka?)

—st’+iax’

[}
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elde edilir. Ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

~ H(t—t")
Glx,a) = We

—ka?(t—t+iax'

ve sonra ters Fourier doniistimii uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir.

Glx,x'st,t") = I-I(t—_t’)e—(x—x’)z/(%(t—t’) ) (2.49)

J2mk(t —t))

N 0
Ornek 2.2. : R3 de 3t —kV? operatériiniin Green fonksiyonu bulmaya g¢alisilirsa

t = 0 da tekilligin oldugu kabul edilerek G (x;t) Green fonksiyonu asagidaki sartlart

saglamalidir.

G
Fra kV2G = 8(x)6(t) ve t <0icin G(x;t) » 0 |x| > o (2.50)

Uzay koordinatlarina gore {ic defa Fourier doniisiimii ve t’ye gore Laplace

dontistimii uygulanirsa

SE(Q,B,V,S) - k(az + Bz + ]/2)5((1,[3,)/,5) = W

elde edilir. Burada «, 5,y degiskenleri x,y ve z’nin Fourier doniisiim degerleridir.

Boylece

1
@m)*7[s — k(a® + B2 + y?)]

[ ]

(a,B,y,s) =

bulunur. Ters Laplace doniisiimii alinirsa

H®)
(27-[)3/2

Gs(a,,[f,y, s) = —k(a?+B2%+y?)t
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bulunur. Ug defa ters Fourier doniisiimii alinirsa

H(t) —(x2+y2+22)/(4kt) — H(t)

(2m)3/2(2kt)3/2 8(kt)3/2

G(x;t) =

bulunur. x’ ve t"’ye gore 6teleme yapilirsa Green fonksiyonu

GO —xst—t) = =T E) P ar(e—t') 251)

 8[mk(t — t")]3/2
seklinde yazilabilir.

Ornek 2.3.(Schrédinger Denklemi) : Homojen olmayan Fourier 1s1 denklemi

10 B
(E&‘ v )u(x, 0= f(x ) (2.52)

olsun. Bu iki sekilde yorumlanabilir:

(1) k > 0 reel say1 ise ortamin termal gegisken olusuna ve 6zel 1sisina bagli olarak
u(x,t) sicaklik dagilimim temsil eder. f(x,t) kaynak fonksiyonu ise yerel 1s1
dretimini ve eksi tilkketimini temsil etmektedir.

(11) u(x,t) bir partikiil yogunlugunu temsil ederse k da diflizyon katsayis1 olsun.

Eger k tam sanal ise k = % ve m burada kuantum parcasinin kiitlesidir.

h = 1.054 X 1073* Planck sabitidir. O zaman bu denklem Schrddinger denklemini

olusturur

ou(x,t) h?
( )+

th—tm

Viu(x, t) = f(x,t).

K = h/(2im) alindiginda R* de (2.51) deki Green fonksiyonu
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1+i [m

2 xht

imx? /(2ht)

G(x,t) = H(t)

seklinde verilir.

2.4. Hiperbolik Denklemlerin Green Fonksiyonlari

2
Dalga operatérii R™ de [1, = 32 —c?V2 dir. O zaman Green fonksiyonu G, (x, t)
UeGp(x, t) = 6(x,t) (2.53)

denklemini saglar. x’e gore V2 Laplacian operatoriidiir ve t > 0 dir. R, R? ve R de

Green fonksiyonlari asagidaki 6rneklerde ¢ikarilmistir.
Ornek 2.4. : R* de G, (x; t) Green fonksiyonu

902G, _ 2 902G,
dt2 O0x?

= 5(x)8(t)

denklemini saglar ve burada t > 0 icin G;(x;t) - 0ve |[x| - o dur. Laplace ve

Fourier doniistimleri ard1 ardina uygulanirsa

= 1
s+ a?c?)G, = —
( ) 1 m
veya
= 1
Gl =
V2m(s? + a?c?)

elde edilir. Ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
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1

G. =
! acvV?2w

sin act

bulunur. Ters Fourier doniisiimii uygulanirsa
1
G,(x;t) = 7 [H(x + ct) — H(x — ct)]
elde edilir. Fakat 6nce ters Fourier sonra ters Laplace doniisiimii uygulansaydi

1 1
G1(x,6) = 5 H(E = Ix1/€) = 5= H(ct = |x])

elde edilirdi. Bu ¢6ziimler denktirler. Eger kaynak noktasi (x’,t") olsa ¢oziim

Gi(x, t;x',t') = 2—1CH[c(t —t) = (lx—x"]) (2.54)

bulunur.

Ornek 2.5. : R? de Green fonksiyonu G,

9°G, <(3sz 926,

72 922 + ay2>=5(x—x)6(y—y)6(t—t)

denklemini saglar. Laplace doniistimii uygulanirsa

_ %G, 0%G ,
52G, — c? ( o+ ay22> = e="8(x — x5y~ ¥")

olur. Eksensel simetri kullanilarak polar koordinatlarda 7% = (x — x")%? + (y — y')?

ile bu denklem
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_ 2<d26‘2 16262> e St 8(r)
led =

27 _ hl
762 dr? +r or 2nr (2.55)

halini alir. Sag taraftaki terim kuvvet terimi r =0 da e=st’ bliytikliiglinde bir
kaynagi temsil eder. Bu denklemin homojen kisminin ¢oziimii Aly(kr) + BKy(kr)
olur. Burada [, ve K, birinci ve ikinci ¢esit modifiye Bessel fonksiyonlaridir.
r — 0, [j — o oldugundan A = 0 olmalidir. B’yi elde etmek i¢in ise € yarigaph C,

cemberini akisini esitleyerek elde edilir. Boylece

. dKy(sr/c) . )
—lim B——=ds =lim 2nweB(s/c)K,(se/c) = 2nB = et
-0 aCe 67‘ -0
olur. Burada
e—st' _ e—st'
B = o ve G,(r,s;t') = o Ky(sr/c)
dir. Buradan
H(t—a)
L YK (as)} = ——=

elde edilir. Ters transformasyonla

1
Gy(r, t;t") = - 2mey/c2(t —t')2 — 12
0 r> c(t—t')igin (2.56)
H(c(t—t')—1)
T 2mey/c2(t —t')2 — 12

r<c(t—t")igin

bulunur.
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Ornek 2.6 : R® de Green fonksiyonu G

902G, 2(6203 0°G; , 9°Gy

9t2 dx2 + ayz azz)=6(x—x)S(y—y)é‘(z_z)(s(t_t)

sartin1 saglar. Laplace doniisiimii uygulanirsa

_ 2<a253 0%G,  0°Gs

8263 —C dx2 + ayz + 072 ) =e™* 5(36 - x,)6(y —y’)5(z _Z’)

elde edilir. Eksensel simetri kullanilarak p? = (x — x")2 + (y —y")? + (z — z")? ile

06, (S0, 200) e 0
3

i B (2.57)

bulunur. pG; = V denilirse

25 ottt
sV—czaV=eSt6(p) p=|x—x'
3 dp? dtp '

elde edilir. Bunun ¢6ziimii ise V = AeS?/¢ 4+ Be~SP/¢ dir. eSP/¢ ifadesi p — oo iken

A = 0 degerini verir. Boylece Gz = Be~(?/¢) /p olur. B’yi bulmak i¢in & yaricaph

—st’>»

S¢ kiiresi lizerindeki aki p = 0 noktasinda denklem e ye esitlenerek € — 0 iken

0 eseie ,
—lim.ff B—( )dS = et
-0 Se ap P

veya

—4mBlime?

Se—sp/c e—sp/c ,
—= — =e
£-0

c p p?

elde edilir.



!
e—St —sp/c

— ,—st’ A
Burada 4nB = e veya G3 = mp

, 1
Gs(p;t,t') =%5(

veya

G;(x,y,z,t;x',y',z',t")

29

seklinde verilir. Ters transformasyonla

;P
t—t _E)

—15t t' 1\/(
_47Tp( Cxx

elde edilir.

N+ -y)+(z-2) (2.58)



BOLUM 3. GREEN FONKSiYONLARININ UYGULAMALARI

3.1. Dirichlet Problemleri

x¢ sinir iizerinde keyfi bir nokta olmak iizere Q icinde V?u = f(x) ve 9Q iizerinde

u = g(x,) olsun. Verilenler ile sinir deger probleminin ¢6ziimii

u(x") —ff FOOG(x, x)dg+ﬁ gy ot aG(x *) s 3.1)

olur.

Ispat : x’ , Q iginde keyfi bir nokta belirtmek iizere (4.7) denklemindeki Green

0zdesliginden

ff WwV?v —vV?u)dQ = ﬂ:m uZ—Z— —)dS

elde edilir. Eger v ile G(x, x") yerine yazilirsa
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J-J- WV?G(x,x") — G(x,x")V?u)dQ = jf < M G(x,x’)Z—Z) ds
olur ve buradan
oG
ff (u6(x,x’)—f(x)G(x,x’))szff g(xg) —— (x *) ds
Q

elde edilir.
3.2. Neumann Problemi

x¢ sinir iizerinde keyfi bir nokta olmak iizere ) i¢inde V?u = F(x) ve 9Q iizerinde

Ju
P P(xs) icin ¢oziim bulunsun. Problemin ¢oziimii tiim durumlar igin

bulunamayabilir ama Vu da Diverjans teoremi kullanilirsa

[ -vuan = ] 7ruse— [[ 2as

elde edilir ve buradan

jﬂQF(x)dQ = jLQP(xS)dS (3.2)

ifadesi bulunur. Bu uyumluluk kosulu Neumann probleminin ¢dziimiin varlig1 igin
gerekli bir kosuldur. Homojen denklemin ¢oziimii yani F(x) ve P(x) sifirsa u =
C = (sabit) daima sifir olmayan ¢oziimdir. Boylece keyfi bir sabit Neumann
probleminin ¢oziimiine daima eklenebilir ve bu hala ¢éziim olur. Green fonksiyonu
F(x) =68(x —x") ve P(xs) = 0ise (3.2) saglanmaz. F(x) = 6(x —x') —1/V ise
burada V, Q’nin hacmidir ve (3.2) saglanir. Bu modifiye Green fonksiyonuna

Neumann problemi denir ve
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1 0G(x,x'
V2G(x,x") =8(x —x') ——, ﬂ=0
vV on

sartin1 saglar. Onceki islemler gibi yapilirsa (3.1) su hale gelir
1
f f f [u {S(x —x)— V} _ F(x)G(x,x’)] 40 = f (u(xs)V — P(x)G (x, x'))dS,

Q o

veya
u(x’) = f f f [o+ F)G 0 x)] de - f f P(x)G(x, x)dS (3.3)

otV a0
olur. Burada

Il 7

ve u’nun {Q i¢indeki ortalama degeri bir sabittir. Bu sabiti Neumann problemine ilave

edilirse (3.3) soyle yazilabilir.
N = F G(x,x)]dO — P(xs)G(x, NdS + C
u(x’) fffg[ ()6, x)] ffm (x)G Cx, x')dS +

Bu ¢6zlim uyumluluk sart1 saglandigi siirece dogrudur. Bu problemin bir boyutlu hali

y"' = f), y'(0)=a y'DO=8

seklindedir. Eger bu denklemin 0 dan [ ye integrali alinirsa

l l
= j f(x)dx
o Jo

yl

veya
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l
f—a= .];f(x)dx (3.4)

olur. Bir boyutlu Neumann problemi daima ¢6ziime sahip degildir. Ancak (3.4) sart1

saglanirsa ¢oziim vardir.

3.3. Robin Problemi

u
VZu = f(x)’in Q icinde ¢dziim bulunsun ve 9Q iizerinde u + a P g(xs)

¢Oziimii saglansin. Robin problemi i¢in verilen ¢6ziim

ulx") = fffgf(x)G(x,x’)dQ — %ffagg(xs)G(x,x’)dS

= ffﬂf(x)G(x,x’)dQ+ fLQg(xs)%T;x,)dS

olur. Bu durumda Green fonksiyonu asagidaki ¢oziime sahip olan fonksiyondur.

aG(xx') 0
on

Qicinde V2G(x,x") = 6(x — x') ve 0Q iizerinde G(x,x") + «
3.4. Helmholtz Denkleminin Green Fonksiyon Cinsinden Coziimii
Asagidaki durumlar i¢in Dirichlet problemi ¢oziilsiin.
Qicinde (V2 + k?)u(x) = F(x) ve 0Q iizerinde u(x;) = K(x,) (3.5)

Asagidaki kosullar ile Green fonksiyonu saglansin.

Qicinde (V2 + k?)G(x,y) = §(x — y), 0Q iizerinde G (x,,y) = 0 (3.6)
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Buradaki xg dQ sinir1 iizerinde herhangi bir noktadir. (3.5) i¢indeki birinci denklem
G(x,y) ile ve (3.6) igindeki birinci denklem u(x) ile garpilip bu ifadeler birbirinden
cikartilirsa

G (x, y)V?u(x) —u()V2G(x,y) = F()G(x,y) —u(x)8(x — y) (3.7)

elde edilir. (3.7) denkleminin her iki tarafi Q’ya gore integrali alinir ve (4.7)

denklemindeki Green 6zdesligi kullanilirsa

Uf [G(x,V)V?u(x) — u(x)V2G(x,y)]dQ
Q

ﬁm< (x) e )aG(x y))ds

_ J j JQ[F(x)G(x, ¥) — u(x)8(x — )] dQ

= jﬂQF(x)G(x, y)dQ —u(y)

bulunur. Buradan

u(y) = ffoF(x)G(x, y)dQ + JLQK(xS)WdS (3.8)

ve burada G(x;,y) =0, u(x;)=K(x;) oldugundan ¢6ziim bulunur.
F(x) = K(x;) =0 ise sadece adi ¢O6ziim mevcuttur. Ama (1 sirt iizerinde

R: {0 <x,y<a} kare bolge ise u = ¢p(x,y) =5 sm(@)sm(nny) denklemi

n2m2
u = 0 sart1ile (V2 + 7)u(x, y) = 0’1 ¢oziimiidiir.

Teorem 3.1.: u(x,y) nin bir ¢céziimii

R iginde (V2 + 2n?m? /a®*)u(x,y) = F(x,y) ve dR iizerinde u = 0 (3.9)
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seklinde ise ¢(x,y) = sm(mrx /a)sin(nmy/a) ve F(x,y) kosullari ile
| Feuyo e yraxay = o
R

denklemi saglanir.

Ispat : (3.9)’un ¢dziimii u(x,y) olsun. (3.9)’un her iki tarafi ¢(x,y) ile carpilip
(V2 + n?n?/a?)p(x,y) = 0 oldugu goriilerek

2.2

i )u(m) —u(x,y) (vz +

2.2

Z >¢(x, y) = ¢(x, y)F(x,y)

d(x,y) (‘72 +

veya

¢, YIV2ulx,y) —ulx, y)V2p(x,y) = ¢p(x, y)F(x,y)

olur. Her iki tarafin R iizerinde integrali alinir ve sol tarafta (4.7) denklemindeki

Green 6zdesligi kullanilirsa

ou(x, 6
| [qb(x,y)%—u(x P ”]d = || eCo I yaxay
OR

bulunur. dR {izerinde u(x,y) ve ¢(x,y) nin ikisi de sifir oldugundan sol taraf
sifirdir ve agik¢a ¢oziim tek degildir ¢iinkii u(x,y) + Cé(x,y) ¢oziimdir ve C
herhangi bir keyfi sabittir. Neumann ve Robin sinir deger problemlerinin ¢oziimiine
benzer yol Laplace denkleminin ¢6ziimii i¢inde izlenebilir. 0
3.5. Hiperbolik ve ya Parabolik Denklemlerinin Coziimii

Green fonksiyonu cinsinden dalga denkleminin ¢6ziimii i¢in

Qicinde uy, — c?V?u = f(x,t) (3.10)
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denklemi ele alinsin. u(x,0) = 0 = u;(x,0) ve Q simur1 tizerinde u(x, t) = 0 olsun.

G(x,t; x',t") Green fonksiyonu

Qicinde Gy — c?V?%G = 6(x — x")6(t — t') (3.11)
sarttni ~ saglamaktadir ve G(x,x’;0) =0 = G:(x,x";0) ve 0dQ lizerinde
G(x,x';t,t") = 0 kosullariyla (3.10) denklemi G ile ve (3.11) denklemi u ile
carpilip birbirinden ¢ikartilirsa,

Guee — c2GV?u — UGy + c?uV?G = Gf (x,t) —ub(x — x")6(t —t")

olur. 0 dan t' ye giderken t’ye gore integre edilirse

t’
j [(Guee — uGy) + c2(uV?G — GV?u)]dt
0

= jt [Gf(x,t) —ud(x —x")6(t —t')]d¢,
0

ve buda

tl

(Gut - uGt)

t/
— j [(Grup — ueGy) + c2(uV?G — GV?u)]dt
o Jo

= ft [Gf(x,t) —ud(x —x")E(t —t")]dt
0

denklemini verir. u(x,0) =0 =1u;(x,0) ve G(xx';0)=G(xx;t,t)=0=
Ge(x,x;0) = Gi(x,x; t,t") kosullar1 kullanilirsa

t’

t,
c? | (WV?G —GV?u)dt = ] [Gf(x,t) —u(x, t')6(x —x")]dt
0 0

bulunur. Buda boélge tlizerindeki integralle
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o [[[ [ e~ rraean = [[] [ oremoe— [[[ucrersce—ean
0 0 Q

cikar. (4.7) denklemindeki Green 6zdesligini kullanilirsa

f ﬁaﬂ “——Gau det—f fffcf(x )dde — u(x’, t")

bulunur. Buradan 0Q sinir1 tizerinde u ve G sifir oldugundan

ulx',t') = ftl ffoG(x,x’;t, t"f(x, t)dQdt
0

elde edilir. G(x,x’;t,t") Green fonksiyonunun simetrikliginden ve x yerine x’ ve t

yerine t’ yazabileceginden

t,
u(x,t) =f fffG(x,x’;t,t’)f(x’,t’)dﬂdt’ (3.12)
0 Q
elde edilir. Eger sinir kosullar1 genel olarak
. Ju
d0Q uzerinde u(x,0) = ¢p(x), u(x,0) = P(x), a% + Bu(x,t) = g(x,t)

verilseydi ¢oziim

u(x,t) = jt’ jﬂG(x,x’;t,t’)f(x’,t’)dﬂdt

(G, x'; t,0) — b (x )a(” 2L
|+ o6

C2 t!
+—f ff G(x,x";t,t")g(x', t")dsdt,
aJo Jaq

veya
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u(x,t) = J-tJ-JLG(x,x’;t,t’)f(x’, t")dQdt’
0

. d(x,x";t,0)
+ffL lt/)(x)G(x,x ;t,0) —¢(x)T dQ

+c2ft' H G (x,x';t,t") (x', t)dSdt’ (3.13)
—_ - a x ! .
BJo Vg on ’

olurdu. Eger denklem Qicinde u, — kV?u = f(x,t), 0Q iizerinde u(x,0) = ¢(x)

du
seklinde verilseydi a I Bu(x,t) = g(x,t) kosullari ile Green fonksiyonu cinsinden

¢Ozim

u(x,t) = ftffLG(x,x’;t,t’)f(x’,t’)det’ + fde)(x)G(x,x’;t, 0)dQ
0

k t
+—f ff G(x,x";t,t")g(x', t")dsdt’,
aJo Jaq

veya

u(x, t) = jtﬂj G(x, x"; t, tHf(x', t")dQdt’ + ﬂ PU(x) G(x,x;t,0)dQ
) Q

kftﬂ 0G(x,x';t,t") (x', t')dsdt’ (3.14)
R - X, .
B 0 7700 on !

olurdu. Not edilsin ki tekil ¢oziim temel ¢oziimle yani serbest uzay Green fonksiyonu

ile aymdlr. Yani tiim uzayda gecerli Green fonksiyonu demektir. Ote yandan

a ) =8(x —x")6(t —t") ¢6ziimiine sadece Green fonksiyonu denir.
Ornek 3.1. : Q y > 0 yan diizlemi olsun. y = 0 smirinda u = 0 smir kosulu ile

Dirichlet problemi i¢in Green fonksiyonu (2.23) de verilmistir. u(x,0) = f(x) smir

kosulu ile

_ 2
u(xy)———j f(x)_l (x—x)+ @y —-y)? dx
y=0

(x—x')?+(y+y)?
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_ _i + o0 _4y1
 4m J-_OO @) (x —x)2+y" dx
_ )iroo f(x)

) o (x—x)24y"

olur. Alternatif olarak

0%u  0%u
o T oy 0,y >0,u(x,0) = f(x)

denklemine Fourier doniisiimii uygulanirsa

elde edilir. y — oo gittiginde ¢dziim siirl kalacagindan @i = Ae ™% bulunur. y = 0

da ii(a,0) = f(a) ve A =f(a) olur. Buradan @i = f(a)e™1®W clde edilir. e~1®

. . 2y . .
fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii [— ——— olur. Convolution teoremi
T x2+y2

kullanilarak

Yy [ f()
”("'”‘Ej_m C

elde edilir. Parabolik ve hiperbolik denklemler i¢in Laplace transformasyonu sikca

kullanilan bir yontemdir. Ornegin [L (%) — V?Ju = f(x,t) denklemi ele alinsin.

t’ye gore Laplace transformasyonu alinirsa homojen sinir kosullarinda
[L(s) — V?]u = F(x,s). (3.15)

elde edilir. Operator self-adjoint oldugundan Green fonksiyonu asagidaki denklemi

saglar.
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[L(s) — V2]G = e=St' §(x — x") (3.16)
(3.15) denklemi G ile (3.16) denklemi # ile carpilip taraf tarafa ¢ikartilirsa
uV2G — GV%u = GF(x,s) — e St 8(x — x"). (3.17)

elde edilir. iki tarafi integre edip (4.7) denklemindeki Green 6zdesligi kullanilirsa

fff [A V%G — GV2uldQ
Q
= [[, (555 - 65 ) s = ] (P~ em+acc - w1)an,

elde edilir ve buradan

o] (-] oo

bulunur. (3.18) denkleminde yiizey integralinin integranti ya bilinen fonksiyonlardir

<l
II

veya smirda sifir olan fonksiyonlardir. G = 0 Dirichlet problemi i¢in # da sinirda
- L : ou_ . :

bellidir. Neumann problemi i¢in 9 iizerinde P 0 ve n bilinmektedir. Boylece

transformasyon bolgesinde ¢6ziim bellidir. Ters doniisiimle esas ¢6zliim bulunur. xg

sinir lizerinde herhangi bir nokta olmak iizere Robin problemi simir {izerinde

Ju
u+A1 In = ¢(xp,t) denklemini saglar. Buna tekabiil eden Green fonksiyonu

¢ (xp, t) sifirlanir. Boylece

]Ln(ﬁg-ﬁg)ds=jfm[§(q—><x3,s>-xg_§)_ag_§ ds
= ﬂm[g(d_)(xs;s)—lgu) Ag—Gg—u ds

_ oG
= qu;(xB, $)=-ds (3.19)



elde edilir. (3.19) denkleminin sag tarafi bilinmektedir. Son ¢6ziim

transformasyonu kullanilarak bulunur.
Ornek 3.2. : Asagidaki sinir deger problemi ¢dziimii igin
2

Uy — CPuy, = e Wsint,  u(x,0), u(x,0) = eIl

Laplace transformasyonu alinirsa

o (ns) sz_( )= 2 + 52 x|
U (x,5) =5 U(x, 5) = c2(1+sz)e
elde edilir. Bunun Green fonksiyonu
c ’
G(x,x";s) = — e slx=x'l/e
2s

olur. Coziimde

2 2 +0o0 , ,
'l_l(X, S) = S 2)j e_|x |—S|x—x |/C dx’

2cs(1+s

seklinde verilir. Buradan x < 0 ise

2 + 52 x
= — —x'=s(x=x")/c gy’
u(x,s) ZCS(1+52){f_me X

0 o0
+ j ex'+s(x=x")/cqyt 4 j e~ X' +s(x=x")/c g,
x 0

B 2 +s?
"~ s(1 4 s52)(s2 = c?)

[sex — cesx/c]
X

—B( 1 1 ) X e
il PP (1+c?)(1+5?)

+[2 B( 1 4 1) cs
cs s—c s+c¢/ (A4+c?)(1+s?)

41

ters Laplace

j

slx|/c
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2+c2

olur ve buradan B = ————— ve
2c(1+c?)

e*sint
1+ c2

u(x, t) — B(ect+x _ e—ct+x) _

2
+ H(ct + x) E—B(ec”x + e CtTX) — cos(t —x/c)

1+ ¢?

elde edilir. Eger x > 0 ise

2 + 52 x
= — x'=s(x=x")/c g’
ulxs) 2¢s(1+52) {f_w ¢ X

0 [e%)
+ ] e~ =s(=x)/eqy + j e""“(x—x’)/cdx'}
x 0

2+ s?

- s(1+ s2?) [se‘x - Ce—SX/C]

—-X

—B( 1 1 ) “x e
“P\s—¢ s+d/€ (14 c?)(1+s?)

+2 B(1+1) cs _sx/c
cs s—c s+c (1+c2)(1+sz)e

olur. Boylece x > 0 i¢in

e *sint
1+ ¢2

u(x,t) = B(et™* — g=¢t=%) —

2
+ H(ct + x) - B(eft™* 4 g~ cttx) — cos(t —x/c)

c
1+ c2

bulunur.



BOLUM 4. GREEN OZDESLIKLERI

Q) sonlu bir bolge I' diizglin kapal1 bir egri w ve F skaler fonksiyonlar ve G de vektor

degerli stirekli bir fonksiyon olsun. Boylece

Gradient teoremi: jf VFdxdy = ands,
Q r
Divergence teoremi: jf V.Gdxdy = %n Gds,
Q r

Stokes teoremi: jg G.dr = ff (V X G).ndQ
r Q

olur. Burada n, I' egrisinin dis normal birim vektoriidiir. ds de yay elemanidir ve

dr = idx + jdy dir. Divergence teoremine Gauss teoremi de denir. Gradient ve

Divergence teoremleri

ff (VF)wdxdy = —f (Vw)Fdxdy + jgnWFds, (4.1)
Q Q r
oF
—.U (V2F)wdxdy = ff Vw.VFdxdy — ff; —wds, (4.2)
Q Q ron
e 0 0
esitliklerini verir. Burada = n.V=n + n, E normal tiirev operatoriidiir.

Gradient teoremi bilesenlerin cinsinden yazilirsa

d
jfw—dxdy— ﬂ —WFdxdy+§nwads,
o 0x r

d
U W—dxdy = ﬂ —WFdxdy + fnwads, (4.3)
a0y r
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olur. Gradient ve Divergence teoremleri R3 iginde gegerlidir. Yalmz yiizey integrali

hacim integrali ile egrisel integral yiizey integraline ¢evrilmelidir. Buradan
fff 6M dN ap) 40
ay 0z
= j [Mcos(n,x) + Ncos(n,y) + Pcos(n, z)]dS, (4.4)
a0

Divergence teoremi olur. Burada dS yiizey elemanidir. 9 sinir elemanidir.

ov
cos(n,x),cos(n,y) ve cos(n,z) n’nin dogrultu kosiniisleridir. Eger M = u Ix
ov ov
N =u— ve P = u—alinirsa
oy 0z

lU auav auav auav jj dS jjj r2udo, A5
axax 6yay azaz aﬂu uev (4:5)

Green’nin birinci 6zdesligi olur. (4.5) denkleminde u ve v’nin yerleri degistirilirse

fff auav auav 6u6v J’f dS J:U 72udQ 46
oxox ayay azaz sy O veH (4-6)
olur. (4.5) den (4.6) ¢ikartilirsa Green’in ikinci 6zdesligi
ov
ff WV?v —vV?u)dQ = ff U—— —) ds (4.7)
aq \ On
elde edilir. Bu R? i¢inde dogrudur. f ve g reel harmonik fonksiyonlar ise
dg  of
=0 .
f (f on 6n> (4.8)

elde edilir. D basit irtibath I" sinir1 ile bir bolge olsun. z, da D ig¢inde herhangi bir

nokta olsun. Q da ¢ yarigapl z, merkezli bir diskin ¢ikarilmasiyla elde edilen bir
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bolge olur (Bkz. Sekil 4.1.(a)). O zaman dD ' ve I gevreleri ile iki sinira sahip

olur. f =uve g = logr alinarak (4.92)de z € D,r = |z — z,| ve I}, lizerinde
0

= ar olur. Boylece

Zg
FS
r
(b)
Sekil 4.1. T sinirli bolgeden z, merkezli diskin ¢ikmasiyla olugan bolge
j[ d(log) l au]d j (u | au)d —0 49
Fu I ogr5—|ds e ogro—)ds = (4.9)
elde edilir. Buradan
u m 1
lim| —ds=1lim u(zo + ee‘g)—sde = 2mu(z,),
-0 Ie r &£-0 0 &
tim [ 10gr2as =iim [ togeeds =0
liny ], fog g ds =lim | - log e ed8 =0,
elde edilir. (4.9) da € — 0 alinirsa
d(logr) Ju
2 = —1 — 4.1
mu(zy) ]F[u I 0gr - ds (4.10)

olur ve bu Green’in iiglinclii 6zdesligi olarak bilinir. Bu ise z, i¢ noktasinda u

ou

harmonik fonksiyonunun degerini u ve n normal tiirevleri cinsinden verir. Eger I’
n
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smirt stirekli tiirevlenebiliyorsa ve z, I'’'min lizerinde ise (Bkz. Sekil 4.1.(b)) z,

merkezli yar1 disk alinir ve

d(logr) ou
n

mu(z,) = p.v.fr[u 5 —logr% ds (4.11)

bulunur ve burada p.v. integralin temel degeri olarak bilinir.



BOLUM 5. SINIR INTEGRALI METODU

5.1. Agirhiklandirilmis Kalanlar Metoduyla Yaklasik Co6ziim

Diferansiyelin denklemlerin yaklasik ¢6zlimlerine bir model o6rnekle baslansin.

# = u(0) = 0 smur kosullart ile 0 < x < 1 araliginda
u'(x) +ulx) =x (5.1)
olsun. Bu denklemin asagida bes farkli yaklasimi agirliklandirilmis kalanlar yontemi

altinda incelenecektir. Gergek ¢6ziim u(0) = 0 smur kosullari ile u = e ™ +x — 1

ve u(1) = 0.3678 .... olur. (5.1) denkleminin ¢6ziimii & = 0 sinir kosulu ile

u= i a,x" (5.2)

n=0

formunda aranir. @i yaklasik ¢oziimii ise bu seriden bir parcasi alinarak yapilir.

Mesela
2 = ax?® + bx? (5.3)

olsun. Bu denklem sinir kosullarini saglamaktadir. 4 yaklasik ¢oziimii (5.1)

denklemini tam olarak saglamaz. Fakat hata veya kalan olarak
e(x) =:1'(x) +1(x) —x (5.4)

ifadesini olusturur. Bu denklemde (5.3) yaklasik ¢oziimiine koyulursa
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e(x) = 2x+x»Da+ Bx?+x3b—x (5.5)
elde edilir. Simdi a ve b katsayilarim1 €(x) hata fonksiyonunu minimize edecek

tarzda belirlemek istiyoruz. Bu islem agirliklandirilmis kalanlar metodu veya w(x)

test fonksiyonu ile agirliklandirilmis hatanin integrali sifirlanarak yapilsin.

fle(x)w(x)dx =0 (5.6)
0

(5.6) denklemi bilinmeyen katsayilar ne kadarsa o kadar tekrarlansin ve buradan bir
cebirsel denklem takimi ¢oziilerek bilinmeyen katsayilar belirlenebilir. (5.6)
denklemindeki test fonksiyonu w ¢esitli sekillerde secilebilir. Buna gore de cesitli

isimler altinda metotlar gelistirilir.

5.1.1. Kollokasyon metodu

Farkli noktalarda kalan sifirlanir. Kullanilan problemde iki tane bilinmeyen
mevcuttur. Bunun i¢in iki noktada mesela x = 0.5 ve x = 1 de ifade sifirlansin. (5.5)

kalan ifadesinde yerine yazilirsa

€(0.5) = 1.25a + 0.875b — 0.5 = 0
€e(l)=3a+4b—-1=0 (5.7)

sistemi elde edilir. Buda ¢oziilerek
2l = 0.474x2 — 0.105x3 (5.8)

bulunur ve (1) = 0.369 olur. Dirac Distribiisyonu §(x, ¢) kullanilarak

| rwsw o =r© (5.9)
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elde edilir. Burada agirlik fonksiyonu yerine Delta Dirac fonksiyonu alinmistir. Delta
Dirac fonksiyonunun oteleme 6zelligi sinir elemanlart metodunda 6nemlidir. Bu

yaklagimda (5.6) ve (5.7) denklemleri
1 1
f ewdx =0 ve f ew,dx =0 (5.10)
0 0

w;=8(x—05) ve w,=68(x—-1) (5.11)
olur.
5.1.2. Momentler metodu

Bu metotta w agirlik fonksiyonu yerine lineer bagimsiz fonksiyonlar kiimesi segilir.

Mesela w; = 1 ve w, = x alinsin. Bu ifadeler (5.10) denkleminde yazilirsa

1.3a+ 1.25p — 0.5 =0
0.916a + 0.95b — 0.3 =0 (5.12)

elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziillirse

2l = 0.483x% — 0.115x3 (5.13)
bulunur ve 7(1) = 0.368 olur.
5.1.3. Galerkin metodu
Bu metotta yaklasik fonksiyonunun bizzat kendisi agirlik fonksiyonu olarak alinir.
Yani il = aw; + bw, dir. w; = x?vew, = x3 diir. Moment metodundaki gibi

benzer yaklasim kullanilarak

2 = 0.475x% — 0.107x3 (5.14)
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bulunur ve 7(1) = 0.368 olur.
5.1.4. Alt bolgelerle kollokasyon
Bu yaklasimda tiim bolge alt bolgelere ayrilir. Ki bunlarin sayisi bilinmeyenler

kadardir. Bu alt bolgelerde ortalama kalanlarin sifirlanmasi istenir. Kullanilan

ornekte bolge 0 < x < 1/2 ve 1/2 < x < 1 seklinde iki pargaya ayrilirsa
1/2 1
f edx =0 ve f edx =0 (5.15)
0 1/2

elde edilir. (5.5) denklemi son denklemde yazilip integraller ¢oziilerek
2 = 0.485x% — 0.118x3 (5.16)
elde edilir. Bu halde agirlik fonksiyonlari

H(x—¢) ={(1): izg (5.17)

adim fonksiyonlar1 olarak seg¢ilmektedir. x = & i¢in literatiirde cesitli tanimlar

mevcuttur. Cogunlukla bu tanim gerekmeyebilir. Fakat w; ve w,

w; =H(x—-0)—H(x—-05) ve w,=H(x—0.5) (5.18)
seklinde yazilir.
5.1.5. En kii¢iik kareler metodu

Bu metotta hatanin karesinin integrali minimize edilmeye ¢alisilir. Integral

katsayilarin fonksiyonu oldugunda bunlara gore kismi tiirevler sifirlanir.
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a 1

—_ 2 =

aaj;, €“(x,a,b)dx =0 (5.19)
0 1

— 2 =

ab ), €“(x,a,b)dx =0 (5.20)

a ve b x’e bagh olmadigindan integralle diferansiyelin yerleri degistirilirse

zjl %€ dx =0 2]1 %€ dx =0 5.21
Oeaa x = ve Oeab x = (5.21)

olur ve burada agirlik fonksiyonlari

_66 _66 & 99
“9a "¢ 2T (5:22)

wq
bulunur. Coziim

1 = 0.478x2% — 0.110x3 (5.23)
seklinde elde edilir ve 71(1) = 0.368 olur.
5.2. Simir Elemanlar:1 Metodu
Bu metotta temel diisiince temel ¢6ziimiin kullanilmasidir. Temel ¢oziim analitik
olarak verilen diferansiyel denklemin noktasal kaynak etkisinde serbest uzay

¢cOziimiidiir. Boylece gercek ¢oziim kullanilarak bu metot avantaj saglamaktadir.

Sinir elemanlart metodunun avantaj ve dezavantajlari Tablo 5.1 de verilmistir.
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Tablo 5.1. Sinir elemanlari metodunun avantajlar ve dezavantajlari

Avantajlar

Dezavantajlari

e Sadece sinirlar ayriklastirilir

eSonsuz ve ya yari sonsuz bdlgeler i¢in
uygun modeller yapilabilmektedir
eProblemin simetriliginden faydalanilarak
kolayliklar saglanabilir

eEsas degiskenlerde oldugu gibi ikinci
degiskenlerde de hassas sonuclar elde

edilebilir

eHomojen olmayan ve lineer olmayan
denklemlerde formiilasyonda zorluklar
cikartabilir

eUygun temel ¢O6ziim  bulunmasi
gerektirmektedir

ePratik uygulamalari kolay olmayabilir

Bununla beraber bazi diferansiyel operatorlerde temel ¢oziimiin bulunmasi zor

olabilir. Mesela homojen olmayan denklemler, lineer olmayan denklemler ve bazi es

yonsiiz operatdrler... Bu gibi hallerde genellikle Dual Reciprocity metodu kullanilir.

Tablo 5.2 de oOrnek olarak sonlu elemanlar metodu ile sinir elemanlar1 metodu

Laplace denklemleri i¢in karsilastirilmistir.
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Tablo 5.2. FEM ve BEM metotlarimin karsilastirilmasi

FEM BEM

Agirliklandirilmis kalanlar ifadesi

fu,iiwdﬂ + f (u—wwdl'+ | (q—q@)wdl'=20
Q r

u Igq

Ix l kismi integrasyonla l 2 X

Zay1f formiilasyon Ters formiilasyon

j wow 0 f W udQ = f (W — qw)dl
Q Q r

= f [(u—wW)w + qw]dl’
Fu +| w-wwdr + | (g - q)wdr

+| [G@=@w+qular Fa o
Tq
o W=-w o u = u veya [, (Dirichlet SK)
o w=0veyaly yan sartlar | o q = q veya I, (Neumann SK)
o u = uveya [} (Dirichlet SK)v ]

Ju,iW,idQ =j qwdrl fwlil-udQ = f(W,iu — qw)dl
) Iy Q r

u'=w,q"=w;n;

w = du w agirliklandirilmis fonksiyon w*:temel coziim
Fiili is Temsili formiil
Ju,iSu,idQ =j qéudrl u(é) = ](u*q — q*u)dr
Q Tq r
u~ oy l ayriklastirilirsa l Z:gg
Potansiyel formiil Karigik formiil

Ki=Q Hi = Gg
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5.3. Diferansiyel Denklemin Simir integrali Metodu

Bu kisimda adi bir diferansiyel denklem sinir kosullar1 ile beraber ele alinip, smir
integrali metodu ile ¢oziimiine nasil donistiirildiigii gosterilecektir. Buradaki
yontemle daha kompleks problemler benzer tarzda yapilabilir. Daha yiiksek boyutlu
problemlerin anlasilmasi i¢in bu basit Ornegin anlasilmasi Onemlidir. Burada
agirliklandirilmis kalanlar teknigi kullanilacaktir. Buradan elde edilen integral
denklemde, diferansiyel operator bilinmeyen u fonksiyonuna uygulanacaktir. Kismi
integrasyon uygulanarak adim adim u iizerindeki diferansiyel yalniz birakilana kadar
devam edilir. Bu kismi integrasyon esnasinda sinir integralleri ve w agirhik
fonksiyonunun tiirevlerini iceren bdlge integralleri elde edilir. Boylelikle diferansiyel
operator u bilinmeyen fonksiyonundan agirlik fonksiyonuna kaydirilmis olur. Agirlik
fonksiyonu temel ¢oziim segilerek bolge integralleri yok edilebilir. Sonucta elde
edilen denklemler igerisinde u bilinmeyen fonksiyonu goriilmeyecektir. Bu simir
integralleri ayriklastirilarak yaklasik ¢oziimler ele alinacaktir. Bilinen sinir kosullar
ve bunlardan yararlanilarak bilinmeyen sinir kosullar1 bulunup bolgedeki ¢oziimler
bdylece hesaplanabilecektir. Buraya kadar anlatilanlar asagidaki model 6rnekle adim

adim gosterilmistir.

—tu=—x (5.24)

denklemi g6z Oniine alinsin. I' smirinda 0 < x <1 araligin da tanimh u=1u

verilmis olsun. Ornegin iki nokta belirlenirse

U =u(x=0=0 ve uU,=u(x=1)=0. (5.25)

Burada diferansiyel operator

Li=—+1 (5.26)
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olur. w test fonksiyonu ile diferansiyel denklem carpilip integre edilsin.

Lrd?u
J;) <W+ u+ x> wdx =0 (5.27)

Kismi integrasyonlarla u lizerindeki tiirevler w test fonksiyonuna aktarilsin.

d tdudw 5.28
W X = | dxdx X (5.28)
1 1
Lrd?w 1 du dw
—+w udx+j xwdx + | — —|lu—1| =0 5.29
J0 <dx2 ) 0 de u dx ( )
L*w 0 0
[u'wl} [uw’l}

Sinir terimlerindeki u'(0) ve u'(1) bilinmemektedir. Yukaridan gorildigi gibi
L* = L olur. Yani diferansiyel operator self-adjointtir. £L* operatorii igin u* temel
¢Ozumunu

d?u*

L'u* = P +u =56(x—-¢) (5.30)

agirlik fonksiyonu olarak segelim. Burada ¢ noktasal kaynagin yerini gostermektedir.

w = u” secilerek ve

dx?

1 2., % 1
j (d - +u*>udx =j 8(x, Ou(x)dx = u(®) (5.31)
0 0

kullanilarak

1
u($) =—]0 xu*(x,f)dx—[fl—zu*‘ +Iudu
0

1

(5.32)

0
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elde edilir. Bu formiil bolge igerisinde ¢ noktasinda u(§) degerinin neye esit

oldugunu vermektedir. u* temel ¢oziimii 1-boyutlu Helmholtz denklemi igin

d*u*

Tt U =8 =) (5.33)

A =1 almnarak elde edilir. Bunun temel ¢6ziimii

_sin@lx =€)

- (5.34)

olur. Bu denklem ve (5.25)’1 (5.32) denkleminde yerine yazilarak bilinmeyeni veren

temsil formuli

1

u(é) = —j gsinlx—fldx— u’(x)%sinlx—fl
0

0
Ty
= —fo Esmlx — &ldx
_ <u'§1) sin|1 —¢&| — u’éO) sin|—§|> (5.35)

haline gelir. Bu ¢ yiikleme noktasi siira gotiriliirse u'(0) ve u'(1) bilinmeyen sinir

degerleri sirasi ile £ = 0 ve £ = 1 alarak bulunabilir. Boylece

1 1 0

we=0 =L LHOMIO
0

u(€=1)=—j gsmlx—lldx—% 0+¥ nl (5.36)
0 1-x

elde edilir. u(§¢ = 0) = 0ve u(é = 1) = 0 yazilarak (5.36) sistemi ¢oziiliirse
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w'(0) =

-1 ve u'(l)=

-1 .
sin1 (5:37)

bulunur. Bunlar (5.35) denkleminde yerlestirilirse

&) = 1(cosl 1),|1 |+1(1 1),
) = 2\sin1 St d 2\sin1 sing
1x
—f =sin|x — &|dx (5.38)
0 2

elde edilir. Boylece i¢ noktalardaki ¢6zlim elde edilmis olur. u (%) i¢gin sonug

1 1/cosl—sinly 1 1,1 1
u(—)=——(—)sm—+—< —1)sm—

2 2 sin1 2 2\sinl 2
1 (1/2 1 11! 1
_Ejo xsin(z—x>dx—Ejl/zxsin(x—z)dx
_ Sin0-5 1—00697 5.39
" sin1 2 (5:39)

bulunur. Diferansiyel denklemin gercek ¢6ziimii ise

u(x) = sinl X (5.40)

seklindedir.
Yukaridaki formiilasyon ¢cok boyutlu problemlere de genellestirilebilir.
Lu—b=0 (5.41)

diferansiyel denklem olsun. Buradaki £ sabit katsayil1 bir lineer diferansiyel operator

ve u bilinmeyen fonksiyondur. b ise () iginde bir kaynak terimi ifade etmektedir.



2

58

d
Yukaridaki denkleme adapte edilirse £ = ) +1 ve b(x) = —x olur. Cok katli

halde agirliklandirilmis fonksiyon
j(Lu —b)wdQ =0
Q

olur. Yine kismi integrasyon uygulanarak 1-boyutlu problemlerde

X2

Xo X2 X2
f L*wudx + lgu.S*wl - lSu.g*wl - f Luwdx =0
x x x

1 1 X1 1

cok boyutlu problemde de

J L'wudQ + j(gu.S*W — Su.G*w)drl’ — JLuwdQ =0
Q r Q

(5.42)

(5.43)

(5.44)

benzeri formiilasyon olusturulur. iki boyutlu veya ii¢ boyutlularda Gauss teoremi ile

bolge integralleri sinir integrallerine doniistiiriiliir. Buralarda G ve S u icin sinir

operatdrleridir. G* ve S* da adjoint operatdr degiskenleridir ve w ile ilgilidir. Mesela

bir boyutlu halde G = ax e S =1 dir. Adjoint operatoriiniin temel ¢oziimii

L*u* = =§(x, &) ifadesinden w = u* olarak bulunur. Bu kullanilarak
u(é) = f(gu.S*u* —Su.G*u*)dr — fbu*dQ
r Q

¢Oziimiin temsili formiilasyonunu bulunmus olur. Sinir kosullar

I; tizerinde Gu = G

Is lizerinde Su = S

(5.45)

(5.46)

(5.47)
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Dirichlet veya Neumann smir kosullari olarak verilsin. (5.45) formiilii &’nin i¢
bolgede degerini vermektedir. Ozel bir limit islemiyle yiik noktasi smira
kaydirilabilir. Bunun nasil yapilacagi daha sonraki kisimlarda Orneklerle
gosterilecektir. Boylelikle sinir integral denklemleri elde edilecektir. Bunlarda biitiin
bilinmeyenler smirlarda olacaktir. Bu integral denklemler sinir elemanlari
metodunun baslangi¢ noktasidir. Sonlu smir elemanlarimi ayirarak bolgenin
geometrisi ve bilinmeyen fonksiyon yaklagik olarak hesaplanabilir. Bu yaklagimlarla
siirlarda u’nun bazi diiglim noktalarinda bilinmeyenlerini iceren denklem sistemleri
elde edilir. Bunlar c¢oziilerek de sinir bilinmeyenleri belirlenir. (5.45) temsil
denklemine gotiirerek i¢ bolgelerdeki ¢oziim bulunur. Bundan sonraki kisimlarda iki
boyutlu Laplace denklemi i¢in bu yontemin ¢odziimiine iliskin islemler bir 6rnekle

birlikte agiklanacaktir
5.4. Laplace Denkleminin Sinir Elemanlar1 Formiilasyonu
5.4.1. Ters formiilasyon
Sinir elemanlar1 formiilii i¢in Laplace denklemi
Qicindeu; =0 (5.48)
ve aki ifadeleri
qi = U, Mg =uny (5.49)

seklinde olsun. Buradaki u degiskeni potansiyeli temsil etmektedir. Agirlikli kalanlar

metodu kullanilarak
fu,iin.Q =0 (550)
Q

bulunur. Kismi integrasyonlarla veya Green’in ikinci 6zdesligini kullanilarak
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f u’iin.Q = f(u'iw - uW'i)nidF + fuwjiidﬂ (551)
Q r Q
yazilir. Birinci integralde w ;; :== —&(x, §) kullanilarak
—fuw'iidﬂ = u($) (5.52)
Q

elde edilir. x; vektorii degisken noktalar1 ¢; de yliklenme noktasinin koordinatlaridir.
w;; == —6(x, &) ifadesindeki w’ya temel ¢6ziim denir. Genel olarak L* diferansiyel

operatorii £L’nin adjoint’i oldugundan
Lu* =-6(x,8) (5.53)

elde edilir. u* kullanilarak
u() = j(q(X)u*(x, &) —u(x)q*(x,§))dr (5.54)
r

bulunur. Burada q* :=ujn; aki i¢in temel ¢dziimdiir. (5.54) denklemine temsil

formiilii veya Green temsil formiilii denir. Temel ¢oziimler iki ve ii¢ boyutlu uzaylar

icin [x; — &| = /(x; — &)? olmak tizere

1 1
u(x, &) = —ﬁlnlxi &l = —Elnr (5.55)
x,8) =uin; = ! = ! 5.56
q x'f - u,ini - 2T r,l'nl' - anxl _ filz (xi Ei)ni ( . )
1 1
u*(x,§) = = (5.57)

4m|x; — &|  4mr

1 1

q (x, &) = ~appz i = —m(xi =&, (5.58)
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seklinde elde edilmis olur.

5.4.2. iki boyutlu problemler i¢in simir integrali metodu

(5.54) temsil formiilii i¢ noktadaki u potansiyellerinin sinirdaki potansiyeller
cinsinden ifade etmektedir. Sinir iizerindeki bilinmeyenler bulunabilir. Bunlar
belirlemek i¢in ¢ yiik noktasinin sinira yaklagtirilmasi gerekir. Sonugta elde edilen
denklemlere smir integral denklemleri denir ve buda sinir elemanlart metodunun
onemli bir parcasidir. Bu denklemleri elde etmek i¢in orijinal I' sinir1 € yaricaplt bir

cember ile genisletilerek degistirilmis I'’ sinir1 elde edilir (Bkz. Sekil 5.1). Yani

I"=T—-TI}+T, (5.59)
I =limI’ (5.60)
-0

Sekil 5.2°de goriildiigii gibi

dl, = edf (5.61)
e =|x; — &l (5.62)
elde edilir.

\_/

r’ | T,

Sekil 5.1. € yiik noktasi etrafina sinir ilavesi
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Sekil 5.2. Sinir ilavesinin geometrisi

5.4.3. Zayif tekil integral

Inlx; — &l
fqu dr__g—*O,];,q 2T

In|x; — &l

. : In|x; = &l
= —lim q———dI'——lim | q————drI (5.63)
r

=0 Jp_p 2T &0 2T

formiiliinde birinci integral zayif tekildir. Ikinci integral ise (5.61), (5.62) ve
L’Hospital kurali kullanilarak yapilir. Yani

£-0 0=0

i 1 J"" (lns)
_81—1;1321-[ 0 Oq (1)/

. In|x; — &l 1 re
lim jrsq o dl = lsl_l’)lgﬁ q(Ing)edd

1
= Ll_l)‘%ﬂj;)zo—qsde =0 (5.64)

bulunur.



5.4.4. Kuvvetli tekil integral

fuq dl' = 11m Qd[‘
r 0 27T|xz §il?
= lim ugd[‘+ lm Md[‘
=0 Jr_p:  2m|x; — & €0 27T|xz §il?

ifadesinin Cauchy temel degeri anlaminda integrali hesaplanirsa

lim j uq*dln = ffuq*d[‘
£-0 r

r-T}
elde edilir. (5.65) denkleminin ikinci integrali

. (x; = $ny (" € « 1
lim [ u-———F7dl'=lim ed® = u(g) —do
=0 ), 2m|x; — &l 20 Jo_o 2me? 920 2T

= - u(®)

degerini verir. (5.54) denklemi buna yazilirsa

2m|x; — &;?

(1-52)u® + [ @@ Ouar = [ w e Hatadr
S 2n/ r ’ r ’
c(€) C

() = 5u®) + fu o ar - [ g T ar

elde edilir. Burada c(¢) ifadesi

a

1— o £er
c§) = % £eq
0 SErS ¢

seklinde tanimlanir.
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(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
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5.4.5. Siirn ayriklastirllmasi

I st T, . ,T® sinir elemanlarma boliiniir. (¢) nolu elemanda yerel
koordinatlar s, potansiyel u®), aki ise q‘®) olmak iizere ®,,(s) sekil fonksiyonlar:
yardimiyla bu ifadeler interpole edilirler. Eger diigiim noktalarindaki degerleri ﬁm(e)

ve E[’m(e) ile gosterilirse

M m®
W) = D op(n® ve V) = ) Op()in® (5:71)
m=1 m=1
u@(s) = oT(s)u® ve q@(s) = dT(s)g® (5.72)

elde edilir.

5.4.6. Sabit sekil fonksiyonu

u® ve q® eleman boyunca sabit kabul edilir. Diigiim noktas ise tam orta noktadir

(Bkz. Sekil 5.3).

o, 4
20
1 .
|
1
1
1
|
1
° ' -
0 Diigiim noktasi 1 L@

Sekil 5.3. Sabit sekil fonksiyonu
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5.4.7. Lineer sekil fonksiyonu

Eleman iizerindeki diigiim noktas1 smirlarda alinarak L(®) boyunca lineerle interpole

edilince (Bkz. Sekil 5.4)

© @, B9 -u
e _ e
u®’(s) =1y + 0]
_ _ (e) (e)
- (1 L(e)) + L(e) (5.73)
i (e)
u®(s) =[d;, D, vl(e) = Ty (5.74)
Uy

olur.

U, .
s @ —» s
Diigiim noktas1 1 Diiglim noktas1 2 Diiglim noktasi 1 Diigiim noktasi 2

Sekil 5.4. Lineer interpolasyonunun I'®) elementinin i¢ine kaydirilmasi

(5.71) denklemindeki degerler (5.69) denklemine yerlestirilirse

c(Ou(é) +ZE: ]F @(i ¢mu§§>> q*drl = i fr @(Z @mqg>> *dl  (5.75)
c(E)u(®) + i (i 7@ jr (e)Qqu*dF) - Z (Z 5@ fr (e)dbmu*dF) (5.76)

e=1 =1
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1
elde edilir. @« = m alinirsa ¢(§) = > olur. Eger noktasal ylikiin koordinatlar1 ile x

degerleri ayn1 elemanda iseler r; = (x; — &;), n;’lere dik oldugundan
(xl- — fi)nl- =0 (577)
olur. Buradan q* = 0 ¢ikar.

5.4.8. Kollokasyon metodu

(5.76) denkleminde bir sistem elde etmek i¢in yine agirliklandirilmis kalanlar
metoduna goére ¢ yik noktalar1 ayriklastirma noktalarinda segilir. Bdylece

bilinmeyenler kadar denklem elde edilir.

i ( f q>1q*(x,51)dr+c1)+ iy f Puq” (x, E1)dr
re riN.e

ﬁll HlN
= dlf D ut(x, )l + -+ E[Nf dyu*(x, EHdr (5.78)
re rN.e
G11 Gin
Buradaki n=1,..... ,N genel digiim noktalarinin numaralaridir. Green

fonksiyonlarinin oldugu matrislere G, tiirevlerinin oldugu matrislere H denilirse

[U1] [dll

) i, 4,

[Hll le HlN] . = [Gll GlZ GlN][ . j (579)
Uiy dn

elde edilir. Kollokasyon noktalar1 2’den N’ye kadar dondiiriilerek
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— U G
Hyy Hyy [ﬁl] Gi1 G| 2]
H How || 72| _ |G Gan || 72
21 b= 2N (5.80)
o Al Lol ]
N1 NN g N1 NN g
elde edilir. Matris notasyonuyla
Hi =Gg§ (5.81)

bulunur. H ve G’nin kosegen elemanlarinda kuvvetli ve tekil integral mevcuttur.
Cunkii r = |x; — &, € ile x;’ler ¢akistiginda sifir olmaktadir. Sinirdaki bilinenler ve

bilinmeyenler bir tarafta toplanirsa

Ay =f (5.82)

bulunur. Burada f bilinmektedir. y bilinmeyenleri ise denklem sisteminden ¢oziiliir.

5.4.9. Ornek(sabit durumlu 1s1 iletimi):

Bu kisimda Laplace denklemi icin Sinir Elemanlar1 formiilii elde edilmeye
calisilacaktir. Metodun anlagilmasini kolaylastirmak i¢in en-boy orani 1:2 olan
dikdortgensel bolge i¢inde iki boyutlu basit sabit durumlu 1s1 iletimi 6rneginin giris
matrisinin hesaplanmasinin gosterilmesi amaglanmaktadir. Bunun i¢in bdolgede

aliacak 4 element ve 6 element i¢in bu 6rnek incelensin.

Oncelikle 4 element icin smir {izerindeki yiik noktalar1 igin ¢dziime baslayalim.
Bolgede alacagimiz 4 elementli sabit sekil fonksiyonlar: i¢in bilinen sinir degerleri
uy; = 0,u3 = 100 ve g, = 0,3, = 0 olsun (Bkz. Sekil 5.5). Burada bilinmeyen sinir
degerleri u,, uy ve qq, q3’u sinir elemanlari metodu ile hesaplayip, niimerik sonucu

analitik ¢oziimle karsilastiracagiz.
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y A
Diigiim noktasi 3
2
——@—
u =100
Diigiim noktas1 4 Diigiim noktas1 2
Au=20
o ® o
q q= 0
| ug! |
1 ® 1 >

Diigiim noktasi 1 1

Sekil 5.5. Ornek: 4 element icin dikdortgensel bolge igindeki 1s1 iletimi

Kolaylik igin sabit elementler secilsin ve M =1, ®; = 1ve c¢(§) = 0.5 olsun. &

yiikleme noktasi icin (5.76) denkleminde bu degerler yazilirsa

E
1 (x—&H.n
E@-I_Z <~[F(9) _27T|x - fllz dr> Ue

Hie

E
_ A
_Z(jr Lyl 5|dr>qe (5.83)

e=1
Gle

[\

elde edilir. 4 element i¢in bu ifadenin matris notasyonu

ﬁl 7._11 q1
1 Uy U, (72
o Rl B R s (5.84)

Uy Uy qa
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H;, ve G, matris bilesenlerini hesaplamak i¢in Sekil 5.6’da goriildiigii gibi diigiim

noktasi 1 {izerine yiikleme noktasim gétiiriip ve I'® eleman1 boyunca integral

(x=8.n= (%)1 + ().0

><V

uygulansin.
Ve YA
2
= 1:—3
§=¢=3e .
n=e,
X =eyt+yey, n
—>
dl' = dy
1
x—§=sextye,
> X
1
x—¢l=[(5) +? v TS
1

Diiglim noktas1 1

Sekil 5.6. 4 element i¢in Hy, ve G, matris bilesenlerinin hesaplanmasi

Sekil 5.6 i¢inde verilenler (5.83) denkleminde yazilarak denklemin ¢6ziimii

H,, = 112 1 dy = —0.2110
12 = o ), Yy = .

2(+())

1 (? 1\
= — — 2 —_ _ —
G12 ano In|y +(2> dy 0.0175

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden H;4 = H34 = H3z, = H;, ve

614 = 634 = G32 = GlZ elde edilir.

H,5 ve G,3 matris bilesenlerini hesaplamak i¢in Sekil 5.7°de goriildiigii gibi diigim
noktast 2 iizerine yiikleme noktasim gotiiriip ve I'®) eleman: boyunca integral

uygulansin.
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VA
3 S
Ezfzzex‘l'ey , F() T <«
n=e,
X = xey + 2e, r
X
dI' = —dx
x—¢§=(x—1)es+e, Diigiim noktas1 2
x — &l =/ (x = 1)2 + (1)?
x—8)n=x-1).0+ (11 £2
] >

Sekil 5.7. 4 element i¢in H,3 ve G, matris bilesenlerinin hesaplanmasi

Sekil 5.7 iginde verilenler (5.83) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

H23 = _01250

1 1 .
‘%fl (G—D2Z+D)

1 0
Gyz = —j Iny/(x — 1)2 + (1)2 dx = —0.0210
2m ),

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden H,; = Hyy = Hy3 = Hy3 Ve
621 = G41 = G43 = 623 elde edilir.

H;; ve G,3 matris bilesenleri i¢cinde benzer sekilde hesaplama yapilirsa

;1
§=¢ =Eex
n=e,

X = xey + 2e,

dl = —dx




4l

Verilenler (5.83) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

2

G —1j0l ( 1) +4dx=—01119
23—2n1n X =3 x = —0.

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden H3; = Hq3 ve G3; = G13 elde edilir.

H,, ve G,4 matris bilesenleri i¢inde benzer sekilde hesaplama yapiliarsa

f:fzzex+ey

n=-—e,
x =ye,
dl' = —dy

x—€=—ex+(y—1)ey

Ix =&l =v1+(y—1)?

x-=&8n=(C-1.-1+@-1).0

Verilenler (5.83) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

Hy, = 1j0 L 4y =—02500
# o), T+ -2 T

1 0
Gy = —] Iny(y —1)2+1dy = —0.0420
2m J,

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden Hy, = H,4 ve G4, = Go4 elde edilir.

Simdide kosegen terimler hesaplansin. (x; — &;)n; = 0 ifadesine gére H matrisinin
temel kosegeni sifirlanmis olur. Yani Hyy = H,, = H33 = Hyy = 0 elde edilir. G141

elde etmek i¢in
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ifadeleri kullanilirsa

1 (! 1
Gllz—gfo ln|x—§|dx

bulunur. Her ne kadar son ifadedeki integrand da zayif tekillik olsa da, integral

bulunur.
lim(elne) =0
£-0
oldugundan
1
-2 E1 ! d 11 ! d
Gi1 = o jo n(z—x) x+j% n(x—z) x

1
=—(1+In2) =0.2695
21
elde edilir. Tekrar simetriklik goz 6niine alinirsa Gz3 = G4 olur. Benzer bicimde
1 2
Gypp=—7—1]1 —1|dy = 0.3183
22 o J; nly | dy

ve Gyuq = G, elde edilir. Bu kisma kadar yapilan hesaplamalar kullanilarak verilen

sinir kosullari ile sistem matrisi diizenlenirse
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0.5000 —0.2110 -0.0780 —0.2110][%; =0
—0.1250 0.5000 —-0.1250 —0.2500{|u:
—0.0780  —0.2110 0.5000 —0.2110]]us = 100
—-0.1250 —-0.2500 -0.1250 0.50001 Luy

0.2695 —-0.0175 -0.1119 -0.0175][4

_ |—0.0210 0.3183 —0.0210 —0.0420(|q2=10

~ [-0.1119  -0.0175 0.2695 —0.0175|]|43
—0.0210 —0.0420 -0.0210 0.3183]1G4+ =0

elde edilir. Bilinenler bir tarafta bilinmeyenler bir tarafta toplanir ve bu matris

sistemi ¢oziiliirse bilinmeyen sinir degerleri

q1 —75.77
uz| | 50.00
q3| | 75.77
Uy 50.00

seklinde elde edilir.

Burada analitik ¢6ziim u = 50y ve ¢ = 50e,,. n oldugundan

q1 —50.00
uz{ | 50.00
3| | 50.00
Uy 50.00

bulunur. Béylece u Dirichlet degerinin niimerik ¢6zliimii ile analitik ¢oziimii tam
olarak esit ¢ikti. Fakat ¢ Neumann degerinin niimerik ¢6ziimii ile analitik ¢oziimii
arasinda biiyiik hata olustu. Simdi Analitik ¢6ziim ve niimerik ¢dziimiin u ve q sinir

kosullar i¢in grafikleri ¢gizilerek sekil iizerinde bu durum goriilstin.



Sekil 5.10. 4 element i¢in analitik ¢6ziimiin grafigi
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Simdi de bu 4 element i¢in i¢ bolgelerde alinacak yiik noktalari ile ¢6ziim bulunsun.

r; =x; — & olmak iizere &' € Q noktasinda u(&') bilinmeyen potansiyeli

hesaplanarak gercek ¢oziimle karsilagtirilacaktir. Bu ¢6ziim

denklemine gerekli degerler yazilarak bulunur.

Va Diigiim noktas1 3

q; = 75.77
o

us| = 100

53

2 |

Diigiim noktas1 4| Diiglim noktas1 2

52
a:=0 19 *—®
q; =

Uy = 50 T El T U, = 50
®

Y S
| . | 1
q1 = —75.77

Diigiim noktasi 1

v

Sekil 5.11. Ornek: 4 element i¢in i¢ noktalarda ¢6ziim

1 1

&= sextoey
n=—e,
X = Xey
dr = dx

(5.85)



X = xeyx + 2e,

dI' = —dx
1 3
== (r-g)et(3)e

N )
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N W

dx = 0.1024

(x—f).nz(x—%).0+(%).1
HB:_%L ((x— )2+ )

1 (° 29
013=—§j In (x— ) +de=0.0673
1
1

1
f :§€x+§€y

N =
N Ne}

0 1 1
614——2 Lln (y—z) +Zdy=—00746
1
fz—zex+ey
n=—e,
X = xey
dl' = dx

77



(x—&).n= (x —%).0 +(=1).(=1)

1 (! 1
=— dx = 0.1475

Hy, = 2T o ((x_%)z N 1>

1 (! 1\°
Glegf0 In (x—§> + 1 dx = 0.0061

, 1
'3 =§ex+ey
n=e,

x =ey+ye,

dl' = dy

et = ()err 0o,

Ix—€I=J(y—1)2+(%)

(x—&).n= (y—l).0+(%).(1)

2

1 2 5
Hy, = j dy — 03524

Gy ——f In ’(y—1)2+ dy = —0.1065

=§ex+ey

n=e,
X = xex + 2e,

dlI' = —dx

1
x—g‘z(x—§>ex+ey

78



1 (° 1
H23 = __J- < dx = 014‘75

o (x_1)2+1>

623———f ln’ x—— +1dx—00061

&z =§ex+ey

n=—ey

X =ye,
dl' = —dy

et=(Dero-1e,

|x—f|=j(y—1)2+(—%)

(x—&.n=(—1).0+ (—%).(—1)

2

1
H L 2
24 = T 5

624———j ln/(y—1)2+ dy = —0.1065

dy = 0.3524

&3 = zex+2ey
n=-—e,
X = xey,
dl' = dx

79
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dx = 0.1024

2

H31=§f° ((x— ) + >

Gar = 1f11 ( 1>2+9d — 0.0673
31—27_[0 n X 2 4 X = U.
13

£ =

N| =
EINe)

2%

80
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1
2

dx = 0.2500
1
2)

1 0
Han =

=——f ln’x—— + dx——00893

&3 = zex+zey
n=—e,

X =ye,
dl' = —dy

=——j ln’y—— +— dy——00746

u(é') =1[0.2500 0.3237 0.1024 0.3237] Ilool

—75.77
0 [_
[-0.0893 —0.0746 0.0673 —0.0746] 75 77 = 30.74
0
u(é?) =[0.1475 0.3524 0.1475 0.3524] Ilool
—75.77
0 |_
[0.0061 —0.1065 0.0061 —0.1065] 75 77 = 49.06

0
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0
u(é3®) =[0.1024 0.3237 0.2500 0.3237] 115000]
50
—75.77
0 |_
[0.0673 —0.0746 —0.0893 —0.0746] 7577 | = 69.23
0
Tablo 5.3. 4 element i¢in i¢ noktalarda ¢éziimiin gergek ¢oziimle kiyasi
l Gergek Coziim 4 Element i¢in
u(€") -
u = 50y Cozim
uEh 25 30.74
u(&?) 50 49.06
u(&) 75 69.23

6 element i¢in 0rnek ¢oziliirse bolgede alinacak 6 elementli sabit sekil fonksiyonlar
i¢in bilinen siur degerleri u; = 0,u, = 100 ve g, = 0,43 = 0,35 = 0,3 = 0 olsun
(Bkz. Sekil 5.12). Burada bilinmeyen sinir degerleri u,, us, us, ug ve qq1,q,’ i smir

elemanlar1 metodu ile hesaplanip, niimerik sonu¢ ile analitik ¢dziim

karsilastirilacaktir.
Y a
Diiglim noktas1 4
2 ——@—
1 u =100 -1
Diigiim noktas1 5 @ @ Diigiim noktas: 3
q =0 | Au=20 ‘7 =0
Diigiim noktas1 6 o ® Diiglim noktas1 2
| ugh |
1 ® 1 . >

Diiglim noktasi 1

Sekil 5.12. Ornek: 6 element igin dikddrtgensel bolge igindeki 1s1 iletimi
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Kolaylik igin sabit elementler secilsin ve M =1, ®; = 1ve ¢(§) = 0.5 olsun. &
yiikleme noktasi icin (5.76) denkleminde bu degerler yazilirsa

E
1 (x—&H.n
E@-‘-Z <JF(9) _27T|x - fllz dr) Ue

U e=1

Hie

E
_ A
_Z(jr il §|dr>qe (5.86)

e=1

Gie

elde edilir. 6 element i¢in bu ifadenin matris notasyonu

CATET AR
U, U, q>

1 Us Us C_I3

S EAE I R (587)
Us Us 6_15
| U L Ug | e

H,, ve G, matris bilesenlerini hesaplamak i¢in Sekil 5.13°de goriildiigii gibi diigiim

noktast 1 iizerine yiikleme noktasmi gotiiriip ve I'® elemani boyunca integral

uygulansin.
1 A
€=€1=Eex
2
n=e,
X =ex+ye,
dl = dy
1
=1 1
x—£& zex+yey @
12
Ix =&l = (5) +y?
| N
@-9.n=(5).1+0 x
r Jt° ,

Diiglim noktasi 1

Sekil 5.13. 6 nokta i¢in H;, ve G;, matris bilesenlerinin hesaplanmasi
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Sekil 5.13 i¢inde verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢6ziimii

= —0.1762

il

1 (! 1
Gy = ——j In |y + (—) dy = 0.0533
2m J, 2

N
S|

o

[\
/=

<

[\S)

+
/N
N =

Olur. Tekrar Slmetrlkllk den H12 = H16 = H21 = H34 = H43 = H4_5 = H54 = H61 ve

GlZ = Gl6 = 621 = G34 = G43 = G45 = 654 = G61 elde edllll‘

H,; ve G,3 matris bilesenlerini hesaplamak i¢in Sekil 5.14°de goriildiigii gibi diiglim
noktasi 1 iizerine yiikleme noktasim gotiiriip ve I'®) eleman: boyunca integral

uygulansin.

§=¢=2e

n=e,

re

x =ex+ye,

dl' =dy

1
x—fz;ex+yey

-l = () + 0o

1

(x—8&).n= (E)'l + (v).0

v

Diiglim noktasi 1

Sekil 5.14. 6 nokta igin H;5 ve G5 matris bilesenlerinin hesaplanmasi

Sekil 5.14 i¢inde verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢6ziimii

1 (2 1
Hiz = ——

2 dy
2m ), 2<(%) +(y)2>
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1 (? 1\°
= —— = 2dy =-0.0708
o=z n(3) + )7 ay

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden H;3 = Hy, = Hi5 = Hyg Ve

613 = 642 = 615 = G46 elde edlhr

H,, ve G, matris bilesenleri i¢cinde benzer sekilde hesaplama yapilirsa

dlI' = —dx
x—§=( ——)ex+2ey
Ix—€|=j(2)2+(x——)2
(x—g).n=( —%).o+(2)1

2

1 (° 5 1
614=%f1 In |2 +(x—§) dx = —0.1120

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden Hy, = Hyq ve G4 = G4, elde edilir.

H,5 ve G,3 matris bilesenleri i¢inde benzer sekilde hesaplama yapilirsa



Ezfzzex+%ey
n=e,
X =eyt+yey,
dl' = dy
SR
=)
(x—f).n=(0).1+(y—%).0

Verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

o = 1 (2 0
23 — 21T L
(-2
Gy3 = 1jzl | 1|d = 0.0072

elde edilir. Verilen problemin

623 = 632 = GS6 = G65 elde edilir.

H,, ve G4 matris bilesenleri i¢inde benzer sekilde hesaplama yapilirsa

5 1
&E=¢ =ex+§ey
n=e,

X =xey + 2ey,

dl' = —dx

3
x—f=(x—1)ex+§ey

=gl = J(g)z + - 12

(x—f).nz(x—l).0+<%>.1

ﬁ dy = 0.0000

simetrikliginden H,3 = H3, = Hgg = Hgs

86

Ve



Verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

1 0 §
=5 | = 2 dx = —0.0936
ORI

G —1fol (3) + (x —1)% dx = —0.0750
24_27r1 n ) X X = .

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden H,, = H3q

624 = 631 = 651 = G64 elde edilir.

H,s ve G,5 matris bilesenleri iginde benzer sekilde hesaplama yapilirsa

E=¢%=e +le
X 2y

n=—e,
X =ye,
dl' = —dy

1
x—g‘:—ex+<y—§>ey

=€l = J(—l)z +(y-3)

(x—&)n=(~1).—1+ (y—%).o

2

Verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

H —1f1—1 d 0.0826
25 = 2 y =
2
7T21+ 1

GZ5=—f ln/1+ y—— y = —0.0553

= Hgy = Hgy

87

Ve



elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden H,5 = Hzg = Hsy, = Hgs

st = G36 = Gsz = G63 elde edlhr

H;s ve Gzsmatris bilesenleri iginde benzer sekilde hesaplama yapilirsa

=8 =e +Ee

n=—ey
X =ye,
dl' = —dy

x—§=—ex+(y—%>ey
m—f1=jcaﬁ+(y—§)

(x—&)n=(~1).—1+ (y—;).o

2

Verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

1 (! 1

> s dy = —0.1476

Hjs = 3

21+

G35=—f ln/1+ y—— y = —0.0062

elde edilir. Verilen problemin simetrikliginden Hzs = H,q = Hs3 = Hg

635 = 626 = 653 = G62 elde edlhr

Kosegen terimler iginde benzer sekilde hesaplama yapilirsa

==

88

Ve

Ve
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dr = dx

Verilenler (5.86) denkleminde yazilirsa denklemin ¢oziimii

1 0

H., =
11 27_[0

| 1|2 dx = 0.0000
x—3

b= [Pl
w= o), T2

bulunur. Her ne kadar son ifadedeki integrand da zayif tekillik olsa da, integral

bulunur.
lim(elne) = 0
-0

oldugundan asagidaki ifade elde edilir

6= [
11—27_[0

N =

1(1 )d +J11( 1)d =L 1+ m2) = 0.2695
nz X X lnx 2 X_ZT[ n = U. .

Verilen problemin simetrikliginden Hyq = Hyy, = H33 = Hyy = Hs5 = Hgg Ve

Gll = GZZ = G33 == 644 = 655 - G66 elde edlhr

Bu kisma kadar yapilan hesaplamalar kullanilarak verilen sinir kosullar1 ile sistem

matrisi dizenlenirse
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- 0.5000 —0.1762 —0.0348 —0.0780 —0.0348 —0.17621[U; =0
—-0.1762 0.5000 0.0000 —0.0936 —0.0826 —0.1476|| u2
—0.0936  0.0000 0.5000 -0.1762 -0.1476 —0.0826]] us
—0.0780 —0.0348 —0.1762 0.5000 —0.1762 —0.0348{| us, = 100
—0.0936 —-0.0826 —-0.1476 —0.1762 0.5000 0.0000 || us
-—0.1762 —-0.1476 —0.0826 —0.0936  0.0000 0.50001Lug

r 0.2695 0.0533 -0.0708 -0.1120 -0.0708 0.05337[41
0.0533 0.2695 0.0072 —0.0750 —0.0553 —0.0062||92=10
—0.0750  0.0072 0.2695 0.0533 —0.0062 —0.0553||73 =0

—-0.1120 -0.0708  0.0533 0.2695 0.0533 —0.07081}]94
—0.0750 —0.0553 -0.0062 0.0533 0.2695 0.0072||95 =0
L 0.0533 —-0.0062 -0.0553 —0.0750 0.0072 0.269511gs = 0.

elde edilir. Bilinenler bir tarafta bilinmeyenler bir tarafta toplanir ve bu matris

sistemi ¢0ziillirse bilinmeyen sinir degerleri

d1]  [—56.39
Uy 23.87
uz| | 76.13
941 | 56.39
Us 76.13
lugd L 23.87.

seklinde elde edilir. Burada analitik ¢6ziim u = 50y ve q = 50e,,.n oldugundan

417  1—50.007
Uy 25.00
uz| | 75.00
4] | 50.00
Us 75.00
lugl L 25.00-

bulunur. Boylece u Dirichlet degerinin niimerik ¢6ziimil ile analitik ¢6ziimii arasinda
kiigiik bir hata olustu. Fakat g Neumann degerinin niimerik ¢6ziimii ile analitik
¢coziimi arasindaki hata azaldi. Nokta sayis1 arttirildiginda ¢ Neumann degerindeki
hatanin azaldig1 ortaya c¢ikar. Simdi Analitik ¢6ziim ve niimerik ¢éziimiin u ve g

sinir kosullart i¢in grafikleri ¢izilerek sekil {izerinde bu durum gosterilsin.



Sekil 5.17. 6 element i¢in analitik ¢6ziimiin grafigi
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Simdi de bu 6 element i¢in i¢ bolgelerde alinacak yiik noktalari ile ¢6ziim bulunsun.

1, =x; — & olmak iizere &' € Q noktasinda u(&') bilinmeyen potansiyeli

hesaplanarak gercek ¢oziimle karsilastirilacaktir. Bu ¢6ziim

E E
. Tin; . Inr
u() = >, < fr - dr) - 4 < Feﬁdr> (5.88)

denklemine gerekli degerler yazilarak bulunur.

Diigiim noktas1 4

y A
u, = 100
2 | I
us =76.13 qs ¥ 56.39 us = 76.13
3 .
Diigiim noktas1 5 @— Jf @ Diigiim noktas: 3
qs =0 - , 1 =0
&
1 @
ug = 23.87 1T £1 T u, =23.87
Diiglim noktas1 6 o @ @ Diiglim noktas1 2
qG6 =0 T T 42=0
P § 0 |
| @ | 1 > x
q1 = —56.39

Diigiim noktasi 1

Sekil 5.18. Ornek: 6 element igin i¢ noktalarda ¢6ziim

) 1 1
f =§ex+§ey
n=—ey

X = Xé,
dI' = dx




- dx = 0.2500

Gu=ge [ 1 ( 1)2+1d = —0.0893
11_27_"_0 n X ) 1 X = .
1

fl=le +-e
2% 277
n=e,

X =eytye

dl' = dy

x—f=(%)ex+(y—%)ey




1
H 1J-2 2 = 0.0737
13 1T L ( 1)2+1 .
Yy—32) 7%
Gz = ! le ( 1) 1d 0.0146
13 =50 ) nn\y ) V=
1 1 1
¢ —Zex+§ey
n—ey

dx = 0.1024

=——j ln’x—— + dx—00673

&t =—ex+zey

2
n=—e,
X =ye,

dIr = —dy

ot (- b-Pe

== o3+

(x—8.n= (y—%).0+(—%).(—1)

2
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2 dy = 0.0737
+1
) +3)

=——f ln/y—— + = dy—00146

&= 2ex+2ey

n=—e,
X =ye,
dl' = —dy

G ! 0l ( 1)2+1d = —0.0893
16 = o ), ni\y > 2 Yy =
5 1
¢ —Eex+ey
n=-—e,
X = xe,
dlr = dx

x—E=<x—%)ex+(—1)ey

2

lx —&| = (x—%) +1

x—8.n= (x —%).0 + (—1).(-1)

95



dx = 0.1475

1t 1\°
szﬁfo In (x—5> + 1dx = 0.0061

Ez=le +e
2 Y

n=e,
x =ey+ye,

dl' = dy

= (et -1,

Ix—fl=j(y—1)2+(%)

(x—&).n = (y—l).0+<%>.(1)

2

1 (! 5
H,, = J dy = 0.1762

Gy =—J In ’(y—1)2+ dy = —0.0532

_E€x+€y

n=e,
X =eyt+ye

dl = dy

x—€=(%>ex+(y—1)ey

Ix—fl=j(y—1)2+(%)

(x—&).n = (y—l).0+<%>.(1)

2
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1 (? 5
Hys = f dy = 0.1762

Gy3 =—j In /(y—1)2+ dy = —0.0532

&2 = Zex+ey
n=e,

X = xey + 2e,

dl' = —dx
1
x—fz(x—§>ex+ey
12
_ — — 1
=gl = |(x-3) +

(x—f).nz(x—%).0+1.1

H,, = 1f0 ! dx = 0.1475
(x——) +1
GZ4=——j ln’x—— + 1dx = 0.0061
&2 —Eex+ey
n=—e,

X =ye,
dI = —dy

x—fz(—%)ex+(y—1)ey

Ix—fl=j(y—1)2+(—%)

(x-On=@y-1.0+ (—%).(—1)

2



1
_ 1 2
HzS__g ( 1)2+1)

Gys = ——j In /(y—1)2+ dy = —0.0532

dy = 0.1762

&2 = Zex+ey

n=-—e,

X =ye,
dl' = —dy

et (-Dero-1g

|x—f|=j(y—1)2+(—%)

(x-On=@-1.0+ (—%).(—1)

2

1 (° 5
H26___f dy—01762
626———j ln/(y—1)2+ dy = —0.0532

&3 =Eex+zey
n=-—e,
X = Xxey
dl' = dx
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3
2 dx = 0.1024
1
2

G31=—f ln’x—— + dx—00673

§ = ex+

2 zey

n=ey
x =e,+ye,

dl' = dy

== (et (-3)e
== o-3 + @)
(x—f).n=(y—;).0+(%).(1)

R

632=—] ln’y—— + - dy—00146

&3 =§ex+zey

——dy = 0.0737

+

NI o=
=

—3).0+(%).(1)

N
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1
L 2 dy = 0.2500
33_2n1 32 1 y :
(v-32) +1
G 1 2l ( 3)2+1d — —0.0893
B7or), YV T2) T
, 1 3
f _§€x+§€y
n=ey

dx = 0.2500

G34=——j ln’x—— + dx——00893

&3 =Eex+zey
n=-—e,

X =ye,
dIr = —dy

100



0.2500

Nl D
N
N

1 1
H35 = 27_[] ( > dy

:——f ln’y—— + - dy——00893

&3 = zex+zey
n=—e,

X =ye,
dl' = —dy

- o-3 (D)
(x—f).n=< —;).0+(—%).(—1)
Hsg = 1 % dy = 0.0737

2

Gow = 1]01 ( 3) Xy = 00146
= "on), YV T2) T

u(é') =[0.2500 0.2500 0.0737 0.1024 0.0737 0.2500]

—[-0.0893 —0.0893 0.0146 0.0673 0.0146

= 24.56

23.87
76.13
100
76.13

—0.0893]

123.87
'—56.397

101

56.39

o
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0
23.87
2y — 76.13
u(§?) =[0.1475 0.1762 0.1762 01475 01762 0.1762]|" "
76.13
123.87/
'—56.391
0
—[-0.0893 —0.0893 0.0146 0.0673 0.0146 —0.0893] 56039
0
0
= 49.98
0
23.87
3y = 76.13
u(§*) =[0.1024 0.0737 0.2500 0.2500 0.2500 0.0737]|" "
76.13
123.87/
—56.39
0
—[0.0673 0.0146 —0.0893 —0.0893 —0.0893 0.0146] 56039
0
0

= 75.42

Tablo 5.4. 6 element i¢in i¢ noktalarda ¢ézliimiin gergek ¢dziimle kiyasi

l Gergek Coziim 6 Element I¢in
u($*) .
u = 50y Cozim
u(éh) 25 24.56
u(Ed) 50 49.98
u(é?) 75 75.42

Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 de goriildiigii lizere bolgenin i¢indeki noktalar i¢in digiim

noktalar1 arttirildik¢a bulunan degerler gercek ¢6ziime daha yakin elde edilmis oldu.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Fiziksel Model Teorisi kisitlamalartyla birlikte Matematik Modellemeye imkan
verirse niimerik modelleme i¢in sonlu elemanlar, sinir elemanlari, sonlu farklar
yontemleri ile sayisal sonuglar elde edilebilir. Matematik Modelin dogruluk derecesi
ve sonuglarin yorumlanmasi, Sinir Elemanlar1 yonteminde, niimerik hesaplamalari
siklagtirllmis  elemanlarla yaparak kontrol edilebilir. Bu siklagtirma smir
boliinmesinde yapilabildigi gibi integral yontemlerinde ve bolge integrallerinde de

yapilabilir.

Regiiler Integrallerin yaninda zayif ve kuvvetli tekil integraller ve yari tekil

integraller hesaplamalarda ¢ok hassas olarak hesaplanabilmektedirler.

Bu tezde Laplace denklemi icin Simir FElemanlar1 Metodu biitiin yonleriyle
sergilenmis bulunuyor. Cikan sonuglari daha da iyilestirmek ic¢in diigiim sayisi
cogaltildiginda gergek ¢oziimiin bilinen ¢oziime yaklastigi gozlenir. Sinirda daha
yiliksek mertebe sekil fonksiyonlar1 kullanarak ve niimerik integralleri daha hassas
yaparak iyilestirmelerin oldugu goriiliir. Aki hesaplarinda sabit elemanlarda goriilen
stireksizlikler beklendigi gibi lineer elemanlarda olugsmamis ve iyi yaklagimlar bunlar
icinde gozlemlenmigstir. Matematika programi kullanilarak bilgisayar programi

yapilmis integrallerin hesaplanmasindaki hatalar iyice azaltilmistir.

Boylesine onemli bir yontemin bagka sahalara uygulanmalar ileride yapilacak

caligmalar olarak 6niimiizde durmaktadir.
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