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ONSOZ

Bu calsmada elemanlarA={a,b} alfabesi iizerinde tanimli olan Sturmian diziler
Uzerinde duruldu. Diuzlemdeki galarin &imleriyle Sturmian dizi, karakteristik
dizi, kesilmg dizi iliskilendirildi. Sturmian diziler ile Fibonacci dizisarasindaki
baglantilar ortaya konuldu. Sturmian dizilerin baziebiklerine ik tutulmaya
calisildi.

Tezin hazirlanmasinin hesamasinda, yardimlarini esirgemeyen sayin hocam Yrd.
Dog. Dr. Serpil HALICI ve bana destek olan ailemeig@en tgekkirlerimi sunarim.
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OZET

Anahtar Kelimeler: Kelime, Dizi, Sturmian, Fibona€azisi

X, elemanlari 6zel kurulmwe alfabe olarak adlandirilan harflerin bir didisi Bu
noktada harflerin kelimeyi, kelimelerin de diziyugturdusu goértlmektedir.

A:{a, b} seklinde iki uzunlgunda, ikili alfabe Gzerinde durularak Sturmian léizi
tanlmlaner:{a,b} alfabesi tzerinde tanimli olan bk dizisinin Sturmian dizi

olmasi icin gerek ve yetesart x'in dengeli olmasi ve sonunda periyodik
olmamasidir.

Sonsuz Sturmian dizisinin k@an farkli sonlu bir alt dizisine sonlu Sturmiareidi
denir. Fibonacci dizileri, Sturmian dizilerinin agi bilinen 6zel bir durumudur.
Sturmian diziler, dizlemdeki geularla da ilgkilidirler.

Merkezi kelimelerin kimesPER seklinde gosterilir ve her Sturmian kelinRER
deki kelimenin alt dizisidir. Bu yuzdeRER Sturmian kelimelerin cekirgigdir. Bu
noktada PERden yararlanarak Sturmian dizilerin kombinasyonétellikleri
hakkinda bilgi sahibi olunabilir.

Sturmian diziyi aciklamak ve tanimlamak icin farkllar bu tezde ¢alilmistir.
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STURMIAN STRINGS

SUMMARY

Key Words: Word, String, Sturmian, Fibonacci Stang

A string x is a sequence of letters which are the elements sfecified set called
alphabet. At this point we can see letters geneéh&tevord, words generate the string
obviously.

Sturmian Strings are defined on binary alphabetiis called A={a,b} and size
2. x string, which is difined onA={a,b} alphabet, can be Sturmian String if and
only if x is balanced and not ultimately periodic.

A finite Sturmian string is any finite non-emptybstring of an infinite Sturmian
string. A Fibonacci string is a special case otwarsian string that is well-known.
Sturmian strings are related to straight lines.

Set of all central words denote PYER and every Sturmian word is a substring of a
word in PER.Hence the sePERIs a kernel of the Sturmian words. At this point it
can be make knowledge about combinational propedfethe Sturmian strings by
using thePER.

In this thesis, it is worked on different ways ttefined and explaining of Sturmian
string.



BOLUM 1. STURMIAN DIizZILERINE GIiRIS

1.1 Temel Tanim ve Kavramlar

X, elemanlari 6zel kurulmwe alfabe olarak adlandirilan harflerin bir didisi Bu
dizi sinirh iken, sinirli dizi olarak adlandiriibiger taraftan dizi sgdan sinirsiz da
olabilir. Sirasiyla A" ve A”, A alfabesi lizerindeki sonlu ve sonsuz dizilerin
kiimesini gosterir. Bu g@madaA:{a, b} seklindeki iki uzunlgunda, ikili (binary)

alfabe tizerinde durulacaktir.

Sonlu bir x dizisinin uzunlgu |><] ile gdsterilir. Bu bir dizideki harflerin sayismi
ka¢ tane oldgu anlamina gelir.[xi]:xi gOsterimi ise, x dizilimindeki i. harfi
simgeler. Buna gorex, ya da x[l] en soldaki harfi vex, ya dax[[xl] en sgdaki

harfi gosterir. Hi¢ harf bulundurmayan diziye desldizi denir. Bg dizi ¢ ile

gosterilir. Bg dizinin uzunlgu sifirdir.N,(x), sonlu bir x dizisindeki k’nin

gorulmesi sayisidir.

adlandinilir. iki uzunluundaki bir alfabede caliiyorsa, (k,k')=(a,b) ya da
(k,k') = (b,a) icin;

Nk(x) = |XI — Ny (X)

olur. Ayrica x dizisinin airhgi, Na(x) olarak da gosterilebilir. Sonlu dizilim icin

kelime, sonsuz dizilim icin ise dizi ifadeleri kafiilir.



u ve v, A alfabesi lzerinde sonlu ya da sonsuz iki dizi &niaereu ile v

arasindaki sozluksel ki asagidaki gibidir:

1) u=v ise, u vev sesit dizilerdir.

2) u< v ya dav >u ise, u sozlukcev’'den azdir ya dav’'nin so6zIigi u’'dan
blyuktar.

3) u<v yadav=u ise, u sozluk¢cev’'den kiclik ya dagdtir, ya dav sozlukce

u’dan buyik ya dagitir.

Ayni alfabe Uzerinde, siralangnsonlu ya da sonsuz herhangi kive y dizisinin
esit olmas! icin gerek ve yetesart [X =|y| (x ve y herhangi iki kelime iken) ve
i=1..]q icin (x sonlu ise ) ya da’nin tim pozitif deerleri igin x[i] = y[i]

olmasidir.

x dizisinin y'den sozlukge kuguk olmasi icin (benzer olanakin x’den sozlukge

blyuk olmasi icin) gerek ve yetgart; gagidaki kasullarin dgru olmasidir:

1) x, yO{a,b}” ve ¥ <|yl,
2) xO{a,b}" ve yOfa,b}”,

3) x,yO{a,b}” ve ¥ =|y| ve
i 03] Kil<yl] ve o j 0 [Li-4 {i]=li])
4) x,yOf{a,b}” ve

(Oiz1(Ki]<yli] veD j Ofi-1 «j]=li]).

> <, 2, £, = ifadeleri, sayl sistemindekine benzer olarak dizibrasindaki

sozliksel ilgki icin kullanilir{a,b}” kiimesi uzerindeki sozliiksel siralamanin

baslangic klsmlnda{a, b} alfabesi tGizerindeki tum olasi kelimelgryledir:



£,3a,b,aa, ab,ba,bb, aaa aab aba abb baa bahb bba bbb aaas...

Birbirine balanma (birlgim), diziler Gzerinde tanimli olan ikili operasyamnd Sonlu

x dizisi ve sonlu ya da sonsuz byrdizisi verilsin. u=x y, ifadesinex ve y’nin

birbirine ba&lanmasi denir vesagidaki gibi tanimlanir:

a) Eger y sonlu ise x vey nin birlsimi |u|=|x+|y|'dir ve tum i=1.]x,

j =1yl igin ufi] = x[i], U[]X|+ il=vil -
Ornesin; x=aab , y = baab, u = aabbaab Qu| :|><|+|y|)

u[3] = x[3] = b dir.
u[3+ 2] = y[2] =a'dir

b) u sonsuz ve ufi]=x[i] , tim i=1.]{ ve jO[Lw) tamsayisi icin

uX+ ] = vli]dir.
Ornezin; x = aab, y =baabbbbbb. ve u = aabbaabbbbbh..

u[3] = x[3] = b dir.
u[3+9] = y[9] = bdir.

Birbirine bgzlanma operasyonunun birim elemang biaidir. Yani;
XE = EX =X
Orngsin x=ab ise, abe =cab=ab olur. Birbirine b&lanma §lemi desisme

ozelligini sagslamaz. Orngin; x=a, y=ab olsun. Bu durumda;xy=aab ,

yx = aba olur ki buradaxy # yx. Yani de&gisme 06zellgi yoktur.



Belli y ve zdizileri igcin x=yz ise, y'ye x’in 0neki denir ¢ bostan farkl ise
uygun Onek denir)z'ye x’in soneki denir fy bostan farkli ise uygun sonek denir).
Belli p ve g dizilimleri icin, u sonlu ya da sonsuz olmak Uzere= puc
yazihmindau, x’in alt dizisi (¢carpani) olur.xu yazilimindau alt dizisine, X’in
uygun alt dizisi denirx[i...j] notasyonu;x’in u altdizisini,u[l]:x[i], uﬂu|]=x[j],

seklinde tanimlamak icin kullanilir:
x = abaababa u = baba olsunult] = [5]=b, u[4]=xg|=a"dr.

x = aba dizisi i¢in £,a,ab ve aba x’in 6nekleridir. £,a,ba,aba x’in sonekleridir.

Her sonek ya da 6nek bir alt dizidir.

x kelimesinin tersi ya da ayna goruntish ile gosterilic x® = Xy XX 2o Xy dir

ve x ile ayni uzunluktadirSayet x = x® oluyorsa x kelimesine palindrom denir.
Bos kime palindromdur. Orgén; x=aba olsun. x® =aba olup x=x"
oldugundanx palindrom kelimedir.x = abab, x® =baba olup, x # x® oldugundan,

x palindrom kelime daldir.

x [ {a,b}D olmak (izerex’in negatif gorintiisii ya da tumleyemi® ile gosterilir.
x", x'deki a ve b harflerinin birbiriyle dgismesi sonucunda ajur ve x

kelimesiyle git uzunluktadir. Orngin; x = abaababaiken, x" = babbababolur.

k>1 ve kOZ olmak lzereu®, u’nun kendini k defa birbirine bglamasidir.
Omesin u=ab ve k=5 olsun. Bu durumdau® = (ab)’ = ababababab olur.
x = u*’ya tekrarlama ya d& mertebeden periyodiktir denir. Burade= olmasi
durumunda u’'nun kendisi tekrarlanma olmadik¢a’e tekrarlanma denilemez.

Burada k sayisi 1'den buydk rasyonel sayl da oIabiIirk=r—p,

q
r,p,q0Z",p<qr=1ve g =|u| ve pozitif tamsayi ikerp/q=p’/q' dir, burada



P rB:
q =|u| ve p' pozitif tamsayidir. Bu durumda=u % =u ¢, vu[l...p']’ye esittir.

Buradav, u kelimesinin kendisinr defa birbirine bglamasiyla olgmustur.

u’'ya Ureteg,| u|’ya da periyot denir. Tekrar icermeyen sonlu yasdasuz diziye

ilkel dizi denir. Uretecin kendisinin ilkel oldw tekrara ilkel tekrar denir.

Bostan farkli y kelimesi ve herx kelimesi icin xy” formundaki kelimeye sonunda

periyodik denir. Yani kelimenin periyodik soneki rda. Ornegin, baaaa..
periyodik deildir. Kendini sonsuz kere tekrar eden soneki @lchdan, sonunda

periyodiktir[3] :

Ornek1.1: abbbb.. ilkel dizidir. u* biciminde yazilamagdindan periyodik dgildir.

Kendini sonsuz kere tekrar eden soneki gicthdan, sonunda periyodiktir.

Ornek 1.2: aabaabaabab = (aah)* 4. mertebeden ilkel tekrardir. Uretemab’ dir.

Periyodu 3'tlr.

. 8
Ornek 1.3: aabaabaa= (aab):, 8/3 mertebeden ilkel tekrardir. Periyodu 3'tiir.

Ureteci aab’dir.



BOLUM 2. STURMIAN KEL IMELER

2.1. Girig
Tanim 2.1.1: N, ={123...} ve A={a,b } olmak tizere,

x:N, I - A

biciminde tanimlanan, yani her bir pozitif tamsayig ya dab harfine dongtiren

déntstime sonsuz kelime def .

Tanim 2.1.2: f:A”0 - A” bir morfizma yani yapi koruyan dogiim ve
a- f(a) olsun. f(a), a harfi ile balar. " (a)=f"(a)f(a) olup
£™(a), f"(a) ile balar. {f"(a)| n=0} kiimesi sonsuzsa, her bfi"(a) x'in

Oneki olacaksekilde bir tek sonsuz kelimesi vardir.x kelimesinef iterasyonu

tarafindan Uretilngtir denir. Sonsuzx kelimesi morfizmanin tekrariyla utretilgse,

morfiktir. x’i Ureten morfizmaya Urete¢ delffﬂ].

2.2. Sonsuz Sturmian Kelimeler

Bu kisimda, Sturmian kelimelerin G¢ denk tanimileeektir. Bunlar;
i) Minimal karmaikhkl aperiyodik kelimeler

i)  Dengeli kelimeler

i) Ayrilmis diz dgrular

seklindedir.



Tanim 2.2.1: Sonsuz birx kelimesinin karmsklik fonksiyonu P, ile gosterilir ve

P,(n); x”in, n uzunlgundaki carpanlarinin sayisi olarak tanimlanir.

X

Ornek 2.2.1: Fibonacci dizisinin karmgaklik fonksiyonu P, olsun. Fibonacci

dizisinin n uzunluklu ¢arpanlari ve bu ¢arpanlarin sayilari;

n=0 ise, 0 uzunluklu carpaa olup, P.(0) =1,
n=1 ise, 1 uzunluklu ¢arpanlab olup, P- (1) =2,
n=2 ise, 2 uzunluklu carpanlaxa,ab,ba olup, P; (2) =3,

n =3 ise, 3 uzunluklu ¢carpanlagab, aba baa bab olup, P- (3) =4,
seklindedir.

X sonsuz kelimesin> Qcin, Px(n) < n iken, x sonunda periyodik olur. Boylece
periyodik olmayan herhangi bix kelimesi, her tamsay iGiR, (n)z n+1’i saglayan

bir karmaiklik fonksiyonuna sahiptir. Bu Sturmian kelimeniktanimina yol acar.
Tanim 2.2.2:Her n sayisl icin,

P(n)=n+1
oluyorsa, x kelimesine Sturmian kelimeenir. Bu sitlikte n=1 alinirsaP,(1) = 2

olup Sturmian kelime, buarti saglayan ikili dizidir. Sturmian kelime iki harf
Uzerindedir. Bu tanimdan kastedileae ve bb alt dizilerinden birinin var olma
durumudur. Yani,a ya dab den biri, Sturmian dizide tekrar edebilir. Bu tez

boyunca genelli bozmadarb 'den ziyadea tekrar eden harf olarak alinacaktir.

Ornek 2.2.2: Fibonacci dizisi, Sturmian kelime igin en iyi lién ornektir.



morfizmasi, Fibonacci dizisini Uretir. Bu morfizma harfi Gizerine sonsuz kere

uygulandginda Fibonacci dizisi meydana géﬂ}:

h(ab) = aba
)= ( ( )) (aba) abaab
))) = h(h(h(ab))) = h(h(aba)) = h(abaab) = abaababa

N—

Asagidaki iterasyon da, Fibonacci dizisini Gretmenindger yoludur. Her bir

basamakta, bir Fibonacci kelimesi giu

F,=b

F,=a

l:i Fi—lFI 2
Buna gore

F,=b

F=a

F,=ab

F, =aba

F, = abaab

F, = abaababa

Fs = abaababaabaa
ya2|I|r[3] :

Ornek 2.2.3: Asagidaki tabloda Fibonacci dizisi icin, minimum kargridik 6zelligi
verilmistir. {a,b}" icindeki n uzunluklu olasi2" kelime dsinda, aralarindan sadece

n+1 tanesi Fibonacci dizisinin alt dizisidir. Fakatzidihala sonunda periyodik
degildir.



Tablo 2.1. Fibonacci dizisinin alt dizileri ve mmium karamgiklik 6zelligi. F’nin n uzunlgunda
verilen alt dizilerinin sayisi n+1'dir.

n | A”daki n uzunluklu kelimeler F’nin n uzunluklu alt | P-(n)
dizileri

0 £ £ 1

1 a,b a,b 2

2 aa,ab,ba,bb aa,ab,ba 3

3 aaa,aab aba abb baabab bba bbb aab,aba baa bab 4

4 aaag aaahaabgaabhabagabahabba| aabgabaaabahbaah |5

abbbbaaabaahbabababhbbagbbah | baba
bbba bbbb

Tanim 2.2.3: Sonlu ya da sonsuw kelimesi icinw A” olsun. Suw), w’nin

sonlu ¢arpanlarinin kiimesini g(‘jstc{ﬁ]r.

Tanim 2.2.4: Ayni uzunluktakiu,v kelime cifti icin,

o{uv)=ul, - M,

=ul, =M,

esitli gi, bu iki kelimenin dengesi olarak tammlai&]r.(BuradaMa,w kelimesindeki

a harflerinin sayisidir.)

Tanim 2.2.5:|u/ =M olmak iizere, herhangi,v 0 Sul{w) icin,
o(u,v)<1

oluyorsa,wl] A” kelimesine dengelidir denir. Boyle@e ve b gibi iki harf Gzerinde
tanimli dengeli bir kelimede harflerin glumu duzgun dalir. Ozel olarak ardi

ardina gelen ikia arasindakb ’lerin sayisi sadece iki ger alabilir.
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Sturmian diziler, dizlemdeki diz glwularla da yakindan alakalidirlar. Bu Ozgd)

mekanik Ozellik denir. Bu 0Ozellikbyle aciklanabilir:0<a <1 olmak Uzerea, p

OR olsun.

o =& lalh+1)+pl=[an+p)
" |b; aksi taktirde

ve

a; [a(n+1)+ p]=[an+ p]
" |b; aksi taktirde

esitlikleri tarafindan tanimlanan,

Syp = By s, =b..b

() n "

sonsuz kelimelerini ele alalim. Bunlarin ikisi agyrik diz dgrulardir.y =ax + p
dogrusuna bakalim. Bu d@ouyla ilgili iki tam nokta kimesi vardir. Bunlar:

L, =(n|an+p)) veU, =(n[an+ p])dir. Dogrunun kodlanmasyudur: [L,,L,.,]
(ya da[Un,Un+1] ) dogru parcasi yatay ikea, diger hallerdeb ile kodlanira < 1

ise, | a(n+1)+ p|-|an+ p] agihimi 0 ya da 1 gerlerini alir.
fo,(n)=la(n+1)+p]-[an+p]
alinirsa, f, , (n)=0 ise; s, = a
f,,(n)=1lise; s, =b

n

olur.a > 1 olursa,|a(n+1)+ o |-|an+ p] acilimi, sadece iki ger alir. @ > ligin
iki  formudlasyonla kagilasilir. Bunlardan biri O ya da 1 derleriyle
la(n+1)+ p|-|an+ p| | @ | fonksiyonudur. Dieri isek ve k + 1fonksiyonun iki
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degeri olmak tizerdk, k +1} alfabesi tizerindeki kelimelerc[ﬁ].

0<a <1 durumuna geri donelims, , ve s, ,sonsuz kelimelerinin, baz’ ler igin,

an+ p tamsayi olmasi durumu harigjteolduklari géralir. Eer bu olursa,

olur. Bu n= 0 i¢in 06zel durumunda gercekle Burada p=0 dir. Asagidaki

teorem ¢ temel tanimi verir:

Teorem 2.2.1:x sonsuz bir kelime olsun.sagidaki durumlar denktir;
i) x Sturmian kelimedir.

i) x dengelidir ve sonunda periyodik giielir.

iii) a irrasyonel sayl(O <a< 1) ve p reel sayl olmak Uzerg=s, , yadax=s,,

olur[g].

Ornek 2.2.4: y:ix+l olsun.s, , ve s, , fonksiyonlarini hesaplayalim.

NG

f, ,(n)=la(n+1)+p|-[an+p]




f, (5)=|6—=+1|- 5i+1J:5—4:1 =8 =b

Neia J2 V2

1 1
f, 6)=|7—=+1|-|6—=+1|=5-5=0 => s, =a
P A v A

1 1
f, \7)=|8—=+1|-|7—=+1|=6-5=1=5s =D
PR v an N K

+1|- 8i+1J:7—6:1 =5 =b

1
Neia _\/E _\/E

1 1
f1’(9): 10_+1J{9ﬁ+1J:8_7:1 =5 =b

s, , = bbabbabbb.

f,,(n)=[a(n+1)+p]-[an+ p]

12
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[ 1 1
f 8)=19—=+1 8—=+1|=8-7=1=5s=b
S A7 H@ } N

a1 1
f1’(9): 10—+11—{9E+11:9—8:1 =5 =b

Sy, = bbabbabbb.

Sy, = Sy, €lde edilir.

Ornek 2.2.5: y=\/§x+1 olsun. Burada a >1'dir. Bu durumda;

f,,(n)=laln+1)+p|-|an+p|-|a] alinirsa;

-2

m(z) [3v2+1)-[2v2 +1)-|v2]=5-3-1=1
f @ =[4V2+1)-[3/2 +1)-[V2]=6-5-1=0
1 @)=5V2+1)- |02 +1)-|J2]=8-6-1=1
f2,(8)=l6v2+1)-[5V2+1)-[V2)=9-8-1=0
f150(6)=[W2 +1)-|6v2 +1)-[v2|=10-9-1=0
@1(7) L +1]-|7V2+1]-|v2|=12-10-1=1

A 1]-|8v2 +1)-[v2]=13-12-1=0

=L10\/§ +1)-|9v2 +1]-|v2|=15-13-1=1

fz1(9

Tanmim 2.2.6:Belli irrasyonela (0<a <1) sayilari iginx=s, , ise, yanip =0 ise
x Sturmian kelimesi karakteristiktir. O haldg, =s', ,’dir. Bu durumdac, =s,,

olarak yazilir. ¢ sayisi, X'in egimidir ve x, a sayisl icin karakteristiktir.

Tanimdan, gm, |u|, /lu bolimanin limitidir. u, x’in 6neki Gzerinde siralanir ve

|ul, , u'daki b’lerin sayisidir.
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Bazen karakteristik kelimelerin ggimleri ortaya cikar.s karakteristik kelime iken
as ve bs kelimelerine Christoffel kelimeleri denir. Christel kelimeler indis O ile

basladiginda ayrik diz dgrulardir. En iyi bilinen karakteristik kelime ise

f = abaababaahah..
seklindeki Fibonacci kelimedir ve;

alll —» ab
b - a

morfizmas tarafindan dretilgtir. Bu dizinin &imi 1/¢? olup, ¢ altin orandir.

Onceki teoremders Sturmian kelimesi icinas ya da bs kelimelerinden birinin

Sturmian kelime oldgu goruldr.
Karakteristik kelimeler genelliklgu sekilde tanimlanir:

Onerme 2.2.1:s Sturmian kelimesinin karakteristik olmasi icin gleive yetegart

asve bs’nin Sturmian oImaS|d[B].

Ornezin; s=abaabaab kelimesi icinas= aabaabaahbs= babaabaalalinirsa,

bunlar sonunda periyodik gigdirler.

=151, |fag, -|b4|=1<1

Jasf, = b3,

olup, dengelidirler. Yanias ve bs kelimeleri Sturmian kelime olurlar. Buna

gore,s = abaabaabkelimesi karakteristiktir.

Eger s karakteristik ise,asve bs Christoffel kelimeleri olur vebas ve abs
Sturmian olur. Karakteristik kelimeler genelde hgemo spektra ve Sturmian
kelimeler de inhomojen spektra olarak adlandiatirl
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Tanim 2.2.7: ¢, = C,C,C;... Sturmian dizisine kesilmidizi denir vec,ile gosterilir.

c = Isin dikey cizgide kesiliyors;, a
L Isin yatay cizgide kesiliyors; b

degerlerini alir.

Kesilmis diziyi elde etmek icin birinci bdlgede tamsayildw@ssilik gelen noktalar
boyunca dik kesen yatay ve dikey dwularin olgturduzu yatay ve dikey hatlar
sistemi ele alinir. 8 pozitif irrasyonel iken, y = fx dogrusu; dikey cizgileri
kesiyorsaa ile, yatay cizgileri kesiyorsa ile eslenir. Dizinin siniflandiriimasi

orijinden baglayarak yapilir.y = Sx 1sini,
Cs = C,C,Cy...

Sturmian dizisini veriry = £x 1sint B’'nin irrasyonel dgerleri icin asla kgede
kes'smez[B]. Asagidaki onerme karakteristik kelimelerle kesiymdizi arasindaki

ili skiyi gosterir.

Onerme 2.2.2:a irrasyonel veO<a <1 olsun. 8= a/(l—a) iken c; =s;,, (Ya

das, =Cyq)) olur[3].

Dogrunun gimi irrasyonel sonuglar vermeye giadiginda dizi periyodik bir soneke

sahip olamaz. Ayrica, icinde a’'nin tekrar harfi olmasi i¢in gerek ve yetgart
L>1 olmamasidir (yania (0,0.5) dger aralginda ise) yukaridakisartlarin

toplamindan, acd5 den daha buyiik iken yatay cizgiler dikey cizgit daha fazla
kesilir[3].
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y = BXx

~

%/

Sekil 2.1 Kesilmj dizinin negatif goruntisi; ve Cp birbirinin negatif gérintusudug = ]/,B')

v

Kesilmis dizilere tekrar bakilirsa, yatay ve dikey gdalarin ayirdgl parcalarin

desismesi harig, 1. ceyrekte ayni rotada gidildde y = x ekseni civarinda simetrik
olduklari goraltr. Bunun anlamigenleri biri digerinin tersi olan dgru ikililerinin

birbirinin negatif gorlntisu olmasidir. Yani karalstik s, ve s_, dizileri
birbirlerinin negatif gortntuleridir (S, = Cj_;/4-a) V€ Si-s = Cpo(1-g/a) ONErMeE 2.2.2

de yerine koyulursa, her zam#ig' =1 i verir )[3].
Ornek 2.2.6: a irrasyonel say(0<a <1) ve a = ]/(\/§ +1) olsun. Bu takdirde
£=a/(1-a)

- J/ﬁ;l

J3+1
£ =13

elde edilir.
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:O)

(o

la(n+1)+ p]-|an+p]

G)

a <1iken|a(n+1)+ p|-|an+ o] agiimi 0 ya da 1 gerlerini alir:

olur.

1 — 1 —1 — 1 —1

© 4 o o «H ©
1 Il 1 1] 1 Il
o o - — 4_ n_/_
| |
L N
Y I I I I Il
1 — | 1 — | — |
. T =S T = =
+ + + + + +
I = SR R = S
= (V) ™ <t [Te) ©
I I I I I I
1 — i — i —
+ + + + + +
o™ ™ ™ ™ ™ ™
e 28288 S
S =SS =S = =
N o < Te) 5] N~
Il

N~ N N N~ = =

v ¥ ¥ T T 75 G O © © o ©
ﬁ @ @ ﬁ @ ﬁ ____________

— =L = =L = =

“— 7R M7 ST ) Y



(34) =y
Ornek 2.2.7:Simdi de g=s34+1 olup olmadgina bakalim. 8 = /3)

C«/§ = S«/§/«/§+l

f s @) = )=|2v3/(3+1) |-[1v3/(/3+1)|=1-0=1
LNETRER (2)= |_3\/_ /(V3+ 1)J LZ\@/ 3+ 1)j =1-1=0
I/(ﬁﬂ)( \-4*/_/(\/“3’ +1)J |_3\/§/(\/§ +1)J
f/(«/§+1) (4 |_5\/§/(\/§ +1)J_ \_4\/5/(\/:._)) +1)J

3




f

V3/(J/3+1) (5)

63/ (v3+1) |-|5v3/(v3+1) |=3-3=0
LTI (6)= |_7\/§/(\/§ +1)J‘ |_6\/§/(\/§ +1)J= 4-3=1

c,=b s, =b
c,=a s, =a
c,=b s;=b
c,=b s, =b
c;=a s, =a
C,=Db S, =b

Sekil 2.3.y = +/3X ‘in grafigi

Cs3 = Ss/aa esitli gi saslanms oldu.

Boylece, karakteristiks, ve s_, 'nin birbirinin negatif gérintusu oldw goralir.

Omek 2.2.8: a=1/(V3+1) ve a/@-a)=1v3=8 olmak uzeres, ve s_

deserleri gagidaki gibidir.

feg® =[20/(3+1)]-[11/(V3+1)|=0-0=0= 5 =a
fa) @)= [31/(V3+1)]-[21/(V3+1)|=1-0=1=5, =b

19

a



20

faian®=[2v3/V3+1)-1v3/[V3+1)|=1-0=1= 5 =b

UNETRER

(2)=

0@ =143/ (V3 +1)]-[333/(V3+1)|]=2-1=1= 5, =b
(4)=
(

UNETRER

Ne
51508 =643/ (V3 +1)]-[5.43/(V3+1)|=3-3=0= 5 =a

Boyleces, ve s_, ’nin birbirinin negatif gorintusu olgw goraldr.

Omek 2.2.9: ¢, kesilmi dizisi £ = (v/5-1)/2 iken Fibonacci dizisidirs, ., = c,

da ,8:(\/5—1)/2 yi yerine koyarsaks, =S5/ yi yani Fibonacci dizisinin

karakteristik dizisini verir.

B=(W5-1/2ikens, 5, =C 4 ,dr

fo5,0)=208-v5/2)]-[13-V5/2)]=0-0=0=5 =2
o 5(2)=[3B-+5/2)]-[2[3-V5/2)|]=1-0=1= 5, =b
fo5,03)=[4B-5/2)-[3[8-V5/2)|=1-1=0= 5, =2
f, 5,()=|56-5/2)]-|4l3-B/2)|=1-1=0= 5, =a
fs—ﬁ/z )=|6(3-+5/2)-[5(3-+/5/2)|]=2-1=1= 5, =b

3 6)=L7fo-5/2)-lo- 572

2-2=0=s,=a
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_ J5-1) .
Sekil 2.4.y = > X'in grafigi

Cofsno (6)=a

Sy = S f5/2 Fibonacci dizisinin karakteristik dizisidir.

Negatif gortntulere bakaline, , =4, dizisi B altin oran iken, negatif géruntuyu
verir. Kesilmi dizi, (8) egim altin oranin tersi iken Fibonacci dizisinin néga

goruntisunu verir ki bu daa:2/(\/§+1):(\/§—l)/2 iken s, karakteristik

dizisine aittir. Yani;

Cusz = S5-1/2



7777777777777777777777777777777777777777777777777777777

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777

J5+1

X' in grafigi
2 j

Sekil 2.5. y = (
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B = \/§+]/2 ikenc, yada a = \/5—]/2 Fibonacci dizisinin negatif goruntisuni
verir. (babbab..) a Altin oran ikens, ve c, birbirlerinin negatif gérinttsadtr. Bu

yuzden izomorfiktirler. Yani negatif goriinti olmardmu, izomorfizmadir.
2.3. Sturmian Kelimelerin Alt Kelimeleri

Sturmian kelimeler ve dinamik sistemler arasinddkgki acisindan, Sturmian
kelimelerin alt kelimeleri 6nemlidir. Dinamik siste kaydirma operatori (ilk harfin
yerini dezistiren operator) altinda, her biri kapali olan sankalimelerin kiimesidir
ve topolojik olarak kapalidir (topolojide uzun lirtak 6neki paylgan iki kelimeye

kapalidir denir)x ve y sonsuz kelimeleri ancak ve ancajeg@adaki gibi ise ayni

dinamik sistemi Uretir:
sub(x) = sul{y).
Onerme 2.3.1:Sturmian kelimelerin dinamik sistemleri minimal[ﬁ}.

Bir sistem tam olarak Bka bir sistemi icermiyorsa minimaldiMinimal sistemlerin
ilging bir kombinatoryel karakterizasyonu vardir;inimal sistemler kesinlikle
dizgin olarak tekrar eden kelimeler tarafindan ilémeflerdir. Yani x sonsuz
kelimeleri soyledir; x'in N uzunlgundaki herhangi bir alt kimesk'in n

uzunlyzundaki tim alt kelimelerini kapsayacsékilde bir N > Otamsayisi vardir.
Sturmian kelimelerdeki alt kelimelerinin kimelesgdece gme balidir.

Onerme 2.3.2:< ve t Sturmian kelime olsunlar.

i) s vet ayni gime sahipsesul{s) = sult) olur.

ii) svet farkli egsime sahipsesul{s) n suHt) sonludur[?].
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Ozellikle herhangi birp igin suk{sayp):sut(ca) dir. s herhangi bir Sturmian

kelime iken n uzunluklu tam olarakn+1 alt kelime vardir ki; her birn igin, n
uzunluklu alt kelimelerin birin+ 1uzunluklu alt kelimelerin icine iki yolla
geniletilebilir. w kelimesine, ger wa ve wblsuls) ise, s igin 6zel kelimedir
denir. Sturmian kelime icinde her icin n uzunluklu kesinlikle bir tek 6zel kelime

vardir. Ozel kelimeler F. Mignosi tarafindan taramhstir [7]

Ornek 2.3.1:Fibonacci dizisi icin 6zel kelimeleri bulalim.

Tablo 2.2. Fibonacci dizisinin 6zel kelimeleri &k dizileri

n | Alt diziler Ozel Kelime
0 |¢ £

1 |ab a

2 | aaabba ba

3 | aabababaabab aba

4 | aabagabagabahbaahbaba aaba

5 | aabagaabahabaahabababaabgbabaa baaba

6 | aabaabaababaabaabaababagbaabaabaabahbabaab | abaaba

Onerme 2.2.3: s, , Sturmian kelimesinin 6zel alt kelimeleri, tam alar

karakteristikc, = s, ,kelimesinin 6neklerinin tersidﬁﬁ].

Ornek 2.3.2: Karakteristik Fibonacci dizisinin oterini ve 6zel kelimelerini

bulalim.
abaababaabah...

Karakteristik Fibonacci dizisi idi.
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n=1i¢in 6zel kelime 1 uzungundaki 6neka’nin tersia’dir.
n =2 igin 0zel kelime 2 uzuniundaki dnekab’nin tersi ba’dir.
n =3 icin 6zel kelime 3 uzunfgundaki dnekaba’nin tersi aba’dir.

n=4 icin 6zel kelime 4 uzungundaki dnekabaa’nin tersi aaba’dir.
2.4. Karakteristik Kelimeler

Tanim 2.4.1: a, 0<a <1 irrasyonel sayl olmak Uzem = [O, zi,zz,...] bicimindeki

ifadeye surekli kesir denir. Burada tlirfter icin z degerleri pozitif tamsayidir.

formunda da gosterilebilir. (0,1) ar&imdaki her irrasyonel sayi yukaridaki surekli

kesir formunda gosterilebilir. Ayricasasidaki reklrsiyon, a 'nin karakteristik

dizisini verir.
X, =a
X, =a* ™,
X; = X4 X,

Burada| X, | = g, 'dir ve g, degerleri,

0o =1, 0 =7 0 =720, %0,

iterasyonundan elde ediliz;, a 'nin i. yakinsakligi olup,
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P

a; :[O,zi,zz,...zi]

dir. Bu durumda;

s, =lim X,

olur[3].

Karakteristik kelimelerin @mlerinin, strekli kesir acilimiyla gkili olan bircok

Ozellikleri vardir. Bunlardan biri,sagidaki 6nermeyle verilebilir:

Onerme 2.4.1:a = [0;1+ dl,dz,...] irrasyonela 'nin (0< a <1) sirekli kesir agilim

olsun(s,) dizisi n> -1 igin,

s, =b
S, =ave

— oty
Sh = Sht1Sh-2
kelimeleri ile tanimlansinn >  ikin hers,, c,’nin 6nekidir ve

c, =lims,

dir [8]
(d,),., dizisi c,’nin yénlendirici dizisidir ve(s,) . , dizisi ¢,’nin standart dizisidir.

Ornek 2.4.1: ¢ altin oran olmak Gzerel/¢? =[ 0;2111,..] Fibonacci dizisi iken
yonlendirici dizi d =(1;L],) dir ve standart dizi sonlu Fibonacci kelimelerinin

dizisidir.
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s, =b
s, =a
s, =s,“s, =ab
s, =5, =aba

S = S»2d3sl = abaab

S, = s3d“ s, = abaababa

S = 54"553 = abaababaabab

Ss = ssds s, = abaababaabababaabah

Ornek 2.4.2: 1/¢ =[0:L1,L...] ye kasllik gelen standart dizs, =a, s, =b olmak

uzere,
s =§"s, =b
5, =55, =ba
s, =s,s, =bab
s, =s,“s, =babba

s, =s,“s, = babbabab

s, =S.™s, = babbababbhba

Bu dizi, bilinen Fibonacci dizisindela ve b’lerin yer desistirmesiyle elde
edilmistir.

Ormek 2.4.3: a = (\/5 —1)/2 = [ 0;2,],2,],...] g6z onune alahm. Yonlendirici dizi
( 11212121..) ve standart dizi

s =s"s, =ab
s, =ss, =aba
s, =s,"s, = abaabaab
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s, =s,”s, = abaabaabah

S, = s4d533 = abaabaabababaabaab

Clza) = abaabaabahabaabaabbaabaabaab.

Onerme 2.2.2 deki gibi irrasyon¢¥=a/(l—a)saylsml veﬂ=[eo;q,..] acihmini

distinelim. d, >0 ise,

a<% ise;e, =d, , e =0, n=1

n=0

n+2?

a>1 ise; e, =d
2

ve
t,=a, t,=b, t =t&t  (n=0)

dir. Budurumda, =s, yadat, =s,,, ve c, =s; =limt, dir. t, dizisinin yapisi ve

L icin sirekli kesrin buttin uyguniu nedeniyle ikinci ifade bazen tercih ec{ﬁ}.

Onerme 2.4.2:irrasyonela’ nin (0< a <1) sirekli kesir agiimir = [O:L+ d, dz,...]

olsun. (u,)_..(v,). ve(w,)_, dizileri,

kelimeleri yardimiyla

u2n = u2n—2 (u2n—1)dzn nz1 V2n = (V2n—1)dzn V2n 2 nz1

— dans — dops
Upnur = (UZn) ’ lu2n—1 nz0 Vonu = V2n—1(V2n) o nz 0
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w, =w,,(w,_,)"  n=1olsun. Bu durumda,

ac, = L'Tou” bc, = mvﬂ
abc, =lim w,, bac, =limw,, .

Bu kelimelerin dizileri birbiriyle ilgilidirler ve bunlar palindrom dizi olarak

adlandirilan daha temel bir diziden tUretiIebih{@.

2.5. Sonlu Sturmian Kelimeler
Sonlu Sturmian kelimeler (sonsuz) Sturmian kelimelsonlu alt kiimeleri olarak
tanimlanirlar. ~ Sonlu  kelimeler icin  &anan  Sturmian  kelimelerin

karakterizasyonlarindan birsazidaki gibidir:

Onerme 2.5.1: w kelimesinin sonlu Sturmian kelime olmasi icin ddirere yeter

sart dengeli olma3|d[8] :

Tanim 2.5.1: n pozitif tamsay! olmak tzere Euleg, fonksiyonu, n'ye esit veya

n’den kigcuk ven ile asal olan pozitif tamsayilarin sayisidir.
Ornek 2.5.1: ¢(4)=3 ve ¢5) = 4tir.

Teorem 2.5.1: ¢ Euler fonksiyonu olmak Uzeren uzunluklu sonlu Sturmian

kelimelerinin sayisi,
1+ ofi)n-i+1)
i=1

dir[8].
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2.6. Sturmian Morfizmalari

Tanim 2.6.1: A 0Ozel bir alfabe oldgunda, h morfizmasi A’'dan A™a bir

dénumdar:

h:(a,b) - (w,,w,)

gosterimi ikili alfabe Uzerindeki morfizmayi tanianhak icin kullanilr.

A’dan A”’a tanimh morfizma, A”’dan A”a kelime homomorfizmasinaA”’dan

alinan heru kelimesi iginsu sekilde gengletilebilir:

Bu tanimlama, dizi homomorfizmasina;

h(u) = lim h(u[l...n])

yardimiyla
h:{a,b}” - {a,b}"
seklinde geniletilebilir [3].

Tanim 2.6.2: Tim Sturmian kelimeler icin,f(x) Sturmian iken f : A” - A"

morfizmasi, Sturmiamorfizma olarak adlandirilir.
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Sturmian morfizma, sturmian 6zgjini korur. f, ve f, Sturmian morfizmasi ise

f, o f, Sturmian morfizmasidir.
Teorem 2.6.1:Her Sturmian morfizmasigagidaki ¢ morfizmanin bilgimidir[S]:

) E:a-b i) D:a - ab ii) G:a - ba

b-a b-a b-a
Ornek 2.6.1: D morfizmasi,a harfi tizerine uygulangina Fibonacci dizisini uretir.

Teorem 2.6.2:Eger belli sonlux Sturmian kelimeleri igin,f (x) Sturmian ise,f

morfizmasi Sturmiand[s] :

Teorem 2.6.3: ¢, ve c, karakteristik kelimeler olsunlar.gr c, = f(c[,) ise, f

morfizmasi E ve D’nin bils<esidir[8].

f , Sturmian morfizmasi E ve D’nin biieni ise, bu Sturmian morfizmasina standart
morfizma denir. Tersine boyle her morfizma, karakte&k dizileri korur [3]

Sturmian morfizmalari ile serbest gruplarin 6z ydpnkimu arasindaki igki Wen

and Wen taraﬂnda[B] de incelenmtir.
2.7. Standart Kelimeler
Tanim 2.7.1: A”x A”da
u,v) = (u,uv), 3(u,v) = (vu,v)
biciminde tanimlanan iki fonksiyonu ele alalim.

Standart ciftlerin ailesi] ,
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i) (ab)O0;
i) O, y ve d altinda kapahdir.

i ve ii sartlarini sglayan kelime ciftlerinin en kiguk kiimesine standgftterin ailesi

denir veO ile gosterilir.

Standart ciftlerin bilgenlerine standart kelime denir ve standart kelinmmelkimesi
S ile gosterilir. Bir standart ciftin iki bikgeni daima farkli harflerle biter. Standart
kelimelerin S kumesi, standart dizilerde gorulen tus kelimelerinin kimesidir.

Kisaca aagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 2.7.1: a:[01+ dl,dz,...] ifadesi a'nin (0<a <1) sirekli kesir acilim
olsun ve(s,) ., a@'nin standart dizisi olsunn>  @&in (s,,;,S,,) Ve (Sy1,Sn)

standart ikililerdir ve;
Y (vt Son) = (Sanens Sonez)
0" (S04 55n) = (Sonea S2n)
dir [8] :
Ornek 2.7.1: a = (\/5 —1)/2 =[02121,..] olmak tizere;

s, =s,“s, =ab

s, =5, = aba

s, =s,”s, = abaabaab

s, =s,”s, = abaabaabah

s, =s,“s, = abaabaabahabaabaabhaabaabaab
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n=0igin y*(s.%)=(s.5,)
y*(ab,a) = (ab,aba)
n=ligin y*(s;.s,)=(s;s,)
y*(abaabaababa) = (abaabaababaabaabah)

n=2icin y%(s,,s,)=(s5.5)

abaabaababhabaabaa

babaabah b
y*(abaabaabahabaabaabhaabaabaalabaabaabah) = aababaabahaahabaa
baababaababaababa

abaabaabababaabab
n=0 icin 0%(s;,5)=(s,%)
o'(b,a) = (ab,a)

n=1 icin &%(s.s,)=(ss.5,)
5% (ab, aba) = (abaabaababa)

n=2icin  3%(s;s,)=(ss.s,)

5% (abaabaababaabaabah) = (abaabaabahabaabaabhaabaabaababaabaabah)

Standart kelimeler ve standart ciftler bircok 6ell sahiptir. Standart ikililer ve
Sturmian morfizmasi arasindakiKi asagidaki 6nerme ile aciklanabilir:

Onerme 2.7.2: f : A” - A" bir morfizma olsun. gagidaki ifadeler denktir[8].



i) f morfizmasi (E ve D ile Uretilen) standarttir.
i) (f(a), (b)) kumesi veyd f (b), f (a)) kiimesi standart ikilidir.
iii) f morfizmasi, standart kelimeleri korur.

iv) f morfizmasi, karakteristik kelimeleri korur.
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BOLUM 3. STURMIAN DIZILERIN KOMBINASYONEL
OZELL iKLER1

Sy, Ve s,,, her bir reel pve p' ikili degerleri icin, ayni alt dizi kimesine
sahiptirler. p=0 olmasi durumunda karakteristils, Sturmian dizisini verir.

Karakteristik diziler kendi 6zelliklerini ispatlant. s dizisinin karakteristik olmasi

icin gerek ve yetesart as ve bs dizilerinin ikisinin de Sturmian olmasidias,ve

her degeri igin s, , dizisi as,<s, ,<bs, seklindedir.

as, dizisi sozluksel olarak kendisinin tim uygun soeekiden daha kuguktir ve

bs, ise sozliksel olarak kendisinin uygun soneklerimepsinden daha bUyUkt[B].

Tablo 3.1. Fibonacci dizisinin 6zel kelimeleri Mg dizileri

n | Alt diziler Ozel Kelime
0 |¢ £

1 |ab a

2 | aaabba ba

3 | aabababaabab aba

4 | aabaabagabahbaahbaba aaba

5 | aabagaabahabaahabababaabagbabaa baaba

6 | aabaahaababaabaabaababagbaabaabaabahbabaab | abaaba
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Sturmian dizilerin minimum karm&lik 6zelliginden dolayr mimkin hen deseri

icin P(n)=n+1'dir. Ozel kelime olarak adlandirilann uzunlgundaki alt
dizilerden tam olarak bir tanesi ayni diziget1l uzunlgunda farkh iki tane alt

diziye gengletilebilir. Yani |V\,1 =n uzunlygunda bir tek 6zel kelime vardir burada

w, ve w, bir s Sturmian dizisinin alt dizilerid{g].

Tablo 3.2. Kagilikhi biri digerinin ayna gorintisu olan karakteristik Fibonadizisinin dnekleri ile
Ozel kelimeler

n | Ozel kelime| Fibonacci dizisinin karakteristik 6nekleri
1|a abaababaabab...
2 | ba abaababaabah...
3 | aba abaababaabaab.
4 | aaba aba@dabaabaab.
5 | baaba abaatabaabaah.
6 | abaaba abaabdaabaab..

Sonug: Mignosi, verilen birs, , Sturmian dizisinin 6zel kelimelerinin kimesinin,
karakteristik s, dizisinin 0Oneklerinin, ayna gorintulerinin  kiimesildugunu

buldu[7].
Asagida ise, De Luca ve Mignosi’'nin yaptiic bulgu vard|[1]:

Tanim 3.1: w kelimesi sonsuz bir Sturmian kelimenin palindrondikeki ise, w

kelimesine merkezidir deninv kelimesinin merkezi olmasi icin gerek ve yefert;
w’nin aralarinda asal olap ve g gibi iki periyodunun olmasi VM =p+q-2

olmasidir. Tum merkezi kelimelerin kimd3kF seklinde gosterilir.
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Tam kelimeleri {a,b}D kiimesinden alinamp ve q gibi iki periyotlu olan (pve g
1'den bagka béleni olmayan sayilardir) VM: p+g-2 olan PEF kimesini

distinelim. a,b,& PEF’in elemanidir.

1.0nerme: w, PEF’de bir kelime olsun.s bir standart kelime oldunda

W= s[l..ls|—2] olsun. Kagit olarak, uzunlgu 1'den blyik olan verilen birs

standart kelimesg'nin §[L..|§ 2] 6neki PEF 'dedir.

Her Sturmian kelime PEF’deki kelimenin alt dizisidir. Bu ylizdefPEF, Sturmian

kelimelerin ¢ekirdgidir.

2.0nerme: 1'den daha biyik uzunluklu standart kelimeker,sekilde ayrsabilen

kelimelerdir.
s=Pxy=PR,P,
P, P,, P, palindromdur vex, yD{a, b}, X £ y’dir.
Ornek 3.1: s=abaabaabah olsun.
P, = aba x = abaabay =ba
P, = abaabaP, = ababa
olacaksekilde ayrstiralim. Bu takdirde;
s=Pxy=PR,P,

olarak yazilabilir. Burad&,, P,, P, palindromdur vex, yD{a, b}D,x £ y’dir.
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Bu iki 6nermeden dolayPEF'in bitlin elemanlari palindromdur. Fakat bununiters
dogru dezildir. Sturmian dizilerinin sonlu alt dizilerininknesi ayna goruntulerine

gore simetriktir.x kelimesi, s Sturmian dizisinin sonlu alt dizisi ise®, s’nin alt

dizisidir. Farz edelim ki,x kelimesi 6zel bir Sturmian dizisinin alt dizisisoin.
Birinci 6nermeden dolayix, PEF’deki kelimenin alt dizisidir. x®’nin tersi 2.

Onermedernw palindrom ikenw’nin alt dizisidir.

3.0nerme:PEF’deki w kelimesinin palindrom olmasi icin gerek ve yetart awe

awb, bwa, bwb’nin Sturmian olmasidir.

De Luca'ya gore ger w kelimesi PEF’de ve N_(w),N,(w)>0 isew su sekilde

ayristirilabilir:
w=FRxy=P,yxR

P,P, palindom ve |P|+2 ile |R|+2 aralarinda asal saylar ve

x,y O{a,b}, x # ydir.
Bu ayrsmada genelfii bozmadafP,| > |P,| alinabilir.

i) P,, w nin maksimum uzunluklu uygun palindrom sonekidir.

i) w, Pxy uretegli ilkel tekrardirw;
w= (Rxy)U
formundadir.U , P,xy’nin uygun 6nekidir vek >1'dir. Buna gore;
P, = (Pxy)"U

olur.
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Bu bulgulara dayanarak De Luca&ee w kelimesi PEF’de ise en kiguk palindrom
kelimeler olanaw ve bw’nin sonek olarakPEF’de oldusunu gésterdi. Bu d&#EFR

Uzerinde epey dwu bir yol olan aagidaki rekirsiyonun yorumuna sebep olur:

R, ={¢}
R.. ={@Rr)", (brR)"}
PER=Y,,,R

() w kelimesi ile sonek olarak en kicuk palindrom kelimesine sahip olan'™

kelimesini birlgtiren birli operatbrdi]n[l].



BOLUM 4. STURMIAN DIizIiLERININ FARKLI BIR
GOSTERIMi

Bu bolimde morfizmlerin bir sinifi Gzerine dayan&turmian dizilerin yeni bir
gosterimi verilecektir. Burada morfizmlesagida tanimlanaca gibi bloklar denen
belli kelimelere dongiir. Bloklar yardimiyla Sturmian dizinin temel ozllibri

verilecektir.

Lemma 4.1: s Sturmian dizisi olsunba*b formundaki her bir alt dizi p pozitif
tamsayisi igcinp < x< p+1 sesitsizligini saglar. Ayricaba®b ve ba”*'b her ikisi de

s’nin alt dizileridir. p,,, =P V€ Py = P+ 1ya2|labilir[3].

Ispat s Sturmian dizisinde ardi ardina gelen likiarasindaki tekrar edem harfinin
minimum sayisip olsun Yani bab, s’'nin alt dizisidir ve ba®™b, s’nin alt dizisi
dezildir. a*?* kelimesi, ba’b ile ayni uzunluktadir fakat 2zaligi olan ba’b’den
farkhdir. Bu yizden a®?, s’nin alt dizisi olamaz.s’de ba’b deseri var
oldugunda p' degeri p+1 tarafindan sinirlandirilir. Rer taraftan,ba’b kelimesi

s’de var olmgsa s, a’b ureteciyle sonunda periyodik olur. Bu da ispanaanlar.

a’=b’ye uzun bloka’"b’ye kisa blok denir. Uzun ya da kisa bloktan binnggu
icin tam blok denir. Sadece blatedigimizde tam blgu ima ederiz. Blgun alt
dizilerine de kismi blokdenir. Sturmian dizileri, tam bgoin uygun soneki olan kismi

bloktan 6nce gelebilen tam bloklarin birbirinegstzamasidir.

Lemma 4.2: s bir Sturmian dizi olsuna®=b veya ab bloklarindan tam olarak
biri s’detekrar ede[S].
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Ispat: Farz edelim kia®=b ve a®b den higbiri tekrar etmesin. Bu durumda dizi
aPb ve aP™b bloklarinin biri dgerinin ardinda birbirine iganmasiyla olgur. Bu
nedenlea’=ba"b kelimesi sonekinde kendini sonsuz kere tekrar &ildru da
sonunda periyodik olma durumudurgeE her ikisi de tekrar ederage= a’=ba’
ve v =baPba’b alt dizilerinin ikisi de s’de bulunur. Onektea®b kisa blgu

bir kismi blok olabildginde a’ b a’b ile dizinin bglama durumunu ihmal

ediyoruz. Bu yilzden ispat icin sinirlama yoktur.ve v’ye baktgimizda bunlarin

dengeli olmaartini sglamadgini gortriiz.|u| =|v| iken

N, (v)- N, (u)=3-1=2

dir.
Halbuki s, Sturmian dizi ise dengeli olmak zorundadir. Bu yerza "=~b vea’ b

bloklarinin her ikisi birders’de tekrar etmeyebilir.

Pmin > 0 olmak tzerep, .., — Pin = I6sitli gini saglayanp,,, ve p,,, deserleri varsa

s dizisine 4.1 6zelfiini saglar deriz. Boyleces, a®™b uzun blgu vea®"b kisa
blogunun birbirine balanmasidir vea®=b ile a’b’den biri kesinlikle tekrar eder.
Eger bir kelime 4.1 6zellini saglayan dizinin sonlu alt dizisi ise, bu kelimeye 4.1
Ozelligini sagliyor denir. Sturmian dizisinin 4.1'i gadigini gordik. Fakat bu
durumun tersi dgru desildir. Yani bu 6zellgi salayan butin diziler Sturmian

desildir.

Ornek 4.1: abaat(ab)oo 4.1 ozellgini saglar fakat sonunda periyodik oldundan
Sturmian degildir.

Sturmian diziyi olgturan uzun ve kisa bloklar ayni diziyi eluran a ve b harfleri
gibi aynisekilde devam ederler. Yani tam olarak iclerindem tekrar edera olarak
adlandirdgimiz morfizma sayesinde tekrar plowu tekrar harfe, tekrarsiz 3o

tekrarsiz harfegeyelim.



42

a,(@)=a’b
a'(p‘pf)(b) = ap’b

olsun. Bunun yerine;
i, (@b) - (a"b,a”b)

yazilimi da tercih edilebilir. Buradap,p' =1 ve(p,p')=(p,..P.) Ya da

(p’ p') = (pmin’ pmax) 0|Up |p_ p'| =17 Saglar.

Simdi (p, p’) deser ciftiyle sa&lanan yukaridaki morfizmanin Sturmian olup

olmadgini dengelilik ve sonunda periyodiklik 6zelliklerikoruyup korumadiina

bakarak kontrol edelim.
at:A - {ab}” O{a b}’
fonksiyonu tanimlaniyor. Burada;

A = {><]xD{a,b}°° O{a,b}” vex, 4.1 6zellgini sazlar ve x tam bloklarin birbirine

baglanmasidir}

A. tanim kiumesi sadece tam bloklardansafu sonlu ve sonsuz tim Sturmian

dizilerini kapsar. Ancaka ™’in tanim kiimesi icindeki dizilerin hepsi Sturmian

desildir.

Ormek 4.2: u=aababaabahbab ve v=aababaabahab(ab)” olsun. Her ikisi de
A:'nin elemanidir. Fakat Sturmian @klirler. Cunki u dengeli dgildir ve v’'de

sonunda periyodiktir.

Her A dizisi 4.1 Ozellgini sagladigl icin A-'nin her sonsuzx dizisi sadece bir

tanesi tekrar eden uzun ve kisa bloklardaguwluBundan dolay! uygulanan 6zel bir
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(p, p') dezer ikilisi vardir ve bu dgerlerin ikilisi x’den bir teksekilde turetilebilir.

Baska bir ifadeyle a™’in, sonsuz x dizisi Uzerinde tanimlangolmasi (p, p')

degerlerinin x’den bir teksekilde turetilmesi anlamina gelir.

a~’in tanim kiimesi icindekix sonlu dizisi icin, kesinlikle gagidaki durumlardan

birisi dogrudur.

i) x dizisi uzun ve kisa bloklardan birinin tekrar etgaetiyla, bloklarin ikisinden de
olusur. Bu durumda x icin bavurulan (p, p’) deser cifti tektir ve x’den

turetilebilir. Ornein; x = aababaabahab.

i) x higbiri tekrarlanmamak tzere uzun ve kisa bloldardlyur. Bu durumdax
icin yalniz p.., ve p.., degerleri bilinir. Fakat bu uzun ve kisa bloklardan
hangisinin tekrar e@ini bilmek icin bir yol deildir. (p, p'):(pmin, pmax) ya da
(p, P')=(Pyur Prir ) 'dir. Ornegin; x = aababaabahab.

i) x bloklarin sadece bir tiriine @adir. Belli bir pozitif k sayisi icin a“b
blogunun tekrar ediyor oldiunu soyleyebiliriz. Bgka bir deysle n >1 iken, pozitif
k ve n tamsayilari icin x:(a"b)n’dir. Bu durumda a*b tekrar bl@u iken
p=k’dir. x kelimesinden p''niin deserini sdylemenin bir yolu yoktur fakat

eksiksiz kelime, tekrarlayana harfi ile a*b tekrarli bl@gu bir tek sekilde

eslestirilerek indirgenebildginde bu bilgi 6nemsiz olur.

iv) X, blogun yalniz bir tipine bglidir. Bu, k pozitif tamsay! ikem*“b’dir ve bu
blok tekrarsizdir. Ojer bir deyjle k pozitif tam sayisi icinx = a*b’dir. Bu da
a“b’nin tekrar bl@gu ya da tekrarsiz blok olup olmgehi bilmek icin bir yol
degildir. Bu nedenlea*b, ya a ile, ya dab ile eslestirilebilir.

a™’in parametreleri igin yukaridaki ihtimaller dikkatalinarak yapilansagidaki

tanimlama, tam olaralk. tanim kiimesi igcindeki bir fonksiyonu belirtir.
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a) Bser x sonsuz dizi ya da tekrarlayan péosahip kelime ise o zaman; her tekrar

blogu a harfi ile ve her tekrarsiz blok harfi ile yer dgistirir.

b) Eger x tekrarlanmayan kisa ve uzun bloklara sahip bimkelise o zaman her

uzun bloka harfi ile ve her kisa blok harfi ile yer dgistirir.

c) Eger x kelimesi tek bir bloktan okwyorsa o zamarx, a harfi ile yer dgistirir.

Buna gore, herxOA. igin a™ fonksiyonunda kullaniingi olan deer ciftleri

(p, p') olmak tizere;

a5 (@ (x) = x Ox O A
dir.
a’yr bir fonksiyonun uygulamasi olarak kullagdnizda, @ morfizmasinin

sinifindaki herhangi keyfi bir fonksiyonu anlaygza Yani bazi 6zel dgerlere

bakmaksizin geger(ip, p') deserine bakilacaktir.

Lemma 4.3: s dizisinin sonunda periyodik olmasi igin gerek \eteysart a(s)’nin

sonunda periyodik olmasidir.

Ispat : s’nin g ureteciyle sonunda periyodik olglunu varsayalim. Yani bellu

kelimesi ve bgtan farkli g kelimesi icins =ug® olsun.

00

a(s) = alug)” = alula(s")= alu)alo)

Boylelikle a(s), a(g) ureteciyle sonundgeriyodik olur.
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Tersine farz edelim ki;a(s), g Ureteciyle sonunda periyodik olsun. O zaman belli

u kelimeleri ve betan farkli g kelimesi icin;

00

a(s)=ug

yazilabilir. g2, a(s)’nin alt dizisidir. s Uzerinde uygulanarr morfizmasindan

dolay, a(s) tam bloklarin birlgimidir. P, ve P, sirasiyla tam bloklarin uygun 6neki
ve soneki oldgunda g = P,FP, oldusunu farz edelim veF bos dizi ya da tam
bloklarin birlesimi olsun. g° = P,FP,P,FP,, a(s)nin alt dizisi iken vea(s) tam
bloklarin birlgimi iken PP, bir tam blok formunda okturulmalidir. Bu nedenle;
g=P,FP,, g =FPP, tam bloklarinin birlgminin bir donmesidir. Yani tam
bloklarin birlsimi olan bazig' kelimeleri icin; g = g’[i +1.jg’|]g'[1..i]’dir. Diger bir
deyile a(s), g Ureteciyle sonunda periyodik olglunda, g’ Ureteciyle de sonunda
periyodik olur. Buradag' tam bloklarin birlgimidir. O zaman bu durumda

s=a*(a(s)), a™(g') uretegli sonunda periyodik olur.

Asagidaki lemma, a(pvp,)(s)’deki bazi bloklarla belirli birs dizisindeki harfleri

birlestirmek igin kullangh bir 6zellik belirtir. Ustelik Lemma 4.5 'in basbir ispatini

da verir.

Lemma 4.4: u, {a,b} Uzerinde bir diziyi gostersin. O zaman herhangiegie

(p, p') degerleri igin;
Nb(a(p,p’)(u)) = |u|
olur[3].

Ispat : u’daki her harf,b’yi kesinlikle bir kez bulunduram(pvp.)(u) icindeki bir

blokta ortaya cikar.
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Belirtmek gerekir ki,sD{a, b}D dizisinin dengeli olmamasi i¢in gerek ve yetert 2-
dengesiz olmasidir. Yanis’'nin u ve V alt dizileri vardir. Burada
N,(u)-N,(v)=2 ve|u|=|v| dir, bdyle her diziu ve v kesin alt dizileriyle iken

burada;
(N, ()= Ny (v) 2 2 [u = M)

u ve v'nin alt dizileri olan git uzunluklu u' ve V' alt dizileri olmak zorundadir ki

buu' ve V' dizileri
Nb(u’)_ Nb(V') =2

sartini sglar. Ayni dginceyle, sadece dizinin 2- dengesiz olup ol@adikontrol

icin dengesizliksartina bakmak yeterlidir.

Lemma 4.5: s dizisinin dengeli olmasi icin gerek ve yetant; a(s)’nin dengeli

olma5|d||[3] :

Ispat: Tersines’nin dengesiz oldgunu farz edelim. O zamas'nin |u/=| ve
N, (u)-N,(v)=2 6zelligini sazlayan u ve v alt dizileri vardir.a(u) ve a(v)'ye
bakilirsa|u| =|v| iken her ikisi de tam bloklarinsi¢ sayida birlgimidir. Her blok

b’yi bir defa bulundurdgu icin ve Lemma 4.4'den

olur. N, (u) ve N, (v) arasinda 2 fark oldundana(u) ve a(v) arasindaki uzun ya

da kisa bloklarin farki da 2 olur. Bu nedenle,

|a(u)-latv) =2



a7

dir. Genelli bozmadan |a(u) =|a(v]-2 oldusu varsayilirsa ba(u) ve
a(V)L..la(v)-1] dizilerinin her ikisi de ayni uzunluktadir ve 2ertyesizdirler.

Boylece a(s) dengesiz olur.
Ispatin geri kalan kismina $@@madan 6ncea harfinin dizisi olana-dizi tanimini
distnelim. Bir a-dizisi, b harfinin ardgik iki olusumundan 6nce ve sonra gelince

tam olarak adlandirilir. Aksi takdirde kismi olaradtlandirilir.

ispatin devami icif3] e bakiniz.
Teorem 4.1:|p - p| =1 i saglayan herhangpp, p' > 0 degeri icin
., :(@b) - (a"b,a”b)
morfizmasi Sturmiand[#].
Burada yazilan Teorem 4.1'in bir sonugudur: E, D ve G morfizmalarinin bir
birlesimi olan @ morfizmasi test kelimelerinin ilkel olma ve denfleldzelligini

korur.

Bu sonuca ikkin bir diger sonu¢ da;a™, A icindeki tim s durumlari icinde
Sturmian fonksiyondura‘l(s) nin Sturmian olmasi icin gerek ve yetart <’nin

Sturmian olmasidir.

Anlasilan o ki Teorem4.1’in sonucuna yol godsteren ispatt 'nin sg ya da sol

rotasyonuna gegletilebilir. Yani;

Rip.p) ai,(pyp’)(a) =a""ba ’ai,(p,p”)(b) =a""'ba

sg rotasyon ve benzer olarak;
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Li (o) - aiv(pvp’)(a) =a'ba™ ’ai,(p,p’)(b) =a'ba""
ise sol rotasyondur.; , ,yve R, 1, P, p’'2i 20 igin Sturmian morfizmasi olur.

Diger taraftan Teorem 4.1'in mevcut bir sonuam morfizmasinin (p, p')

parametreleriyle gganan her bir bilgminin Sturmian morfizmasi oldudur.

= {( Py, pl'),(pz’ pzl)""( Pn p”'j}

yazihmini, (p, p') deserlerinin dizisini gostermek icin dikkate alalima

morfizmasinin bilgimleri icin parametreler ola(1p, p’) dezerleri

a,=0,0Q,0..00

n

deki gibidir. Buradaa, = a( .)’dir. n dizisini tanimh dizi olarak adlandiralim.

Pi, P

= {( Py, pl'),(pz’ pzl)""( Ph p”'j}

Tanimli diziyi iceren, aslinda gibi benzer bir metot olarg morfizmasinin duali,

a - dual iterasyonunu dikkate alalim. Bu iterasysazalaki gibidir[3)]:

X, =4, Y, =b,

Xi = X% Y, Y= XYy 0i >0.

Ornek 4.3: 7={(12),(12)...} olsun. Bu takdirde;

X,=a Y, =b

X, = X,"Y, = ab Y, = X"V, =aab
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X, = X,™Y, = abaab Y, = X,™Y, = ababaab

X, = X,™Y, = abaabababab Y, = Xz”;Y2 = abaababaahbabaab

n tanimlanmy dizisi Uzerinde o dual iterasyonundan elde edilek, ve Y,

.....

X, 'ye bakalim. X, , a™b tekrar ediyorkena™b ve aP b bloklarinin birlgimidir.
Bu nedenlea (.p), x=a n.p) (X,)'yi vermesi igin X, Gizerinde tanimhidirx

kelimesi, aynin taniml dizisi tUzerindeki dual iterasyonunun gindaki kelimeye

esittir. 72 nin iginden( P, pll) atilarak ikinci dger ciftinden iterasyon Bhr. Yani;

dir. Burada;

. ={(p2’ o2 (a0 o P pn']}

olur. Bu ylzden;
a Mo (X)) = X0

ve

dir. Ayni sekilde X, 'nin icine bakarsak
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a_l(szpz')(xnn,2)= a Y own ) o0 oun )(X 1) = X,
ve
A, ) ° W)X s ) = X
olur. Boylece;
a(‘;pl,) 0 '"°a(_plz,p2’) oa(‘p?pl.)(x,,) =X,
ve
()2 ...oa(pi’pi.)(x,f) =X,
i =04...,n icin. Burada

s :{(pi+1’ pi'+1)’(pi+2’ pi’+2) """ (p“’ p;‘ )}

olur. Sonug olarak;

dir. Bu sonuglar bize taniml dizi tzerindekr dual iterasyonunun her bir
basamainda elde edilen heX; ve Y, ’nin Sturmian kelime oldgunu gosterir.
Tanimli diziler icin verilen tanimlamayisagsidaki gibi(p, p’) deserlerini sglayan

sonsuz dizileri 6rtmek icin geghetelim:
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(o0} )

Asagidaki teorem,

X, =lim X,

n- oo

limit durumunda Sturmian dizi Ureten her sonsuzandindizi tzerindekia - dual

iterasyonunu belirtir.

Teorem 4.2: = {[ Py pl'j,(pz, pzj} olsun. Bu durumda

X, =limX,

N
limiti mevcuttU|{3] :

ispat: @ dual iterasyonuna bajgtmizda|X,,| >|X;| dir ve herX,,; timi >0 igin
Onekleri olan, X, kelimelerini korur. Tumi= Oigin X, kelimesi tim j=i
iterasyonlarinin 6neki olarak kalir ispati kanitemgin. Boylece;

X, =lim X,

n- oo

olur.

Simdi de tim Sturmian dizilering dual iterasyonu ile birkgirilen tanimh dizi
tarafindan ifade edilip edilemeyegee bakalim. Bunun icirz sonsuz taniml dizi

iken her Sturmian dizi baxi,’lerin soneki midir bunu asaralim.
s=s(i=0) olarak verilen Sturmian dizisi icin,s tam bloklarin birlgimi

olans’nin en uzun soneki olsuna™, s Sturmian iken ve kismi bf@ sahip
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degilken, s Uzerinde tanimhdirs 'den tiretilen p, p' dezerleri (piﬂ, pi'ﬂ) olsun.
(pi+1’ pi'+1):(pmax’ pmin) ya da(pi+1’ pi'+1):(pmin’ pmax) Olablllr Buradaﬁ' ,de tekrar

edena®b ile a”b ve a”“b bloklaridir.

Teorem 4.1'den, uygunip, p’) degerleri ile tam bloklarin birlgmi olan onun en
uzun soneki tizerinde tanimh olan™ uzerindes,, = a(‘pliﬂ,pi,ﬂ)(s') Sturmian diziye

doner. Ardgik i =1,2,... deserleri icin bu ifadenin sonsuz kere tekrari bjmetanimli

diziyi verir:

= {( P, pll)’(pw pz)}

Burada (p,, p,’), bu ifadenin j. iterasyonundaki diziden tiretile(p, p’) deger

ikilisidir. Boylece 71 gecerli tanimh dizi oldgunda, her Sturmian dizinin bazi

X, 'lerin  soneki oldgu soylenebilir. Bu nedenle Sturmian dizilerg

morfizmalarinin sinifina dayandirilan- dual iterasyonu tarafindan ifade edilebilir.

Omek 4.4: 7={(12),(23).(43)]°} olsun. Bu tanimii dizi zerindekiz - dual

iterasyonunun bdangic basamaklarini bulalim.

X, = X,™Y, = (ab)*aab= ababaab

Y, = X,™Y, = (ab)*aab= abababaab

X, = X,™Y, = (ababaal)’ abababaab
Y, = X,™Y, = (ababaat)*abababaab

X, = X,™Y, = (ababaal)’ abababaafababaal)’abababaab
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Y, = X,™Y, = (ababaal)’ abababaafababaal}* abababaafababaal)’ abababaab

Simdi de @ morfizmasinin birlgmini tanimlamak icirr’, yazilimina bakalm:

A= 1) Vo) ° ) (@)

Bu da 7 tanimli dizisinin ters yoéniinii gésterir. Hee 1 icin sabit(p,, p/)= (p, p')

deger ciftine sahip olan,

= {( P, pll)'(pw pZJ}

duzenli tanimh dizi icina,, dizisi Gzerinde duralim.

a,(@)=limay, . o..ca, .o, n(@)=lima"pe(a).

N- o 'Fn n-o

Bu limit a(p’p.)(a) = au iken mevcuttur. Burada = a®™'dir ve bu nedenle

2

lim a, " (a) = aua, ) (U)a .0 (U)a .0 (u)...

n- oo

dir. Buradan ve 4.1séli ginden,

elde edilir.

Ornek 4.5: Tanimli dizinin Fibonacci dizisini ofturdusunu gosterelim.

Fibonacci dizisinde uzun ve kisa bloklaab ve ab, ve tekrar blgu aab’dir.

Boylece (pl,pll):(Z;L) olur. Morfizmalar da belirtildii gibi h(a,b) - (ab,a)
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a dual iterasyonunun gér basamaklarina ggamaz. Cunkiih(a) ve h(b)
kelimelerinde tek birb harfi vardir boéylelikle morfizmanin her bir uyguota
basamaginda (p,p’) parametre cifti tek bir der alabilir. Dier taraftan,
h(a,b) ~ (ab,a) morfizmasi, dizinin onunla Gretilgini gostermek igin, dizenli
tanimh dizi belirtir. (p, p’)=(2,1) alindginda h’nin her uygulamasinin gandgini

ve bunun Fibonacci dizisinin dizenli tanimh diziddlugunu gorebiliriz. Bu nedenle

Fibonacci dizisinin tanimli dizisi;
. ={(21).(21)...}

dir ve Fibonacci dizisi, X, 'nin son ekidir ya da denk olarak

e

I

a, (a)= lim agy (a)’nin sonekidir.

X, =a'(2s)(a)

X, =apy(a)=a

X, = a'(zz)(a) = aab

X, = a?21(a) = aabaabab

X, = a®@21(a) = (aabaabal)’ aabab= aabaababahaababaabh

X, = a*(2;)(a) = aabaababahaababaabhaabaabababaababaahbaabaabahabab

Ornek 4.6: 71, ={(21),(22),..}

Duzenli tanimh dizisX,, =a; (a) minimal Sturmian dizisini Gretir. Minimal

durumda dizi, olasi en kicu& oldugunda, tekrar harfiab ile eslenerek, olasi en
kucuk blok olur véo, tekrarsiz harfaab ile eslenerek bir sonraki olasi en kisa blok
iterasyon tarafindan elde edilir.
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Tablo 4.1. Fibonacci dizisini Uretedf - dual iterasyonu

i X = O'i(Lz)(a)

a
ab

abaab

abaabababab

abaabababababaabababababaab

abaabababababaabababababaabbaabababababaabababababaabah
abababaab

gl b W N | O

Eger dizinini .seviyedeki 6zel tanimli dizi Gzerinde dualinini . iterasyonunundan
sonuclandiini soylersek, Sturmian dizi kesin bir seviyede gkm, kesin modeller
boyunca garet edilebilen tanimh dizi gibi formul edilebilifercihen bunlardan biri
one cikar vea dualinin dnceki seviyelerinde kendilerini nasikakiklerini gérmek
icin @ morfizmasi boyunca onlarin gorunttlerine bakiiabBu yaklagim, Sturmian
dizilerin tekrarlanmalarinda sembolik olabileceksike kombinasyonel modeller
arasinda caimak icin kullangli olacaktir. Sirasiylak. kuvvetten bgimlilik
probleminin ¢6zimi ve Sturmian dizilerin icinde riexkarin hesaplama metodu igin
Sturmian diziler icin de tekrarlarin karakterizasyproblemi icin bu metodun

uygulamasi [3] sunulmytur. Daha geni bir argtirma icin bu kaynaklar

kullanilabilir.
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Tablo 4.2. Sturmian dizilerin kombinasyonel modélle

Sturmian dizi
i . seviye I
i —1. seviye a4 (P)...
i —2. seviye Gy od,(P)..
i —3. seviye .4, 4(P)ea,,(P)ea,,(P)..
1. seviye ayo.0,_400,_,00,(P)

a ve tanimh dizi kullanilarak Sturmian dizilerin kdmmasyonel modellerinin
cizilmesi. i . Seviyede dgan P modeli yerlgtirildi ginde, onuna morfizmasindan

yansimalaria dualinin 6nceki seviyelerinde ve son olarak 1.iysde, en son

seviye, rahatlikla hesaplanabiB}.



BOLUM 5. SONSUZ KELIMELER iN FAKTOR iZASYONU

5.1. Girisg

M.-P Schitzenberger kombinetaryal objelerin arastndagsal elemelere dayanan
kombineteryal 6zddiklerin calismasi icin bir yaklam one sirdi. Ozgkklerin
basit ve zengin bir ailesi Fibonacci sayilarylgilitlir. Bunun gibi dizinelerce

0zdslik vardir. Bu onlardan yalnizca birisidir. ( n.déinacci sayisi igirk, yazilr ve

F, =1 F, =2 terimleriyle balar.)

F.,=2+F, +F +..+F, (1)

dir. Simdi de (sonlu) Fibonacci kelimelerini tanimlayalim

f,=a

f,=ab

f, =aba

f, = abaab

f,. = abaababa

f, = abaababaabab

olacaktir. AyricaF, =|f,| ‘dir.
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(1) * i ispatlamak icin f_,,’nin carpanlarina ayriimasina (faktorizasyonuna)

bakariz. Bunlardan tg¢ tan@ﬁyledir[g];

Burada; W . n tek iken

(W) =

=

; n cift iken

w; w'nin tersidir vew’daki a ve b’lerin yer desistirmesiyle elde edilir.

Ornezin; w=aba ise W = bab'dir.

Burada;
W, =b
W, = aa
w, = bab
w, = aabaa

Fibonacci kelimesinin tekil carpanlaridir. Yukargedgimiz l¢ carpanlara ayriima
yani tekil carpanlarina ayrilma Wen and Wen taddm ortaya cikartiingtir.
Yukaridaki t¢ ¢carpanlarina ayrilmaya birer drnekdakalim:

Ornek 5.1.1:  f,,, =abf f...f dir.

n

n=0= f,=1f f,=abf, =aba
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n=1= f, =f,f, =abf,f, =abaab
n=2= f,=1,f, =abf,f, f, = abaababa

n=3= f,=f,f;=abf,f f,f, =abaababaabab

Omek 5.1.2:  f,,, =f,f..f (ab®

n=0, f,=f,(ab)’ =aba
n=1, f,=f,f,(ab)’=abaab
n=2 f,=f,f,f,(ab? = abaababa

~ ~

n=3 f.=f,f,f,f,(ab? = abaababaabab
Orek 5.1.3:  f,,, = aw,w,w,..w, (b)™

n=0, f,=aw(b)® =aba
n=1 f,=aww,(b)® =abaab
n=2 f, =awww,(b)® =abaababa

n=3 f. =aw,ww,w,(b)® = abaababaahab

Tekil carpanlarina ayirma Fibonacci kelimelerinigndon carpanlarina ayrilmasiyla

yakindan ilgilidir.

f, = abaababaabababaabababaabababaababaabbaaaabababaa..
= aw,W,W,.. Wga

:| Z! J 5|7|9a

[, =ab=aw,
|, = aabab=w,w,

|, = aabaabababab= w,w,
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ve daha genel olarak;
I2n+1 = W2n—1W2n
dir[9].

Yeni ufuklar acan bir ¢caglmada, Ziv ve Lempel metinsleme ve bilsim kurami ile

ilgili sonlu kelimelerin bircok carpanlarina ayrdsini tanimladi. Sonra, kare
serbestsizfii icin kelimeleri kontrol eden lineer algoritmantasariminda bir alet
anahtari gibi kelimelerin benzer carpanlarina eyadini ortaya koydu. Kelimelerin
Ziv-Lempel carpanlarina ayrilmasi, tamamen fardrtlarda tekil carpanlarina

ayrilma olarak gosterilecektir.

Ziv-Lempel ve Crochemore carpanlara ayrilma betzetliklere sahiptir. Her ikisi
de kelimenin son ek gacinin onglemi tarafindan dgrusal zamanl hesaplanir.
Ayrica her iki carpanlara ayrilmada carpanlarinisakapali olarak ifkilidir.
Crochemore carpanlara ayrilmada carpanlarinin is&issLempel carpanlarina
ayirma carpanlarinin sayisindan en ¢ok 2 fazl@ilina r&men, anlaml bigekilde
bircok defalar sinirsizca farkli olan ¢arpanlamyalmanin érnekleri vardir.

Bu bélimde, karakteristik Sturmian kelimeleri, THderse kelimesi ve periyot katli
dizi gibi bazi en iyi bilinen kelimelerin siniflamn Crochemore c¢arpanlara
ayriimanin davragini calsacaiz. Ayrica Ziv-Lempel carpanlarina ayrilmaya da
desinecesiz.

Gorulayor ki bu carpanlara ayrilmalar bazi anladrheklerdeki formil tarafindan
ifade edilebilir. Bu formullerin ispati, dikkate 1ahn sonsuz kelimelerin

kombinasyonel yapisindaki bazi bilgileri gerektirir

Ozel sonsuz kelimelerin Crochemore carpanlarindnagsi (c-faktorizasyon) kesin
olarak tanimlanabilir ve bu, bu kelimelerin yapigiasterir.

x kelimesinin c- faktorizasyonuc(x) , asagidaki gibi tanimlanir.
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5.2. Crochemore ve Ziv-Lempel Faktorizasyonu

Tanim 5.2.1: x kelimesinin Crochemore faktorizasyonu;
C(X) = (Xps X seees Xy X se+)
dir.

Burada x,; XX,..X, icinde iki kez var ola®_x.,, ..\in en uzun 6nekidir ya da

m”m+l

X,.. X, IGinde a hi¢ var olmamy ise x,, a harfidir[9].

Ornezin; x = ababaabinin c-faktorizasyonu(a,b, aba,ab) dir. ababada, aba iki

kez gorulmigtar.

Kelimenin c-faktorizasyonu iyi bilinen Ziv-Lempelarpanlara ayrilmadan biraz

farklidir. Boylece bu iki carpanlara ayirma gendideilastirilamaz.
Tanim 5.2.2: x kelimesinin Ziv-Lempel faktorizasyonu;
Z(X) = (Y1: Yareer Yo Yoo oo-)

dir. Burada y,,; Vi, Y,,...Y,, kelimesinin i¢ginde bir kez okan vy, y,., ,...In en kisa

onekidir9].
Ornesin; x = ababaabolsun. x’in z-faktorizasyonu(a,b,abaab Xir.
Ornek 5.2.1: x = aabaacchabaabaa kelimesi olsun.

c(x) =(a,a,b,aa,c,c,baabaabag
Z(x) = (a,ab,aac cb,aabaahaa)

Bu carpanlara ayirmalar arasindakgkiiayrintili olarak targilabilir.
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5.3. Fibonacci Kelime

f  dizisinin limiti olarak

n+l 'n

Fibonacci kelime f_ =b, f,=a ve f ,=f

n

tanimlanmgti. Fibonacci kelimesinin c- faktorizasyonu;
c(f) =(a,b,a ababaaba...)=(a,ba, f,, f,,...)

seklindedir. ilk Gg hari¢ her bir carpan Fibonacci kelimesingmstdir. Fibonacci

kelimesinin lc¢ carpanlara ayriimasagadaki gibidir.

h:|alblalababdabaalp..
w: ablagbaljaabaa...
c: ajbjagabdbaaba...
Bu carpanlara ayrilmalar arasindakgklisu sekildedir. w ve c’nin ¢arpanlari,
aw, = inb ve bw,,, = ﬂiﬂa 'yI saglarken,

h ve w’nin carpanlari;

bf, =w,a ve af,,, =w,,,b'yi saglar[9].

5.4. Standart Kelime

Tanim 5.4.1: Standart kelimed, pozitif ve tumi >0 igin;

s, =b
s =a
— d,
Sn - Sn—lSn—Z
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seklinde tanimlanmtir. Standart kelimenin c-faktorizasyonwagdaki teorem
yardimiyla ifade edilir.

Teorem 5.4.1: < bir standart kelime olmak Uzere;
c(s) =(a,a%",b,a%5"%",5%,5%,..5",...)

d|r[2].

Periyot katli ve Thue — Morse gibi bilinengdr sonsuz kelimeler icin benzer

sonuglar mevcuttur.

Tanim 5.4.2: 7 ; r(a)=abve r(b)=ba ile tanimlanmy olan iki harf tizerindeki

Thue — Morse morfizmasi olsun. Thue — Morse kelimes

dizisinin limiti ile tanimlanmy
t = abbabaabbababba..
kelimesidir.

t’nin ¢ — faktorizasyonu igindeki her bir carpanr bnceki carpandary, morfizmasi

uygulanarak elde edilebilir.

ct)=(c,.c,...)

Corn = r(cn) (n > 6) icin;

c(t) = a,b,b, ab, a, abba aba bbabaahabbaabbabaabbaahbba...
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seklindedir[12].

Tanim 5.4.3: & morfizmasi iki harf Gzerinde tanimli olan

olsun.

g =a
O =0(a,)

dizisinin limiti periyot katli diziyi verir.

Standart Sturmian dizinin 6zel bir durumu da periyatli dizidir. Periyot kath dizi

icin

0
I

4oy
dir.
g’nun c- faktorizasyonu;

c(q) = (a,b,a,aa,ba,babaaaba...) = (d, Gy, by, G, Gy, G G )

seklindedir. Buradap;,, q,'in son harfinin tersinin alinmasiyla elde ediliyrica,
iz = Gy
dir[12].

Bilinen diger sonsuz kelimeler icin benzer sonuclar mevcutkakat otomatik

kelimelerin c faktorizasyonunun tam bir karakterizasyonu henilarfmamamytir.



6. BOLUM. STURMIAN KEL IMELER iN iNDEKSI

Sturmian kelimelem = 0 olmak tzeren uzunluklu (h+ J) tane ¢arpanli, ikili alfabe
tzerindeki sonsuz kelimelerdir. Sturmian kelimentalamanin farkh yollari vardir.
Onceki bolumlerde bunlardan bazilarinagidémistir. Bu bolimde Sturmian

kelimelerin indeksleri tizerinde durulacaktir.

x sonsuz bir kelime vé& (x) de x’in garpanlarinin kiimesi olsunw O F(x) igin, x
icindeki w’nin indeksi w’ [F(x) seklindeki en byikd tamsayisidir. Boyle bid

tamsayisi yoksav sonsuz indekse sahiptir.

x'in bostan farkli her carpand’ye esit ya da d’den kiguk indekse sahip ise,

sonsuz kelimesinin sinirli indeksi vardir.

Teorem 6.1:Bir Sturmian kelimenin sinirli indekse sahip olmesn gerek ve yeter

sart gziminin surekli kesir actiminin sinirh kismi boéllene sahip oImaS|d[ft0].

Tanim 6.1: w = (xy)"x formundakibir kelime w=u" seklinde yazilabilir. Burada
u=xy ver =n+|x/|u’dur. r rasyonel sayisina’nun iissii denir ver'ya kesirsel

kuvvet denir. Ber u ilkel ise, r, w kesirsel kuvvetinin k(‘ijdL’[[lO].
Tanim 6.2: x sonsuz kelime olsunw O F(x) igin, x igindeki w’nin indeksi
ind(w)= sup{r 0Q | w0 F(x)}

esitli gini saglayan sayidir. Boyle bir saylr bulunamazsa, sonsuz indekse

sahipti|{6] :
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Tanim 6.3: x'in 6neki olan w''deki en buyiikr tamsayisina ének indeks denir ve

pind(w) seklinde gosterilif2].

Onek indeks daima sonludux.in ilk harfi ile w’nin ilk harfi farkli ise 6dnek indeks

sifirdir.

Onerme 6.1: s Sturmiankelimesinin bgtan farkli her carpang’de sonlu indekse

sahiptif10].

Ispat: Tersini kabul edelims Sturmian kelime ves’nin bostan farkli carpaniu
olsun. Hern>1 icin u", s’nin carpani olsun. Sonug olarak’ periyodik kelimesi

s tarafindan uretilen dinamik sistemdedir. Clnki distem minimal oldgundan

F(s)=F(u") olur.

x'in bostan farkli her carpand 'den kiguk veyad 'ye esit olacak bicimde bird

saylisl varsax sonsuz kelimesi sinirli indekse sahiptir.

+45

Eger x sinirli indekse sahipse, en st sinir irrasyomabitr. Ornesin, 7 =1T

olmak Uzere Mignosi ve Prillo, Fibonacci kelimesinsinirini 2+7 olarak

hesaplamytir[10].

(s,)..,a= [0,1+ dl,dz,...] olmak Gzerec, karakteristik kelimesinin standart dizisi

olsun.

n=3icin (d, 21 isen= 2igin)
tn = Sr:jzil n—ZSn—l
ve n= 0igin;

— dn dn-1 d
pn - Sn—l Sn—2 SO
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kiimeleri tanimlansin. Ozel olarag, =&'dur. s, =b, s, =a, s, =s™s,,, n>1
esitsizliklerinden t, kelimesi s, 'nin eglenigi olur. Bunu gagidaki lemmada ifade

edebiliriz.

Lemma 6.1: i)n=3 igin;

S,Sy4 = Syatn » Si1S, =Sty
dir. Ayricad, 21 isen= 2igin.

i) n=0 igin;

n~n-1

cs = p,ba n tekise
B p,ab ngift ise

p,ab n tekise
Sn—lSn = s
p,ba ngiftise

Ispat: i)
— dn — t
Sn Sn—l - Sn—l Sn—ZSn—l - Sn—1 n

— d, — d, —
Sn—1Sn - Sn—l Sn—1Sn—2 - Sn—1 S —2tn—1 - Sntn—l

n

i) s, =0 ve s, =1 iken, aitlikler n=0 igin s&lanir.
S = §'ba= peba , 5,8, =5, ab= pyab
cift ve n> 2 igin,

— n _ od,
Snsn—l - Sn—lsn—lsn—z - Sn—l pn—lab
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ve p,=s"p,, iken ilk formil elde edilir. Dier sitlikler de ayni yolla

dogrulanabilir[lo] :

Sonug t s, vet, kelimeleri birbirlerinden son iki harfleriyle ajyriar.

Ispat: Onceki lemmaya goz atilirsa;

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 6.1: a = */_—1 =[ 0:21,21..] ve ybnlendirici dizi( 11,2121.....)"dir.
s, —a Py =€
d, =1 s, =ab p,=a
d, =1 s, =aba p, = aba
d, =2 S, = abaabaab p, = abaabaaba
d, =1 s, = abaabaabah p, = abaabaababhabaaba
d, =2 s, = abaabaabahabaabaabbaabaabaab

a1

dy,=0¢ =1, g,, =d,0, +0,,

seklinde tanimlanan tamsayilarin dizisi olap ), s, ’nin uzunluyzudur.

Onerme 6.2: p,,, kelimesi standartc, kelimesinin 6neki olans 'nin, en blyik

rasyonel kuvvetidirs, 'nin onek indeksil+d,,, + [q”‘l j "dir [10]
d,
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Ispat: s s, karakteristikc, kelimesinin 6nekidir.

1+d
S

—_— dn+1 — n+l
n+1Sn - Sn Sn—lsn - Sn tn—l

iken s, kelimesic,’nin 6nekidir. Ayricat,, , s,’nin éneki deildir. s,’nin
oneki olans, _, kelimesi vet, _, ile ayni uzunlga sahiptir.t,_'in en uzun ortak
oneki h, dir ve s _,’in uzunlugu q,_, — 2’dir ve

—_— l+dn+ —
Sn+1Sn - Sn 1tn—1 - pn+1ab

iken c, 'nin 6neki olans,’nin en uzun kuvvetip,,, 'dir.

| Pois| = 0oy +Q, —2= (dn+1 +1)qn +0,, —2 iken s ’'nin Usti1+d_,, + (qn_1 - 2)/qn
dir[10].
Ormek 6.2: a = \/_—1 =[021,21..] ve yonlendirici dizi( 1121,21.....) dr.
S, =a Py =&

d =1 s, =ab p,=a

d,=1 s, =aba p, = aba

d, =2 s, = abaabaab p, = abaabaaba

d, =1 s, = abaabaabah p, = abaabaababhabaaba

d, =2 s, = abaabaabahabaaba..

g,=-9,=1, d,, =d,,,0, +q,., idi. Buna gore;

q =11+1=2
q,=12+1=3
q, = 23+2=8

q, =18+3=11
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n =3 icin s, = abaabaalkelimesic, karakteristik dizisinin 6nekidir.
Ps, = P, = abaabaabababaaba

s;’Un en buyik rasyonel kuvvetidirs,’in ©6nek indeksi yukaridaki 6nerme

yardimiyla hesaplanirsa;

1+ dn+1 +(qn—1 — 2‘} =1+ d3+1 +(q3_1 - ZJ
qn q3

1=1+ (ﬁj
8

2o =

(el

17

8

olur.

n=4ic¢in s, = abaabaabah olup;

p; = abaabaabababaabaabbaabaabaahbaabaaba

s,’Un 6nek indeksi

1+d,., +(—q”'1 - Zj =1+d, J{qs - 2}

qn q4
132+(§13j
11
3= E :3_9
11 11

olur. Diger terimler icinde bu formdl kullanilarak hesapldana/apilabilir.
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Onerme 6.3: Her Sturmian kelime kupler icerir. Karakteristikc, kelimesinin

icindeki carpan olars, 'nin indeksi en az+d,., +(q,_, —2)/q, 'dir [10].

ispat: o, =1+d,,+(q,,-2)/q,. S.. Un s/ nin 1+4J, Ustinin kuvvetini

icerdigini gostermeliyiz.
— g1 — a1
Sn+4 - Sn+34 Sn+3sn+2 - Sn+34 Sn+2tn+3

S..,’un s .t .. soneki istenen kuvveti icerir. Gergektesy,,, s, ile sonlanir ve

n+4 n+2 n

t .3 Sps i€ 0,5 —2 uzunluklu 6neki paykar. Simdi p,.,, q,.; + 0, — 2 uzunluklu
c,’'nin 6nekidir veq,,; + 9, <d,,; iken, s ,t,.;’Un carpanis,p,,, 'dir, ve s ,’ln

de carpanidir.

Onerme 6.4: c=c,'da ilkel garpanw olsun veind(w)=> 4 oldugunu farz edelim.
w’'nin eslenikleri boyunca maksimal indekse sahip @aiou kabul edelimw, s,

icin bir tanedi|[10] :

ispat: 1+d =ind(w) kiimesi, w=zz kiimesi a harfi ile w**'in olusumundan
onceki harfb olsun. a#b iken aksi taktirdeazeslenigi en blyuk indekse sahip
olur. Béyleceaw” ve bw" c’nin carpanlaridirw® sol 6zel carpandir ve bu nedenle

w? c¢’nin énekidir.

s,, W’'nin éneki ikenn en biyik tamsay! olsu@s d). s, ilkel iken, s, # w*’dir.
s,’nin 6neki w ise yaw=s, dir ve dnerme ispatlanir ya da golmayanu,v igin
w=uv faktorizasyonu vardir. Burada, =wu’dur. Sonras, w, w*’iin énekidir.

Boylece baziz kelimeleri igin s,wz=w" olur. s, wz=wuuvzve W’ =wuvuv'dir

ki uv =vu’dur. w ilkel oldugundan bu olabilir.
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Boyleces,, w’nin uygun 6nekidirw?, s

. Inve p, ..’ in uygun 6nekidir. Boylece
bazi k>2 igin w’z=s""dir. w ve s, ayni kelimelerin kuvvetleridir ve ilkel

olduklarinda gittirler.

Ispat (Teorem 6.1):Bir Sturmian kelime aynigmli karakteristik kelime gibi ayni
carpanlara sahip iken sonucun Kkarakteristik kelkmelcin ispati yeterlidir.
a=[01+d,,d,,..] egimli karakteristik kelime ¢ olsun. (s,)., birlestirilmisg

n=-1

standart dizi olsun.

Her bir n> 1igin s, ¢’nin 6nekidir. Bu, durumu ispatlamak igin yeterfidSonug
olarak ger kismi bélimlerin(d,) dizisi sinirsiz ise, sonsuz kelimesi keyfi en

blyuk indeksli carpanlara sahiptir.

Tersine, farz edelim kic sinirsiz indekse sahip olsun. Bu durumda keyfisglk
indeksli w kelimeleri mevcuttur. Onceki 6nermeden, standari @tinde, keyfi

yiiksek indekslis, kelimeleri vardir.s,’nin ének indeksi 1+d.,,, +(q,, - 2)/q,

iken d,,; kismi bolumleri sinirsizdir. Bu ispati taman{]m].

n+l

Teorem 6.2: a egimli s Sturmian dizisinin indeksi
ind(s) = max|a, 2+ surfa, + (0, ~2)/a,}}

dir|[6].

Ornek 6.3: Fibonacci dizisinin indeks2 + (\/E +1)/2’dir [6]

J5+1

> =[ 111111,..] olmak tizere;

a =




Qo =1
g =1
qn = anqn—l + qn—2

dir.
0, =1 0y =144 g, =17711 0, =2178359
0, =1 0,=233 0, =28657 q =3524658
A =2 Q=377 O, =46368  q,, =5703017
9 =3 q,=610 0, =75025  q, =9227675
9 =5 @,=987  q,=121393 g, =14930692
9s =8 q,=1597 q, =196418 q,, = 24158367
9 =13 o =2584 q,, =317821 q,, = 39089059
G =21 . =4181 q,=514239 q, = 63247426
G :22 G =6765 G, =832060 g, =102336485
G =% o =10946 q,, =1346299 q,,=165583911
g, =89
n=1 i¢in a,+ (0 -2) :1+1;2:O

Q, 1
n=2 igin a,+ (ql _2) =1+E :1+__1:l

g, 2 2 2
n=3 i¢in a,+ (0, -2) =1+ 2-2 =1

d; 3
n=4 icin a,+ (@ -2) —14+4372-9,1.6

q, 5 5 5
n=5 igin a,+ (@, -2) —p42-2- 1

Js 8 8
n=6 igin a,+ (6:-2) =1+872.19

Js 13 13

o (@,-2) , 13-2 32
n=7 igin + =1l+—=—1[01p2
“n &y 21

n=8 igin a P0-2)_;,21-2_ 53,

Js

34

34
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Q. = 267920396

Qu, = 422504307

Qs = 701424703

9., =1134929010
Qs =1836353713
Qs = 2971282723
q,, = 4807636436
Qus = 7778919159
Qe = 1258655559
Qs = 2036547478
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(0e-2) _,,34-2_87 1 0010
% 55 55

n=9 icin a,+

(gs - 2) 15572 _142

n=10 icin +
“n au 0o 89 89

0J1,595

(a,, - 2) _1,89-2_231

n=11 igin +
S Gty 144 144

01604

(0.-2) _,,144-2 _375

n=12 icin +
¢ G O 233 233

J1,609

(e =2) _ 14233-2_ 608

n=13 icgin + 11,6127
“n - Oz 377 77°%

(s-2) _,,377-2_985

n=14 icin + =
¢n s O 610 610

01,6147

(ays —2) 1597-2 _ 4179

n=17 igin + =1+ = 1161726
G e Oy 2584 610 a
n=18 icin a19+(q”_2):1 2584-2 _ 67631 61796
O 4181 4181
n=28 icin a29+(q27_2):1 317821 2 _ 317819) 61803752
e 514239 514239
h=46 icin a47+(q45—2)= 11836353713 2 _ 1836353711 1, o oa000an-
s 2971282723 2971282723
n=50 i¢in
a51+(q49—2): 1+ 12586555585-2 _ 12586555583 ), ) 0 1aa0aanq
Oso 20336547434 20336547434
Hesaplamalara gore ., +(q,, —2)/q, degeri 1,6180339887498... —\/§2+1 ye

yaklasmaktadir. a,,, +(q,,—2)/q, ifadesi Ustten sinirlidir. Bu Ust sinirlarin en

\/_ +1 )/CI} \/§+1

kiiclisli 1,6180339887498..

oldusundansuda, ., +(q,_, -
nCN
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alinirsa,  ind(s) = max{a1 2+suda,., +(q,, - 2)/qn}} olmak lizere;
ncN

ind(s) = max{12+ \/§2+1} yani; Fibonacci dizisinin indeks? + (\/5 +1)/2 olur.



BOLUM 7. SONUC VE ONERILER

Bu calsma Sturmian dizilerinin adlanimlari tzerine kuruldsturmian dizilerinin
Ozelliklerine bakildi. Ayrica Sturmian dizilerinicarpanlarina ayrilmasi ve indeksi

Uzerinde duruldu.

Duzlemdeki dgrular ile Sturmian dizilerinin ifkisi kuruldu. Sturmian dizilerinin

geometrik bir yorumu yapilarak = £x 1sininin £’ nin irrasyonel dgerleri icin asla

koselerde kesimeyecgi ve acinin45 den biiyiik olmasi durumunda yatay cizgilerin

dikey cizgilerden daha fazla kesigdsonugclari elde edildi.

4. bélimde sonlu durumlarda morfizmalarinin bilgimleri tGzerinde duruldu.

7={(p., p;).(p,. P} ).--}

Tanimli dizisi tarafindan karakterize edilen

I

@ =2 lpp) ©+° Xppupt) © Apmi)

Bilesimi Uzerine cgitli dustnceleri icerengagidaki gibi bazi kabullere sahibiz.

i) n Uzerindeki(p, p') deger ikililerinin tGzerinde sinirlama olmamakla beraber

sonsuz tanimhn dizisi i¢in a;, Sturmian dizi Uretir.

i) nn tanimh dizisi kesin bir noktadan sonra a)flpl p') deger ikililerine sahiptir bu

nedenle
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im @, ) © 0 Ao, 1) ° T i) ()

n- oo

limiti mevcuttur ve bu nedenle;, Sturmian dizi Uretir. Bazi noktalardan sonra tekra
eden (p, p') deger ikililerinin sonlu dizisine sahip olan sonsumital bir dizi

Uzerine argtirmamizi genilettik. Boylece 0'},, (a)’ nin Sturmian dizi tanimlagini

sdyleme imkanimiz oIc{G].

5. bolimde bazi Sturmian kelimelerin faktorizasyozerinde duruldu. Bilinen ger
sonsuz kelimeler icin benzer sonuglar mevcuttukaFatomatik kelimelerinc
faktorizasyonunun tam bir karakterizasyonu hendmrimmamgtir. Bu calsmamiz

temel alinarak gier kelimelerin faktorizasyonlari da anaulabilir.

6. bolimde ise Sturmian dizilerinin indeksi tzertheruldu.indeks hesaplamasiyla
ilgili 6nemli bir teorem verildi. Bu ¢amanin devami nitelinde olan bgka bir

calismada, bu teoremin ispati ve diziler Uzerine uygalam yapilabilir.

Calismamiz tanimh dizi ile verilen Sturmian dizinin [@lgoritmasinin formilasyonu
icin ya da Sturmian dizilerin burada verilen formgjonu ile dier formulasyonlari
arasindaki igkinin analizi icin gelecek caimalara yol gosterebilir.

Bu tezin Sturmian dizileriyle ilgili olan yeni sogkara ayrica dier kelimelerinin
faktorizasyonlarina ve Lyndon faktorizasyonu gibiiged konulara ikkin

argtirmalara bir zemin hazirlayabilegiedtstnulebilir.
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