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OZET

Anahtar kelimeler: Lineer olmayan, Operattr, Arkliyaklasimlar, Newton metodu.

Lineer olmayan operatorlti denklemler icin Newtontode konusunda yapilanlarin
derlendgi bu tez dort bélimden odmaktadir.

Birinci bdlumde daralma dogim prensibi, reel derli ve reel dgiskenli
fonksiyonlar icin Newton metodu verildi.

ikinci bolumde lineer olmayan operatérlerin FrechietGato anlaminda tirevleri,
Riemann integrali ve ortalamagkr teoremi aciklandi.

Ucluincti bolimde Banach uzaylarinda lineer olmayaeraiprlii denklemler icin
Newton metodu ifade edildi.

Dordunct  bdlumde Newton metodunun lineer olmayarbirsel denklem

sistemlerine, integral denklemlere ve sinigateproblemlerine uygulagiy 6rnek
problemler ve ¢ozumleri verildi.
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NEWTON METHOD FOR NONLINEAR EQUATIONS OF
OPERATORS

SUMMARY

Key words: Nonlinear, Operator, Iteration procééswton method.

This thesis is about Newton method for nonlineauatigns of operators was
explained in four sections.

In the first section, constriction mapping theoremd Newton method for the
functions with real variables were given.

In the second section, Frechet and Gato derivatiregnann integral of operators
and the mean value theorem were explained.

In the third section, Newton method for nonlineguaions of operators in Banach
spaces was given.

In the fourth section, application of Newton methiodhe nonlinear algebraic system

equations, integral equations and boundary valobl@ms were given in detail and
some exercises were solved about this section.
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BOLUM 1. TEGETLER YONTEM I VE DARALMA DONU SUM
PRENSIBI

1.1. Giris
X bir Banach uzayi vé- : X — X bir operatdr olmak tzere
F(x)=0 (1.1)
operatdr denklemi verilmgiolsun. Bu denklem
X = AX
olarak yazilabilirdir.

Tanim 1.1:Eger x* = Ax* olacaksekilde bir x* [0 X vektoérl bulunabiliyorsa bu

vektdre A operatdriinin sabit noktasi denir.

A: X - X operatorintn bir sabit noktasinin varkyni zamanda (1.1) denkleminin
¢c6zUmUnun varg demektir. Ardgik yaklasimlar metodu (1.1) seklindeki
denklemlerin ¢6zimunde kullanilan metotlardan miriBu yonteme gore herhangi

bir x, O X vektort balangi¢ yaklaim olmak tzere terimleri,

X, = AX,, n=12,... (1.2)

seklinde olan(x,) goziimler dizisi olgturulur. Eger x* O Xvektori (x,) dizisinin

bir limiti ve A operatdrii bu noktada surekli ise limiti A operatorinin sabit



noktasi dolayisi ile (1.1) denkleminin ¢6zUmudirunB gore (xn) dizisinin

yakinsaklik keullari (1.1) denkleminin ¢6zimunin varhksklari olur.
Ardisik yaklagimlar ile alakali ilk teorik sonuclar Polonyali reatatik¢i Stefan
Banach tarafindan elde edifrolup bu teorem “Banach Sabit Nokta Teoremi” veya

1.2. Daralma D6nigum Prensibi

Tanim 1.2: X Banach uzayinirD cumlesinde tanimli birA: D - X operatori

verilmis olsun. EBer Ox, y D igin

|AX) = Ay)| < alx- | (1.3)

operatdrt denir. (1.3) kalu Lipschitz kguludur. (1.3) ifadesindeko sayisina

daralma katsayisi denir.

Teorem 1.1(Daralma Donigum Prensibi): Dkapali bir cimle olsunA: X - X

operatorii D'yi D’ye ceviren bir operator olsun/A(D) 0 D. Bu durumdaA

operatorinunD’de tek bir sabitx* noktasi vardir. Bgka bir ifade ile (1.1)
denkleminin tek birx* 0D ¢6zUmu vardir, bu ¢ozim (1.2) formualu ile taninras

(x,) dizisinin limiti seklinde bulunabilir. Burada,, D 'nin herhangi bir vektoridiir.

(x,) dizisinin x * ¢6ziimiine yakkama hizi,

a"
l1-a

[y = x4 < =l = %] (1.4)

esitsizligi ile verilir.

Ispat:x,, = Ax,, X =Ax_, n=12... oldusundan (1.3)'e gére

[Xes =] =A%, = A < i, =%,



olur. Benzer gtsizlikler ardi ardina kullanilarak
[X0a =%l < @ =

esitsizligi elde edilir. Buna gorélpo,nON icin

Xn+p - X,

<

Xorp = Xn+p—1H tee +||Xn+1 - Xn” < (O’n+p_1 +.. 4 a”)

1-a”
=g a"||x, = X (1.5)

X - X

n+p n

<

elde edilir. n - o« iken lima" = 0 oldugundan son gtsizlige gore (xn) dizisi
Cauchy dizisidir. X uzayl tam ol@guna gore 0ylex*[1X vektord vardir ki
limx, = x*olur. Hern=0,1,... i¢in x, D ve D kapali oldgundan x* JD olur.

(1.3)’e gore

Xpy = AX*| = | Ax, = Ax*| < a|x, - x*|,n=0212...

ve
lim||x, —x*| =0
n-oo

olduguna gorelim|
nooo

Xp = AX*| =0 veyalim x,,, = Ax *dir.

n- oo

Buradanx* = Ax *yani x* 1D vektoru (1.1) denkleminin ¢6zUmudur.
Bunun tek bir ¢bzim oldwnu gosterelim.

Buna gorey* 1D vektori (1.1) denkleminin bir @er ¢c6zumu olsun. Bu halde

[ =y =[[Ax* ~Ay*| < afx* -y



oldugundan |x* —~y*| =0 ve dolayisi ilex* =y *dir. (1.5) aitsizliginde p -

iken limite gegcilirse (1.4)gtsizligi elde edilir.
Genel anlamda operatorler icin ispat @thiz daralma dongim prensibini 6zel
olarak reel dgiskenli ve reel dgerli fonksiyonlar icin de ispati yukarida verilen

ispata benzerdir, yalnizca buradéx operatori yeringd(x jonksiyonunu,D [0 X
cumlesi yerine R’nin bir alt cimlesi ola[a, b] kapall aralgl alinarak, gagidaki gibi

yeni bir tanim yapilabilir.

¢:[a,b] - [a,b] donigimi, q< 1 ve Dx,yD[a,b] icin
69 - 4(y) < dx -] (1.6)

(Lipschitz) kaulunu s&lyorsa ¢(x),[a, b] kapall arafiinda bir daralma dégim
olur. Buna géreg(x Jn [a,b]'de tek bir x* = ¢(x*) esitligini saglayan ¢ozimi

vardir. Bu ¢6zum,; terimleri,

Yot = B(X,) (1.7)

seklinde verilm olan (x, ) (iterasyon) dizisinin limiti olarak bulunufx,) dizisinin

x* kokune yaklama hizi,
X —
- x*| <—— (1.8)

esitsizligi ile verilir. ¢(x) icin daralma dongiimu prensibinin ispatA(x dperatori

icin olana benzerdir, bu nedenle burada onun isatimematir.
1.3. Newton Metodu (Tgetler Yontemi)

Kabul edelim ki [a,b] kapall araginda tanimli f (x )fonksiyonu icin f'(x ) ve

f"(x) turevleri var ve surekli olup sifirdan farklidirlaOyle xOD[a,b] var ki



f'(x,)-f"(x,) >0 olsun. Yani f'(x,) ve £"(x,) ayni karetlidirler, buna gorda,b]

kapall aralginda
f(x)=0 (2.9)
denkleminin tek bir c6zimu vardir.

Ispati:

p(x) = x—% (1.10)

fonksiyonu icin ardyik yaklssimlari

=x - L (1.11)

seklinde kurulur,@’(x )turevi

(0.0
A (TG

oldusundan ¢'(x*) =0 olur ve dolayisi ileg'(x )siirekli oldgundanx* ¢éziimiinin
oyle bir kongulugu vardir ki, bu konguluktaki butiinx' ler igin |¢'(x)|< q<1 olur.
Buna gore de (1.11) formalu ile verile()(n) dizisi x* ¢6zimuine yakinsar. Bu

metodun hatasgdyle formule edilir. C")ncef(x) fonksiyonu x*’in komsulugunda

Taylor serisine acilir. Buna gére

Buradaé, x* ve x, arasinda bir noktadirf (x*) = 0 oldugundan



) el R
) T 2r ) O

2

Xh-1

olur. (1.11) formulu dikkate alinginda

£"(¢) )
Xy =Xk = ol (X -
21"(%,4) ( J
X, = x*| < M, Xy = x*|2 (1.12)

2

olur. BuradaM, =maxf"(x), M, = aT)an|f'(X)| dir.

as<xs<b

M,

Eger x, baslangi¢ yaklaimi igin Y %, = x*<c<1
2

kosulu sa&lanir ise, o zaman getler yontemi daha hizli yakinsar. Gergekten de bu
durumda (1.12) gtsizliginden gagidaki

X, = X*| < M, oz
hﬂ 1

esitsizligi elde edilir.

Problem 1.1: f(x)=e*-15-tan™x fonksiyonu icin f(x)= 0 denkleminin

X, = —7 noktasi civarindaki ¢cézimuni Newton yontemi iléuinuz.

Cozum:

formull kullanilacaktir. Bunun icirf '(x hesaplanacak olursa



f'(x)=e [+ x2)*

cikar. Baglangi¢ noktasi yerine koyulursa
f(x,)=-0.702x10™

bulunur. f'(x,) ise
f'(x,) = -0.0190881

bulunur. Yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
%, =-10.677096176800139929684386

bulunur. Bu nokta fonksiyonda yerine koyulursa
f(x,)=-0226x10"

cikar. Gerekliglemleri yapildginda gagidaki sonuclara ukalir:

X, =-13.279167375827129085%986319 f(x,)=-0437x107

X; =—-14.053655854892387347831753 f(x,)=-0.239x10°°

X, =-14.101109956864134761812706 f(x,)=-0.800x10"°

X; = —14.101269772399684250800314 f(x;)=-0.114x107°

—0.000

(x.)=
(%)=
(%)=
X, = -14.101269770894159462%79506 f(x;)=-0901x10™"
(%)=
X, = -14.101269772399684253155122 f(x,)=
(%)=

Xg = —14.101269772399684253155122 f(xg)=-0.000



Grafik 1. f(X)=e*-15-tan™ x fonksiyonunun kokiinexX, = =7 noktamizdan yakiam
grafigi



BOLUM 2. L INEER OLMAYAN OPERATORLER iN
TUREVLERI

2.1. Giris

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin incelenmegerel olarak lineer
operatdrlerle yakkamlari yardimiyla yapilabilir. Bu nedenle normluayiarda lineer

olmayan operatorlerin diferensiyel hesabinigtamémasi 6nem tamaktadir.

Bu bdlumde lineer olmayan fonksiyonel analize kgagiris olarak lineer olmayan
operatorlerin Freshe ve Gato tlrevleri tanimlanawak operatdrlerin Riemann

anlaminda integralinden bahsedilecektir.

Analizden bilindgi gibi, bir f :(a,b) - R fonksiyonunun birx, O (a,b )noktasinda
tireve sahip olmasi

lim = £'(x,) (2.1)

h-0

(% +h)-f(x)
h

esitli gini saglayan bir f'(x,)0R sayisinin varfi demektir. Fakat bu sitli gin

f:R" -~ R™ veya genel olarak ve Y Banach uzaylari olmak tzeré: X -Y

seklindeki operatdrler i¢in bir anlami yoktur. Ancalygun bir gegi ile bu kavram

operatdrler icinde genelerilebilir.

(2.1) aitliginden yola gikaraki(h) = f'(x,)h seklinde tanimlanam: R - R (h'a

gore) lineer dongumui icin (2.1) eitli gi
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im f(xo+h)—r:(xo)—A(h) o 2.2)

esitli gine denk olur.A: R - R lineer dongimi g6z onidnde tutularak tlrevin yeni

bir tanimi yapilr, soyle ki; bir f :(a,b) - R fonksiyonunun bir x, O (a,b )

noktasinda tireve sahip olmasi demek (25R) gini saglayacaksekilde bir A lineer

donGumuntn var olmasi demektir.

Bu tanima goére f :(a,b) -~ R fonksiyonunun bir x,(a,b ) noktasinda
tirevienebilir olmasi demekx = x, +hve w(x) = f(x) - f(x,)-A(x-x,) olmak

uzere
f(x) = f(x)+A(x=x)+w(x), xO(ab)
olacaksekilde bir A : R -~ R (h’a gore) lineer dérgiimintin ve

. W( X
||m#:
X=X X=X,

0

kosulunu sglayan birw: (a,b) — R fonksiyonunun var olmasi demektir. Bekilde

bir tanim X ve Y Banach uzaylari olmasi halindé: X - Y operatori icin de

genellgtirilebilir.
2.2. Lineer Olmayan Operatorlerin Frechet Turevi

Tanim 2.1: X ve Y Banach uzaylari veD [0 X olmak Uzere lineer olmayan

0
F:D - Y operatoru verilmi olsun. Eger CxO D igin
F(X) = F(x,)+ Alx—x,) +w(x—x,) (2.3)

kosulunu sglayan A L(X,Y ) operatdori ve
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o) _

=0 (2.4)
e

0
olacak sekilde W:D - Y operatoru varsaF(x pperatoriinex, ] D noktasinda

Frechet tirevlenebilir F— turevlenebilir) denir. (2.3) ifadesindeld operatérine

F(x) operatérininx, noktasindaFrechet tiirevi denir F'(x,) veya DF(x,)

seklinde gosterilir.x - x, = h alinirsa (2.3) ve (2.4k#likleri sirasiyla

F(x +h)=F(x) = F'(%)h + w(h) (2.5)
ve

i ()]

lim=———=0 (2.6)

"o |

seklinde yazilabilir.

0
Tanim 2.2: Ber F(X): DO X - Y operatérix D noktasindd- turevlenebilirse
dF(x,,h) = F'(x,)n

ifadesine F (x )operatoruninx, noktasinda artimina uygurirechet diferensiyeli

(F— diferensiyeli) denir.

Boylece dF(x,,h) = F —diferensiyeli,h elemanininF'(x, ) lineer operatorii altindaki
gorantusuadur. ger, F(x) operatoriix, noktasindaF- tlrevilenebilirse, F(x )X,

noktasinda sureklidir. Gercekten de

lim w(x-x,)=0
X %o

oldugundan (2.3)’e gore
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lim F(x) = F(x,)

olur.

Eger AL (X,Y) olmak lzereF (x) = Ax ise F(x) operatorillx, 1 X noktasinda

F- turevlenebilirdir ve onufrechet turevi;
F (%, +h)=F(x) = Alx, +h) - Alx,) = Ah
oldugu elde edilir. Turev almada bazi genel kurallakeke alinir.

1) D O X acik kimesinde sabit b : X — Y operatori i¢irD UzerindeF'(x) =68

olur.

2) F: X -Yve G: X - Y, X,0X noktasindaF- tlrevlenebilir operatorler ve

a, [ birer skaler olmak tzere

(aF + G) (x) = aF (x, )+ £G'(x,) dir.

3) X, Y ve Z Banach uzaylanG(z):Z - X operatéri z,1Z noktasinda,
F(X): X - Y operatorii x, =G(z,)0X noktasinda F- tirevlenebilir ise
(FoG)(2) = F[G(z)]:Z - Y operatoru z, noktasindaF- turevienebilir ve onun

Frechet tirevi

(F0G) (z,) = F'(x,)G'(2,)
olur, bu kural zincir kurah olarak adlandirilir.

Ornek 2.1:D O R" bir acik kiime ve
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F:D - R"™, f(x) = (f,(x), f,(X),..., f,,(¥), x= (., %,,...,x,) 0D

operatord verilmi olsun. Buradaf,,... f. fonksiyonlariD’den Rye taniml reel

i (x)

deserli fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlaril, tizerinde sUrekha—, i=1...mve

X

j=1..n kismi tiirevleri var olsun. Bu durumdB'ye ait x=(x,...x,) ve

x+h=(x +h,...,x, +h ) noktalari igin
2.7)

yazilabilir. Burada

w(h) = (w, (h),...,w, (), h=(h,,....h,)

W] = 0+ wZ e+ w2, || = B e h?

olmak tizerdh| - 0 iken |w(h)| = o(|h[) dir.

A= M ,1=L....m ve j=1...,n
0X;

matrisine f : D - R™ operatérinin Jakobi matrisi veya fonksiyonel msatienir.

Al L(R”,Rm) operatorii f : D -~ R™ operatoriniinxOD noktasindaFreche

tirevidir, yani A= f'(x). Analizden bilindgi gibi f:D - R™ operatoriix D

noktasinda diferensiyellenebilirse bu nokta%‘a(i) kismi turevleri vardir (2.7)’deki
X

J

g; 'lar
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- of; (x)

a. ,di=1....m ve j=1...,n
! oX . =1

i

gibi tanimlanir. Eger
g:AOR’ = R, 9(2) =(0,(2).....9,(2). 2= (z....., zp)DD

operatori  z° =(zl ..... zp)DA noktasinda, f:DOR" -~ R™  operatorii

x° = g(z°)oD(x® = (x°,...,x°)) x¢ = g, (..., z, )k=12..n noktasinda F-

olur. Bu durumda (fog)z= f(g(2)):A - R™ operatorii z° noktasinda F-

tirevlenebilir ve onuirrechet tiirevi

(o) ()= fv(xo)gv(zo):{j ot (X")agi(f)]a (R R7)

= 0X; 0z
operatoru olur.

Omek 2.2: D=[a,b]’xR ve f(x,s,u):D — R fonksiyonu ve onunf(x,s,u)

kismi tireviD Uzerinde sirekli olsun. Bu durumda
b
F(u)(x) = u(x) - j f(x,s,u(s))ds (2.8)

seklinde tanimlananF :C[a,b] - C[a,b] operatériiniinOu, OC[a,b] noktasinda

Frechet tirevine sahip oldgunu ve
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F'(u,)h = h(x) —f f,(x,5,Uy(9))(s) ds (2.9)

esitli ginin dogrulugunu gosteriniz.

Cozim: Her birh(x)DC[a,b] icin
F(u, +h)-F(u,) = h(x) —T f,(xsU,(5)h(s)ds-w(u,,h)  (2.10)

dir. BuradaO <0 <1 olmak Uzere

b

w(u,, h)(x) = - {Jl'[fu (x,5,Uy(S) +0h(s)) - f, (X 5,U, (s))]h(s)de}ds (2.11)

a

oldugu aciktir.r > 0olmak tizereR®’lin kapali ve sinirli
T ={(x,s,u):x,s0[a,blu,(s) —r su<uy(s) +r}

kiimesi dikkate alinirf, (x,s,u) fonksiyonuT, {izerinde diizgiin siirekli olgundan

r

Oe >0, 03(g) > 0 dyle ki keyfi (x,,s,,u,), (%,,s,,u,)OT, igin

r

\/(Xl - X2)2 +(51 _32)2 +(u1 —U2)2 < 5:>|fu(xl’sl’ul)_ fu(Xz,Sz,Uz)‘ <&

olur. (2.10) ve (2.11) ifadelerindél|_ < J olsun. Bu durumda her bix,s0[a,b] ve

o0[01] icin (x,s,uy(s) +6h(s))OT, olur.

r

X =X =X § =8, =8, U =U(S) +ON(S), U, =U(S)
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denirseCx, s0[a,b] igin [h|_ < & olacaindan
[wlug, h)|. < max{jz{h f (x,s,u,(s) +0h(s)) - f,(x, s,uo(s))|h(s)d9}ds: x[a, b]}(e”h”w

elde edilir. Dolayisi ile|h]_ - 0 iken [w{u,,h)|=ofj|.) olur. Buradan (2.8)

ifadesiyle tanimlF operatorinuru, [ C[a, b] noktasindd - turevlenebilir oldgu ve

(2.9) ifadesinin dgru olduzu goralur.

2.3. F — Tirevlenebilir Operatérler icin Riemann Anlaminda integrallenebilme

ve Ortalama De&ser Teoremi

Tanim 2.3: X Banach uzay' vd :[0,1] -~ X fonksiyonu verilmg olsun, [0,1]

aralgini

Ozelligini saslayan t,,t,,...,t, noktalari yardimiylan tane [ti_l,ti](i =1,...,n) alt

n

aralga bolunsin. Buna gore
P={t,,t,,....t,}
kUmesine[O,l] aralginin bir parcalanmasi denilir.
At =t —ty, [P|=maxat, :k=1,...,n}, 7, Ot il k=1...,n olmak iizere

n

lim " f(z, )At,

IPi~0 &

limiti sonluysa,f fonksiyonu[O,l] aralginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir

denir ve bu limit
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f f (t)dt

ile gosterilir.

X ve Y Banach uzaylari ve ([x,,% +Ax]={x0X:x=x, +tAx, t O[01]})

olmak lUzere
A:[Xo, X, +AX] - L(X,Y)

operatoru verildiinde tanima gore

Xo+AX 1 n

j A(x)dx = j A(x, +tAX)Axdt = HIFi’Hm0 A%, + T, AX)AXAL,
%o 0 TV k=1

dir. A surekli operator ise yukarida ifade edilsonlu toplam dolayisi ile

Xo*Ax

j A(X)dx

integrali mevcuttur. Ozel olarald =F' ise buradaF, D 0 X acik kiimesiniY’ye
donistiren ve[xo, X, +Ax] (0D kapall arafiinda surekliF- ttrevlenebilir operator

ise kolayca gosterilebilir ki integral hesabinimed teoreminin (Newton-Leibnitz

formaltnan) bir genellgiriimesi olan

%o+ AX

[F'(9 dx=F(x, + %)= F(x,) (2.12)
Xo

formult dggrudur.
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Teorem 2.1: (Ortalama [@er Teoremi):F : X - Y operatori dbikey bir D [0 X

kiimesinde sureklF- tlrevlenebilir olsun. Bu durumda her big, x£OD noktalari
icin

F(X)-F(x,)=[F'(x, +6(x—x,)) (x—x,)d& (2.13)

Oty

Lagrange formulu dgrudur.

ispat:  x=G(®) =x,+6(x-x,),0<0<1(G:[01] - D) olmak lizere
F oG:[O,l] -~ Y operatéri g6z onune alinsin, bura@4®) = x—x, olaca&indan

zincir kural dolayisi ile
(FoG)(6)=F(G®)T'@

veya

5 Pl #0001, )) = F/(x +0(x=,) (x-,)

= F'(x, +6(x=x,)) d(%, +6(x~x,))
olur. Buradan (2.12) ifadesine gore

F'(Xo +9(X_ Xo)) (X_Xo)de:'l[':'(xo +9(X_ Xo))d(xo +9(X_XO)):

0

Oy

F'(t)dt = F(x) - F(x,)

1
S = x

oldugu ve dolayisiyla (2.13) ifadesinin gilmlugu elde edilir.

Teorem 2.2:F: X - Y disbikey bir EO X kimesindeF- turevlenebilir bir

operator vee Uzerinde
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()= F el < Ux =

olacaksekilde bir L > 0 pozitif sayisi var olsun. Bu durumda herhamgi x, [ E

noktalari igin

[F %)= F) = Fb) (4 =) < o =) (214

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Once (2.13) Lagrange formiliinden, sdfféx) Frechet tirevi icin Lipschitz

kosulundan herhangk,, x, CJE igin

”F(Xl)_ F(Xz)_ F'(Xz) (X1 _Xz)ﬂ =

I[F'(Xz +9(X1 =X ))_ F'(Xz)]de(xl - Xz)

< J[F (6, + 6 =)~ F'(x,Jjdel - x|

L
< Lfodelx, x| = > % =

0
oldugu ve dolayisiyla (2.14)s#sizliginin dogru oldugu goéraltr.
2.4. Lineer Olmayan Operatorlerin Gato Turevi

X ve Y Banach uzaylarl olmak Uzeng [0 X noktasinin S kogulugunda tanimli

F:S - Y operatori verilng olsun.

Tanim 2.4: Ber OhO X icin
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im F(x, +tftl)— F(x) (2.15)

limiti o (x,,h) ile gosterilir ve bu limit varsa bu limité& operatoriiniinx,

noktasinda Lagrange anlaminda birinci varyasyomird®urada yaklgim Y'nin

normu anlamindadir.

Genellikle DF (x,,h) birinci varyasyonin'a gére lineer olmayan bir operatérdiir.

Tanim 2.5: AOL(X,Y) olmak (izere F operatériniin x, 00X noktasinda
d:(xo,h):Ah seklinde birinci varyasyonu varsaF : X - Y operatord X,

noktasinda Gato turevlenebilirdir (G — tlrevlenepildenir. A operatorineF

operatdriinin Gato turevi (G — tdrevi) denir ve= F'(xo) seklinde yazilir. Bu

durumda
F(x,,h) = F'(x,)h (2.16)

birinci varyasyonund operatoriintinx, noktasinda Gato diferensiyeli denirgd
F:X -Y ve H:X - Y operatorleri x, I X noktasindaG- turevlenebilir ise
herhangi a,F0R sayllarn igin aF + fH operatori x, noktasinda G-

tirevlenebilirdir ve bu tirev

(aF + /) (x,) = aF'(x,)+ AH'(x,)
seklinde olur.

F:X - Y operatorininx, X noktasindaF- tlrevienebilir olmasindanx,
noktasindaG- tiurevlenebilir oldgu aciktir. Gergekten dé operatérinun x,

noktasinddr- tirevlenebilir olmasi durumunda yeteri kadar kiQigin
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F (% +h)=F(x) = F'(x)n+w(x,h)

olur. Burada [h| — 0 iken |w(x,,h)|=o(h|) ve F'(x,),F operatsriniin x,

noktasindarechet tirevidir. Su halde0 <[t/ <1 igin
F(x, +th)= F(x,) = F'(x, Jth + w(x,,th)
ve buradat — Gken [w(x,,th)| = oQ|h||) dir. Son gitlikten ise

F(x0+th)—F(x0)

i P T EbG)

oldugu elde edilir. (2.15) ve (2.16) dolayisiyfa operatort x, noktasindaGato

tiirevienebilir ve onurx, noktasindaGatotirevi F' (x,) olur.

Ornek 2.3:

3

Xy _
F(xy)=1x*+y2’ (x,y) # (00)ise

0, (x,y) =(00)ise

seklinde tanimlananf : R? - R' operatorii (00) noktasindaG- tirevlenebilirdir

fakatF- trevilenebilir dgildir.

Gercekten de f fonksiyonunun R?'de surekli oldgu aciktir. Herhangi

h=(h,h,)OR? igin

F((00)+t(h,h,))- £(00) _ .~ t,h'h,
t Ct0t2ht +h?

lim
t-0
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oldugundanf fonksiyonu (00) noktasindaGato tiirevienehilir ve f'(0,0)=0 olur.

Fakat (“h|| =,/h? + hZZ) oldusundan ve

; f(hvhz)_ f (00) = i hlahz

i Il "o (h +h2)\/n? +h2

limiti var olmadgindan f fonksiyonu (0,0) noktasind&rechet tlrevilenebilir
degildir.



BOLUM 3. NEWTON METODU

3.1. Giris
Lineer olmayan fonksiyonel (cebirsel, diferensiyaéhtegral vb.) denklemlerin

incelenmesinde en ¢ok kullanilan metotlardan kéribwton metoduduilk kez bu

metod reel dgskenli ve reel dgerli F : R - R fonksiyonu

F(x)=0 (3.1)

seklindeki denklemler icin Newton tarafindan iletirgélmis ve Banach uzaylarinda

verilen operatorli denklemler icin L.V. Kantorovarafindan geneligrilmi stir.

Sekil 3.1. y = F(x) denklemi ve onagiet olan dgrularin grafgi
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Newton metodunu (3.19eklinde olan skaler denklemle(lF ‘R Rhalinde) icin
tanimlayalim. (3.1) denkleminix koki komyulugundaF kesin artan ve gibtkey

bir fonksiyon olsun §ekil 1). x* koklne yeteri kadar yakin olar, baslangi¢
yaklasimi  secerek M, (x,,F(x,)) noktasinda y=F(x ) egrisine gizilen
y=F(x,)+F'(x,)(x-x,) teget denklemi yazilir.F'(x,)# 0 oldusunda bu dgru

Flx)
F'(x)

y = F(X) egrisine cizilen tget denklemi

ile x ekseninin kestigi nokta x, = x, - olur. SonraM, (x,, F(x,)) noktasinda

y=Fx)+F()(x=x)

yazilir ve F'(x,) # 0 oldugunda bu dgrununx ekseni ile kestigi

noktas! bulunur.F'(x,_,)# 0,n= 2 3. olduzunda bu lem benzerekilde devam

ettirildiginde

— _ F(Xn—l) -
X, = X g F'(Xn—l)'n =12, (3.2)

bigiminde tanimlanar(x,) 0 R dizisi kurulmu olur. |x, —x*| yeteri kadar kiigik

oldugunda (xn) dizisi x* kokune yuksek hizla yakla. Skaler denklemler igin

verilen bu yonteme ((3.2) agtk yaklasimlarina) Newton tgetler metodu adi verilir.
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3.2. Banach Uzaylarinda Lineer Olmayan Operatorlii @nklemler Igin Newton
Metodu

XveY Banach uzaylari v& : X - Y lineer olmayan bir operatér olmak tzere
F(X)=0 (3.3)

seklindeki denklem igin F operatorii r> 0 yaricapll S (x,) yuvarinda
(x, O X olarak (3.3) denkleminin aranarf ¢ozimu icin bglangi¢ yaklaim olarak

kabul edilir) F- turevlenebilir olmak tizere sonraki yajialarin
Xy = Xpa _[F'(Xn—l)]_lF(Xn—l)’n =12 (3-4)
formalleri (ardsik yaklasimlar islemi) yardimi ile hesaplanir.

Sonsuz boyutlu uzaylar halincﬁé'(xn_l)]_l ters operatorlerin bulunmasi, yeteri kadar
karmalk bir problem oldgundan (3.4) formilleri yardimiyla buluna(rxn) dizisi
yerine terimleri

Xn = Xoa _[F'(Xo)]_lF(Xn—l)' n=12.- (3.5)

n

biciminde tanlmlanan(xn) dizisinin g6z o6nune alinmasi daha uygundur. (3.5)

dizisini bulmak i(;in[F'([)]_l ters operatorll her adimdagdeyalniz x argimaninin
tek bir x = x, degerinde bulunur. (3.5) dizisi (3.4) dizisiyle mukagele daha yaya
hizla yaklamasina ramen hesaplama acisina gére (3.5) algoritmasindankimhasi

daha faydali olur. Kaynaklarda (3.4) yontemine ed$dswvton metodu, (3.5)

yontemine ise basitjérilmis Newton metodu (Newton akgk yaklggimlar islemi)

adi verilir.

Simdi (3.4) ve (3.5) Newton argk yaklasimlar islemlerinin yakinsakfi ile ilgili

bazi teoremler ispatlari ile verilecektir.
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Teorem 3.1:X ve Y Banach uzaylari olmak Uzere: X - Y operatori gagidaki

kosullar s&lasin:

1) r>0 ve x,0X olmak lzereF operatorii S, (x,)0 X yuvarinda Frechet

turevlenebilirdir.

2) F'(x) tirevi S, (x,) yuvarinda’ > Okatsayisi ile Lipschitz kmlunu sglar.

3) F'(x):S,(x,) - L(X,Y) operatériiniin stirekli tersi var ve

OxOS, (x,)
icin

H[F'(x)]‘lu <m (3.6)
olacaksekilde birm> Osayisi ve

4 [[F ()<

olacaksekilde bir7 > Osayisi var olsun. Bu durumdges
1 5
=—m/n<1
5 7
ve
r'=mp) 9% <r (3.7)

ise (3.3) denkleminin (3.4) Newton agik yaklagimlarinin yakinsagh bir

xS (x,)
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¢6zUmU vardir ve terimleri (3.4) biciminde tanlmiar(xn) dizisinin x*'a yaklagma
hizi

n-1

g
1-qg%

X, = x*|| < mz

esitsizligi yardimiyla verilir.

Ispat: Teorem, Tumevarim yontemi yardimiyla ispatladslemlerde kolaylik

sagzlanmasi igin

r() =[F'e9] ™, =1 (x,),
F, = Flx,)
F,=F'(x,)

seklinde notasyonlar kullanilir. (3.4) Newton arlli yaklagsimlari bu notasyonlar

yardimiyla
Xpw =X, —I,F,, n=012,- (3.8)
seklinde yazilabilir.

Once  (x,)OS.(x, oldusu  gosterilir.  x, -X, =r,F,  oldugundan

| % = x| [t | Fs||< m7 ve (3.7) dolayisiyla, O'S,.(x,) oldugu elde edilir.
Fy+Fili ) =0

oldugundan
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yazilabilir. Buradan (2.14)’e dayanarak
AR
elde edilir. Herhangn > Hogal sayisi iginx, Dm oldugu ve
— X < Mi7g” (3.9)

[

1
”Fn” < Egnxn - Xn—l”2 (3.10)

esitsizliklerinin dogrulugu varsayilsinSimdi x_., 0'S..(x,) oldugunu ve

X = X < M7, (3.11)

F x| (3.12)

1
]| S E 4 ||Xn+1

esitsizliklerinin dogrulugu gosterilsin. (3.8), (3.6), (3.10) ve (3.9) dokyla

[%2 =] = roF|
<mj(F, )

1
< me[x, =X’
< %W (mn)?q™
= mly(i mzquzn‘2
2

=m/g”

oldugu ve bu sebepten (3.11gitsizliginin dogrulugu goruldr. (3.7)'ye goére
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e e R e | e T R R

<mp +mag+mgg® +---+mipg®

< mfyi g2
k=0

=r'
oldugundanx.,, 0S.(x,) olur.
(3.8)'e goreF, + F/(x.., — x,) =0 oldugundan

F = I:n+1 - I:n - I:n' (Xn+1 - Xn)

= Fxp) = Fx,) = F (%) (%00 = %)

n+l

olur ve (2.14) gtsizligi gerezince

F

n+l

1
<))

esitsizliginin dogrulugu elde edilir.

(xn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldtu gosterilir. (3.11) gtsizligi kullanilarak her
bir p=>1 dogal sayisi igin

Xoep ~ Xy s Xnsp ~ Xn+p—1” + Xnip-1 ™~ Xn+p—2” *e
ot (3.13)
+ |Xn+:l._xn||s ml] z q
k=n

oldugu elde edilir.> g% serisi yakinsak oldiundanOp O N icin

k=0

=0

L‘E‘l Xoep = X

n
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oldugu ve dolayisiyla ve (3.4) biciminde tanlmlan(aq) dizisinin bir Cauchy dizisi

oldugu goriliir. X tam bir uzay oldgundan (x,) yakinsak bir dizidir.lim x, = x *

n- oo

diyelim. (x,) 0°S.(x,) ve S..(x,) yuvari kapali oldgundanx* 0S,.(x,) dir.

Simdi x* elemaninin F(x) = 0denkleminin bir ¢6zUmiU olgw go6sterilsin. Bu
nedenle (3.8) dliginde n - c iken limite gecilmesi yeterlidir. O zaman
x* = x*—r (x*)F (x*) olduu ve r(x*)=[F'(x*)]" operatorinin tersi var

oldusundanF (x*)=0 oldugu gérilir.

(3.13) gitsizliginde p — « iken limite gecilirse

[x* =, < mp3 g7
k=n
= m’?i q2”25—l
s=0

— m”qz"—li qz” (25-1)

s=0

2"s

olur. Her s> 0tam sayisl icin2°-1=s ve dolay|5|ylaq2"(25‘1) <qg®° ve 0<qg<1

oldugundaanZ"(zs‘l) <>qg°= . 1 — olur. Bu durumda sonisizlikten
s=0 s=0 - CI

- X*l<—
e < T

ifadesinin d@rulugu elde edilir. Boylelikle Teorem 3.1 ispatlanoiur.

Teorem 3.2:X Banach uzayl olmak (zereF : X — X operatorii S (x,) 0 X

yuvarindaF — tirevlenehbilir vellx, y 'S (x,) igin

[F'(x)-F'(y) < ¢|x-y] (3.14)
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olacak sekilde /> 0 sayisi mevcut olsun. AyrlcaF'(xo)D L(X) operatérinin

[F'(x,)]™ tersi mevcut ve
[F e <m [[F Gl F o) <7 3.15)
olacaksekilde m> 0,7 > O sayilari var olsun. ger 2m¢n < 1ve

1-Jy1-2min
o= S
m/

ise (3.3) denklemininx* Dsroixoi tek bir ¢c6zimu vardir ve terimleri (3.5) biciminde

tanimlanan Newton ardk yaklasimlari x* ¢6zimune

( yl-2m r (3.16)

e <A

hizla yaklair.

ispat: Once, fx)=x~[F'(x,)]"F(x) operatériniin§_(x) yuvarni kendisine
donistirdigu gosterilir. (3.15) kgullar ve (2.14) gtsizligi dolaymylanDW
icin
| #x)— x| <||¢(X) Ao )|+ o) = o
H[F (R (x)=F(x,) - F'(x,) (x =%, H+H[F Xo | F (% )H
<m|F (x) = F (%,) = F'(x,) (x- ><o)||+f7<—||X X[ +1

<1mlr2+/7
< mi



32

oldugu elde edilir.r, sayls%mlr2 —r +717 =0 denkleminin kic¢ik kékl oldiundan

son gitsizligin sa tarafi r,’a esit olur. Boylece, herxO'S_(%,) icin [@(x) = x| <1,

ve dolayisiyla

s, (6))0'S, %)

olur. ¢(x) operatorining, (xo) yuvarinda bir daralma operatori ofdugosterilir.

Herhangix, yl S (xo) icin

o) - @Ay) = x— Y[F (%] (FO) - F(y))
=[F (%] [F (%0 )x = y) - F(x) + F(y)]

=[F (e P JTF ()~ F(y+ dx= y)ldedx - y)

esitli gi dogru olduzundan (3.14) kqulu gereggince

lex) - ey < mfllF'(xo)— F'ly+dx-y)) dé|(x-y)|

<~ (y+ o(x - y)) dolx— o

< Mlry[x -y

bulunur. Dolayisiyla,mér, =1-4/1-2mén <1 oldusundan ¢(x Joperatoru S (xo)

yuvarindaqg =1-./1-2m¢np katsayisiyla Lipschitz koilunu salar.

1-q=+1-2min

ve
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Jexo) = %] = [F Gl F ()| <7

oldugundan daralma dogim prensibine gorex=g¢(x Yenkleminin veF(x)= 0
denkleminin tek birx* 0'S, (x,) ¢dzumii vardir ve (3.5) biciminde tanimlangq)

dizisi x* ¢cb6zimuine (3.16) hizla yakia

Simdi  F(x) operatorinin F(x) = F/(x)+ F,(x)seklinde gdsterilebildiini
varsayalim. Ber F,(x) operatorininF/(x) Frechet tlrevinin [Fl'(x)]_l tersi varsa

ve kolayca hesaplanabiliyorsa ¥g(x) operatorii norma gore yeteri kadar klguk bir

operator ise
F(X) +F,(x) =0 (3.17)
denkleminin tahmini ¢6zUmundn bulunmasi igin; téem
% = %,1 = [FOG (Rlx) + R (6l n=12-- (3.18)
biciminde veya
%, = %1 = [F o) (R06)+ R )hn=12.- (3.19)

biciminde olan iterasyonslemlerinden birisinin kullaniimasi faydali olur. Gagin,
(3.19) sleminin yakinsakgina dairsu teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.3:X bir Banach uzayiF,: X -~ X operatoriiS (x,) 0 X yuvarindaF-

tirevienebilir veOx,y 0 S, (x,) igin
[F() = F(y)| < 2yx-y] (3.20)

olacaksekilde ¢, > 0 sayisi veF,(x,)0L(X) operat('jrijnul{Fl’(xo)]_1 tersi mevcut ve
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1CY I LW LCY Ay B2 (321)

olacak sekilde m >0,7, >0 sayllart var olsun.F,: X - X operatori igin

OxOS (x,) icin
RO R0 <77 (3.22)
ve Ox,yOS (%) igin

[F(0) = Fu(y)| < €] x - (3.23)

olacaksekilde 17, > 0,7, > O sayilari var olsun. ger

2

mies <1-2m/y(n, +1,)

ve

J. = 1_\/1_ 2ml€1(’71 +/72) <r
’ m/,

ise (3.17) denkleminin tek bin(*DS(,oixoj ¢6zimu vardir ve terimleri (3.19)

biciminde tanimlanan argdk yaklasimlar islemi x* ¢6zimune

G :1_\/1_2ml£1(/71+’72) + mlgz

olmak lUzere

a

n,+n,,n=12... (3.24)
)

[y = x| <
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hizla yaklair.

Ispat:

a(x) = x=[F(x)] "R,
@(x) =R ) F.(0

ve
@Ax) =@(X) +@(x), X3S (%)

olmak Uzere (3.17) denklemi
X = ¢(x)

denklemi seklinde vyazilabilir. ¢(x ) operatérinin S(,Ofxoi yuvarini kendisine

donisturdigt gosterilir. Herx O S(,Oixoi icin

2 = % =[F06)] " (Rl%6) (x=%) = R0) + F (%))
- [F1'(Xo )]_l F (Xo) - [F1'(Xo )]_l F, (Xo)

esitli gi dogru olduzundan (3.20)-(3.22)sésizlikleri kullanilarak

1
”(0()() - Xo” < Emlfla_oz it

oldugu elde edilir. 9, say|5|%ml€152—5+/71+/7220 denkleminin kiguk koku

oldugundan son gtsizligin sg yani J,'a esit olur. Boylece

xDSaofxoi

igin |(x) - x| < &, ve dolayisiyla daf{S, (x,)) 'S, (%) olur.
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¢(x) operaternUnS(,O(xo) yuvarinda bir daralma operatori ogdu gosterilir.

Herhangix, yll S; (xo) icin

#Ax) - Ay) = x=y = [F(%)] (R - Fi(y)
- [Fll(xo)]_l(Fz(X) - Fzy)

oldugundan (3.20), (3.21) ve (3.23)sdlar1 gergince

| - @t y)| < (me .3, + me,) [x -y

2

esitsizligi ~ bulunur.  Dolayisiyla,  m2/% <1-2m/, (7, +1,)

m¢,8, + m¢, <1 oldusundang¢(x ) operatoruS; (xo) yuvarinda,

O, =1_\/1_ 2ml€1(’71 +’72) +m/,

katsayisiyla Lipschitz kalunu s&lar.

1- Q.= \/1_ 2ml£1(’71 +’72) - mlgz

ve

%) = %] < (1- )3,

durumunda

oldugundan, daralma dosiim prensibi dolayisiyla (3.17) denkleminin tek bir

X*DSdoixoj ¢6zUmU vardir ve (3.1%eklinde tanlmlanar(xn) dizisi x* ¢6zimuine

(3.24) hizla yaklgr.

Not: F,(x)=0 denkleminin bir x; ¢6zumi varsa (3.19) astk yaklasimlar

isleminde x, baslangi¢ yaklaim olarak x;, elemani veyax, elemanina yakin olan

herhangi bir eleman ele alinmasi faydal olur.



BOLUM 4. NEWTON METODUNUN UYGULAMALARI

4.1. Lineer Olmayan Cebirsel Denklem Sistemine Newh Metodunun

Uygulanmasi

Newton metodu, lineer olmayan cebirsel denklem esigtin ¢OzUmUunUun

bulunmasinda kullanilabilir. Bunun igin

f,(%, . %,) =0
fz()(i"' Xm):O (4'1)
fn(, 7, %) =0

denklem sistemini g6z 6énline alahmboyutlu X = R™ uzayinda

P00 = (1,06 X+ Bt )= (5,0,
biciminde tanimlanark : X - X operatort yardimiyla (4.1) sistemi

F(x)=0

operator denklemieklinde yazilabilir. x© = (xfo),m,xfno)) baslangic yaklaim olmak

uzere
F’(x(o))(x— x(o))+ F(x(o)): 0

denklemi
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F'(X(O)){Mj i,j =12, 4.2)

0Xx

j
oldugundan

39 (X{‘” - Xé?))(

i=1

X =x0)== 1,2+, x0) j =1+,m

biciminde yazilabilir ve bu denklem sisteminin= (xlxm) ¢6zUmu 1. yakkam
olarak kabul edilir vex® = (x®,---,x®) seklinde gésterilir. Benzegekilde sonraki

yaklasmalar bulunur.X = R!' Banach uzayinda Teorem 3.2'ye goére (4.1) denklem

sistemi icingu teorem dgrudur.

Teorem 4.1:x9 = (xl(o)x,(f)) baslangi¢ yaklaimi ve

fonksiyonlari icin;

1) (4.2) matrisinin determinanfl = detF'(x(O))i 0 ve

A j=1m

of, (X(O) )

0x

sayllari elemaninin kofaktori olmak tzere

wz‘ J.‘ =1...,m
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2) Ox,ydS ‘x(o)){ (X%, ) OR™: ‘)g XI(O)‘SYI_:L m}

noktalari icgin

of of
IF' ()= F'(y)., —max{Z% a;X) a)i”% j= l--,m}

< Colx=yl. ;

3) [ F ()

_ =1

4) 2myl /7, <1

olacaksekilde m,, /¢, ve 17, sayilari mevcut olsun. Bu durumda
oMyl = 1= /1= 2myl /7, <rmy/,

ise (4.1) denklem sisteminin tek bk = ( )DS,(X(O)) ¢6zUmu vardir ve bu

denklem, terimleri

iaf ( © . : X'(‘?))()ﬁ(n) _)g(n—l))z_fj(xl(n—l)'“_,xr(r?—l))

i=1

j=1---,mn=12,.-- veya kisaca

X = x("D — [F'(x(o) )]_lF(x(”’l) ) n=12,--
biciminde tanimlanan

x® = (x .. X)) n=12,--
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dizisinin limiti olarak bulunabilir.(x”) dizisi X~ géztimiine

_ - yi=2mig,)

XMW —x <
” \/1_2mo€o’70

hizla yaklair.

Problem 4.1: Bgangic yaklaim x© = (xl(o)xéo)): (0,0) olmak uizere

{xf+x22+30x2—3120 4.3)

X2 —2x, —16x +1=0
denklem sisteminin Newton metodu ile ¢6zUmunt butun
Cozim:  F(X) = )¢ +x2 +30x, —31,x% - 2x, —16%, +1), x = (x,, X, )

operatortu yardimiyla (4.3) denklem sistef(x) = oferatorli denklengeklinde

yazilabilir. F operatdrinirrrechet tlrevi;

2% 2%, +30

F'(x){_16 2 _Zj,x=(x1,x2)

matrisi old@gundan

()< 55 )

-1 -1
[l < %0 5|
30

ool ebe)-(L )

30



olur. Buradan

240 16'30/ 15

[Fhelebe) -2,

H[F'(x(o) )]_le = max{i e i} =1 m,

olur.

f,(X) =X +x; +30x, - 31
f,(X) =%’ —2x,-16x +1:R* - R

fonksiyonlari icin
of, _

6)(1_
ofy _

2x, + 30,

oldugundan/, = 4olmak tzere

2 |of. of.
IF'(0-F'(y)|, = max{Z% a')ix) — é)iy)§: j= 12}

<Lo|x-v,

oldugu elde edilir.

41
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2ol = Sop <1
_1-\1-2mig,
i Myl
=15—\/101
4
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oldugundan Teorem 4.1 dolayisiyla (4.3) denklem sisthrmiQRz;”[n]m) uzayinin

SrO(x(O’) yuvarinda X' =(x, x;) tek bir oziimu vardir. Bu ¢Szimim = (0,1)

oldugu aciktir.
Problem 4.2: F : R* . R? operatorii
F () = (3x2%, + 32 =1 + 3¢ -1

olarak tanimlanmaktadirF(x) = @enkleminin kdklerini Newton

X, = (098,032 noktasi civarinda bulun.

C6zum: Newton yonteminden bilingigibi

idi. Bu diizenlenirsex,., = x, —[F'(x, )] "F(x,) seklinde yazilabilir.

BuradaF (x)'i F(x )in jakobiyeni olarak

2

2
F'(x):[ 6;<1x23 3%’ +2x2}
ax7 + X, 3%, X5

yontemi ile

(*)

seklinde hesaplanir. Ayrica verilexy balangic noktasi yerine koyulursa
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F(x,) = (0.024384-0.146938
bulunur. F'(xo) icin verilen dgerler yerine koyulursa

( )_ —425351 363667
337203 -6.80559

bulunur.[F'(x,)]* de hesaplanirsa

0 0.296557 —0.146938

bulunur. Bu bulunan gerler (*) da yerine koyulursa
X, = (0.99309020.3060802%

bulunur. Boylece devam edilirse ve gerefliemleri yapilirsa
F(x,) = (-0.007212660.00112212

ve

[F'(x )]—1 _|~ 0.0205492 0.262897
' 0.290541 -0.13427

bulunur. Yine bu bulunan gerler (*) da yerine koyulursa
x* = (0.992780200.30644049

bulunur. Béyle devam edilirse sirasiyka@daki deserlere ulailir.
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F(x,)=(5.24612107,8.05387x107)
0290678 - 0.134547

, _ —0.0206195 0.263175
F ) [ }

Yine bu ikisi (*) da yerine koyulursa

X; =0.992779994811854 0.306440446%101449

bulunur. Aynisekilde devam edilerek

F(x,) = (0.19950x10, 2.43257x10™) [F'(x3)]_1=[_ 00206195 0'263175}

0.290678 —0.134547

bulunur. Bu iki dger de (*) da yerine koyulursa
X, = (0.992779994811232 0.306440446510209

elde edilir. Bu nokta da yerine koyulursa

F(x,)=(-138778x10"%*,-2.15106x10™)

elde edilir. Burada her adimdaki hatalar ise
F(xl) , F(xz) , F(xs) , F(x4) dir.
Ayni 6rnek basitlgtiriimis Newton yontemiyle yapilirsa

F(x,)

e = Xy T formalinden yararlanilarak
F(x)
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x, = (0.99309 0.30609 F(x,) = (-0.0007212660.00112212

X, = (0.9927650.306459 F(x,) = (-0.00003885850.000053930%
X, = (0.992780250.30643959 F(x,) = (-2.58654x107°, 7.59127x107)
X, = (0.992779980.30644047 F(x,)= (6.7785310°®, - 5.79247x10°®)

bulunur. Buradan da goruldia gibi Newton yontemi basig@riimis Newton

yontemine oranla ¢ok daha hizli yakinsamaktadir.

1r
- ,\\

0.6 ¢
0.4+

0.2 ¢+

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.1. T(X) =0 denkleminin kokii
4.2. Newton Metodununintegral Denklemlere Uygulamalari

Lineer olmayan diferensiyel ve integral denklemmeryaklgik c¢6zimlerinin

bulunmasinda en ¢ok Newton metodu kullanilir.

X(t)=[ f(t.s,x(s)Mds a<t<b (4.4)
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Lineer olmayan Fredholm integral denklemini g6z aialalim. Buradaf (t,s, x)
surekli ve x degiskenine gbre 1. mertebeden surekli kismi tlreve psaitén bir

fonksiyondur. X = (C[a,b],|f]. ) Banach uzayinda

F(X)(t) = x(t) —T f(t,s,x(s))ds ast<b

biciminde tanimlananF : X - X operatori yardimiyla (4.4) denklenki(x)= 0O
operatorli denklenseklinde yazilabilir. Bu denklem icin (3.5) Newtonrdgik
yaklasimlari su sekilde kurulur. xODC[a,b] baslangic yaklaim olsun. Birinci

yaklasim olan x (t) fonksiyonu

F'(x)h, = =F () (4.5)

denkleminden K, (t) = x,(t) - %,(t Joilinmeyen fonksiyondur) bulunur.
= =h0 - 16 s (s oas

oldugundan (4.5) denklemi gekirgek(t,s) = f (t,s,x,(s)) olan
hy(t) -Ek(t,S)n(S)dF 9o (t)

lineer integral denklemi bigiminde yazilabilir, tagta
h() =% () ~ % (1), Go(t) =z f(t.s%(s))ds— %, ()

dir. Sonrakix, (t),n=23--- yaklsgimlar
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h,(t) - [K(t,9)h,(5)ds= g, (1)

denkleminden bulunur, burada

h, (t) = %, (t) = %, (),

9n-1(0) :J. f(t,sx,_,(s)ds—x,,(t),n=2,-

dir.r > 0 olmak tzere
G={{t,s,x)OR:a<t,s<b-r<x<r}
olsun. Teorem 3.2 dolayisiy$a teorem ispatlanabilir.

Teorem 4.2:x,(t) DC[a,b] balangi¢ yaklaimi ve f (t,s,x) fonksiyonu igin:
1) f(t,s x) ve f,(t,s x) fonksiyonlarnG tzerinde surekli ve

O,s)0f[a,bf ve x,x 0O[-r.r]
icin

|16, 5,%) = f(t,5,%,) < 0% = %;

2) R(t,s) fonksiyonuk(t,s) = fx(t,s,xo(s)) cekirdeginin rezolventasi olmak tzere

max{hR(t, 9)ds:t0[a, b]} <m,
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3) ”90”00 S Pos

4) g, =2(b-a)[L+m,f¢,p, <1

olacaksekilde negatif olmayam,,/, ve p, sayilari mevcut olsun. Bu durumda
ro(b—a)(L+my)e, =1-1-q, <r(b-a)(1+m),
ise (4.4) denklemininK DW tek bir ¢6zimu vardir ve bu ¢6zim terimleri
b b b
X,(t) = j f(t,s,%,,())ds+ j R(t,s)h f(s,&,%,.(&))dE = x,.4(5) |ds

n=12.-- biciminde tanimlanarfx,(t)) dizisinin limiti olarak bulunabilir ve(x (t))

dizisi x (t) ¢oziimiine

1+m0

e,
o \/—

hizla yaklair.
Gergekten, Teorem 4.2 fdlari altindaCx, y0S, (x,) icin
[F'00-F'(y). < (b-a)o|x- .

ve

[FO)? <1+ m,

[F i), <@+ my)p,
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ifadeleri d@ru olduundan Teorem 3.2'deki m,/,7 sayilarini sirasiyla
1+my,(b-a),,(1+m)p, saylar olarak alinirsa, Teorem 3.2'nin skbarinin

saglandigl ve dolayisiyla Teorem 4.2'nin gaulugu goralur.
Q(t,s,x) = f (t,5,X) —H (t,s,X)

ve

RO®) =x(t) - [H{t, s x(9)ds

F,(9®) =-[Qlt.s. x(9)ds

olmak Uzere (4.4) denklemi
F(X)+F(X) =0 (4.6)
seklinde yazilir. Bu denklem icin (3.19) agtk yaklasimlar dizisisu sekilde kurulur.

xODC[a,b] herhangi bglangi¢ yaklaim olmak Gzere birinci yakiam olan x,(t)

fonksiyonu

Fll(xo)hl = _Fl(XO)_ Fz(xo) (4.7)

denkleminden bulunur.h((t) = X%, = X,(t Bilinmeyen fonksiyondur)

o =h) - [H (s x(9h(s)ds
oldugundan (4.7) denklemi cekirgiek (t,s) = H,(t, s, ,(s)) olan

h() - [kt 9h(s)ds= Gy (t)
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lineer integral denklemieklinde yazilabilir, buradd, (t) = x,(t) — x,(t Yye

Go(®) = [H(t:5.%,(9))ds+ [ Q(t,s, %, (s)Hs— x,(s)

dir. Sonrakix, (t),n=23-- yaklsgsimlar

h,(t) - [k(t, 9)h,(8)ds =G, (1)

denkleminden bulunur. Buradg(t) = x,(t) = x,_,(t Ve

G,2(0) = [H{t. 5. x4 (9Hs+ [Qlt. 5. %, (9Hs— %, ,(t).n = 2.3

Teorem 3.3 dolayisiylgu teorem ispat edilebilir.

Teorem 4.3:x0(t)DC[a,b] balangi¢ yaklaimi ve H (t,s, x),Q(t,s, x) fonksiyonlari

icin

1) H(t,s,x) ve H,(t,s x) fonksiyonlariG uzerinde surekli vd](t,s)D[a,b]2 ve

0%, X, D[— r,r] icin
|Hx(t,S, Xl) - Hx(t,S, X2)| < 6'0|X1 - X2|;

2) F~2(t,s) fonksiyonu IZ(t,s) = Hx(t,s,xo(s)) cekirdeginin rezolventasi olmak tzere

max{hl?{(t, s)‘ds: t0[a, b]} smy;
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3) ”Fl(xo)”w <P
4) max{hQ(t, s,x)[ds:t0 [a, b],|x — % ()| < r} <ny;

5) 0(t.9) Dfa.b]" ve Ox, %, O[-r.r] igin
QL 5.%) - Qlt, 5,%,) < Lijx, - %

6) q, =1-2(1+m,fF(b-a)l,(p, +7;)>(mL,)’ olacak sekilde negatif olmayan

m,, £, Po./70, L S@yllari mevcut olsun.

Bu durumda (1+m)(b-a)/,d,=1-1-q, <r@l+m)b-a)’, ise (4.6)

denkleminin tek birx' O S(,Oixoi ¢Ozumdu vardir ve bu ¢ozum terimleri

X,(t) = [H(t,s,%,(s)Hs+ [Qlt, 5, %,.(9))ds

+[REI[H(s.£,%,4(H)dE +Q(s.€,%,4(8)dE = x,.,(s)ds),

n= ]_,2,
biciminde tanimlanarx (t)) dizisinin limiti olarak bulunabilir ve
6, =1-y1-0 +{1+m)(b-a)L;

olmak tizerg(x, (t)) dizisinin X' ¢dziimiine yakkana hiz

o =], =72 e nt) (6 +)
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esitsizligi yardimiyla verilir.

ispat: Teorem 4.3'(in kallar altindalx, ydS (x,) igin

IR0 -F), <(b-a)s

ve
RO, <1+ m IR0 R O6), < @ mop;
olur. Ayrica, OxOS (x,) igin
RO R, < e mds;
ve Ox,yOdS (x,) icin

[P0 - R, < Lolb-a)[x- .,

ifadeleri d@ru oldusundan Teorem 3.3'teki/,m,7,,77, ve (¢, sayilarl olarak
sirastyla(b—a),, 1+ m, 01+ m)p;, L+ m, )7, ve (b—a)L, sayilar alinirsa Teorem

3.3’Un kawullarinin sglandgi ve dolayisiyla Teorem 4.3’Un gaulugu goraldr.

Teorem 4.2'nin ksullar x, balangi¢c yaklaimin (4.4) denkleminin ¢6zimune

yeteri kadar yakin oldiu durumunda sganabilir. Benzer durum Teorem 4.3 i¢in de
gecerlidir. Bu nedenle sO0z konusu 06zd@li sahip bglangic yaklaimlarin iyi

secilmesi 6nem tamaktadir.

Eger Teorem 4.3'de adi geced (t,s,x fgnksiyonu f (t,s, x ) fonksiyonuna yeteri

kadar yakin bir fonksiyon ise
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X(t) = f H(t,s x(s))ds (4.8)

denkleminin ¢6ziminin (4.4) ve (4.6) denklemlemn isglangic yaklaim olarak

kabulu faydal olur. Orngn, H(t,s,x) fonksiyonu olarak (t,s,x )fonksiyonunun

herhangi bir tam ortanorméka(s))‘,’::l fonksiyonlar sistemine gore

f(t,s,x) = z f (t, X)W, (S)
k=1
Fourier serisinirm. kismi toplami, yani
H(t,s,X) =D f, t,x)w(s)
k=1

fonksiyonu segcilebilir. Bu durumda (4.8) denklenejehere cekirdekli bir lineer

integral denklem oldgundan bu denklemirﬁ(t,s Jesolvantasi kolayca bulunabilir.

Ornek 4.2:
X(t) = Jj[1+ %xz(s)sints} ds (4.9)

integral denklemi igin birx,(t Yaslangi¢c yaklaim bulalim.

. st st
sints=st—-—— +—— —...
6 12C

Taylor formuliinden yararlanarak(t, s, X) :1+%xzsints fonksiyonuna yakin olan
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1
H(t,s,X) =1+§tsx2
fonksiyonu ele alinir. Bu durumda (4.8) denklemi
o1
x(t) = j [1+§tsx2(s)}ds (4.10)
0
biciminde olur. (4.10) denkleminin ¢6zimu
1 1
c==|s¥(s)ds 4.11
> j (9) (4.12)

olmak Uzere x(t)=1+ct seklindedir. x(t ynin bu ifadesini (4.11)'de yerine

koyulursa
3c®-16c+6=0

denklemi elde edilir. c=0, 405887bu denklemin bir ¢6zimi olgundan
%, (t) =1+ 0,405881 fonksiyonu (4.9) denklemi i¢in bir Blangi¢ yaklaim olarak

secilebilir.

Problem 4.3:x,(t) = 0.9t balangi¢ yaklaim olmak lzere;
A 3
x(t) = J'tsxz(s)ds+ Zt (4.12)
0

integral denklemini Newton metodu ile ¢ozunuz.

Cozim: Teorem 4.2'nin kaollarinin gerceklengi gosterilir. f (t,s,x) =tsxX ve

f (t,s,X) = 2tsx fonksiyonlar
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G={t,s,x)OR:0<t<1 0<s<l -w<x<o
Uzerinde surekli oldgu ve (t,s) D[O,l]2 ve X, X, [ (— oo,oo) icin
[£lt.5) = £, (t.5,%, ) = 2tsx = .| < 2x = x|
oldugu aciktir. Boylece/, = 2oldugu elde edilir. Simdi x,(t) = 09t balangi¢

yaklaim olmak tzere, k(t,s)= f,(t,s,%(s))=18ts®> cekirdeginin  R(t,s)

rezolvantasi bulunur. Bu nedenle
t 3
F(X)(t) = x(t) - j tsxz(s)ds—zt
0

biciminde tanimlanan F :C[O,l] - C[O,l] operatoriniin x,(t) = 09t noktasinda

Frechettirevi

F'(x,)h=h(t) - 2Jl-ts>g,(s)h(s)ds

1
= h(t) - 18[ts’h(s)ds
0
oldugundanq(t) DC[O,l] herhangi bir fonksiyon olmak tzere
1
h(t) - 1.8] ts’h(s)ds= q(t) (4.13)
0

lineer integral denkleminin ¢6ziminin bulunmasieger (4.13) denkleminin
1

(;('szmUc:J'szh(s)ds olmak tizereh(t) = 1.8ct + q(t )oiciminde oldgu goriiliir. Bu
0

c sayisinl bulmak icin



h(s) =1.8cs+q(s)

esitli gini s° ile carparak bulunarsigi gin [0,1] Uzere integrali alinmasi gerekir.
1 1 1
j szh(s)ds=1.8cj s’h(s)ds+ j s%q(s)ds
0 0 0
oldugu ve dolayisiyla
207
c=-—|sq(s)ds
I j a(s)
bulunur. Boylece (4.13) denkleminin ¢6zimu

h(t) = g(t) +§J1'tszq(s)ds
11
_ 36, , S
olur. BuradanR(t,s) —Ets oldugu gorular,

h 12
! Rt 9fds =7t

oldugundan

_12

max{j|k(t,s)|ds:tD[O,l]} 1

olur. Ote yandan
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go(t):gt 81 1t+§t:£t
10 104 4  40C

oldugundan

_ 21 21
. _max{4oot tD[Ol]} 400

Boylece,/, =2,m, = 12 - 2L ve b—-a= loldugundan

11 40C

11109

=2(b-a)(1+
G =2(b- )L+ m ) £opy = 1o <

110-+991

oldugu gorular. Bu durumda Teorem 4.2 dolaylswfg)a:T olmak Uzere

(4.12) denklemininx (t) O S, (xo) tek bir c6zUmU vardir ve bu ¢6zim terimleri

X, (t) = % + t.([ sxX._,(s)ds+ i—it.([ S| = x,_,(S) + sj;fxﬁ_l(f)df +§s} ds

biciminde tanimlanar{x,(t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir véx (t))

dizisi X (t) =t ¢ozimiine

. 460 (1104991} =12

[ -], < Joo1| 110

hizla yaklair.

Problem 4.4:

1

J'(1—3xy)u(y)dy—u(x):x3 Fredholm integral denklemini yamuklar yontemiyle
0

¢Ozunuz.
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C6zUm: Burada = 0 veb = 1'dir. [0,1] aralgl
X, =0,%, =025 x, =05 x, =075u; =1
seklinde ayirilsin.
X =0 icin
1
j(l—O)u(y= dy-u(0) =0° elde edilir. Buradaki integralimizin yerine ninieri

0

metotlar kullanilirsa

%[u (0) + 2u (025) + 2u (05) + 2u (075) +u@®)] -u(0) = 0

elde edilir.

X, = 025 igin

1
j(l— 075y)u(y)dy-u (025 = (025° elde edilir. Gene burada da yakla
0

hesaplama

}{(1— 075[)u(0) + 2(L- 075025 (025) + 2(L- 075[D5)u (05) ﬂ - (025) = (025)°

8| + 2(1- 0750075 u (075) + (L— 0.75)u(l)

elde edilir.

X; = 05 i¢in
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(1— 3(0.5)y)u(y)dy—u(0.5) = (05)° elde edilir. J'k(xi,y)u(y)dy—/}u(xi) =f(x )

O ey

formulu dolayisiyla

1 {(1— 15M)u(0) + 2(L- 1.5025u (025) + 2(1- 15D5)u (05) +

8| +2(1- 1L5075)u (075) + (L- 175)u(l) } ~u(05) = (05)

elde edilir.

X, = 075 i¢in

(1- 3(075)y)u(y)dy-u (075) = (075)° elde edilir. Buradan

O ey

1 {(1— 225M)u(0) + 2(L- 225[025)u (025) + 2(L- 225[D5)u (05) +

8|+ 2(1- 225[D75u (075 + (L- 225[u() }U (075 = (079)

elde edilir.

Xg =1igin

1
J'l 3y)u(y)dy—-u() =2° elde edilir. Buradan
0

1[(L-3M)u(0) + 2(L- 31D25)u (025) + 2(L- 3[D5)u (05) +
8|+ 2(1-3[D75u (075 + (L-3M)u()

}—u(l):l

elde edilir.

Boylece be bilinmeyenli bg lineer denklem takimi elde edilgniolur. Gerekli

duzenlemeler yapilip katsayilar matrisigiuulur.
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-7/8 14 1/4 Y4 18 \( u(0) 0
18 -51/64 532 7/64 132 ||u(025| | 164

18 532 -1516 -132 -116|| u(©5) |=| 18
18  7/64 -1/32 -7564 -5/32||u(075 | |27/64
18 116 -18 -516 -54 JluQ) 1

A matrisinin inversini aliniX matrisiyle soldansieme sokulur

U =inversA X
u(0) -257/192 -5396 -41/96 -2996 -17/192 0
u (025 -53192 -137/96 -29/96 -17/96 -5/192 1/64
u@5b) |=| —-41192 -2996 -11396 -596 -7/192 1/8
u (075 -29192 -17/96 -5/96 -8996 19192 27/64
u@ -17/192 -5/96 7/96 19/96 -167192)\1
U inverg( A) X

Buradaki gerekliglemler yapilirsa:

u(0) ~0.27799
u(029| |-0.160807
u(05) |=| -0.13737
u(075 | |-0.301432
u() - 0.746745

elde edilir. Goruldgu gibi ¢cozim bg adet nokta ikilisi olacalsekilde bulundu.

Simdi bu noktalarimizi fonksiyon tzerinde gosterelim
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02 0.4 0.6 0.8 T.Io
1

Sekil 4.2. j(l— 3xy)J(y)dy— u(x) = x* denkleminin ¢oziimii
0

[0,1] aralgl dort alt parcaya bolinngiil. Bu aralik sayisi artiriiginda gercek
¢6zime daha cok yakldacasl unutulmamalidir. Aagidaki iki sekilde [0,1] aralg

sirasiyla 9 ve 99 alt parcaya ayrgehida bulunan ¢cézumler gézikmektedir.

Sekil 4.3. [0,1] araft1 9 alt parcaya bolingiinde elde edilen ¢6zim



62

Sekil 4.4.[0,1] araft 99 alt parcaya bolingiinde

Problem 4.5:  Uuy(x) = 05x balangic yaklaim olmak Uzere;

1
u(t) = J'xyuz(y)dy+%x integral denklemini Newton metodu ile ¢6ziniz.
0
Cozum:
1
2 3
U, (x) = 0.5x; u(x) —J'xyu (y)dy—zx =0
0

non-lineer integral denklemi Frechet tirevi yardiiaiineer integral denklem haline

getirilir.

hy (%) = [ 2xyw, (), (y)dy = =F (u,)

1
simdi de F(u,) = u, —J'xyugdy—gx olup u, = 05x yerine yazilirsa
0
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1
F(u,)= 05x- I xy (05)° xzdy—gx
0
1
= —025x - j x%y (025)dy
0

2 1
= - 025x - x® (025)
2 0

= -025x-0.125¢*

O halde- F(u,) = 025x +0.125¢* olur. Bu dger yerine yazilirsa

1
hl(x)—J'xzyhl(y)dy: 025x +0.125¢° integral denklemimiz lineer hale
0
getirilmis olur.
Buradan sonrasi lineer integral denklem c¢oziminderdgimiz formullerle elde

edilir. Mathematica programi yardimiyla a=0;b=1egrial sinirlari icin, N=9 arga
bolunerek

1
Xl—O,X2—§,
X, =2 %, =2,

9 9
X =2 x =2,

9 9
w =9 w1
T 9" 9o
XQZS’Xlozl

seklinde ayrilsin.K (x,t) = x?y lineer integral denklemin cekirgilir.

f(x) = 025x+0.125x> Mathematica programinda veriler girilerek elde ledi

sonuglara gore ¢cozumumuz
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0
0.0297569

0.0641578
0.104232
0.151007
¢Ozum=
0.205513
0.268778

0.341832

0.425702

©lo OolNwlNn olo ol Wik Ol Ol O

1 0521418

elde edilir. Goruldgu gibi ¢ozumimiiz on adet nokta ikilisi olacgdkilde bulundu.

Simdi bu noktalar mathematica yardimiylg(x) = 0.5x baslangi¢ fonksiyonumuzun

tzerine eklenirsesagidaki birinci yaklgim grafigi elde edilir.

0.8F
0.6
04F

02F

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.5. [0,1] arafiini 9 sit parcaya bolindgiinde elde edilen ¢6zim
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Biz [0,1] aralgini dokuz alt parcaya bolngilk. Bu aralik sayisini artiigimizda
gercek ¢cbzime daha cok yayla. Asagidaki sekilde [0,1] arakkini 99 alt parcaya

ayirdgimizda bulunan ¢oézimler géztukmektedir.

1o}
08}
0.6}
04}

02F

Sekil 4.6 [0,1] arafgi 99 parcaya ayrilginda elde edilen ¢ozim

Goruldigi gibi ¢ozimumizy = x egrisine yaklgmaktadir.
Problem 4.5:x,(t) = 001+ cos27t baslangi¢ yaklaim olmak tzere

1
X(t) = —%T'[tsin27sx2(s)ds+ cos27t (4.14)

integral denklemini Newton metodu ile ¢6ziniz.

C6zum: Teorem 4.2'nin kallarinin gerceklengi gosterilsin
7, .
f(t,s,X) = —Etsm27“sx2

ve
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f, (t,S,X) = —7tSin278X
fonksiyonlarinin

G ={(t,s,x)IR*:0<t<10< <100 < X< +oo]
tizerinde stirekli oldgu ve Ot,s) 0[04] ve x,x, (- e, +) igin

|£(t,5,%) = f,(t, 5,%,) = 72 [sin278 [x, — %,| < 7%, — x,|
oldugu aciktir. Boylece/ , = 71 olur.

simdi  k(t,s)= f (t,s,%,(5) = -7tsin275(001+ cos27s)  gekirdeginin  RIt,s)

rezolventasi bulunur. Bu nedenle
ﬂl
FOO =x(0) +5 j tsin27sx(s)ds— cos27t
0
biciminde tanimlanar : C[04] - C[0]] operatoriiniink(t Hoktasinda — tiirevi

F'(x,)h = ht) + ITJl-'[SiFIZIB)gh(S)dS

1
=h(t) + ﬂjtSiﬂZ]B(0,0l+ cosZns)h(s)ds
0
oldugundanq(t)DC[O,l] herhangi bir fonksiyon olmak tzere

h(t) + ﬂjtsin2ns( 001+ cos27s)h(s)ds = q(t) (4.15)
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lineer integral denkleminin ¢6ziminin bulunmasieler (4.15) denkleminin

¢Ozumu
1
¢ = [sin27s(001+ cos27s)h(s)ds
0

olmak Uzereh(t) = —-7ct+q(t )biciminde oldgu gorulir. Buc sayisini bulmak igin
h(s) =-cs+q(s) ssitli gini sin2ns(0,01+ cosZns) ile carparak bulunans#ligin

[0,1] uzere integrali alinmasi gerekir. O zaman

1
[sin278(001+ cos27s)n(s)ds
0

1
= —mj s(001+ cos27s)sin27sds (4.16)

0

+ [(001+ cos27s)sin27sq(s)ds

O ey

oldugu ve

1 1 1
[s(001+ cos27m)sin27sds= 001 ssin27sds+ [ scos27ssin27sds
0 0 0

-if-4)(2)
27T 8
13

10Cn

oldugundan (4.16) gtli gi dolayisiyla

100
c= EJ'(O,OH cos278)sin278q(s)ds
0

olur. Boylece, (4.15) denkleminin ¢6zimu



h(t) = q(t)—@jt 001+ cosZns)stnsq(s)ds

olur. BuradanR(t,s) = —%t(OOH c0s278)sin27s oldugu goriilir.

10077 01

1
J'|R(t,s)|ds— - tJ'|001+ cos27g |sin27gds< —— 1 o !
0

oldugundan

max{ﬂR(t s)|ds: tD[O,l]} 01

ve dolayisiylam, = %1 oldugu gorulur. Dger taraftan,

1
(1) = %, (1) +%Tjtsin2ns>§(s)ds— cos27t

0
]7_1

= 001+ Ej'tsians(O.Ol+ cos27s) ds
0

T 1 1

= 001+ (O.O])ZEtJ'sinZIBds+ O.OmjsinZJBcosZJBds
0 0

1
+ 4+ I—ZTJ'tsianscos2 278ds

=001
oldugundan|g,|_ = 001 dir.

Boylece ¢, = m,m, :18£71’ P, = 001, b-a=1 oldugundan;

68
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35344 <1

—o(h _ 2 _
9o = 2(b~a) (L+m, )¢, p, 37845

olur. Bu durumda Teorem (4.2) dolay|5|yﬂ‘.;1:ﬂ 1—1/171553 olmak Uzere
18871 189225

(4.14) denkleminin tek bix (t) O Sroixoi ¢6zUmu vardir ve bu ¢6zim terimleri

1
X (t) = —gtj'sin2ns>§_l(s)ds+ cos27t
0
1
+@tj(0.01+ COS27B)sin275
87

Eﬁxn_l(s) + 2 [sin2ms ()¢ - coser}ds, n=1..

biciminde tanimlanar(x,(t)) fonksiyon dizisinin limiti gibi bulunabilir ve(x,(t))

dizisi, X (t) = cos27t ¢oziimiine

47 18992 174555 "
<— 1- n= 1’ ...
©»  2175V17455 189225

% -x

hizla yaklair.

Problem 4.6: Newton yontemini kullanaragegadaki Volterra tipli

2
1440
1+t

$09 = |

integral denklemini ¢6zelim.

Co6zum: Bu denklemi birinci yak§ami ¢,(x) = O alarak ardyk yaklagimlar yontemi

ile asagidakisekilde ¢cozulebilir.
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@,(x) =0 olsun

X

dt
@.(X) =‘[1+t2 = arctanx

0

X

1+ arctarf t 1
j = arctanx + 3 arctart x

0

2

A+ (arctart + ; arctar tj
(9 = |
0

1
. dt = arctanx + = arctart x +
1+t 3

+ 2 arctanm x + L arctar X,
3x5 7x9

arctarx =u yazilirsa¢,(x ) icin elde edilen ifadeB, ler Bernulli sayilari olmak

uzere
2v [H2v
tanu = ( 1" ‘152—) B, u®™, |u|<7—T
= () * 2

ile kiyaslanirsa

lim ¢, (x) = tan(arctarx) = x
n- oo

oldugu goralar. ¢(x) = x’in verilen integral denklemin ¢6zUmu olgw ise kolayca

anlasilabilir.

Simdi ise verilmi Volterra integral denkleminin Newton metodu ilezgininu

argstiralim. Bu maksatla denklem

FO00 =900 12 o

0

operator formunda yazihi='(¢ ) Frechet tirevini bulalim, bu tirev
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F@00n =9 - [ 28 ot

olur. Bundan sonra Bngi¢ yaklaimimizi ¢,(x) = 0 almakla gagidaki sekilde

F'(# )0, = =F(8,)(x)

Newton ardgik yaklagimlari olusturulur. Bu ifadeden bulunah, (t) = ¢,(t) —@,(t )

bilinmeyen fonksiyonlari yardimi ile
¢,(t) =h,(t) + 8,4 (t)

dizisi olusturulur ve aranan ¢6zim bu dizinin limiggklinde bulunur. Bu problem

icin yazilms mathematica programi ekte veriltiri.

Problem 4.7:x,(t) = Obalangi¢ yaklaim olmak tzere

{x"(t) -[x®fF = fm.0<t<1 (4.17)
x(0) = x(1) =0

sinir - dger problemini Newton metodu ile ¢6zinuz. Buratﬂét),[o,l] Uzerinde

surekli bir fonkisyondur.
Co6zum: Bilindgi gibi
-X'(t)=9(), x(O0)=x0)=0
sinir - dger problemininCz[O;L] den olan ¢6zimu

S@-t), O<s<t<lise

M(t,s) = .
(t.9) {t(l—S), O<t<s<lise
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olmak Gizere
x(t) = i M (t,s)g(s)ds

biciminde oldgundan (4.17) problemt[01] uzayinda
X(t) = —i M (t,9)[x(s)]" ds~ j M (t,s) f (s)ds (4.18)

lineer olmayan integral denklemine denktif(t,s,x) =-M (t,s)x* fonksiyonu ve

onun f,(t,s,xX) =—-2M (t,s)x kismi turevi,

G ={(t,s,x):0<t<1,0<5<1 -0 < X< oo}
tizerinde stirekli oldgu ve O(t,s) 0[04) ve x,,x, 0(- w,) igin
|£(t,5,%) = f,(t, 5%, ) =2M (t,9) [x, = % <|% = %,| Ve ¢, = 1 oldugu aciktir.

F(X)(t) = x(t) +j|v| (t,s)[x(s)]zds+f|v| (t,s) f (s)ds

biciminde tanimlananF :C[O,l] - C[O,l] operatoriinlinx,(t) = OnoktasindaF —

tlrevi
F'(x, )h(t) = h(t) + 2} M (t, )%, (s)h(s)ds= h(t)

oldugundan F'(xo)= | birim operatdrdir. Dolayisiyla
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R(t,s)=0 ve m,=0

olur. Diger taraftan
1
9s(t) = -F()(t) =-[M t,9) f (5)dls
0
oldugundan
1
lgo|., < | f]., max{[ M (t,s)ds:0<t < 1}
0
olur.
1 t 1 1
[M(t.s)ds= [s(L-t)ds+[t(1~ s)ds= - (1-0)t
0 0 t
oldugundan
1
lodl.. < 5lfll.
ve dolayisiylap, =:—$|| f|, olur. Boylece,
1
@ =202t m,) poty = 261, =7 ],

olur. Eger %||f||oo <1 ise Teorem 4.2 dolayistyllf| <4 ise (4.18) denkleminin

f .
rh,=1- 1—% olmak tzere tek bix DSrofxoi ¢O6zUmu vardir ve bu ¢6zim
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X (t)=- j M (t,s)[x_,(s)] ds— j M (t,s) f ()ds n=12,-

biciminde tanlmlanar(xn(t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir vcéxn(t))

dizisi X 0S, (%) ¢6ziimiine

{1- 1-”f"w}
4
HX”_X*HOOS ”f” é”f”w ,n=12,--
J1‘4°°

hizla yaklair.
Problem 4.8:F :Cz[a, b] - C[a, b] operatoru verilsin.

Y, =cost(t), y(0) =1,y'(0) =0 F(y)=y" +sin(y) i¢cin F(y)=0 In Newton

yontemiyle ¢ozumuni bulunuz.

CO6zum: Bu operatérimuz lineer olmghidan Frechet tlrevini almaliyiz. Bunun

icin;
F(y+h)=(y+h)"+sin(y+h) ve
F(y) = y" +sin(y) oldusundan

F(y+h)-F(y) =(y+h)" - y"+sin(y + h) = sin(y)

olur. Ayrica sin(y + h Jin h civarinda Taylor seri acilimina gegilirse
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sin(y + h) =sin(y) +sin'(y)h + —2% sin (y) h* +

seklinde yazilabildiinden
F(y+h)—F(y) =h"=sin(y) +sin(y) +sin'(y)h+ ——==
olarak yazilabilir. Buradan

F(y+h)-F(y) =h"+sin’ (y)h+Sn () h2 +......

w(h)

cikar.

I|m ||a”)£]”)|| =0 oldugundanF operatorinunFrechettirevi mevcuttur
F'(y)h=h"+sin'(y)h

Ayrica,
esomen 2

:hlzﬁ_lf,( c;) (yl_yo:hl) F'(yo)h:_F(YO)

oldugundan ve buldgumuzFrechettlrevi yerine yazilirsa
h" +Cody, ) th=-F(y,) olur.Simdi y, =cost y(0)=1 y'(0)=0

yaklasimi ile Newton ydntemini uygulamayagdbarsak
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h" + Cogcost) [h = —(cos"t +sin(cog))
h" + Coqcost) [h = cost —sin(cog) h(0)=0 h'(0)=0

olur. Simdi bu denklemin ¢6zumi icin doérdinct derecedendeuKutta metodunu

kullanalim.
h=u(t) h"=v(t) h"=V(t) u'(t)=v() icin,

u'(t) = v(t)

V/(t) = —Cosgcost) [u(t) + cost) - sin(cos) olur.
u't) = f(t,uv) ve Vi(t)=g(tuyv) dersek;
f(t,uv)=v ve

g(t,u,v) = cos) - sin(cos) - Cogcost) [u
haline getirilir.

t=0 u(0)=0 v(@) =0 0=001 (o artim miktar) iken Runge Kutta metoduna

gecilirse

v(0) = v, u@ =u, icin
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h h h
Ky = g(to +§’ Uyg +Ek12’ Vio +§k22j

ky, = f (to +h, Uy, +hky,, vy + hkzs)
Koy = g(to +h, Uy, +hk, vy, + hkzs)

formdalleri kullanilirsa yeni noktalarimiz;

h
U, = Uy +E(k11 + 2k12 + 2k13 + k14)

h
Vin = Vo + E (k21 + 2k22 + 2k23 + k24)

olur. Yani:

k, =0 k., = 0.000792645 k,, = 0.000792616 k,, = 0.00158521
k,, = 0.158529 k,, = 0158523  k,, =0.158521  k,, =0.158502

elde edilir. Buradan yeni noktalarimiz
u, =7.92622x10° v,, =0.0015852
cikar.

Simdi elde ettgimiz bu u, ve v, deerlerini bata aldgimiz v,, ve u,
degerleri ile degistirelim (u,, yerineu,;, ve v,, yerinev,;). Ve baglangi¢ noktamiza

her bir adimimizdad = 00Jartimi verelim. Boylece ¢ikan gerleri daima bir
oncekilerin yerine koyup devam edelim. Sonuctasékilde 100 adim yaparsak her
bir t noktasina karlik gelen u deserleri icin olwan nokta ikilileri bizim h
¢6zUmimuz olur. Bu ¢6zimimuize (nokta ikilileriney onksiyon uydururuz.

(Nokta ikililerine fonksiyon uydurma mathematicee ilyapildi.) Ve h=y, -y,

esitli gini kullanirsak y, =h+y, den birinci yaklasmimiz olany, = h+cost olacak
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sekilde elde ederiz. Bu elde gitniz birinci yaklgimimizin fonksiyonu cizilirse

Sekil 4.7 elde edilir.

05 F

05 F

Sekil 4.7. Birinci yaklgimimiz sonucunda elde edilen grafik

h" +Cody,)th=-F(y,) denkleminde yakiamimizdaki y, =cos¢ ) yerine y,
fonksiyonu ele alinir ve Newton yontemini uygulgmmaevam edilir. Ve bulunah,

¢ozumindeny, = h, +y, deny, yaklssimimiz elde edilir.

1.0
0.3 \ /\
2 4 6 8 10

05

LOE

Sekil 4.8.1kinci yaklasimimiz sonucunda elde edilen grafik
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Gene bu buldgumuz y, yaklsgsimini denklemimizde kullanip Usttekilemler

tekrarlanirsay, yaklasimi elde edilir.

1.0

05F

[39]

=
ok
o
=)

05

Sekil 4.9. Uguincii yakl|amimiz sonucunda elde edilen grafik

Ayni sekilde devam edilirsey, yaklasimimiz gagidaki gibi olur.

Lok

Sekil 4.10. Dordinct yakiamimiz sonucunda elde edilen grafik

Sonu¢ olarak sagida da gorulege gibi bu yaklgim gercek c¢cozimimuize cok
yakindir.
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Sekil 4.11. Mathematica ¢6zimu (gercek ¢oziim)

Y, =cos() ile balayan yaklaim dizisi y,(t), y,(t), y;(t) hesaplanarak grafikleri

cizilmistir. Bunlarin gergek ¢ozumle arasindaki mutlak lzatasagida verilmatir.

0.04
0.03F

0.02f

Sekil 4.12. Mathematica ¢6zimu ile birinci yafain mutlak farki
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Sekils 4.13. Mathematica ¢6zuimu ile ikinci yagttain mutlak farki
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Sekil 4.14. Mathematica ¢6zimu ile Gg¢lncl yaktan mutlak farki
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0.0015F

0.0010F

0.0005

Sekil 4.15. Mathematica ¢ozumu ile dordinci yaiktan mutlak farki

Ama dordinci mertebeden sonra Newton metodunun’akingama hatasi

azalmaktadir.

Problem 4.9:
1 2 1
(1) = J- eSe 6l gs + \/__m[et—l _ 1] (4.19)
0

integral denklemini Newton metodu ile ¢6ziniz.

Cozum: ¢(t) =t fonksiyonu (4.19) denkleminin bir ¢6zimuU ofgundan x(t) = 0

fonksiyonu
1 2
X(t) - J' et [e‘z*g’(s)‘X ©® —1jds=0 (4.20)
0

denkleminin bir ¢ozimu oldiw aciktir.

H(s,x) =e2/* " —1
Q(t,s,x) = (1— es“‘l))(e‘Z@’r2 —1)
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ve

() =x(t) = [H(s,x(9))ds

(91 = x1) - [Qlt, s, x(s))ds

olmak Uzere (4.20) denklemini
F(X)+F(x)=0

operatorli denklemeklinde yazabiliriz. Teorem 4.3'Un kallarinin gerceklgtigini

gosterelim.0<r < lolmak tzere
% DS (6) = {xmc[o;t] X, < %}
2

ve

G:{(t,s,x)D R’ :Ost,ss],xo(s)—i2

< X< xo(s)+L2}

olsun.

H(s,x) =e2/> " —1
H,(s,X) = —2(\/5 + x)e‘z*gr‘r2

fonksiyonlarininG tzerinde surekli olduklar aglktlg(x) =-2/sx- x? olmak iizere

Osofoa] ve Ox,,x, D[xo(s)—iz,xo(sﬁﬂ igin

H,(s)~ H,(5.%) = 205+ x, fe2) — 90+ 2(x, - x, Jeet*)
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olur.  g(x)-90x)=-2Vs(x ~x)=(x-%)(x+x)  olduwundan,  her

X, %, D[xo(s) —Lz,xo(s) +L2}(Os s<1) igin

bulunur. Bu nedenl@sD[O,l] ve 0x;, X, D[xo(s) —%,xo(s) +%}(Os ssl) icin

Ho(5.%) ~ Hy(s. ) < 2L+ 201+ 1), - x|

olur. B(‘jyleceﬁ_’ozz(1+ 2(1+r)2) olur. x,0S,(6) bir balangic yaklaim olmak

2
tizere  k(s)=H (s,x(s) = —2(\/5 + xo(s))e‘”g'“‘s)‘xg ®  cekirdeginin  R(S)

rezolventasini bulahim. Bu nedenle
1
(1) = x(t) - [H(s, x(s))ds
0
biciminde tanlmlanarFl:C[O,l] - C[Ol]operatdrUnU%(t noktasindd — tirevi
1 2
Fll(xo)h(t) =h(t) + 2.[ (\/E + XO(S)k—Z«/Ero(s)—ro (S)h(S)dS
0
oldugundanq(t) DC[O,l] herhangi bir fonksiyon olmak tzere

h(t) + 2J1' (\/5 + xo(s))e‘mroz ©h(s)ds= q(t) (4.22)



85

lineer integral denkleminin ¢6ziminin bulunmasieler (4.22) denkleminin

¢ozUmu

c= 2J1' (\/5 + xo(s))e‘z&’(s)‘“zh(s)ds (4.23)

0

olmak tzereh(t) = q(t) —c bicimindedir. h(t Ynin bu ifadesini (4.23) denkleminde

yerine koyulursa

{“ Zj' (\/g 4 XO(S))e—z@m(s)—ré(s)ds} _ Zj‘ (\/g + xo(s))e‘Z@"(S)_'°Z(S)q(8)ds

0 0

denklemi elde edilirx, JS, (8) baglangi¢ yaklaim igin
2

1
T(Xo) =1+ 2-[ (\/g + XO(S))e—zx/Ero(s)—rOZ(s)dS;/_. 0 (4.24)
0

kosulu salansin. Bu durumda

2 7 —oVsro(s)-12
c=—— [Ws+x,(s))e?5® " Eq(s)ds
T(% { orx(s)

oldugu gorultr.Boylece (4.22) denkleminin ¢ozimu

ﬁ(S) = __2(\/5 + )(O(S))e_Z\/E"o(S)—fo2 (s)

T (%)

olmak Uzere

h(t) = [F(6)]a() = a@t) + [R(s)a(s)ds
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bulunur.
ﬂﬁ(s)\dssiﬂ(fs +x(9)| e/ s
2 ()5
oldugundan Teorem 4.3’tekiy, sayisi olarak
— 2 1 _ 2
= \/§+ 9)le 2Vsr5()~14 (S)ds
= g NS %)

alabiliriz.

1
P = max{ X (t) - J'(e‘z*@‘)(s)‘“)z(s) —1)ds
0

't [O;L]}

1
= max{jl— es(t—l)‘e—Zx/gr(S)—rz(S) _]xds: t[] [O,l] X(s) < r}

diyelim.

Her (t,s) O[04 ve Ox,x, O[-r,r] igin

Qfts, %) -Qlt.s,x,) = ‘ 1-e¥ )(eg(xl) - eg(xzq
<fe-ue -

oldugundan Teorem 4.3’teKi, sayisI olarald: =2(e-1(r +1) alinabilir.

Boylece, Teorem 4.3 dolayisiylg S, () balangic yaklaimi igin (4.24) kaulu
2

ve
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o =1-2a+m (o5 +7,)

> L.
(l+ﬂ)7’050 :Jl—q_[) B
<r(1+ﬂ)%

esitsizlikleri gercekleniyorsa (4.21) denkleminin tek x (t) =0 ¢6zumii vardir ve

bu ¢6zim

R(s) = %xlo)(\/g + xo(s))e—zﬁrow)—ré(s)

olmak uzere terimleri

1
X (t) = - J‘ es(t-D) (1_ e—zﬁrn-l(s)—xn-ﬂs))ds
0

O ey

1
R(S){Xn_l(s) + je“(s‘l) (1— g /P )dr} dsn=12-
0

bigiminde tanimlanan(x,(t)) dizisinin limiti gibi bulunabilir ve (x,(t)) dizisinin

X (t) =0 ¢ozimiineg, =1-/1-q, + (1+ ﬂﬁ olmak tizere

= B e b e

2
hizla yaklair.

Problem 4.10:

{_ﬂa)+f@xa»:09<t<l (4.25)

x(0) =a,, x() =a,
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sinir-deger problemini Newton metodu ile ¢Ozuniz. Buraddt,x ve f (t,x)

fonksiyonlari
G={t, 0 OR:0<t<1 - <q <+o}
tzerinde surekli fonksiyonlardir.

Cozim: X =C®[01] ve Y=c[01]*R?® olsun. xOX ve y=(q,d,d,)OY

elemanlarinin normlari sirasiyla

X =+ - I =, ++/dZ +a3
biciminde verildginde (X||[|11A) ve (Y||[|ﬂ) Banach uzaylari oldiu aciktir.
F() ={-x"(t) + £ {t,x(t))};x(0) - @5, X(1) - @} (4.26)

biciminde tanimlanak : X — Y operatori yardimiyla (4.25) problenft(x)= O
operatorli  denklem seklinde yazilabilir. F:X -Y operatorunin Ox, 0 X

noktasindd — ttrevlenebilirdir ve

F'(x)h={=h"(t) + ,{t. % ®)n(t): h(0), h(D}
olur. Heru,vO X icin

F'(h-F'Wh={f,(t,u®)- f,{tvo)n:;00
oldugundan

[F(wh - o s LN @a7)
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olur, burada
L =max{|f, (t,u()) - f,(t.vt)):t O[od]}
Xuzayindar > Oyaricaph
S 06)=x0 X x= x|, =[x=x, +[x - x], <r}
yuvarina bakalim. ger herhangiu,v S, (x,)
| £, (t,uc) = £, (t,vD)) < qu(t) - v(b)
olacaksekildel > 0 sayisi varsa (4.27}itsizligi geresince Ou,vO S, (x,) igin
[F@)=F . < tu-v,

bulunur. 77> 0 yeteri kadar kiigiik sayi olmak tizefE(x,)|, <7 olacak sekilde

X, 0 X fonksiyonu mevcut olsun. (4.26) dolayisiyla bu

[=x @+ £ (@), +1(60 -a) + (60 -a) <7
olmasi demektir. Hey = (g,a,,a,)0Y igin

—h'(t) + £, (t. %, ()h(t) = a(t)
h(0) = ay,h@) = a,

lineer sinir-dger problemininh(t) O X ¢6zdmdi igin

Il < m{ll, )+ a5 + a7 = my



1

olacaksekilde m > 0 sayisi var olsun. B»[F'(xo)]_

durumda

I[F G )R ()

<smly

XY

olur. Bzer g =2mn¢ < 1ise Teorem 4.2 dolayisiyla

rO:(l—\/Tq)/mésr

XY

90

<m olmasi demektir. Bu

olmak iizere (4.25) sinir-ger probleminin tekx O Srofxoi ¢6zUmu vardir ve

=X, (1) + £ (% 0))Xa () = F(t %), () =  (t.x, 1))

Xn+1(0) = aO'Xn+1(1) =a,n= 01---

lineer sinir-dger problemlerinin ¢ézimlerinden ghan (xn(t)) fonksiyon dizisi

x 0S_(x) cozimine

o1, 58

hizla yaklair.



BOLUM 5. SONUC

Bu calsmada Newton metodunun lineer olmayan (cebirsekrélifsiyel, integral)

denklemlerin ¢6zimune uygulandetayl ele alindi. Bé&a Newton metoduna teorik
bir zemin olmasi agisindan daralma dgmi prensibi acgiklandi, ardindan reel
deserleri ve reel dgiskenli sonuclar icin Newton metodu verilerek ¢c6zugmi

problemler ile konunun ve uygulanmasinin kavranraggandi.

Lineer olmayan denklenmelerin Newton metodu yardienyaklgik ¢ézimlerinin
bulunmasinda ihtiya¢ duyulan operatérlerin tiraylexel degerli ve reel dgiskenli
fonksiyonlar icin verilmg tirev tanimindan yola cikilarak bu tanimin uygurgeck

ile operatorlerin tirevlerine genedteilmesi seklinde agiklandi.

Newton metodunun operator denklemlere uygulaic temel teoremseklinde
verilerek bu metodun sirasi ile cebirsel integra diferensiyel denklemlere
uygulang! teorik olarak ifade edildi. Ardindan ¢ok sayid&zgimis problemler ve bu
problemlerin bazilarinin ¢ézimda icin yazilan mathéoa programlari ile bu tur
problemlerin ¢6zUmu i¢in sik¢a kullanilan bu metodiderligi hakkinda yeterli bilgi
verildi. Yazilan mathematica programlari ayricainezonunda yer alan ekte

verilmistir.
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EKLER

Problem 1.1. icin Mathematica Programi

%0 =-T; M= 15; § = 0.0000000001; £ = ¢.0000000001;

£[x_] = Exp[x] - 1.5 - AarcTan[x]; Plot[£[x], {x, -20, 1}];

Do[xl=x0- £{x0]/ £’ [x0]; v= £[x1]; I£{Ox[Aba[xl - x0] < §, Rba[v] < ¢], Goto[l0]];
x0 = x1; Print[®n=", n, "x1=", x1, tv=t, v], {n, 1, ¥}]; Label[10];

FindRoot [Expx] - 1.5 - ArcTan[x] = 0, {x, -14}] Print["x1l=", x1, "v=", V]

Problem 4.2. icin Mathematica Programi

‘

0.98
Elx_, v ] :=3*x"2+y+y"2-1;g[x_,y_]:=x"4+x»xy"3-1;h0= [ ]

0.32
_ Aaxf[xl Y] ayf[x' Y] f{x' Y]
" loxglx, ¥) dyalx. ¥] a[x, ]
h= N[{Inverse[J /. {x-hO[[1,1]], y-»ho[[2, 1]]}]]-(F/. {x-+hO[[1, 1]], ¥y +hO[[2, 1]1}):
hl=h+h0; vw=-F/ {x->h1[[1, 1]], Y= B1[[2, 1]]}; I£[Or[Norm[hO - h1] < §, Norm[vv] < €],
Goto[10]; hO0 = hl; Print["™n=", n, "hl=", hl, "vv=", vv], {n, 1, 120}]; Label [10]:
grl = Plot3p[f[x, ¥], {x, -1, 1}, {¥y, -1, 1}]]; gr2 = Plot3D[g[x, ¥], {x, -1, 1}, (¥, -1, 1}}:
show(grl, gr2];

; 8=0.0000000001; €=0.0000000001L; F= [ ];Do[

7

Problem 4.6. icin Mathematica Programi

Clear[kk,ff];
a=0;b=4;nn=4;h=(b-a)/(nn-
1);kk=Table[0,{nn},{nn}];ff=Table[0,{nn},{1}];z=Tab le[0,{nn}{2}];
k[x_,y_1:=0.;
fix_]=ArcTan[x];kk[[1,1]]=1.;Do[ff[[i,1]]=N[fla+(i- 1)*h]],{i,1,nn}];
Do[kk([[i,1]]=-0.5*h*k[a+(i-1)*h,a],{i,2,nn}];
Dol[kKk[[i,i]]=1-0.5*h*k[a+(i-1)*h,a+(i-1)*h],{i,2,nn H;
Do[

Do[

KK([i,j]I=-k[a+(i-1)*h,a+(-1)*h];

{1,2,i-13.{i,3,nn}};
sol=Inverse[kkK].ff;
Dolz[[i,1]]=a+(i-1)*h;z[[i,2]]=sol[[i,1]].{i,1,nn}] ;
gll=ListPlot[z,PlotJoined - True];
birgdz=Interpolation[z];g12=Plot[bir¢dz[x],{x,0,4}]
Show[g11,g12];
kk=Table[0,{nn},{nn}];fi=Table[0,{nn},{1}];z=Table[ 0.{nn},{2}];
K[x_,y_T:=(2*bircoz[x])/(1+y"2);

x1 Lbirgoz LyLL"N2

- by
fix = O 1 ynr2 -
bircoz[x];kk[[1,1]]=1.;Dofff[[i, 1]I=N[f[a+(i-1)*h]] {i,1.nn};
Dol[KK[[i, 1]]=-0.5*h*k[a+(i-1)*h,a],{i,2,nn}];
Do[KK([i,i]]=1-0.5*h*k[a+(i-1)*h,a+(i-1)*h].{i,2,nn 1k

Do[



KK([i,j]I=-k[a+(i-1)*h,a+(j-1)*h];
1{j!21i_1}]1{i13!nn}];
sol=Inverse[kK].ff;
Do[z[[i,1]]=a+(i-1)*h;z[[i,2]]=sol[[i,1]]+bir¢oz[a+
g21=ListPlot[z,PlotJoined - True];
ikicoz=Interpolation[z];g22=Plot[ikic6z[x],{X,0,4}]
Show[g21,922,923];

kk=Table[0,{nn},{nn}];ff=Table[0,{nn},{1}];z=Table[
k[x_,y_]:=(2*ikicoz[x])/(1+y"2);
x1 Likicoz LyLlIn2 .

fix = O 1 yn2 )
ikicoz[x];kk[[1,1]]=1.;Dolff[[i,1]]=N[f[a+(i-1)*h]]
Do[kk][[i,1]]=-0.5*h*k[a+(i-1)*h,a],{i,2,nn}];
Do[kk([i,i]]=1-0.5*h*k[a+(i-1)*h,a+(i-1)*h],{i,2,nn
Do[

Do[

KK[[i,jlI=-k[a+(i-1)*h,a+(j-1)*h];

1{j!21i_1}]1{i13!nn}];
sol=Inverse[kK].ff;
Do[z[[i,1]]=a+(i-1)*h;z[[i,2]]=sol[[i,1]] +ikicoz[a+
g31=ListPlot[z,PlotJoined - True];
Uccoz=Interpolation[z];g32=Plot[li¢cdz[x],{x,0,4}];9
Show| g31, g32, g33] ;

y
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(i-1)*h],{i,1,nn}];

;923=Plot[x,{x,0,4}];

0.{nn}.{2}];

{i,1,nn});

ik

(i-1)*h],{i,1,nn}];

33=Plot[x,{x,0,4}];
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Problem 4.8. icin Mathematica Programi

result = NDSolve [{y’’ [t] + Sin[y([t}] =0, ¥y[0] =1., ¥*[0] =0}, ¥, {t, 0, 10}];
Princ["Mathematica Zzm "]; PGer ek = Plot[y[t] /. result, {t, 0, 10}]

{kakxrkrreknerhinaksakwskrrknrnkxBivined
Yakla imeswsrharrrdrddhbhrhkrArhkkr sk ehrhoretrenr) (*R2x
NDsolve[{h’" [t]+Cog[Con[t]]wh[t]=Con[t]-Sin[Coa(t]], h[0]=C,h* [0]=0},h, {t,0,10}];4)
M=1000; t0=0.; uld =0; vil0=0; h=0.01;
Elt_,wm_, wv_] :=v;
g{t_,u_, v_] :=Cos[t] - Sin[Cos[t]] - Com[Cos[t]] xu;
aa = Table[0, {M+1}, {2}]:
Do[
k1l=£7t0, ul0d, v10]; k21 = g[t0, uld, v10];

h h h h h h
k12 = f{tb« w, a0 + - wkll, v10 « —ﬁkZl]: k22=g[t0+-‘—-, il + —+kll, v10 + -—«k21];
2 2 2 2 2 2

h h h h h h
x13 = f{t0+ Z,uld s —+k12, v10+ —-*k22].- k23 = g[t0+ Z, ul0+ — +k12, v10 + _*kzz];
2 2 2 2 2 2

kl4=£f{t0+h, ulQ+h+Xkl3, vI0 +h+k23]; k24 =gftd+h, uld + h+ k13, v10 + h+k23);
ull=uld+ (h/6)» (kll+2«ki2+ 2+ k13 + kld);
VIl =vi0 + (h/6) # (k21 + Z#k22 + 2+ K23 + k24) ;
ul0 =ull; v10 = v1l; (+#Print["k=",k," t=",t," ulf=",uil]s);
aaf[k, 2]] =ull + Coa{t0]; aaf{k, 1]] = t0; t0=t0+h
ko1, Ma1)]s
Print["*BRirincl yakla im"}: P1 = ListPlot[aa]
biryak = Interpolation[aa]
Plot [biryak[t], {t, 0, 1C}]

(***t*i***it******t***i***********l\'******t*************t‘k********t******t**itikit*tt)

{*
{# kinci T rev hesabis)
aat=Table[0, {M+1}];

Do Eaat[{k}}:hl—.)*(Z*aa[ [k,2}]-5vaa[{k+l,2]]+4ranf[k+2,2])]-aal[k+3,2]]);
.k, 1, m1-2}]
aat[[M-l]]=-$;—t(2*aa[[l-!-1.2]]-aaE{H—4,2]]+4*aa[{M-3.2] j-5+aa[[M-2.2]]):
aat:[{m}]:.hl]* (2raal[[M,2]]-aa[[M-2,2])+4»aa[[M-2,2]]-5xaal(M-1,2]1):
aat| [M+1]}=]—:;*(2*aa[[M+1—1,2]]—aa{ [M-2,2)]+4vaa{[M-1,2]]-5+aa[[M,.2]]);:

[ L e T )]

*)

{Akkhhakkrrhaewhdvahwhandbnrenrcrs Kinol Takla SMedrhwrdxrhrnhdrdehrkhrhkrthaendens)
t0=0.; ul0=0; vi0 = 0;
Eft_, v , v_] :=v;
glt_, u_, v_] = -biryak "’ [t] - Sin[biryak[t]] - Cos{biryak[t]] +u;
bb = Tablefd, {M+1}, {2}];
Do[
kll = £{t%, ul0, v10]; k21 = g[td, uld, vid];

h h h h h b
k12 = f[tm —, ul0+ — k11, v10 + —*k21.]; k22 = g[t0+ —, w0+ —wkil, vi0+ -—tkzl];
2 2 2 2 2 2

h h h h h B
k13 =f[w+—, ulo + — » k12, v10+—*k22]; k23=g[to+—, w10 « — # K12, v10+_*k22]:
2 2 2 2 2 2

k14 = £{c0+h, ul0+bhekl3, viO +hw k23]; k24 = g{t0+h, ul0 + h+ k13, v10 + h« k23],
ull =ull+ (h/6) » (k11 + 2% k12 + 2~ k13 + k1d);
vil=vi0 + (h/6) » (K21 + 2+ k22 + 2 k23 4 k24);
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ul0 =ull; v10 = v11l; (+Print["k="k," t=",t," ull=",ull0]«);
bb[[k, 2]] = ul0 + biryak[t0]; bb[[k, 1]] =t0; tO=t0+h
, Ak, 1, w41}

Print[“ kineci yakla 1m']; P2 = ListPlot[bb]

ikiyak = Interpolation [bb]

Plot [ikiyak[t], {t, 0, 10}]

(ti*******t*****i******ﬂl‘#t’tl‘N"ﬁ!*tl‘ﬂ'ﬁti*ﬂtt*t*kl’*****t**************************)

(AR AR AR RARRTRRIRIRIRENANRRNT AN ne Yakla 1Mxxawarrrrascchkrohhrdnrhhrhbhbrtnt)
t0=0.; ulC=0; vi10=0;

£lE_,u ,v_]1=v;

glt_, u_, v_] := -ikiyak " [t] - sin[ikiyak[t]] - Cos[ikiyak[t]] »u;

cc = Tablef0, {M+1}, (2}]:

|

K1l = £[t0, ul0, vi0]; k21 = g[t0, uld, v10];

h h h h h h

k12 = f[t0+ o ul0+ —+k11, v10 + —-*kzl]; k22 = g[tO + =, ul0+ — k11, v10 + —*k21];
2 2 2 2 2 2
h h h h h h

K12 = f[tm —, ul0+ —#k12, v10+ ;*kzz]; k23 = g[to +—, ull+ —+ k12, v10 + —*kzz],-
2 2 2 2 2

k14 = £[t0+h, ul0 +h+kl3, vi0 + h«k23]; k24 =g[tO0O+h, ull + h+ k13, v10 + h+k23];
ull=ul0+ (h/6) # (k11 +2%k12 + 2 xkl3 +kl1l4);

vil=v10+ (h/6) * (k21 + 2w k22 + 2+ k23 + k24);

uld = ull; v10 = v1l; (#Print["ks",k,™ t=",t,* ull=",ul0]«);

ce[[k, 2]] =ul0 + ikiyak([€0]; cc[[k, 1}] =t0; t0=t0+h

. {k, 1, M+ 1]];

Print[" nc  yakla 1m°}; P3 = ListPlot[ec]
vak = Interpolation[cc]
Plot[ vyak[t], {t, 0, 10})

(*** **l*#i‘**ﬁ!ltt***!‘tt*****1{****‘**********************************Q****ﬂ**iii*i*)

(RAAdhkmrerkksetrkernrrnronsnkkkrD rd € Takla IIMewd e vawkrk kxR Ahhrd bk en A hhkkkhon)
£t0=0.; ulG=0; v10= 0;

fle_,u_,v_]:i=v;

glt_,u_, v.] :=~- yak’’[t] -8in[ yak[t]]-Cos[ vyak{t]]ru;

dd = Table[0, (M+ 1}, {2}]:

|

k1l = £{t0, ulo, vi0]; k21 = g[t0, ull, v10];

k12

h h h h h h
E[t{n- —, ul0+ — k11, v10+ —*k21]: k22 = g[t0+ —, ul0+ —+kll, v10 + —-*}c21];
2 2 2 2 2 2

h h h h h h

K13 = f[ta+ —, ul0+ —«k12, v10+ —*kzz]; k23 = g[tG v —, ul0+ — + k12, v10 + -*kzz];
2 2 2 2 2 2

k14 = £{t0+h, ul0 + h+ k13, vi0 + h+xk23]; k24 = g[t0 + h, ul0 + h+« k13, vi0+h+k23];

all=ul0+ (h/6) » (k11 +2+k12 + 2+kl3 + kld);

vil=v10+ (h/8) » (k21 + 2 +k22 + 2+ k23 + k24);

W10 = ull; v10 = vil; (sPrint{"k=",k,* t=",t," ul0=",ul0]s);
ddf[k, 2]] = ul0+ yak[t0]; dd[[k, 1]] =£0; €0 =t0 «h

Ak, 1, w1}

Print["D rd nc yakla im"]; P3 = ListPlot[dd]
d rtyak = Interpolation[dd]
Plot[d rtyak([t]. {t, ¢, 10}]

{**i**********************!“k!‘E*l‘i*ii*it"i'*‘li’***tt*t‘t*******'l"*******i*************)



{(rxxexxw*Fark Grafiklerissxss)

Print["Mathematica zm 1le Birinci Yakla imin Mutlak fark:i"];
Plot[Abs[(y[t] /. result) - biryak[t]]., {t. 0, 10}]
Print["Mathemai:ica zm ile kineci Yakla imin Mutlak far}u“];
Plot[Absa[ (y[t] /. rasult) - ikiyak[t]l]., {t, 0, 10}]
Print["Matzhamatica zm 1le ne  Yakla imin Mutlak f.ark.t"];
Plot[Abs[(y[t] /. result) - yak{t]}, {t, 0, 10}]

Print["Mathematica Zm dle D rd nc Yakla imin Mutlak farkai"];

Plot[Abs[{y]t] /. result) -d rtyak[t]], {t., 0, 10}]

2T RS T T e

Do[Print{y{k/ 100} /. result, " ", biryak[k/100], * »,

100

ikiyak(k/100], " ", yak[k/100], * *, d rtyak[k/100]], (k, 1, 1001}]

Problem 4.4.1ftegral Denklem) icin Mathematica Programi

a=0;b=1;NN=5; A=1;h=(b-a)/(BN-1);d=h/2; k(x_, ¥_] :=1-3xx+y; £[x_] :=x"3;

XK = Table[0, {NN}, {NN}]; DofRK[[1, 1]] =d=xk[a+ (L~1)h, a], {1, 1, NN}];
Do[KK[[i, BN]] =d+k[a+ (1~1) ~h, b], {1, 1, NN}]:
Daof
Do[
KK{[1, J]]=2+dxkfa+ (1 «1)~h, a+ (] ~1} »h]
e {1, 2, NN-1}]
, {1, 1, NN}i;
ff = Table[d, (NN}, {1}]; Do[£f€[{1, 1]] = £[a+ (L -1} +h], {1, 1, NN}];
A=KK- AxTIdentityMatrix[NN];
aol = N[Inverse{a].££f]: z = Table [0, {NN}, {2}}];
Dol =z{fi, 1]]=a+ (1-1)+h; z[[i,2]] =s0ll[L, 1], {1, 1, NN}];
Printf"  z m=*, z // MatrixForm];
Print["katsayilar matrisi=" MatrixForm[A]]; Print["sa taraf" MatrixFerm[ff]];:
Printf"katsayilar matrisinin inversi=" MatrixForm{Inverse[A]]]
ListPlot{ 2z, PlotJoined s True] Plot|[ =z, {x, 1, 5}]

Problem 4.5. iftegral Denklem) icin Mathematica Programi

a=0;b=1; NN=100; A=1l;h=(b-a)/ (NN-1);d=h/2; u0[x_]=0.5%x%;

3

1
kKlfx , y_,u_] t=2s+x»y*u; flfx_, yv_, u_] = —J xxywuidy - — »x;
o 4

k[x_,y_ ] :=kl[x, ¥, u0[x]]; £[x_] := -£1[x, vy, u0[x]];
KK = Table[0, (NN}, {NN}};

DO[KK[[L, 1]] =d+«k[a+ (1-1)+h, a] f.x>a+(i-1)+h, {i, 1, NN}];
Do[KK{[i, NN]] =dwvk[a+ (1-1) «h, B] /. X»a+ (1-1)«h, {1, 1, NN}];

{»Print["KK=",KK//HMatrixForm];+)
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Do

Do

RE[[i, J]]=2+dxkfa+ (i-1)+h, a+{]-1)+h]/.x>a+(1-1)=h

{1, 2, BN-1}]

, {1, 1, NN}];
ff = Table[0, {NN}, {1}]); Do[f£[{i, 1]] =£f[la+ (L -1)+h] /. x=sa+ (1-1)+h, {1, 1, NN}];
{*Print ["£f=", £f//MatrixForm]; +)
A= -KE+AxIdentityMatrix [NN}; {(*Print["A=",A//MatrixForm];+)
g0l = N[Inverse[A].f£]; Print{"so0l2=", s0l2];

z2 = Table[0, {NN}, {2}];
Do[ =z2[[i,1]]=a+(1-1)+h; z2{[41, 2]] =sol2([[4i, 1]], {i, 1, NN}];
Print["ikinci yakla im"]; ListPlot[ =z2, Joined - True]j
ikiyak = Interpolation{ z2]; 1ki =z[x ] := ikiyak([x] + ub[x];
Print["h-nin grafi i"}; Plot[ikiyak(x], {x, 0, 1}]
Prin.t[" kinei yakla imin grafi i"],- Plot{iki =z[x], {x, 0, 1}]

kix_ .,y ] :=kl[x, v, ikl =z[x]]}; £[x_] :=-£f1[x, ¥, iki =z[x]}:

EK = Table[0, {NN}, {NN}];

Do[RK[[1, 1]] =d+k{a+ (1-1)+h, a] /. x=a+ (1-1)+«h, {1, 1, NN}];
Do[KR[[i, NN}]] =dxkfa+ (1-1) xh, b] /. x>a+ (1-1)+h, {1, I, NN}]:
{*Print["KK=", KK//MatrixPorm] ; «)
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