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ONSOZz

Surekli kesirler sayilar teorisinin énemli bir kaudur. Sonsuz strekli kesirler
(periyodik veya dgil); cebirsel veya transandantal sayilarin ysikiadeserlerinin
hesaplanmasinda sik¢a kullaniimaktadir. Moébius gidmieri yardimiyla surekli

kesirlerin yaklaik degerlerini daha pratik bigekilde hesaplayabiliriz.

Bu calgsmanin amaci; surekli kesirler ile Mobits d&iinleri arasindaki i$kiyi
ortaya koymaktir.

Yuksek lisans dagmanlgimi stlenip, bilgi ve tecribesiyle destek veren,
calismamin her gamasinda yardimlarini esirgemeyen hocam; Yrd. Dog Serpil
HALICI ya sukran ve saygilarimi sunarim.

Ayrica, desteklerini her zaman yanimda hisgettideserli esime ve aileme tgkkir

ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTESI

R : Reel sayilar kimesi
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U : Belirsiz
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a|b : a boler b
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|I ]] : Tam deger

L] : Elemanidir



OZET

Anahtar kelimeler: Oklid Algoritmasi, Sirekli Kelgir, Sonsuz Sirekli Kesirler,
Surekli Kesirlerin Yaklaimlari, Periyodik Surekli Kesirler, Mébius Dégiimleri

Bu calsmada, surekli kesirlerin 6nemli 6zellikleri incetgvk M6bits Donglima ile
ili skisi argtirildi.

Birinci bolumde, Oklid Algoritmasi yardimiyla, rasyel sayilarin, sonlu surekli
kesir biciminde yazilmasi incelendi. Buradan da tasiyonel sayinin, sonlu surekli
kesir olarak ifade edilebilege gosterildi.Ayrica, sonsuz surekli kesirler ve alt
konusu olan periyodik surekli kesirler incelendierHangi bir irrasyonel sayinin
sonsuz surekli kesir biciminde yazilabilgcere sonsuz surekli kesirlerinde bir
irrasyonel sayi oldgu gosterildi. Ayni zamanda, irrasyonel sayilarayegaklasimin
nasil olmasi gereldi incelendi.

Ikinci bolimde, mobiis dogumleri, 6zel mobiis dogiamleri, bir mobiis
dénumuinin sabit noktalarinin bulunmasi konulglandi.

Uctincti bolumde ise, birinci ve ikinci bolimde tent@him ve teoremleri verilen,
surekli kesirler ile moébitus dogiimleri arasindaki ifiki incelendi.

Doérduncu boliumde de, bu ¢ bélimden ¢ikan songglsterildi.

Vi



THE RELAT IONSHIP BETWEEN CONTINOUS FRACTIONS
AND THE MOBIUS TRANSFORMAT IONS

SUMMARY

Key Words: Euclid Algorithm, Continous Fractiongifihite Continous Fractions,
Convergence of Continous Fractions, Periodic Consn Fractions, Mobius
Transformations.

In this study, some important specialities of cootis fractions are analysed and
their relationship with the Mobius Transormations @xamined.

In the first section, with the help of Euclid Algihm, the way of how rational
numbers can be written as finite continous fractiaare examined. From this
approach, it is shown that every rational number loa defined as finite continous
fraction.

In the second section, infinite continous fracti@m periodic continous fractions
are analysed. Here, it is tried to show that amgtional number can be written as
infinite continous fraction and infinite continousactions are also irrational
numbers. At the same time, how the best approadbrberational numbers is also
examined.

In the third section, the relationship between mnis fractions and the Mobius
Transormations is analysed.

In the fourth and the last section, the findings asummed up and the results are
shown.

Vi



BOLUM 1. GiRiS VE SUREKL i KESIRLER

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Surekli kesirler sayilar teorisinin énemli bir kaudur. Sonsuz strekli kesirler
(periyodik veya dgil); cebirsel veya transandantal sayilarin ysikiadeserlerinin
hesaplanmasinda sik¢a kullaniimaktadir. Moébius gidmieri yardimiyla surekli
kesirlerin yaklaik degerleri daha pratik bigekilde hesaplanabilir.

Bu calgsmanin amaci; surekli kesirler ile Mobils d&iinleri arasindaki i$kiyi

ortaya koymaktir.

Bu boliumde; konunun aciklanmasinda yardimci olabaki 6énemli tanim ve

teoremler verilecektir.

Tanim 1.1.1.a, b tamsayi olmak Uzefke= alk olacak bicimde bir k tamsayisi varsa

a, b yi béler denir ve bu duruni & ile gosterilir.

Onerme 1.1.1.

() a|bisedb.c

iy albveb|cisedc

i) a|biseld<[d

(v) a|bvedcisedxy O Z icin a| bx+cy

(v a|bveblaisea=%b



dir.

Onerme 1.1.2.0ab0 Z, bt (icin a=gb+r ve 0<r<|b| olacaksekilde tek

turlt yazilabilenq,r O Z vardir.

Tanim 1.1.2. a,b 0 Z olsun.

(i) d|ave d bise d ye, aile b nin ortak béleni denir.

(i) d, a ve b nin pozitif ortak boleni olsungé& a ve b nin, her ¢ ortak bdleni igin

c|dise; d ye, a ve b nin en buyik ortak boleni deshir (a, ) ile gosterilir.

a, b ve kalanlari ilesagidaki islemler yapilirsa;

a=qb+r , o<r<b
b=q,r+r, , o<r,<rm
n=0qst+0 ) O<r<r,
rk—l = qk+1rk + rk+:l. ’ O < rk+1 < rk

Mo = Oysofiss +0

elde edilir. Sonslem, kalan O olunca biter. Burada kalanlar gidekéguldigtinden

dolay! yani;
b>r>r,>r,>...

oldugundan sonlu adim sonunda, kalan O olarak elderedili

Teorem 1.1.1.0klid(Euclid) Algoritmasi: Yukarida yapilaglémlerde, 0 dan farkli

olan en son kalan, a ve b nin en buyuk ortak bdlerBuradan;



rk+1 = (a’ b)

yazihir[1].

Onerme 1.1.3. a,b 0 Z, b #0 ve b6ime algoritmasi

a=qgb+r : O<nr<b
b=q,n+r, , O<r<n
=0, *+1; , O0<r<m

ise, % kesirli ifadesi;

olo

biciminde yazilir[5].

1.2. Sonlu Surekli Kesirler

Tanm 1.2.1.a,,a ,a ,3... ,adR veilk terima, hari¢c hepsi pozitif olmak lzere;

8+ 1




biciminde yazilabilen ifadeye sonlu surekli kesend. a,,a,,a,,a,,...,a, reel

n

sayllarina strekli kesrin kismi boélimleri derag. JZ" ve a,,a, ,3 ... ,alZ ise bu

surekli kesre basit surekli kesir denir. Strekkikerin busekilde alt alta tamaminin

yazilmasi uzun oldiundan [ao;al,a2 ,a3,...,an] bicimde gosterilir. Bu bolumde

sadece basit surekli kesirlere yer verilgnden; surekli kesir ifadesi ile basit ve
pozitif terimli olanlar kast edilecektir.

Sonlu surekli kesirlersagidaki bicimde gosterilir;

[a,] =2,
1
al|l=a, +—
[ag:a] = 4 N
[ao;ai,az,...,an]:{ao;ai,az,...,an_z,an_1+ai , n>?2

Oklid Algoritmasi yardimiyla kesirli(rasyonel) stn sonlu siirekli kesir olarak

gosterilebilir. Orngin Oklid Algoritmasi kuIIamIaral% kesri;

715= 8308 5. 15 gy 2logy !
83 83 83
51

83= 511+ 3; , 83_1432_,, 1

51~ 51~ 51

32

51= 3200+ 1¢ , Sl 04199, 1
32 32 32

19

32= 190+ 15 , 32948, 1
19 © 19 19

13



19= 131+ € oo 6,1
13 13 13
6
13=6[2+1 : E’=2+1=2+1
6 6 6
1
6=1[6
seklinde yazilir. Buradan da;

7_15: i_8+ 1 =8+ 1 =8+ ! =8+ 1
83 83 1 1 1 1
— +— 1+— 1+ 1+
51 51 1 1 1

32 19 7 1+ 1
— + +
13 1 13 1 1

strekli kesri elde edilir.

Teorem 1.2.1Her sonlu basit surekli kesir bir rasyonel saystgdr[4].
Ispat: Timevarim yontemi ile ispatlanabilir;
n=1icin,

1 1 _aa +1
] - t+t—=——
ESCAEEN Ny

ifadesi bir rasyonel sayidir.

Ilk terimi olan a, tamsayisi ginda kalan dier a,,a,,a,,...,a, terimleri pozitif
tamsay! ve k pozitif tamsayisi igifg, ;a, ,a, ,a,,... ,ak] surekli kesrinin bir rasyonel

say! oldgu kabul edilir.

[aO 'a,,a,,8,, ... ,ak+1] surekli kesrinin bir rasyonel sayi olglugosteriimelidir:



a,8,8 ,8... ,&,0Z vea,,a,,a,,...,a,, pozitfolsun.
[al;a2 ,ae,...,akﬂ] surekli kesri Tanim1.2.1. e gore bir rasyonel deyiO halde
g # 0olmak Uzere,[ai;a2 ... ,ak+1] =g olacaksekilde p ve g tamsayilari vardir.

O halde;

1 _
"laaa. al

£
o

+
O

[&:a.8 .8 ,8= 2

ool
e

rasyonel sayisi elde edilir.

Teorem 1.2.2 Her rasyonel sayi, sonlu basit surekli kesir dayasterilebilir[8].

Ispat: b>0 ve a,li]Z olmak Uzere,x=%olsun. a=r,b=r, alinsin. Oklid

Algoritmasi yardimiyla, x in acilimi yapilirsa;

o =0Qi +1, , O<r<n

N =0q,,*0 ) O<r<r,

, =Qsl3 *1, , O<r,<r

r.n—2 = qn—lrn— 1+ r.n ! O < r‘n < r‘n—l
rn_l = ann +O

elde edilir. Buradaqg,,q,,...,q, pozitif tamsayilardir. Her bir ifade kesjeklinde

yazilirsa,



r r 1
1 — 3 —
—=Q,t—==Qq,+—
r.2 r.2 riz
r3
r, _ r, _ 1
=0t —=Q0;+—
r3 r3 r73
My

r 1
-2 — —
. _qn—l+ . _qn—l+r
n-1 M n-1
I
n
r -1 —
n-1 — qn

elde edilir.ikinci denklemder—1 nin deseri birinci denklemde ve benzgzkilde diger
r.2

oranlarda sirasiyla yeni elde edilen sirekli kesydrine yazilirsa,

a_g . 1
b ™ 1
+7
d, A
s
a4 L
b 1
q2+ +i
ds A
Iy
a_q . L
b 1
g, +
g; +
1
+
q +i
n-1 qn



elde edilir. Buradan da%

ifadesi elde edilir. Bu da her rasyonel sayininlsobasit surekli kesir olarak

kesrinin [ql;qz,qs,...,qn] seklinde bir surekli kesir

yazilabilecgini gosterir.

Bir rasyonel sayinin surekli kesirlere acilimi fagekillerde de bulunabilir;
1
a, = (an _1)+1: (an _1)+1

ifadesinden devam edilirse,
[aO a,,a,,8;,... ,an] =[aO a,,a,,8,,...,a, —],1]
elde edilir. Buradaa,, =1alinirsa,

1

1
at—=a,+-=a —1+1
an

1 n
Bulunur. Buradan da,

[aO;ai’aZ ’aS"" ’an] = [aO ;ail.’aZ ’aS"" ’an—l +1]

elde edilmg olur.

Onerme 1.2.1.1<k < nolmak lzere,

0 faaa,...al=laaa,. a0 facaa. el

1

(ii) [ao;ai,az,...,an]:aﬂ-l_m
dir[6].

Ispat: ifadelerin dgrulugu siirekli kesir tanimindan kolaylikla gorilebiliii)
ifadesi, (i) ifadesinink =1 i¢in 6zel halidir[1].



Ornek 1.2.1.0klid algoritmasi kuIIanllarak274 kesrinin surekli kesir acilimi;

24=3.7+3 : 21:3+§:3+£
7 7 7
3
7=2.3+1 , Z:2+E
3 3
olur, bu bélumler birlgtirilirse;
%:3+§:3+%:3+ 11
7 7 ! o4t
3 3
veya,
%:3+§:3+1:3+ 1 =3+ 1
! [ I T
3 1

2+
1

olur. Burada kismi bolumler, 3, 2, 3 veya 3, 21 2ijir. O halde,

2_74 =[323]=[3221] seklinde bulunur.

Ornek 1.2.2. —% kesrinin surekli kesir agilimi;

_g:— +£:—2+i=—2+ 1 =-2+ 1
42 42 42 8 1
— 2+ — 2+ -
17 17 17
8
=-2+ 1 =-2+ 1
1 1
2+ 2+
1 1
2+— 2+71
8 74
1
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67 _1_ moodl—[ o
E_[ 2:228|=[- 2227]]

Ornek 1.2.3.4£1 kesrinin surekli kesir agilimi;

E O+%-:O+ 15:O+ 11:O+ 11
4 Te+Y Bt e 6r
6 6 6 14l
5
6

e [0615] = 056141

bulunur.

Teorem 1.2.3.a, dsinda biitiin terimleri pozitif(aﬂ)f:0 sonlu (N dogal sayi) veya

sonsuz(N =) reel sayi dizisi olsun. k=0,1,2,... olacgilde,

p, =1 , g, =0
Po = & , 0 =1
pl = alaO +1 ! ql = al
pk = a'kpk—l + pk—2 ’ qk = a'qu—l + qk—z (11)

olarak tanimlansin.

C, =[a0;a1,a2,...,ak]

ise bu takdirdeC, = P& dir[7].

k

Ispat: Tumevarim yonteminden,



11
k=0 icin, C, = [ao] =

k=1 igin, Cl=[ao;a1]=a0+__—:_

olur. Bu durumda k=0 ve k=1 i¢in teoremgodur.

Simdi, 2< k olan k tamsayisi icin;

— . — pk — ak pk—l + pk—2
C. =lay:a,,8,,...,8 | =— =———F=F—= (1.2)
‘ [ ’ k] O A0k + Ok

ifadesini dgru kabul edelim.p,,q; lerin tanimindan dolayip,_,,p,_,,%,-;,q.-, reel
sayllan a,,a,,a,,...,a,, bolumlerine baghdir. C,,, i elde etmek icin, (1.2)

I . 1
esitli ginde, a, yerinea, +

yazilabilir. Su halde;

k+1

Crn =[8038 85 By ) =803 81 [B 58y ]

1
Cinu= {ao A ,a,,...,a, T }
ak+1

P
/—/%

&+ [Pea t P
C ==( X akﬂjpkl Piz C, =ak+1(akpk—l+pk—2)+pk—1
+1
B (Bt + ) + s
Ak

Pr+1

— ak 1pk + pk—l — pk 1

Ck+1 =— ) Ck+1 ==

ak+1Qk + qk—l qk+1
(RN —————

Qi+1

elde edilir. k+1 icinde dgru oldusundan teorem dgu oldysu goralir.
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Tanim 1.2.2.k=0,1,2,... vek<n olmak Uzere,[ao;al,az,...,ak] surekli kesrine,
[ao;al,az,... ,an] surekli kesrinin k. yinci yaksami denir. k. yinci yakiam C, ile
gosterilir[2].

Ornek 1.2.4. %77 :[ 3;3,1,],32] surekli kesrinde, k=0,1,2,3,4,5 icip, ve g,
terimleri,

P, =a, =3 , 0, =1

p, =8, +1=33+1=10 , g,=a =3

p, =a,p, +p, = 110+3=13 , q, =a,q, +q, =13+1=4

P; =ayp, +p, =113+10=23 ) Q; =a,q, +q, =14+3=7

P, =a,p; +p, = 323+14=82 q,=a,0,+q,=37+4=25

ps =a;p, +p; = 282+23=187 , Qs =agq, +g, = 225+ 7 =57

bulunur. Bu surekli kesrin yaldanlart;

CO :& ::_3:3
q 1
c, =P =19 333333,
q 3
c, =P =13_ 355
q, 4
c, =P =B _308571.
q; 7
_P, _82_
_____ 28
¢ 25 3
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c =Ps= %7 = 328070..

Us

Teorem 1.2.4.a, dsinda butln terimleri pozitif(an)riO sonlu (N dogal say!) veya

sonsuz(N =) reel sayi dizisi olsun. k=0,1,2,... olacgilde,
Pl ~ Pyl = (-1
dir.
Ispat: Tumevarim yonteminden,
k=1 igin, P,0, — Pol; = (@03, +1).1-a,a, =1
oldugundan sitik dogrudur.
Simdi, 1< k olan k tamsayisi igin;
Pl ~ P = (1)
olsun.
Pl = Pl = (1"
oldugu gosterilirse;
Pt = Pl = (BeaPic + P )i = P (i + )
Pt = Pl = ~(-2) 7 = (- 2)"

bulunur. Tamavarim yontemi ile ispat tamamlagoiur.

Ornek 1.2.5.[ 23510 surekli kesri igin,
Pdo —Pod; = 71-23=1

p2q1 - p1q2 = 373_ 716 = _1
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pP,a, —P,d; =37716-37.163=1

elde edilir.

Teorem 1.2.5. Teorem 1.2.3. de tanimlanap, ve ¢, tamsayilarl aralarinda

asaldir[1].

ispat: d=(p..q,) olsun. Teorem 1.2.4. tenp.q,,-pP.0, =(-2)<" dr.
d=(p,.q,) ise d| p, ve d| g, olur. Buradan { p,q,_, ve d| q.p,., olup Onerme
1.1.2. de (iv) den, P(p G~ P, %) elde edilir. Buradan dad-1)" bulunur. Bu

ise d=1 olmasini gerektirir. En buyuk ortak bdlenlg oldusundan p, ve q,

tamsayilari aralarinda asaldirlar ve teorem ispatigolur.

Sonu¢ 1.2.1C, =P oimak uzerek 2 1 icin,
Qi

(_1)k—1
C,-C._ =
“ - o pLe )

dir. Ayrica O k = 2 tamsayisl igin,

k

a,(-1)
C,~Cp, =
“ 2 * L¢P

dir.
ispat: Teorem 1.2.4. tem,q,_, - P,9, = (-2)" yazilabilir. Kitli gin her iki tarafi

0,9,., ile boltnurse,

kA
Ck_Ckl_pk pk—l—( 1)

i  dwa B O e

bulunur. Bu da birinci gtli gin ispatidir.Eger;
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C,-C., — Pe _ Py _ PiYk-2 7 Pr-2Yk
Ok Ok-2 Qi lk-2

yazilirsa,
Py = &Py-1 + Pr-2
Ok = x4 Ty
esitliklerini kullanarak,
Pelicz = Pzt = (BPis + Pz )iz ~ Prca (B + i)
= 8, (Peslics = Prczlicr)

bulunur. Teorem 1.2.4. tem, ,q,_, — P,,0, = (-1)* yazilabilir. O halde,

bulunur. Buradan;

k

a,(-1)
C, -C,,=—*
“ 2 Ak k-2

bulunur ki, bu da ikinci gtli gin ispatidir.

Teorem 1.2.6.a, dsinda bitiin terimleri pozitif(ah)f:O sonlu (N dogal sayl) veya

sonsuz(N =) reel sayi dizisi olsun. k=0,1,2,... olacgkilde,

Ck :[ao 1,4, ,ds,... ,ak] :&
o

olsun. O halde;

a) C,<C,<(C,<..<C,, <..

b) C,>C,;>C,>..>C,, > ...



16

C) Cuia > Gy,
dir[1].
Ispat: Teorem 1.2.4. ten

Ci, —Cy = (Ck+2 - Ck+1) + (Ck+1 - Ck)

— (pk+2 _ pk+1j+(pk+l _&j
qk+2 qk+1 qk+1 qk

_ (_1)k+1 .\ (_1)k
qk+2qk+1 qk+1qk

(-2 (@ — )
Oy Ai+19x+2

elde edilir.J i=0 igin g, >0 ve Teorem 1.2.4. ten,,, —qd, >0 olup C,_, -C,

in isareti (—1)" nin sareti ile ayni olacaktu§u haldek = 2j gibi bir cift tam sayi ise,
Caive > Gy

elde edilir. Boylece,
C,<C,<C,<..<C,; <Cy,, <...

yazilabilir.

Benzer bicimdek =2i—1 gibi bir tek tam sayi ise, bu durumda,
C,iii <Cy

elde edilir. Boylece,
C,>C,>C,>..>C,,, >C,,, >...

yazilabilir. HerC,,_, > C,; oldugundan,

PQxa ~Prali = (_ 1)k_l
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esitli ginde her iki tarafq, g, _; ile bolunurse,

)k
Ck_Ck—lz&_h:( 1)
Qe  Oka OOk

2j-1

elde edilir. k=2j alinirsa,(-1)*" <0 olacgindan C, <C,, bulunur. Bu da

C,ju <C,j, olur ki buradan da,
Czj < Czj+2i < C2i+2j+1 < Czi—l

bulunup istenen ispat elde edikwlur.

Ornek 1.2.6.[ 2;3,],],2,4] sonlu surekli kesrinde,

2
CO =I:2
C,='=23333
3
9
C, =, =225
c, =20 50857
7
41

C, =—=22777..
18

C, = %): 2,2784..

yaklasimlarinda,
C,<C,<(C,
2< 225<227717...

ve,



C,>C,>C,
2,333..> 2,2857..> 2,2784..

oldugu gorulmektedir.

Onerme 1.2.2. Eger [ao;al,a2 ,a3,...,ak] surekli kesrinin k. yinci

C, :&, ve a, > Oise;
A
P :
K :[ak ,ak_L...,al,ao]
pk—l
Qe _[, .
K —[ak - - ,ai]
k-1
dir[3].

Ispat: p, =a,p, , + p._, Ve d, =a,d,, +4q,_, ssitliklerinden,

R o
Y ht e
Pr-2 = &-2Px—s + Pr-s ; E': =a,_, +%
P2 = 2,0, *+ P ; &=az+&

Py P,
P = &P, + Py : E_cl)zalJ,F;_j

Po = a9

18

yak$ami



olur ve bu eitliklerden,

_ 1 1
P :ak+pk2:ak+ —a t————
pk_l pk_l pk—l ak_l + pk—3
Py-2 Py-2
—a o+ 1
k a N 1
k-1
Py-2
Py
—a s+ 1
—dy
1
A, t+
a_, t+
a, + 1
R
a,

bulunur. O halde;

Pe _
Py

[ak o R 130]

dir. Diger ssitlikte,
Qe = 01 T Qi
yardimiyla benzegekilde bulunur ve

O _

k-1

[ak Byg a8y 'a:L]

yazilir.

19
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1.3. Sonsuz Surekli Kesirler

Asagidaki teorem sonsuz bir dizinin, iki 6zel durumda dyni limite gittgini

gosterir.

Teorem 1.3.1.

a) (x,) monoton artan ve ustten sinirli bir dizi isien (x,,) vardir.
b)  (x,) monoton azalan ve alttan sinirli bir dizi isiey (x,,) vardir.

c)  (x,) bir dizi ve lim(x,)=lim(x,.)=a ise, lim(x,) vardir ve
lim (x,)=a di.

Ayrica  aer,  (x,) dizisinin  elemanlari monoton  artan ise,

X, <X, <X5<..<X, <..velim (xn)=0( ised nON igin x, <a dir.

Ve, (x,) dizisinin elemanlari monoton azalan isg >x, >x, >...>x, > Ve

lim (x,)=a ise0nON igin x, >a dir[1].

Tanim 1.3.1.a, dsinda butin terimleri pozitif(an)f:O sonlu (N dogal sayi) veya
sonsuz(N =) reel sayi dizisi olsun[aO ;al,az,...,an]::O dizisine sonsuz surekli
kesir denir ve [aO a, ,az,...] biciminde g0sterilir. Eer Iim[a0 3,8y, ... ,an] varsa
bu sonsuz surekli kesre yakinsaktir denir ve bumde limit deeri, [aO A ,az,...]

ile de gosterilir.

Sonsuz surekli kesrin yakinsgkin tanimlamak icin,n> Oartan dgerlerinde
[aO ' ,8,,... ,an] sonlu surekli kesri allnu{a0 3y ,8,,... ,an] surekli kesrini bulmak

icin asagidaki yol kullanilir;

Tanim 1.3.2.a, dsinda biitiin terimleri pozitif(a, )", reel sayi dizisi olsun.

p,=1 ' q, =0
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Po =& , 0o =1
P =aa, +1 ; 4 =&
verilsin. (pn)ii2 ve (qn)ii2 dizileri Teorem 1.2.3 de tanimlagdgibi n > 2 icin

pn = anpn—l + pn—2 1 qn = anqn—l + qn—2

seklinde verilsin. O i,j=0 icin (pn,qn) ikilisi, P seklinde yaZ|I|rsa,& e,

n n

(an )::0 dizisinin n. yinci yaklaimi olarak adlandirilir vé;—“ degeri C,, ile gosterilir.

Teorem 1.3.2.0 k=1 icin a, >0 olacaksekilde a,;a, ,a,,... tamsay! dizisi
verildiginde C, :[a0 A ,a,,... ,ak] ise bu durumdaC, yaklssimlari bir a limitine

gider,
imC, =a

dir.

Ispat: Teorem 1.2.6. dan,
C,<C,<(C,<..<(C,< .
C,>C,>C,>..>C, ,> ..

ve [0 i>0 , j>0 tamsayisl icin,
Cyu >Cy,

oldugu goralir.C, <C, <C, < ...ve C, >C, > C, > ...yakinsakliklari igin Teorem
1.3.1. in sglandg goralur. Su halde C, >C, >C, > ...bir a, limitine gider ve

C,<C,<C,<.. bir a, limitine gider. Buradanjim C,

w =0, velimC, =a,
yazilabilir. Simdi bu iki limit degerinin it oldugunu gosterirsek ispat tamamlagmi

olur.
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Sonug 1.2.1. den,

C -C. = Pona _ Pon — (_1)(2n+1)_l - 1
2n+1 2n
q2n+1 q2n q2n+1q2n q2n+1q2n

elde edilir.
O k=0 tamsayisi icing, =k oldugundan,

1 1
<

q2n+1q2n (2n + 1)(2n)

yazilabilir. Buradan da,

1

C2n+1 - C2n =
q2n+1q2n

Iim(Czn+1 - Czn) =0
dir. su halde C,<C,<C, < ..ve C, >C, >C, > ... yakinsakliklari ayni limite
sahiptir, o halde;

lim(C,,., ~C,,)=limC,,,, -limC,, =0
n-oo n- o n-oo

olur ki bu daa, =a, oldugsunu gdsterir. Bu da teoermin ispatini bitirir.

Tanim 1.3.3. a,0Z ve a,a ,..0Z" olmak uzere,C, =[aO A ,az,...,ak] dizisi,
deseri ;
[a,:8, .2,,....,8,,..]=lim C,

k = o0

olan sonsuz strekli kesri tanimla, ya sonsuz surekli kesrin k. yinci yajdai ve

a, lara da kismi bolumler denir[1].
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Teorem 1.3.3.8,0Z ve a3, ,..0Z" olmak []zere,[a0 ay ,az,...] sonsuz surekili

kesri irrasyoneldir.

Ispat: a :[a0 ;al,az,...] ve C, :[aO ;al,az,...,ak]:&, a ni k. yinci yaklaimi

k

olsun. npozitif tam sayoldugunda Teorem 1.3.2. den
Con <0 <Chpy

dir. Her taraftarC,,, ¢ikarilirsa,
0<a-C,, <C,,,,—C,,

elde edilir. Sonug 1.2.1. den,

1

C2n+l - Czn =
q2n+1q2n

yazilabilir. O halde;

0<a-C,, —q—Pan < 1
q2n q2n+1q2n

olur ve

0< ad,, =Py, < 1
q2n q2n+1q2n

elde edilir. Boylece.

O<0(q2n —Pa <

2n+l

bulunur.

o nin rasyonel sayr olgu kabul edilsin.a:% yazilabilir.

Buradan,

(aDz,b0Z")
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ad,
0<=te—p, <
b " Oy

0< ad,, — bpzn <

2n+l

olur. Burada hernOZ" icin aq,, —bp,, bir tamsayidir. Buraday,,,, >2n+1
oldugundan, 2n, +1> b olan bir n, tamsayisi icing,, ,, >2n,+1>b dir. Su

halde,

b

U2ny4a

0<ag,, —bp,, < <1

dir. bu iseaq,, — bp,, nin bir tamsayi olmasi ile ¢gil.

O halde, her sonsuz surekli kesrin irrasyonel gagle ettgi gosterilmi oldu.

Simdi de, her irrasyonel sayinin, bir tek sonsuzklirkesir gésterimi var oldiu

gOsterilsin.

Teorem 1.3.4.a0 =a, bir irrasyonel sayi va, ,a, ,a,,... asagidaki gibi tanimlansin:
Burada,[[ ]] tamdeer fonksiyonunu gostermek Uzere,

1
= , o= , k=0,1,2,..
a =[a] iz g ( )

dir. O halde;
o :[a0 8 ,az,...]
dir[1].

Ispat: a, tamsayilarinin tanimindan, her k i¢, nin bir tam sayi oldgu goralar.
Ayrica timevarim yonteminden, negatif olmayan hetakisayisi igin,a, nin

irrasyonel oldgu kabul edilipa,,, var oldiygu gosterilebilir.
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00 k=0 tamsayisi icing, bir irrasyonel sayidir. Gergekten, k=0 icin

bir irrasyonel sayidir. Clinkd , —a, bir irrasyonel sayidir.

Simdi de a, bir irrasyonel sayi oldtu, yani;

1
a, =——
Ayq —,
kabul edilir.
q . = 1
k+1 ak _ak

nin irrasyonel oldgu gosterilirse;

1
a, =a +

(1.3)

L}
olur. Bger a,,, rasyonel isen, da rasyonel olacaktir. Bu da bir g&ldir. O halde;
a <a, <a +1
olur. Boylece, esitsizéin her tarafindara, cikarilirsa,
O<a,-a,<1

olacaktir. Buradan da,

Ay =
oy, —a

olur. Sonug olarak, k=0,1,2,.. icin,
A = [G k+1]] 21

elde edilir. bu da batia, ,a,,... lerin pozitif oldugu sonucunu verir,



Simdi de (1.3) kullanilarak timevarim yontemiyle,
a= [a0 18,85, .. 43, ,akﬂ]

oldugu gosterilebilir.

k=0 icin a = [0,0(1] dir.

k-1 icin ifade dgru kabul edilsin, yani;
a :[a0 18,8y, ... ,ak_l,ak]

olsun.

k icin dogru olduzu gosterilirse;

a=[ay:a, 8. By A,

1 }
a k+1

= [aO ’al ’a2 LA ’ak—l' [ak ; ak+l]]

= [ao 1A, 48,3, F

= [aO ’a:l. ’a2 LI ’ak—l ’ak 1 a k+1]
olacaktir.
Simdi de

II(i[rl[a0 a8, 8y ,ak,ak+1] =a

oldugu gosterilirse; Teorem 1.2.3. ten,
a2, ... ]
nin j.yinci yaklgimi,

_b
C ==

q;

alinirsa,

26



a :[aO ;al’azl"' 7ak’ak+l]:
ak+1qk +qk—l

olur. devam edilirse,

o _Ck - ak+1pk +pk—1 _&
Ok ¥ Ok QA

_ = (PG —Pisle)
(0lhesGi + G )

olur, Teorem 1.2.4. ten,

-y

(0l * G )

I '

(O saGly + Tes )

elde edilir. Buradan da,
OOk T Ok 2 el Tk = Uy
olur ve,

1 < 1
Qi O1 k[@ k+ :I)

la-C,|=

bulunur.q, =k oldugundan,
II(i[T010|0( -C,|=0

dir. O halde,
Il(i[rl C,=a

dir. Bir bgka ifadeyle de,

[a,:3, .2,,.. ]

a k+1pk + pk—l

27
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sonsuz surekli kesrinin deri o dir.

Teorem 1.3.5.a, hari¢ca, lar pozitif tamsayl olmak Uzerean ' ,az,...] sonsuz

surekli kesri olsunl] k >0 tamsayi ve

O =[a ;B +Bus o]
olsun. O halde,

[ay:3, .8,,..]=[a,:8,.8,,...2 1,0, ]
dir.

Ispat: Tumevarim yontemiyle yapilir. 0(:[aO ;al,az,...]:lim[aO a ,az,...,an]

olsun.

[ao ;a1,az,---:an]=a0 +[al;a2,.--1an]

esitli ginden, a, :[ai;az,... ,an] den,

a=a, +— =[a,q,]
0 Gl 0r+1

elde edilir. (0(l >a > O). Boylece, k=1 icin dgrulugu goruldr.
Her k icin d@ru oldusunu, yani;

o, =[ak;0(k+l]
oldugunu kabul edelim.

a =[a0 ;al,az,...ak_l,ork]

Onerme 1.2.1. den,

= [ao 18,850,y g, [ak ; C‘|<+1]]
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= [ao 7y ,a,,...,8,_,,4,,0 k+1]

yazilabilir. Boylece k+1 icin de teoremin ispatistggrilmis olur.

Ornek 1.3.1.4/2 irrasyonel sayisinin surekli kesir acilimi bulalim:

a=a,=+2

r 1

=2 =1 , o, =———=+2+1
%=V b2

r 1 1

= \/_2+ =7 , o, = = =J2+1
a=[2+q 2 J2+1-2 J2-1

r 1 1

= \/_2+ =7 , o, = = =J2+1
a=[2+q PV2+1-2 J2-1

1 1

= \/_2+ =7 , O = = =42 +1

a=[2+4 boJ2+1-2 42-1

Boylece;~/2 =[1;2,2,2,.].:[ 1_,% bulunur.

2 sonsuz surekli kesri periyodiktir. Periyodik surelkesirler bir sonraki konuda

incelenecektir.

Ornek 1.3.2.4/3 irrasyonel sayisinin surekli kesir acilimi buludachursa:

a=da, :\/§
r 1 3+1 3+1
a, = \/Te,”:] , a, = :\/_ :\/_
: J3-1 3-1 2
a = \/§+1:1 , a, = 1 = 2 :2(\/§+1):\/§+1
2 a,-a +3-1 3-1
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: 1 1 _J3+1_43+1

= \/_3+ =2 , o, = = = =
e *Ta,-a, 3-1 3-1 2
a1: \/:—))"'1 :1 ’ a4: 1 = 2 :2(\/§+1):\/§+1

2 a,-a, +/3-1 3-1

nOZ%igin,

_ |1, eger n tekse q = \/_3T+1,egerntekse

2 , eser n giftse ' "

J3+1, aer n ciftse

Boylece;/3 =[ 1121.2,..] = [112]bulunur.
Bu sonsuz surekli kesrin birkac yagial;

155719 26 71 07

dir.

Bir irrasyonel sayinin yakfanlari iyi yaklgimlardir. Eer P bu surekli kesrin
Ay

k.yinci yaklgimi ise Teorem 1.3.4. ten,

a1
Oc| Gkl
oldugundan,
qk < qk+l
icin,
a-Pel L
Q| O

dir.
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Tanim 1.3.4. %¢§ , b>0 , & & | sartini sglayan % kesri,

a
o—-—
b

<|la —g‘ esitsizligini sgzliyorsa bu kesrey ya bir en iyi yaklaim denir.

Tanim 1.3.5.Bir a reel sayisi icin en iyi yakjem p/q kesridir. (p ve q tamsayidir,

g>1 dir) oyle ki,
1) [aa]=|ga-4,
2 [da]>[aa] . q <q pozitif tamsayilari igin.

Bir a tamsayisi, en iyi yakiamlara sahip d&ldir. Asagidaki teorem, surekli
kesirleri bakimindan tam olmayan bir say icin, ignyaklasimlarin bir kiimesini

tanimlar[3].

Teorem 1.3.6.Bir aJZ reel sayisi icin her bir en iyi yakian, a’ nin bir
yakinsaklgidir. a, >1 olmak Uzere, her bip, /g, yakinsaklgl, o igin bir en iyi

yaklasimdir[3].

Ispat: p/q, a icin en iyi bir yaklgaim olsun. Reel eksendeki’nin ve {Cn}

noktalarinin baintil durumlari tekrar hatirlanirsa, Teorem 1.218én,

a) C,<C,<C,<---< C, <--

2m

b) C,>C,>C,>-->C, >

m-1
C) Coy > Czj

dir. C,,C,,C, ;- ,C,,, ;- artandir vea’ ya yakinsar,C,,C;,C ;-- ,C,,;-- sayllari

ise azalandir vex’ ya yakinsarlara ve {C,} noktalari, reel ekseni araliklarin sonlu
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ya da sayilabilir bir kimesine ayirip/q’nun bu araliklarin birinde oldiu kabul

edilsin. P > C, olsun. Bu durumda,
q

Lo -a,|< <|qa —p|

o P
q

dir ki bu en iyi yaklaam tanimiyla cekir. P C, olsun . Bu durumda,
q

|1.0(—ao|si:is
a Qq

P. _P

4. 49

<q
q

G_%:ma_q

olur ki bu da yine tanimla ceir.

Bazi pozitif n tamsayilari icip/q ifadesiC,,,,C,_, bitis noktal araliklarinda kalsin.

O zaman, bilinenler yardimiyla,

1
qnqn—l

Pn _ Pna
qn qn—l

<

1 ‘E _ pn—l
qqn—l

<
q qn—l‘

elde edilir. Bundan dolayy,, <q’ dir. Diger yandan,

1 _yPoa_P

qn+1 q

=q =q

G_%:Ma_q

|qna - pn| =
q

n+l

dir. Bu da yine bir ¢edkidir. Dolayisiyla, bazi n’ler icin

P_c
q
dir. Buradan,
1
|qn+1a ~Pna < q_ < |an( - pn| ; n= 0,1.2, (14)
n+2
yazilir. &, g, >1 olmak tGzerea’ nin bir yakinsakkg olsun. Varsayilsin ki bu
dn

kesir, en iyi bir yaklggm dezildir.
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lga —p <|q,0 - p,| : 1<qg<gq, (1.5)

(p,q) cifti, q en kiugtk olmak izere (1.5) ifadesini gedgyor olsun.q>1 ise p/q

kesri a’ ya en iyi bir yaklgimdir. P C., ., m<n’dir. Budurumda (1.4) ifadesi ve
q

(1.5) birbirleriyle ile celgir. q=1 ise ispat gikardir[3].

Ornek 1.3.3. 1 reel sayisinin surekli kesir acilimi;
= 3,1415926535897932384626433...
=3 + kucuk bir dger (0<x<1)

=3 +0,14159265...

1 1 1
3+ =3+ =3+
1 7,0625133059. 7+ 0,0625133059.
014159265
3+ 1 -3+ 1 ~3+ 1
1 1 1
7+ T+ 7+
1 15+ 0,99659.. 15+ 1
0,0625133059. 1+0,0034..
1 1 11

olur ki buradan;
n=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3)].

dir. Bu sonsuz surekli kesrin yakimlari 1 ye en uygun rasyonel yaklenlardir. Bu
yaklasimlarin bazilari,

22 333 355 103993
"7 '106° 113 33102
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dir.

Teorem 1.3.5. term igin en uygun rasyonel yaklan; 272 dir.

Ornek 1.3.4.e, reel sayisinin sirekli kesir agilhimi;
e=[ 21211411 61181110 111211,..]

dir. Bu sonsuz sirekli kesrin yakienlari, e ye en uygun rasyonel yaktalardir. Bu

yaklasimlarin bazilari,

dir.
1.4. Periyodik Sonsuz Surekli Kesirler

Tanim 1.4.1.Keyfi k=k, sayisi icin, a.,, =8 olacaksekilde k, ve h pozitif
sayllar varsa;

a=[a:a,a..]

surekli kesrine periyodik surekli kesir denir. Bynu

G:[aoial,% @iy 0@ 8 !---r%arﬂ}

biciminde yazilabilir.
Ornek 1.4.1.+/2 = [1, 2,2, 2] saylsmlx/i :[1,_2] seklinde ifade edilebilir.

Teorem 1.4.1.Langrange Teoremi: Her periyodik surekli kesir, duiadratik (ikinci
derece) irrasyonel sayi gosterir ve her quadratiksyonel sayl da bir periyodik
surekli kesir yardimi ile temsil edilebilir[2].

Ispat: (=) a, periyodik surekli kesir olsun.

G:[aoial,% @iy 0@ 8 !---r%arﬂ}
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periyodik slrekli kesrinin kalanlari icin,, =r,  yazilabilir.
a.., = a,,a kalanlarina gore,

a= pn—l'rn + pn—2
qn—l'rn + qn—z

yazilabilir. O halde,

o = Ptk T Pes - Bonafen® Pono
Qa2 Genaben® Qen2

olur.

Pt " Pz — Bonak® Bano
Qe T 02 Oen1-kt Qeno

yazildgindan, r,, tam katsayil bir quadratik denklemigtar ve sonuc olarak,
guadratik bir say! olur.

(O) a sayisiI tam katsayill,
an’+bo+c=C (1.6)

guadratik denklemini gar. (o, quadratik olsun.x yI n.mertebeden kalanlarina
gore,

a= pn—l'rn + pn—2
qn—l'rn + qn—z

seklinde yazilira y1  (1.6) ifadesinde yerine yazilirsa,
A r’+B,r +C =0

denklemini sgladig géralur. (A,,B,,C, 0Z)

A, =ap+bp., g .+ cd,
B,=2a.n.,n,* {R,q.,t R,G)+ 2cq, g
C,=af.,+bp.,q.+ cq,

BuradaC, = A,_, oldugu gorilur. Formdllerden;

B§—4AnCn:(b2—4ac) (P2G. Gi-R )2

=+1
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B2 -4A,C, = b’ - 4ac
olur, Ustelik, Teorem 1.3.4. geiie

1
oy

_Pns
Ona

a <

yazilabilir, bunlar yardimiyla,

2
A, =a(aqn_1+ 6”*} + b(a Gyt 6”*} G 1+ CG, .
q g

n-1 1
ao’+bo+c=C

oldugundan,
Col =[An| <2Je0] +[4+[ b

olur ki, A,,C, in mutlak dgerce sinirli oldgu gorultr. Devam edilirse,
B, -4A,C, =b?- 4c (1.7)

A, ,C, insinirl oldgu goruldiginden, n. yinci dgéisken olarak sadece sonlu sayida
deger alabiliriz. Yukaridaki gtlik (1.7) yardimiyla B, sayilarindan da sonlu tane
alinabilir. O halde, n sayisi, 1 den sonsuza agtgrk

A r?+B r +C_ =0
biciminde sadece sonlu ¢oklukta denklemleskaglir.

r., belli dezerlerin sadece sonlu sayida kadarini alabfiecen , k ve h pozitif
sayllari igin r, =r,,,, yazilir. Bu isea nin surekli kesir gosteriminin periyodik
oldugunu gosterir.

Ornek 1.4.2.
1 1 1
V2=1+(J2-1 =1 =W =¥
Vorg=t—q—=vp5 2+(V2-1)
2-1
=1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 =...
2+ 2+ 24 =

1 1+\/§ 2



1
1
1
1

1++/2

=1+

2+

2+
b

olur. Yani,
V2=[12,2,2,])=] 12

yazilir.

Tanim 1.4.2.A sayisinin surekli kesriA :[a; b,b,..] olsun.

1

A b, ]

; B=[b;b,b,.]

olur. Buradan,

—p+ T
B_b+[b;b,b,..]

yazilir. Devam edilirse;

B=b+%:> B°-bB-1=0
g btVvbi+4
2
(pozitif alinmasina sebep, A daki b lerin pozitiinasi)
A:a+1
B
_ 2 b-VbB+ 4
A=a+ .
b+Jb2+4 b-/B+ 4
_ 2
A:a—w
2
a=2a-b, 5+ 4

2 2

37
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olur.

Sonu¢ 1.4.1Herhangi pozitif a ve b ler igin;

2a- b+\/l5+ 4
2

2

=[a;b,b,b,.]

dir.

Ozellikle a= b alinirsa;

2
A =g+\/b2+4

olur.

b=2a alinirsa;

A= 1+a
olur. Burada,
a=1alnirsa;

A =12

J2=A=[12,2,2,]

olur.

Tanim 1.4.3.Bir surekli kesir,

baglangic kismi tekrar eden kisim

[a,;8,,....a ,§ ,b,...h b .,b,..pb,

seklinde yazilabiliyorsa, bu surekli kesre periydtiklenir.

Ornek 1.4.3.

\/§=[1;2,2,2,.].=[ 1_% ~ % periyodi

J2_3,=[4;1,3,1,8,1,3,1,8,}.;[ 4:1,3,1,8 -4 Dperijo
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80-/30 _

£5 —[1;2,3,?,% - 2 periyodil

Ornek 1.4.4.
V2 =[12]
J3=[112]
V5 =24
J7 =| 21114)
V13=[311114

V19=[4,21312%
J23=| 41318
V29=|5211,210
V31=[51,1,3,5,3111f
J37 =612

J71=| 8221712216
J73=| §11551116)

J89=| 9233219

Jo7=| 9151111115118
bulunur.

Her periyodik surekli kesir] uzunlygunda bir periyoda ve birinci terimden son
terime kadar simetrik olan, ilk kismi boliumin ikatkyla biten bir periyoda sahiptir.



BOLUM 2. MOB iUS DONUSUMLER i

2.1. Mdbids Donisumleri

Tanim 2.1.1.a,b,c,ddC, &C_ olmak lUzere

00

az+b -, d (c#0)
cz+d c
T:C, - C,, T(z) = a , Z=0 ad-bcz0
c
d
(o] , Z=——
c
biciminde ifade edilebilen dogimlere mobitis doniimleri denir. Kisaca,
T(Z) _ az+b
cz+d

ye bir mobits doniiimi denir[12].

Onerme 2.1.1. T:C_ - C,, T(z)= az+b
cz+d

ve ad-bc=0 ise, T bir sabit

donlsUmdur[12].

Ispat: z# —% ve ad—bc = 0 oldugundan,

ad= b, ad+acz= bc+ acz, a(d+cz)=c(b+az)

a_aztb ;)
c cz+d

olur. Bu da,T(z) nin ad-bc= 0 sarti altinda sabit bir dégiim olduunu gosterir.
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az+b

Onerme 2.1.2.T:C, -~ C,, T(z)= —

ve ad—bc#0 ise T, bire-bir ve orten

bir donumdar[12].

ispat: Bire-bir oldwunu gérmek icin; T(z,)=T(z,) ise z, =z, oldusunu
gostermek gerekir;

T(Zl) = T(Zz)
olsun.

az +b_az +b

cz,+d cz,+d

aczz, +bcz, +adz +})d: aczz, +bcz +adz, +)26

adz —bcz, =adz, —bcz,

z,(ad>bc) = z,(adbe)

20 #0

olur ki sadelgtirme islemi yaplilirsa,
z,=2,
olur. Yani, T, bire-bir dongiimdir. Orten oldgunu gostermek icin;zzOC iken,

T(Z) — az+b
cz+d

czT(z

ve ad—bc# 0 olacaksekilde, zOC oldugunu gostermek gerekir;

+dT(z)=az+b

)
)

czT(z)-az=b-dT(z)
2(cT(z)-a) =b-dT(z)
,_b- dT(2)
cT(z)-a
_—dT(z)+b
cT(z)-a

olur. Buradan,
(-a)(-d)-bc=ad-bc# 0

oldugundan birzOC bulunur. Yani, T, 6rten bir doguamdur.

2.2. Ozel Mébitis Dongumleri
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2.2.1. Oteleme dongiimu

00 Z=00

z+a , Z£ o
T:C, -C, T(z):{

yani, T(z) =z+a bicimindeki dongiime, 6teleme dégimu denir[12].

2.2.2. Tersinme donguimu

E , ZF 00
V4

T:C, - C, T(z)=40 , z=o
00 ,2=0

yani, T(z) == bigimindeki déniiime, tersinme dégiimii denir[12].

N |

2.2.3. Carpim donigumu

T:C, - C, T(z)={aZ 27

00 Z=0

yani, T(z) = az bigimindeki déngiime, carpim dongimii denir[12].

Ornek 2.2.3.1.T(z) =

z+7

T(0) = ‘72  T(e0)=3, T(-7)=0 , T(i) = 3'—_72 donistimleri elde edilir.

| +

az+b

Teorem 2.2.3.1.T:C, -~ C,, T(z)=
cz+d

ve ad-bc#z0 ise T donguimd,

Oteleme, tersinme ve ¢arpim d@ainlerinin bilekesidir[12].

Ispat: ¢ =0 icin ispatlanirsa;
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T(2)= 27 b —Ez+g ve ad# 0 olur. Su halde T déngiimd,

d d

Tl(z):gz , Tz(z)=z+g olmak lizere, T=T,oT, biciminde T, ve T,

donisimlerinin bilekesi olarak yazilabilir. Hakikaten,

T(2)=(T,-T.)2)

T(Z):§Z+E: az+b
d d d
dir.
c# 0 igin ispatlanirsaz # —% iken, T,, T,, T, ve T, donGumleri,
a d 1 bc-ad
Tl(z):Z"'E ’Tz(z) +E T ( ) E ve T4(Z): 2 [z
olarak alinirsaz # —% icin T donuma,
T=T,0T,oT;0T,
dir. Hakikaten,
d
T(z)=(T,0T,0TyoT,)(2) =(Tyo Tpo T3)(2+Ej
1 bc-ad_ 1
T(2)=(TeT)| —5 [=(1) 252
z+= © z+=
c c
T(z) bc-ad g_bc adD/c/ La_ bc-ad L a
c? z+d c & cz+d c clez+d) c
c

T(Z)zbc—/a(6+acz+/a6 bc+acz __/z’faz+b) az+b

clcz+d) cl{cz+d) /ﬁﬂcz+d cz+d

alinirsa, T[—gj:oo olur ki, bu T dongimunun bilgkesinde yerine
c

yazilirsa,
T(2)= (T, o T, 0T, T,)(2)

T(z)=(T,eT,oT,o T)( Sj



T(2)=(T, T, T)0)
T(2)=(T,o T, )()
T(2)=(T)(e) =

elde edilir. O halde,

T(—%j =(T, 0T, 0T, Tz)(—%j

dir. Yani, ZOC_ igin, T=T,0T, o T, o T, dir.

[ee]

Onerme 2.2.3.2T:C, - C,, T(z)= azth o T(oo):g,T(—gjzoo ise,
cz+d C c

dz-b

T:C, - C,, T_l(z):—cz+a

ve T (o) = % (cj oo dir[12].

Ispat: T"oT=ToT™* =1 oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir.

Ez+ adz+ —bcz—
(T2oT)2)= Tezed ™" _ Pﬂ/ # _ adz-bez _ (ad<Be)Lz _

_of2tb  -9ez” bc+9,c’z+ad ad-bc M -

cz+d /Z/I-/

olur. Benzesekilde (T« T™)z) = z oldugu gosterilebilir. Ayrica,

T(00)=%1 iken, T'l(%j:oo

T(—gj = iken, T ()= _d
C C

dir. O halde ispat tamamlargtr.

Sonu¢ 2.2.3.1T:C_, - C_, T(z) = azig, ad—bc# 0 ve A # 0 olmak lzere,
Ccz
Aaz+Ab
(2)=
Acz+Ad

olarak yazilabilir.
(Aa)fad) - (Ab){Ac) 20,  A2(ad-bc)# 0

44
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Aaz+Ab .
olacaksekilde secilirse,T
ac—bc s ¢ ( ) Acz+Ad

(Aa){rd) - (Ab) fAc) = A*(ad—bc) =1

olur. O halde genelde bir mobius d@itniinde,ad—bc=1 alinir.

olur. \* = icin,

Ornek 2.2.3.2.T(z) v edz)= “1241 e so T dénisuimiini bulunuz.

—2z-i
. 22+1 ~2iz—i+32+2
-ig—=+1 o
—2z-i+3z+
Cozim: (SoT)z)=—2*2 - azzl-/f - ?lz ] R+2
-2 +1_ . -472-3z-2i -3z-2i-4z-2

%2 347
(50T)2) = (( 2i +3)z+(~i+2)

3i-4)z+(-2i -2)

bulunur.Simdi, ad-bc =1 oldugu gosterilirse;
(-2i+3)[{-2i-2) - (~i+ 2) [{-3i— 4) =4~ 6+ 4i~ 6i+ 3+ 8 4ir 6F !

bulunur.

Joz-1
-2

Ornek 2.2.3.3.T(z) = ise To T dénistimiind bulunuz.

Gx/zz 1 2z - ﬂ—swﬂ

Cozim: (ToT)(z)= \/_ -2 i Z A2
\/Ez 155 T 3/52-3-3/57+2

\/_ /<F

bulunur. Buradaad—bc= dHir.

=<
-1

Ornek 2.2.3.4.T(i)=-1, T(0)=1, T(c) = olan bir mébitis dongimii bulunuz.

jab)

Cozim: T(w)=c ise, T(w)=Z=0c olur ki, bu durumdac= Oolur. O halde,

(@)

T(z)= az;r D olur.
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T(0)=1 ise, T(O):g=l olur ki, bu durumdab=d olur. O haIde,T(z)=%2+1

olur.

T(i)=-1 ise, T(i):%+1:—l olur ki, bu durumdaa=—22 olur. O halde,
|

T(z) = ﬂ =2iz +1 olur.
i

Ornek 2.2.3.5.T(i)=i, T(0)=0, T() = olan bir mébiiis dondimii bulunuz.

Cozim: T(w)=c ise, T(w)=Z=c olur ki, bu durumdac= Oolur. O halde,

T( )_az+b

olur.

T(0)=0 ise, T(0)=g =0 olur ki, bu durumdeb = ®lur. O halde,T(z) :%Z olur.

T(i)=i ise, T(i)=— =i olur ki, bu durumdaa = clur. O halde,T(z) =z olur.

Sonug 2.2.3.2T:C, - C,, T(z)=22"D
cz+d

olsun. Ber T(i)=i, T(0)=0, T(w)=c ise her ZIC_ igin T(z)=z dir. Yani T

, ad=bc# 0 olan bir mdbits doniiimu

donumu bir 6zdelik donidsimuddr.
2.2.4. Ozdslik donisumii

Onerme 2.2.4.1. T:C, - C, bir mébits doéngimi olsun. Ber, T(0)=0,
T(1)=1, T(w) =0 ise, her ZI1C, igin T(z) =z dir. Yani, T déngumi bir 6zdglik

donlsUmudur[12].

ispat: T(o) = ise, T(z) = 22213 , T(e0) =

oo

oldugundan,c = Oolmalidir. Buradan,

az+b a_ b
T(z): g :az+d
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olur.

T(0)=0 ise, T(z)=§z+g, T(O)=g=0

oldugundanb =0 olmalidir. Buradan,
a
T\z)=—2z
(2)=3
olur.

T@R)=1ise, T@)===1

olw

olur ki, buradaa= dolacaindan,
T(z)=z

bulunur ki bu da 6zdék donisumi old@gunu gosterir.

Teorem 2.2.4.1.2,,z,,z,[1C, farkli (¢ nokta olsun. Bu durumdd(z,)=0 ,
T(z,)=1, T(z,) = » olacaksekilde tek bir mobitis déiimii vardir[12].

Ispat: ispat yapilirken 6nce teklisonra da varfi ispat edilir.

Teklik:
T(z,)=0,T(z,) =1, T(z,) =w ve Hz,) =0 , Yz,) =1, Hz,) = = olacaksekilde
S ve T gibi iki tane mobids dogiimi olsun. Bu durumda,

(ro5)0)=T{s"(0) = T(z,) =0

(res*))=T(s"W)=T(z,)=1

(Tos ) =T(S™ (=)= T(z,) = 0
olur. ToS™ dénisiimi bir mébiiis dongiimii oldgundan Onerme 2.2.4.1. e gore
ToS™ =1 olacaktir. O halde,

(Tos?)es=105=5
olur. Buradan da,

To(sto8)=S

Tol =S

T=S

olur. O halde mdbiilis dogiimu tektir.
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Varlik:

Egerz, #o ,z, %0 , 7, #® ise,

7) = (Z_Zl)[qzz_zs)
&)= e, -2)

vardir. Burada,

a=1z,—-1,, b:_zl [qzz_zs)
C=2,-12, d:—ZSEQZZ—Zl)

az+b
cz+

alinirsa, T(z) = olur. Su halde T(z,)=0 , T(z,)=1 , T(z;)= olacak

sekilde bir mobits dorgiimu vardir.

Eger,1<i<3icin z; = ise, yaniz,,z,,z, lerden birisic ise,

7) = (Z_Zl)[ﬂzz_z3)
") e, —2)

de z, nin gectgi carpimlar ortadan kaldirih8u halde;

z, = iseT(z):%
T 43

. z-2

z, =0 |seT(z):Z_Zl
z-2
= iseT(z) = ——L
z, = iseT(z) —

olur.

Omek 2.2.4.1. T([)=0 , T(o)=1 ve T(-1)=w olan bir T mébiiis déndimi
yaziniz.

C6zum: z, = oldugundan,

dir. MObils dongimdez, =i , z, = -1 yerine yazilarak,
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mobils donglmu elde edilir.

Onerme 2.2.4.4.2,,2,,2,[0C,, farkl t¢ nokta olsun.T(z,)=z, , T(z,)=z, ,
T(z,) = z, ise bu durumda =1 dir[12].

ispat: Teorem 2.2.4.1. e g618(z,)=0 , Sz,)=1, S(z,) = olacaksekilde bir S
maobids donglmu vardir.
(seTos™)0)=0
(seTos?)1)=1
(575" o) =
dir. Se ToS™ bir mobius dongiimii oldgundan,
SoToS™ =1
dir. Buradan,
SoT=S
ve,
T=S".S=|

bulunur.

2.2.5. Elenik donusumler

Tanim 2.2.5.1.T ve U iki mdbits dongiimi olsun.
U=SoToS*
olacak sekilde bir S mobils dogumi varsa, T ve U dogumlerine glenik

donistmler denir. Elenik donigumlerin ayni sayida sabit noktasi vardir[12].

Tanim 2.2.5.2. T mobils dongimuntn bir tek sabit noktasi varsa, T mdbius
donisim,

U,(z)=z+a

U,=SeToS?
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dir[12].

Tanim 2.2.5.3.T mo6bits dongiimindn iki sabit noktasi varsa, T mobils dgmid,

U,(z)=az

U,=So ToS*
dir. T mobits dongiimunun iki sabit noktasi varsa,
U,(z)=az

mobits dongimuandeki a sayisina T mobius dgaoninin ¢carpani denir[12].

Tanim 2.2.5.4.A # 0 olmak Uzere,
Az, A#£1

UA(Z)={2+1 , A=1
olarak tanimlanirsa bu durumda;
1. T dongumundn tek bir sabit noktasi vardik: T dongumu U, ile esleniktir. T
donsimune parabolik dégam denir.
2. T dongumdinun iki sabit noktasi vardie T dongimid A #1 olmak uzereU, ile
esleniktir.

a. Eger |A| =1 ise T déngiimiine eliptik dongiim denir.

b. Eger |)\| #1 ise T dongimine loxodromik dorgiim denir[12].

Tanim 2.2.5.5.T bir moébits dongiimi veT # | olsun. Ber T" =1 olacaksekilde

bir n dgzal sayisi varsa, T dogiimine sonlu mertebelidir denir VvE" =1 sartini

sglayan n d@al sayilarinin en kiig@iine de T déniumunin mertebesi denir[12].

Sonug 2.2.5.1T mobilis donglimi sonlu mertebeli is€ " de sonlu mertebelidir. T

mobilis dongiminin mertebesi m is@ " in de mertebesi m dir. T mobiis

donisiimi sonlu mertebeli is8o To S* de sonlu mertebelidir.

Ornek 2.2.5.1.T(z2) ~LiseToT=T2= olup, T déngiimuniin mertebesi 2 dir.
z
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J2z-1
5z- 2\/_2

Ornek 2.2.5.2.T(z) = ise T dén§uimunin mertebesini bulunuz.

2 -1
COzUum: T donkumuine kagilik gelen matris dir.
5 -2/2
L (2 Y (3 2
5 -2/2) (-5/2 3

-3 J2)(J2 -1 2/_2—5

T = it =

52 3)( 5 -2a/2 5 —J:

-3 \/Em—sx/_z 10)
5/2 3)(-5/2 3] \0 1

T =|

olur. O halde T doérgiiminin mertebesi 4 tar.
2.3. Bir M6bitis D6nisimunin Sabit Noktalari

Tanim 2.3.1.T(z) = az+h
cz+d

, ad—bc=1ve T bir 6zdglik donlsimi olmasin.

T(Zo) =2

ise, z, noktasina T dosamunin sabit noktasi denir[12].

Ornek 2.3.1. T(z) = z-1 dénistimiinde, T(w) = o olup « noktasi T déngiimiiniin

sabit noktasidir.

Ornek 2.3.2. T(z):%1 dénisuimiinde, T(0) =0 olup 0 noktasi T dériminiin
z

sabit noktasidir.

, az+b
z =T(z)= po——

dogrusal dongiimun sabit noktalarz’ =z yazilarak yani;
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az+b
=z
cz+d

yazilarak bulunur.

az+b
cz+d

=z=c+(d-a)z-b=0

olur.
z ye bal ikinci dereceden bir denklem olgundan iki kokla vardir. O halde bu
donumaun iki sabit noktasi olabilir. Bu sabit noktalar;

_a-ds(d-§°+ 4bc

Zl,2 - 2C

dir. Buradan,

A=(d-a)’+ 4bc= d- 2ad &+ 4t
A=2a’+2ad+ d- 4ad 4bc

bulunur.ad-bc =1 oldugundan,
A=(a+d)’ -4

Buna gore denklemin kokleri incelenirsga@daki durumlar ortaya cikar.
1. Durum;A=0 « (a+ d)’ - 4= 0= a d 7 :durumunda

, =, =a°d
1 2 2C
olan tek bir sabit nokta vardir.
2. Durum; A # 0 ise farkl iki sabit nokta vardir.

3. Durum;c=0= ad—bc=1= ad= 1olur. O haldea# 0,d # 0 olur.

O zaman;
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T(z):az(: b=z
az—-dz+ b= 0

sabit noktalaridir.

c=0 ikena=d olursa;

az+b az+b b
= = =7Z+—
d a a

Sonug 2.3.1Bir dogrusal dénglimiin en fazla iki sabit noktasi vardir.

Teorem 2.3.1.Ikiden fazla sabit noktasi olan tek gdosal dongim T(z):z

Ozdelik donGsUmudur[12].

Ispat: T(z) nin ikiden fazla 6rngn z,,z,,z, gibi ¢ tane sabit noktasi olsaydi;
cz+(d-ajz-b=0

denkleminin G¢ tane koku olsaydi, denklemin Ghleyani, c=0 , a=d , b=0

T(z)— az+0 =z

0Oz+a

olur ki dongim 6zdslik dontsumuddr.

Ornek 2.3.3. T(z) =i_1 mobils dongiminin sabit noktalarini bulunuz.
z-i

Cozum: T(z) _ztl_, olduzundan bu denklem cozilurse,
z—i

N
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z2-zizz+1
ZZ+(-i-1)z-1=0
elde edilir. Buradan da,

_1+i++/2i+4 _1+i-v2i+4
X,=—————Vvex, =———

! 2 2 2

elde edilir.

Ornek 2.3.4.T(z) = 3z+ 5 mobitis dongiimuniin sabit noktalarini bulunuz.

Cozum: T(z) = 3z+ 5= zoldugundan, bu denklem ¢ozuliirse,

sabit noktas! oldgu gibi, T(«) =c oldugundan,e noktasi da sabit noktasidir.

Teorem 2.3.2.z,,z,,z, gibi U¢ farkli noktayi zl',zzl,zg' gibi G¢ fakli noktaya
goturen tek bir dgrusal dongim vardir. Yani T,'nin t¢ farkl noktada alg

degerleri bilinirse T, bulunabilir[12].

ispat: T(z)=2, T(z,)=2, T(z,)=2, degerleri yazilirsa a,b,c,d nin Ucliger
dordincu cinsinden yazilir vad- bc= 1 olan dordinct de bulunur. Bdylece,
donUm yazilir. Ya da;

2. Yol: ad- bc= 1 oldugundan a,b,c,d ‘nin dordu birden sifir olamaz.

Ornezin; c# Oise , c ile pay ve payda boluniirse;
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a,b
T(Z):C C:AZ+B
d z+D

CZ+E

degerleri yerine yazilip 3 bilinmeyenli 3 denklem ¢t
2,2,,Z, U zl',zz' z3 ye talyan dongumun bir tek oldgunu ispatlanir.
Tersine S ve T bu 06zellikte iki mdbitis dgdini olsunlar. O zaman mdbils
donisumleri bir grup olgturduklarindanT ™ vardir.
ST (zll): S(z)-= z
ST (22')= S(z)= 22'

ST‘1(23')= S(z)-= z,

oldugundan U =ST ' doénisiiminiin tic sabit noktasi olur ki bu da Teorem 2.3.1.

gerezi U nun | olmasini gerektirir.
>ST ' =1=>ST'T=IT=>S=T

dir. Yani boyle bir dongiim tektir.

Ornek 2.3.5.T, :1,i,2+i - 1,00,0 donsuimu bulunursa;

z—1Doo—O: Z__lDI_Z_ !:>z’=—1— z—]]. —2'
o 0O z-11-2-1i -1 -1

z-12(-1+i) _—z+i+(z-9(-1+1) _(-2+1i)z+1
E = . = :
z-i 1+1 zZ—i zZ—i
2

olur.
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Ornek 2.3.6. i,—2,0 noktalarini 0,10 noktalarina resmeden bir T Mobils
dénumua bulunuz.

Gozum: T(i)=0, T(-2)=1, T(0) = oldugundan,T(z) =2

y=(z2-2)dz-2) _(
) (z-z)dz-2) (

2- Q0 _ -2z+2i

)d-
0f-2) (-2 )0z

Z_
Z_
elde edilir.

Ornek 2.3.7.1, 2,3 noktalarinii, 0,5 noktalarina resmeden bir T Mobius dgininii
bulunuz.

Gozum: T(1)=i, T(2)=0, T(3)=5 oldugundan,T(z) ="

I 8)::2 T,(2) = (2:2122:39 =2 ;
o, 942y =
s(i)=0

B _(z-i){f0-5) _-5z+5i
8(9=11 S(= 5o " Tizvs
(9 (-840~ ) -iz+s

olacak sekilde tek birT, ve § mobits dongimu bulunur. T, ve § mobius

donistimlerine kagilik gelen matrisler,

-11
T, e kasihk gelen matris, 1 3]

-5 5i
S e kasilik gelen matris, , Ij

51 -5i
S' e kasilik gelen matris, _I Ij

dir.
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T=S"-T,
oldugundan,
1 5. 5i)(-1 1 -10i 20i
T=S T =] . = . )
I -5 1 3 -1-5 1-15
olur. Yani,
(-i-5)z-15+i

bulunur.

2.4 D@rusal Donusumler ve Cemberler

z bir kompleks sayi ise bunun reel ve sanal kisiwkrdir. z= x+1y ise Re(z)= x
ve Im(z)=y’'dir. z'nin eslenigi de Z ile gosterilir ve Z=x-iy bigciminde

tanimlanir.

z[Z=X+Y

Teorem 2.4.1.Dogrusal dongiimler, cemberleri cemberlere d@tiirar[12].
Ispat: C, :A[ﬁx2 +y2)+b1x+ b,y+ C= 0 gemberi alinir. Onc€,’in z ve Z'e bali

ifadesi yazilir. Sonra da gosterilecek KiC, = C, bir (;emberdir.(A, C,b,b, DR)

—\2 —\2 — —
AHZ;ZJ o(* Z”+blﬂz+ “+b,82FC=0

Az?+%(b1—ib2)z+—;(bl+ ib,) 7+ C=

dir.



58

1 .
BZE(bl_IbZ)
yazilirsa,
Azz+Bz+Bz+C=C A,COR

genel cember denklemi elde edilir. Bu denklém0 icin cember,A=0 , BZ0
icin dogru belirtir.

Cemberin merkezi ve yaricapi bulunursa,

B [ﬁ_ Bj BB-AC
z+— |[jZ+— |=
A A A?

B|"_BB-AC
Z¥ - = 2
A A
oldugundan Az c¢emberi-— merkezli ve r = BBATZAC yaricapli ¢cemberdir.

Buradan da goruliyor ki, ifadenin cember olmasn i@B-AC >0 olmasi yani

BB > AC olmalidir.

az+b -dw+Db -dw+Db
W= = z= —
cz+d cw-—a cw-a

yerine yazilirsa,

0 dw+ b+§D—_£]“w+_ b+C=
cwW- a Cw a

B

0

Cl:A{—dW+bD—dVv+ b}r

cw—a Cw—-a

A[dawvv— dbw— bdw+ EﬂH{— doww daw bow *o}

(cw-a)[ew-3 (cw affcw R

—{—C&WVV+ chw+ adw- 51 C[ TCWW —acw —acw _ja: 0

B ow-a) fow-3 (ow 3 ow X

[AdEI—Bd?:—T_%c_d+ CE@ vwv{ Adb- Bda Bch C%C
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+[ -Abd + Bbc+ Bad- Cad w Abb Bba Bab Caa
olur ki bunun cember denklemi olmasi igvw ‘nin katsayisi ile sabit sayinin gercel
olmasi gerekir. A ve C gercel veriliyor.
dd=|d"OR?, cc=|d’ OR? ve Bdc = Bdc
oldugundan,
Bdc+ BdcOR
bb=|H’ OR? , aa=| 4 OR? ve Bba= Bba
oldugundan,
Bba+ BbalR
dir.

az+b .. .. . .. ..

Ozel Hal: Bir cemberinT, = " mobits donglimu altinda bir dgruya
cz

donigmesi icin cemberirz = —% noktasindan gegcmesi gerekir.

Sonug¢ 2.4.1.Dogrulari o vyaricaph birer cember olarak giinebilecgimizden,

Teorem 2.4.2.Dogrusal dongimler bir d@gruyu veya bir cemberi bir cembere veya

bir dogruya dénigturarler[12].

Ispat: Dogrular « yaricaph ¢cemberler olduklarindan ispat aciktignxiimun bir

dogru belirtmesi durumunda da ispat kolayca yapilab#i noktasi d@ru Gzerinde

oldugundan goruntisice olan bu nokta,(—gj, verilen cember veya @ou
c
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Uzerindeyse goruntusi bir glor belirtir denebilir. Aksi takdirde bir cember bét.

WW 'nin katsayisicc ile bolundrse;

(ol Yol G

olur ki bu daz = —9 nin
C

Azz+Bz+Bz+C=0 A,COR
- 5 . d
denklemini sgladigini gosterir.| —— |,
c

AzZ+Bz+Bz+ C=( A, COR

¢cemberi Gzerindedir.

Teorem 2.4.3. Verilen bir ¢emberi, verilen ikinci bir ¢cembere rdgtiiren o

¢coklukta dgrusal dongim vardir.

Ispat: Verilen ti¢ nokta yardimiyla gemberi targiainizdan ve her bir noktay cember
Uzerinde o c¢esit secebilecgimizden, verilen bir ¢emberi, ikinci bir ¢cembere

donistiiren oo [oo [0 = 00® coklukta d@rusal dongiim vardir.

2.5. Capraz Oran (Croos-Ratio)

z,,2,,2,,2, sayllarinin ¢apraz orani;

Z,—Z -Z
(222 202,]= e

olarak tanimlanir. Capraz oran, déainin birgok Ozelfiini bulmada 6nemli rol

oynar. Hatta bazen kendisini bulmakta da kullgi®}.
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Teorem 2.5.1.Dogrusal dongim altinda 4 noktanin ¢apraz orani korunur. Yani

I

2,,2,,z,,z, 4 farkh nokta ise vez, ,z, ,z, ,z de z':%) donumu altinda

z,,2,,2,,z ‘Un resimleri ise

2 -2)42-2) (4-2)0z-2)
(21' —zgl)EézZ' - 24) (z.-2)dz,-2)

olur[12].

Ispat: Gergekten de;
az+b az+ b laz,+b az+
cz+d cz+d) | cz+ d cz+
az+b az,+b)|[ az+ b az+
cz+d cz+d) { cz+ d cz+
aczz, + bcz+ adz+ b8 agz,z bez agz”
(cz,+d){cz,+

T acyz+ bog+ adzr bd agzz bpz afgy”
(cz+d){cz+d

ackz,+ bcz+ adz+ td agz,z bgz agz~
o (cz+d)fcz+ d

acz'z, + bcz+ adz+bd a¢z,z bez agz”
(cz,+d)cz+ d

:(adib%—(a; bf z_ ( &F M &F )d
(@ fez? 9  {ad bp z( ad e,

1 1

003 (e Bz, (@ Kl o )0
(2*dicz?9 (at bp z( ad bo,

1 1

:Zl_ZZ &3_24
z2,-2, 2,- 2,



olur.

de;
z, = z, iken her iki tarafi da sifirdir.
z, = z, iken her iki tarafi da sonsuzdur.

z, = z, iken her iki tarafi da 1 olur.

_ z,-© 7,-2 -z
z, = o sg taraf; (el I S T R YT
4,2y ©— 2, 4~ 4
_ 2,-2, ©0—2 -
z, =00 sg taraf; 1P h AT % gy,

;=0 7,2, Z,—

_ 2,-2, 7,—® -
z, = sg taraf; 172 £s7R AT 5 gy,
4,724y ;=% 4T 4

Ayrica ¢apraz oran dogimu bulmaya da yardim eder.

Ornek 2.5.1.T,:1,2,i - 1,3, 2i olan déngimui bulalim.

Coziim: (z-9d3-2) _(z-3¢ 2}
(z-3)(1-2) (-9 )

12 eyt

z-1_
Z-3 (3-2) (=2t}

Z-1_ 2z-4iz-iz- 22 2 4+ # 2 _ - 5i# 5i
Z-3 3z-2z-3iz 2z & 4 6 4 (% §iz 2 L

(z -9)[ (1~ 5i) z- 2+ 10]=( - 3(- 5iz 5

Ara islemler yapilirsa;



(1+10i) z- 2- 5i
Z—-2+5i

zZ =

bulunur.

2.6. Sembolik Gosterim

+
7= b ayni zamandd (z) = az+ b ile gosterilir.

cz+d cz+d
Z=T(2)
dir.
T.(z)=T(2) iseT,=T
dir.

7'=5(2)= #= g T 3)= ST } olup aagdaki sitlikler yazilabilir
1. U(ST)=(US T= UST

2. T(2)=T(T(2)) veT*(2) =T(T*(2))

3. (sT)'=T'S

4. (TT,OOT,)" =TT, 05T,

5. ST genelde TS’den farkhidir.

6. UST=V olsun.
(UST) T =VT'= US=VT"
U™ (UST)=U'V=ST=U"V

7. W doéniumi T,T, T, in tersiyseW [0, T, T, =1 ‘dir[12].



BOLUM 3. MOB iUS DONUSUMLER i iLE SUREKL i KESIRLER
ARASINDAK 1 iLiSKi

3.1 Mdbius Donsumlerinin Bile simi Olarak Sirekli Kesirler
b
A = a, b,
1 0
matrisi ile,

_a,z+h _ g0z h
z 1Iz+ 0

b
T (@)=8+—

bicimindeki mdbits dongiimleri kullanilarak,

surekli kesirleri Uretebilir. n. yakgam,
P
o =(Ty, o Ta 00 o ) (@)
ve surekli kesrin deeri,

lim (Qij =lim (T, oT, 0.0, ) (2)

Z->0
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dir. Bu ifade yakinsaktir. Burada, JZ ve a, > 0, b, > 0 ve ilk terim olana, hari¢

a,,b 0Z" dir.

Teorem1.2.6. dan strekli kesirlerin,

sis I:31+2 < PT‘H'4 < < Pn+5 < Pn+3 < E+l <
n Quz Qua Quvs Qus Qu:

alt kiimelerinin, yakinsak dizisinin ileri ve gealsimasi gibi cok yararli bir 6zedii

vardir. M6bius dongiimleri matris ifadesi ile diiinultrse,

T (e b_(R R
Al oke: o)

Ozelligi goraltr. BuradaQ_, = 0 oldugu igin

m b m+1
,l:l 1 O L1 0
olur. Bu ylUzden, matris ifadesindeki pozitif katdagurekli kesirler, normal matris

carpimina kanhk gelir[11].

Tanim 3.1.1. 0 boyutlu bir mébits doguamd, kesirli bir sayidir.

1 boyutlu bir mobits doniimi gagidaki genel yapiya sahiptir.

_azt+b
T[Z‘ gj (2)= cz+d

2 boyutlu bir mobits doniimi gagidaki genel yapiya sahiptir.
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_azw+ bz+ cw+ d

LW
[Z ; ; :]( ) ezw+ fz+ gw+ h

[11].

Teorem 3.1.11 boyutlu mébils déniimin bilgimi 2x2 matris ¢arpimi ile 6zdsr.

Ispat:
a(ez+g N
T o°Te 4@ fz+h
od [ b €29 1y
fz+h

_ (aet+ cf)z+ (agr ch)
(be+ df)z+ (bg+ dh’

=Tae+cf ag ¢ (Z)
o

be+df bg dh

ifadesi matris ¢arpimi ile katastirilirsa,
a c) (e g) (ae+cf ag+ch
b d/{f h) |be+df bg+dh

elde edilir. Bu nedenle mobilds d@dinleri ve matrisler arasinda rahatlikla geci

yapabiliriz.
3.2. Mobius Donistumleri ve Matrisler

aZ+b o msbits dengtimi
cz+d

Tanim 3.2.1.Her zOC,, igin, T:C, ~ C,, T(z)=

olsun.ad-bc=1 olmak Uzere, T mobits dogiimine kagilik,

-t

matrisi kagilik gelir.
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_az+b
cz+d

Onerme 3.2.1.Her zOC,, igin, T:C, -~ C_, T(z) SC, - C,_,

9z)= ez+1;] biciminde iki mébitis déniiimii olsun.ad—bc =1 ve eh—fg =1 ise,

L)) = (ae+ bg)z + (af + bh)
(T=s)e) (ce+dg)z +(cf +dh)

dir.

b

. a
Ispat: T ve S swasuyl{
c d

f
j ve (e h] matrislerine kagnlik gelirse, To Sye de
g
bu matrislerin carpimi kautik gelir. Yani,
a b) (e f) (ae+tbg af+bh
c d)\g h - ce+dg cf +dh
dir. Bu da,

L)) = (ae+ bg)z + (af + bh)
(T=s)e) (ce+dg)z +(cf +dh)

mobits dongimane kagilik gelir.

Orek 3.2.1.T(z) = z*l e 9z)= ~12+1 ise, S T doniimani bulunuz.
3z+2 -2z-i

C6zum: T ve S dongimleri, matris cinsinden yazilarak carpilirsa,

i 1) (2 1) (-2i+3 -i+2
-2 -iJ13 2) |-3i-4 -2i-2
elde edilir. Bu da,

(SeT)z)= ((_—32ii_+4?;)22: ((—_2ii+-22))

mobits dongimuine kagilik gelir.

BuradaR" = R O{-,} geniletilmis reel sayilardirco degeri a# 0 iken % dan
ortaya cikar. Ote yandanT(oo), % olarak tanimlanmgtir. Tekil matrisler ile

tanimlanan maobids dogiimleri icin ek bir sayi,[] (belirsiz) gereklidir. Bu sayig
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dan ortaya cikar ve sifir vektori olarak ifade eddilir. Bundan dolale(D) =[J dir.

Bu yiizden tekil olmayan mobiiis désiinleri R}, = R 0{- 0,0} 0{0} olmak tizere
R, den igine fonksiyonlar ifade eder. Bu tanimlarladiis Donigimlerin

birlestirilmesi matris carpimina kafik gelir.

tersi bulunabilir.

Onerme 3.2.2.n=0,1,2,.. ,j>0,a #0 ve,
Pn _[, - _ 1
P —la,;a,.8,,....8, | =a, + 1
d, a, +
a, +

icin;

a0 1 a:l. 1 a2 1 an 1 _ pn pn—l
1 0ol1 ol1 oJ1l1 o) (g, q,,
dir[10].

Ispat: Timavarim yontemi ile ispatlanirsa;

Ik deger olann = 0 icin dasrudur. Burada,

S0
a 1)_|p
1 O d, 9

T %

p

o
[N

1

o
[N

dir.

n=k icin dggru olsun;

S R R



dir. n=k+1icin,

Tt {1ty i

nin dgru oldusu gosterilmelidir.

P R

1
esitli ginin her iki tarafi da] "
1 0
(a1 (a 34
1 0/{1 ol1 0o 1

1

S HPE

elde edilir ki bu da istenen sonuctur.

Teorem 3.2.1.
S e il
1 01 OA1 O 1
ise;
detA = (-1)"*
dir[10].

Ispat:

pk_lj
Oher

matrisi ile carpilirsa,

-

J: CHPE I PR )

J

qk+l

pk+l

pkj
Ok

Pk
Oy

)

P+

ak+1 [qk + q<—l

Q41

pkj
Ok

pk+l
qk+l

@1
1

4

]



A=aolallazl a, 1)_(Pn Pua
1 0f1 ol1 of11 0 (g, 9,
oldugundan Tanim1.2.4. ten;

detA =p,d,, —P4d, = (_ 1)n_1

olur.

Sonug 3.2.1{a,;a, a,,...,a,} kalanlari, matris cinsinden,
Ao(® T3 1fa 3
1 o)l1 ol1 (1

biciminde yazilirlar.
(pn pn—lj
qn qn—l

o)
A= , P
c d

alinir. Burada,

detA =detP=(-2)""
dir. Ayrica,

_Pa

a
c q,

dir[10].

I
Tanim 3.2.2.Eger, x == = [ao A ,a,,... ,an] surekli kesri alinirsa;

oo

X :[ao A48y, 4, 80,y ,az,...,anJ

70
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olur. Buradan devam edilirse;

o P i s

A

olur. Burada,— = x dir. Devam edilirse,

q
a byx 1) (pr
c d\1 0 g s
ax+b:E:X
cx+d (q

olur. Buradan,
cx?+(d-a)x-b=0

ikinci derece denklemi elde edilir. Buradan da eédklen ikinci derece denklem
¢cOzllerek surekli kesir olan rasyonel ya da irragysayi elde edilir[10].

Ornek 3.2.2.x = [],_2] periyodik surekli kesrini ele alalim.
1 1y2 1\(x 1) (p r
1 0l1 ol1 o) q s
3 1yx 1) (p r
2 1)1 0) (g s

3x+1__p_x
2x+1 ¢
2x* -2x-1=0

X_2+2J§_ 1+ 3

4 2

bulunur. Bulunan bu der strekli kesirde yerine konursa,



E:{l,z,“*/ﬂ-ﬂ 11 _ 13
q 2 2+ 2
1++/3

2

irrasyonel sayisi elde edilir.

Ornek 3.2.3. A :[ ];2,3,4,5,4,5,...] periyodik sirekli kesrini ele alalim.

A =|12345]

1
1
1

3 [4545,..]

2+

biciminde yazilabilir. Burada,

x =[4545,..]
alinirsa,
4 1)5 1yx 1) (p r
1 ol1 ol1 0) \g s
yazilabilir.
21 4\x 1) (p r
5 1)1 0) \q s
21X+4:E:X
5x+1 (@

denklemiseklinde elde edilir. Denklem ¢o6zultrse,

y _10+2J30
5

bulunur. Bulunan x deeri, A da yerine yazilirsa,

12
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A1s 1 _ 115+ 2a/ 3C
oy L 80+14/30
1 (s0-14/39
34—
10+ 2/30
5
A= 80-+/30
52

elde edilir. Yani;
A =1,433130277402852670489044272538...

olur.

Ornek 3.2.4.x = [1,],11] periyodik surekli kesri,

x= (1. J= [ ] =[x =1+

x:1+1
X
x?=-x-1=0

olur ve bu ikinci derece denklem ¢ozulurse, x pbaltlugundan pozitif kok;

_1+45
2

X

bulunur. Bu denkleme altin oran denir.

Sonug 3.2.2.

a) A sayisl, periyodik surekli kesre sahip olsun.

A=[aiama b b f)

O halde;

A =

r+svD
t
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biciminde yazilr. ¢,s,t,DUZ, D >0)

b) r,s,t,DOZ, D >0 olmak lzere;

r+sJD

t

sayisi periyodik surekli kesre sahiptir.

Gorulayor ki; surekli kesirler, matrisler ve mobidénisumleri arasinda bir gki

islemler yardimi ile surekli kesirlerin hesaplanmasikolayliklar sglar.



BOLUM 4. SONUCLAR

Sonug 4.11< k < nolmak tzere,

0 faaa.a]=[aa e, e faca.,.

1

(i) [ao;ai’az’-"’a”]za0+m

Sonug¢ 4.2.a, dsinda butun terimleri pozitif,(an) sonlu (N dogal sayl) veya

N
n=0

sonsuz(N =) reel sayi dizisi olsun. k=0,1,2,... olacgkilde,

Po = ay , 0o =1
P = a3, +1 , Q=
Pv = a&Py-1 TPk ) Ok = &0y4 T 0y

olarak tanimlansin.

C =laia a,.... 2]

ise bu takdirdeC, =P« drr.

dy

N
n=

Sonug 4.3.a, dsinda butin terimleri pozitif(a,) _ sonlu (N dogal sayi) veya

sonsuz(N =) reel sayi dizisi olsun. k=0,1,2,... olacgilde,

k-1

Py = Pali = (_ 1)

dir.
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Sonu¢ 4.4C, = P olmak tizerek > 1 icin,
Ak

-
C -C =
“ - o pLe e

dir. Ayrica 0 k = 2 tamsayisi igin,

k

a,(-1)
C, -C,,=—*
“ 2 Ak k-2

dir.

Sonug 4.5.a, dsinda butun terimleri pozitif,(ah)l:i0 sonlu (N dogal say!) veya

sonsuz(N:oo) reel sayi dizisi olsunC, :[aO a, ,a, ,a3,...,ak]:& olsun. Su
K

halde;

a) C,<C,<(C,<..<C,, <..

b) C,>C,;>C,>..>C,, > ...

C) Cuia > Gy,

dir.
Sonu¢ 4.6.Eger [a0 a,,a, ,a3,...,ak] surekli kesrinin k. yakiami C, :%, ve
k
a, >0 ise;
P _[, .
‘ _[ak ’ak—l""a11a0]
Pra
Qe _[, -
£ —[ak = DI a1]
qk—l

dir.
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Sonu¢ 4.7.0 k=1 igin a, >0 olacak sekilde a,;a, ,a,,... tamsayl dizisi
verildiginde C, :[a0 A ,a,,... ,ak] ise bu durumdaC, yaklssimlari bir a limitine

gider,
limC, =a
dir.

Sonug 4.8.0 = a,, bir irrasyonel sayi ve, ,a, ,a,,... aagidaki gibi tanimlansin:

1

a =la)] . O,y = @ —a (k=0,1,2,...)
Su halde;

a=[ay;a,.a,,..]
dir.
Sonug 4.9.T(z) ve z , irrasyonel sayi olsun. Ve

T(z):a2+b' a,b,c,dZ ; ad-bc=+1

cz+d’

olsun. Ber, z>1 ve ¢c>d>0 ise z say|S|T(z) nin sdrekli kesir acilimindaki

kalandir.
T(z)=[a:a.3+ .2 F

dir. a, tamsayi va, ,a,,---,a, pozitif tamsayilar (4.1)li ginden hesaplanir:

%:[ao 181,85, ’ak] (4-1)

Sonu¢ 4.10.a , B irrasyonel sayilara denktirler= Bunlarin surekli kesir

acihmlarinin bazi noktalari aynidir:

a=[a;a.a: .3 .£.6]
B=[by:by,b, ;0,6 .G ] kBZ*
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Sonu¢ 4.11.Bir aJZ reel sayisi i¢in her bir en iyi yaklan, o’ nin bir
yakinsaklgidir. a, >1 olmak Uzere, her bip, /g, yakinsaklgl, o igin bir en iyi

yaklagimdir.

Sonug 4.12Her periyodik surekli kesir, bir quadratik (ikinderece) irrasyonel sayi
gosterir ve her quadratik irrasyonel sayi da binyoelik sirekli kesir yardimi ile

temsil edilebilir.

Sonu¢ 4.13Herhangi pozitif a ve b ler igin;

2a-b, VE*+ 4 bbb,
2 2
dir.
Ozellikle a= b alinirsa;
2
A _b, Vb*+ 4
2 2
olur.
b = 2a alinirsa;
A=+1+a’
olur.
Sonug 4.14T:C, - C,, T(z)= az+b o T () :E,T(—gj = ise,
cz+d C C
dz-b

T:C, - C,, T‘l(z):

ve T () = -%,T‘l(i‘j = oo dir.

—Cz+a C

Sonug 4.15]kiden fazla sabit noktasi olan tekgiosal dongiim T(z) =z 0zdslik

dénGumudar.

b,
Sonug 4.16 A, = (a“ ”j
1 O

matrisi ile,



79

ath+qz a0z h
z 1Ir+ 0

b
T, (@)=g +=

bicimindeki mdbits dongiimleri kullanilarak,

ay+ %
a + °
a2+

b2
a+

surekli kesirleri Uretebilir. n. yakgam,

%:(TAooTAlo...o'l;n)(z)

ve surekli kesrin deeri,

Z->0

lim (Qij =lim (T, oT, 0.0, ) (2)

dir. Bu ifade yakinsaktir. Burada, JZ ve a, > 0, b, > 0 ve ilk terim olana, hari¢

a,,b 0Z" dir.

aZ+b i mebiis dongtimi
cz+d

Sonug 4.17.Her zOC, igin, T:C, ~ C_, T(z)=
olsun.ad-bc=1 olmak Uzere, T mobits dogiimine kagilik,
¢ o
A=
c d
matrisi kagilik gelir.

Sonu¢ 4.18n=0,1,2,..,j>0, a; # 0 ve,
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&:[ao ;al’aZ""’an]:aO +

n a1+

icin;

a0 1 a:l. 1 a2 1 an 1 _ pn pn—l
1 0ol1 ol1 oJ1l1 o) (g, q,.,
dir.
SOnu94.19A=(ao 1](61 1}( 1]( 1]
1 o1 ol1 of11 o

ise;
detA = (-1)"*
dir.

Sonug 4.20{a,;a, ,a,,...,a,} kalanlari matris cinsinden,
Ao(® 1)(a 13 3
1 01 ol1 o\ 1

biciminde yazilirlar.
(pn pn—lj
qn qn—l

o)
A= , P
c d

alinir. Burada,

detA =detP = (-1)""

dir. Ayrica,



81

olw
Q|'O
35 35

dir.

Goruluyor ki; surekli kesirler, matrisler ve mobidénistimleri arasinda bir
iliski vardir. Bu da, matrislerin ¢arpimi ve moébius dgirmlerinde kullanilan basit

islemler yardimi ile suirekli kesirlerin hesaplanmasikolayliklar sglar.
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