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ÖZET 

Anahtar kelimeler : Hermite Diferensiyel Denklemi, Hermite Polinomları, Do�urucu 
Fonksiyon 

Bu tez 5 bölümden olu�maktadır. 

Birinci bölümde, Hermite  polinomlarının kullanım alanlarından bahsedilerek teze 
giri� yapılmı�tır. 

�kinci bölümde tezde kullanılan temel tanım ve kavramlar verilmi�tir. 

Üçüncü bölümde tekil Sturm-Liouville sınır de�er problemi yardımıyla Hermite 
diferensiyel denklemi ve Hermite polinomu elde edilmi�tir. Hermite polinomuyla 
ilgili örnekler verilmi�tir. 

Dördüncü bölümde Hermite polinomlarının özellikleri verilmi�tir. 

Be�inci bölümde tez çalı�masından elde edilen sonuçlar belirtilmi�tir.  
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HERMITE POLYNOMIALS 

SUMMARY 

Key Words: Hermite    Differential Equation, Hermite polynomials, Generating 
Functions. 

This thesis is consists of five chapters. 

In the first chapter , it is mentioned about the using areas of the Hermite polinomials 
and there is an introduction to the thesis.  

In the second chapter, main definitions and concepts used in the thesis are given. 

In the third chapter, the Hermite differential equation and Hermite polinomials  are 
obtained with  singular Sturm-Liouville problems . Some examples are given 

In the fourth part, the features of the Hermite equation are emphasized. 

In the fifth chapter,  the results are stated gained through the study of thesis. 
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BÖLÜM 1. G�R��

Matematiksel fizik problemleri ço�u zaman katsayıları de�i�kenlerine ba�lı olan Adi 

Diferensiyel Denklemler veya Kısmi Türevli Diferensiyel Denklemler yardımıyla 

ifade edilmektedir. Bu tipteki denklemlerin özelli�i ara�tırma yapılan bölgede veya 

bölgenin sınır çizgisinin üzerinde katsayıların tekil (singüler) olmasıdır. Yani 

bölgenin bazı noktalarında katsayıların sıfır olması veya belirsizlik halinde 

bulunmasıdır. Böyle tipteki denklemlere dönü�en fiziksel problemlerin analitik 

çözümlerini bulmak çok zor oldu�u gibi bazı durumlarda çözüme ula�mak da 

mümkün de�ildir. Problemin zorlu�u, denklemin çözümünün sonsuz seri �eklinde 

aranmasından kaynaklanmaktadır. Böyle durumlarda ise kar�ımıza yeni bir problem 

çıkmaktadır. Bu da denklemin tüm özel durumları için sonsuz serinin yakınsaklı�ının 

ispatlanması ve özde�er fonksiyonlarının ortogonalli�inin gösterilmesidir. Ayrıca 

matematiksel fizik probleminin çözümünün kararlılı�ını ispatlamak ve korumak da 

gerekir. 

 Bu cins fiziksel problemlere uyan denklemler Bessel, Legendre, Chebyshev-

Hermite, Chebyshev- Laguerre tipindeki denklemlerdir. Bu tipteki denklemlere 

fiziksel problemlerin çözümlerinde sıkça rastlanmaktadır. Örne�in bu uygulama 

klasik mekanik problemlerinde ba�lamı�, elektromanyetik teori, kuantum mekani�i, 

kuantum fizi�i ve termodinamik problemlerinde de kullanılmı�tır. 

Bu zorlukları a�mak için bilimde birçok önemli özel fonksiyonlar sınıfı 

olu�turulmu�tur. Bunlardan en çok kullanılan silindirik fonksiyonlar (Bessel, Hankel, 

Weber, Neuman fonksiyonları) , küresel fonksiyonlar (Legendre polinomları) ve özel 

polinomların (Chebyshev-Hermite, Chebyshev- Laguerre polinomları)  olu�turdu�u 

sınıflardır. Bu tür denklemlerin yardımıyla ve özel fonksiyonların kullanılması ile 

çe�itli fiziksel olaylarda ve tekni�in önemli problemlerinde yakla�ık çözümler 

bulmakta ve problemlere açıklık getirebilmektedir. 
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Bu nedenlerle konunun önemi dikkate alınarak bu tezde, Hermite diferensiyel 

denklemi, onun çözümü olan Hermite polinomlarının özellikleri incelenerek tek bir 

kaynakta toplanmı�tır. 

Hermite polinom sistemi cebir ve sayılar teorisindeki çalı�malarıyla tanınan Fransız 

matematikçi Charles HERMITE (1822-1901) tarafından bulunmu�tur. 



BÖLÜM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

Tanım 2.1. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri 

üzerinde ba�ımsız de�i�kenin aynı de�erleri için verilen �artlar altında çözümlerin 

bulunması problemine Ba�langıç De�er Problemi denir. Verilen �artlara da Ba�langıç 

�artları denir.  

Tanım 2.2. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri 

üzerinde ba�ımsız de�i�kenin farklı de�erleri için verilen �artlar altında çözümlerin 

bulunması problemine Sınır De�er Problemi denir. Verilen �artlara da Sınır �artları 

denir.  

Tanım 2.3. Birinci mertebeden bir diferensiyel denklem aranan fonksiyon ile onun 

türevine göre lineerse, bu durumda denkleme birinci mertebeden lineer diferensiyel 

denklem denir.  

Tanım 2.4. Reel de�i�kenli ( )f x  fonksiyonu, h nin kom�ulu�unda ( )x h− nin 

kuvvetlerine göre Taylor serisine açılabiliyorsa bu fonksiyon  h  de analitiktir. Bir  

( , )a b  aralı�ının her noktasında analitik olan bir fonksiyon o aralıkta analitiktir. 

Karma�ık de�i�kenli ve tek de�erli bir f  fonksiyonu, D nin ancak bazı noktaları 

hariç di�er noktalarında türevlenebiliyorsa, bu fonksiyon D de analitiktir. E�er bu 

fonksiyon D nin bütün noktalarında türevlenebiliyorsa buna düzgün analitik 

fonksiyon denir. Örne�in, 

1
( )

1

z
f z

z

+
=

−

fonksiyonu,  1z =  noktası hariç her yerde analitiktir. 

Tanım 2.5. ( ) ( ) 0y P x y Q x y′′ ′+ + =  denkleminde ( )P x  ve ( )Q x  fonksiyonları 0x   
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noktasında analitik iseler,  0x noktasına adi nokta denir.  

Tanım 2.6.  Tanım 2.5 deki ( )P x  ve ( )Q x  fonksiyonları 0x  da analitik de�il iseler 

bu taktirde 0x noktasına, ( ) ( ) 0y P x y Q x y′′ ′+ + =  denkleminin tekil noktasıdır denir. 
[2] 

Tanım 2.7.  λ  gerçel (veya karma�ık) parametre olmak üzere 

  ( ) ( ) ( ) 0
d dy

p x q x y x y
dx dx

λρ
� �

− + =� �
� �

,  a x b≤ ≤             (2.1) 

diferensiyel denklemini ele alalım. L diferensiyel operatörü 

( ) ( )
d dy

Ly p x q x y
dx dx

� �
= − +� �

� �
 (2.2a) 

olarak tanımlanırsa (2.1) denklemi bu operatör yardımıyla 

  

( ) 0Ly x yλρ− =  (2.2b) 

biçiminde yazılabilir. Burada L ye ikinci mertebeden lineer diferensiyel operatör, λ

sayısına spektral parametre,   ( )q x    fonksiyonuna ise potansiyel fonksiyonu 

denir. 

(2.2a, b) denkleminin 

    
1 1 1

2 2 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

U y A y a B y a

U y A y b B y b

′= + =

′= + =
                   (2.3) 

sınır ko�ullarını sa�layan çözümünün bulunması problemine Sturm-Liouville sınır 

de�er problemi adı verilir. Burada  1A  , 2A  , 1B  , 2B   reel sabitler olup 
2 2

1 1 0A B+ ≠

2 2
2 2 0A B+ ≠   ko�ulları sa�lanmaktadır. 
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Tanım 2.8.  (2.1) ifadesi,  λ  spektral parametresine ba�lı bir denklemler ailesidir. 

( ) 0y x =  fonksiyonu λ  nın her bir de�erinde denklemi ve verilmi� sınır ko�ullarını 

sa�ladı�ına göre a�ikar bir çözümdür. E�er bu homojen denklemin, λ  nın herhangi 

bir de�erinde (2.3) homojen sınır ko�ullarını sa�layan sıfırdan farklı çözümü varsa, 

λ  nın bu de�erine sınır de�er probleminin özde�eri , bu özde�ere kar�ılık gelen 

çözüme ise özfonksiyon denir.  

Tanım 2.9.  1 2 3, , ,.... na a a a sabit gerçel sayılar olmak üzere 

1
1

1 11
...... ( )

n n
n n

n nn n

d y d y dy
x a x a x a y f x

dx dx dx

−
−

−−
+ + + + =

�eklindeki diferensiyel denkleme Euler-Cauchy diferensiyel denklemi denir.  

Tanım 2.10. A R⊂  ve V bir vektör uzayı olsun. A  nın her bir elemanına V nin bir 

ve yalnız bir elemanını kar�ılık getiren fonksiyona bir vektör de�erli fonksiyon adı 

verilir.  

Tanım 2.11. F  ve G  vektör de�erli fonksiyonlar olsun. t A∀ ∈  için ( ). ( ) 0F t G t =

üzerinde ortogonaldir(diktir) denir.  

Tanım 2.12.   

( ) ( ) ( ) 0
d dy

p x q x y x y
dx dx

λρ
� �

− + =� �
� �

denklemi uygulamalarda kar�ıla�ılan ve özfonksiyonlarına özel fonksiyon denilen bir 

dizi denklemin genel biçimidir. Regüler Sturm-Liouville probleminden farklı olarak, 

( )p x  fonksiyonunun [ ],a b  aralı�ının uç noktalarında sıfır olması veya bu aralı�ın 

sonsuz olması halinde bu denklemler için tanımlanan sınır de�er problemi tekil 

Sturm-Liouville problemi olarak adlandırılır. O halde özel fonksiyonlar, tekil Sturm-

Liouville sınır de�er probleminin çözümleri olan fonksiyonlardır.  
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Tanım 2.13. c  herhangi  bir reel  sayı  ve n  bir do�al  sayı olmak   üzere   

faktöriyel fonksiyonu, 

( ) ( 1)( 2)....( 1)nc c c c c n= + + + −   1n ≥

�eklinde tanımlanır. Böylece ( )nc  sembolü, c  çarpanından ba�layarak her bir 

çarpanın bir öncekinden bir fazla oldu�u n  tane çarpanın çarpımını göstermektedir. 

Özel olarak, 

0( ) 1c =   0c ≠  için 

olarak tanımlanır. Faktöriyel fonksiyonu 

(1) 1.2.3... !n n n= =

için bilinen faktöriyelin geni�letilmi�idir.  

Tanım 2.14.  0x >  olmak üzere Gamma fonksiyonu 

1

0

( ) x tx t e dt
∞

− −Γ = �

ile tanımlanır. 

( 1) ( )x x xΓ + = Γ   x>0 

ba�ıntısı vardır ve bu ba�ıntının tekrar tekrar kullanılmasıyla bir  n  tamsayısı için 

( ) ( 1) ( 1)a n a n a nΓ + = + − Γ + −

  

( 1)( 2) ( 2)

.

.

.

a n a n a n= + − + − Γ + −

     ( )na=

ifadesi elde edilir. Faktöriyel fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasında 
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( )
( ) ,

( )n

a n
a

a

Γ +
=

Γ
n    tamsayı       0 0n ve a> >

ba�ıntısı vardır.  1n ≥   tamsayısı için  x n=  alırsak, 

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ... ! (1)n n n n n n nΓ + = Γ = − Γ − = = Γ

ve 

0

(1) 1te dt
∞

−Γ = =�

oldu�undan 

( 1) !n nΓ + =

bulunur.  

Tanım 2.15. , ,a b c  sabit parametreler olmak üzere, 

[ ](1 ) ( 1) 0x x y c a b x y aby′′ ′− + − + + − =               (2.5) 

denklemine Hipergeometrik denklem adı verilir. (2.5) denkleminin bir özel çözümü 

1
1

( ) ( )
1

( ) !

n

n n

n n

a b x
y

c n

∞

=

= +�

�eklindedir.   Bu özel  çözüm  hipergeometrik  fonksiyon  olarak  adlandırılır  ve   

( , ; ; )F a b c x

sembolü ile gösterilir. Yani,  

1

( ) ( )
( , ; ; ) 1

( ) !

n

n n

n n

a b x
F a b c x

c n

∞

=

= +�
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 denkleminin bir çözümüdür.  

1
1 1

0

( ) ( )
( , ) (1 )

( )
m nm n

B m n x x dx
m n

− −Γ Γ
= = −

Γ + �

Tanım 2.16. ile gösterilen Beta fonksiyonu Gamma fonksiyonu yardımıyla 

1
1 1

0

( ) ( )
( , ) (1 )

( )
m nm n

B m n x x dx
m n

− −Γ Γ
= = −

Γ + �

�eklinde tanımlanır. 

Tanım 2.17. n  bir parametre olmak üzere 

2 2 0y xy ny′′ ′− + =

diferensiyel denklemine Hermite denklemi adı verilir. Bu denklemin çözümü tüm 

sonlu  x   ve   0 1,a a   keyfi de�erleri için 

2

0
1

2 ( )( 2)...( 2 2)
1

(2 )!

k k

k

n n n k x
a

k

∞

=

	 
− − + − + −
+� �


 �
�

2 1

1
1

2 (1 )(1 2)...(1 2 2)
1

(2 1)!

k k

k

n n n k x
a

k

+∞

=

	 
− − + − + −
+ +� �+
 �

�
              (2.7) 

�eklindedir. E�er  n  sıfır veya pozitif tamsayı ise Hermite denklemi daima  n  inci 

dereceden  (2.7) �eklinde polinomsal bir çözüme sahiptir. Bu polinomsal çözüm;     

1 1
,

2 2
n n

	 

� �
 �

 büyük ya da e�it olan en büyük tamsayı olmak üzere   ( )nH x  ile 

gösterilir ve   
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( )
( )

( )
2

2

0

!
( ) 1 2

2 ! !

n

k n k

n

k

n
H x x

n k k

	 

� �

 �

−

=

= −
−

�

fonksiyonu ile tanımlanır ve Hermite polinomu olarak bilinir. 

Tanım 2.18. { }( )nf x �eklinde gösterilen fonksiyonlar kümesi için do�urucu 

fonksiyon  

0

( , ) ( ) n

n n

n

G x t c f x t
∞

=

=�

�eklindedir. Burada nc ,  { }( )nf x kümesinin parametrelerini içeren  n   nin bir 

fonksiyonu  x ve t  ise ba�ımsız de�i�kenlerdir. Örnek olarak  { }21, , ,..... ,.....nx x x

fonksiyon kümesinin bir do�urucu fonksiyonu { }exp xt   dir.  Çünkü 

{ }
0 0

( ) 1
exp

! !

n
n n

n n

xt
xt x t

n n

∞ ∞

= =

= =� �

yazılabilmektedir. Burada ( , )G x t  yerine { }exp xt , nc  yerine 
1

!n
 ve ( )nf x  yerine 

nx

gelmi�tir. 

Tanım 2.19. ( , , )G x y t  fonksiyonu 

0

( , , ) ( ) ( ) n

n n n

n

G x y t g f x f y t
∞

=

=�

�eklinde t   nin kuvvetlerine göre açılabiliyorsa  ( , , )G x y t   ye bilineer do�urucu 

fonksiyon denir. Burada ng , x ve y  den ba�ımsızdır.  



BÖLÜM 3. HERMITE D�FERENS�YEL DENKLEM�  

3.1. Hermite Diferensiyel Denklemi 

Hermite diferensiyel denklemi 

( ) ( ) ( ) 0
d dy

p x q x y x y
dx dx

λρ
� �

− + =� �
� �

               (3.1.1) 

(3.1.1) ile verilen denklemde  ( )
2xp x e−=  , ( )

2xx eρ −=  ,  ( ) 0q x = , a = −∞  , 

b = ∞ alınarak  

2 2

0 0x xd dy
e e y

dx dx
λ− −� �

− + =� �
� �

2 2

0x xdy
e e y

dx
λ− −

′� �
+ =� �

� �

2 2 2

2 0x x xdy dy
xe e e y

dx dx
λ− − −

′� �
− + =� �

� �

2 2 2

2 0x x xe y xe y e yλ− − −′′ ′− + =

2 0y xy yλ′′ ′− + =  ( 2nλ = , 0,1,2.....n = ) 

 elde edilmi� olur. 
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3.2.Hermite Diferensiyel Denkleminin Çözümü 

2 0y xy yλ′′ ′− + =                (3.2.1) 

Hermite diferensiyel denkleminin 

  

0

( ) n

n

n

y x a x
∞

=

=�

�eklinde bir çözümü bulunabilir. y  nin kendisi ve  

1

1

n

n

n

y na x
∞

−

=

′ =�

2

2

( 1) n

n

k

y n n a x
∞

−

=

′′ = −�

türevleri  (3.2.1) de yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

2

2

( 1) n

n

n

n n a x
∞

−

=

−� -
1

1

2 n

n

n

x na x
∞

−

=
� +

0

n

n

n

a xλ
∞

=
� = 0 

elde edilir. 

Bu denklemde x  in aynı kuvvetlerinin katsayıları sıfıra e�itlenirse 

0 :x  2(1) 2a + ( )2nλ − 0a =0 

veya 

2 02.1
a a

λ
= −

1 :x 3 13(2) ( 2) 0a aλ+ − =

veya 
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3 1

2

2.3
a a

λ−
=

2 :x 4 24(3) ( 4) 0a aλ+ − =

veya  

4 2

4

3.4
a a

λ−
=

3 :x 5 35(4) ( 6) 0a aλ+ − =

veya  

5 3

6

4.5
a a

λ−
=

:nx    ( ) ( ) 22 1 2 0n n nn n a na aλ++ + + + =

veya katsayıları 0 'a e�itlersek 

2

2

( 1)( 2)n n

n
a a

n n

λ
+

−
=

+ + ,  0n ≥               (3.2.2) 

yazılabilir. 

4 2

(4 )

3.4
a a

λ−
=

            0

(4 )( )

4!
a

λ λ− −
= , 

5 3

(6 )

5.4
a a

λ−
=

           1

(6 )(2 )

5!
a

λ λ− −
= , 

6 4

(8 )

5.6
a a

λ−
=
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         0

(8 )(4 )( )

6!
a

λ λ λ− − −
= , 

7 5

(10 )

7.6
a a

λ−
=

         1

(10 )(6 )(2 )

7!
a

λ λ λ− − −
= , 

8 6

(12 )

7.8
a a

λ−
=

        0

(12 )(8 )(4 )( )

8!
a

λ λ λ λ− − − −
= , 

olur. 

Bu �ekilde devam edilirse (3.2.1) denkleminin lineer ba�ımsız iki çözümü; 

2 3
0 1 2 3( ) ........ .....n

ny x a a x a x a x a x= + + + + + +

2 4 3 5
0 1

(4 ) (2 ) (2 )(6 )
( ) 1 ..... .....

1.2 1.2.3.4 2.3 2.3.4.5
y x a x x a x x x

λ λ λ λ λ λ− − − −� 	 � 	
= − − + + + + +
 � 
 �� 
 � 


        

   

( ) 2
1 0

0

(4 ).....(4 4 )

(2 )!
n

n

n
y x a x

n

λ λ λ∞

=

− − −
= −�

( ) 2 1
2 1

1

(2 )(6 ).....(4 2 )

(2 1)!
n

n

n
y x a x

n

λ λ λ∞
+

=

− − − −
=

+
�

�eklinde bulunur. 

0 1

1 2

a c

a c

=

=

alınırsa Hermite denkleminin genel çözümü 
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1 1 2 2( ) ( ) ( )y x c y x c y x= +

�eklinde bulunur. 

E�er n  çift ise 1y  için sonsuz seri sınırlandırılır ve .n  dereceden bir polinom elde 

edilir. Yani 2y  çözümü sonsuz terimli seri olur. E�er n  tek ise bu kez  

2y sınırlandırılır ve yine .n  dereceden bir polinom elde edilir. Sonuç olarak Hermite 

diferensiyel denkleminin n  parametresinin her tamsayı de�eri için, çözümlerden biri 

daima polinom olur, di�eri sonsuz terimli seri olarak kalır. Verilen bir 2nλ =  de�eri 

için polinom olan çözüm Hermite Polinomu olarak adlandırılır ve nH  ile gösterilir. 

Hermite polinomları ise  

n   çift olması durumunda   

4 6
2

0

( 2) ( 2)( 4)
( ) 1 .....

1.1! 1.3 2! 1.3.5 3!n

n n n x n n n x
H x a x

� 	− − −
= − − − +
 �

� 


n  tek olması durumunda

3 5 7

1

( 1) ( 1)( 3) ( 1)( 3)( 5)
( ) .....

3 1! 3.5 2! 3.5.7 3!n

n x n n x n n n x
H x a x

� 	− − − − − −
= − + − +
 �

� 


�eklinde verilir. 

0a  ve 1a  katsayıları 2n olacak �ekilde seçilirse; tek ve çift n  de�erleri için  Hermite 

polinomunun toplam formülü 

( )
( )

( )
2

2

0

!
( ) 1 2

2 ! !

n

k n k

n

k

n
H x x

n k k

� 	

 �
� 


−

=

= −
−

�              (3.2.3) 

elde edilir. 
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Örnek: 5 ( )H x i  (3.2.3) ü kullanarak bulalım. 

Çözüm: Burada 
2

n� 	

 �� 


=
5

2

� 	

 �� 


=2 

( )
( )

( )
2

5 2

5
0

5!
( ) 1 2

5 2 ! !

k k

k

H x x
k k

−

=

= −
−

�

          =
5 3 15!(2 ) 5!(2 ) 5!(2 )

5!0! 3!1! 1!2!

x x x
− +

          =
5 332 160 120x x x− +

Örnek: 6n =  için Hermite polinomunu bulalım. ( 0a =1, 1a =0) 

Çözüm: (3.2.2)  yi kullanırsak 

2na + =
2

( 1)( 2)

n

n n

λ−

+ + na , 

0n =   2a =
2(0 6)

1.2

−
.1 

2 6a =

1n =   4a =
2(2 6)

3.4

−
(-6) 

4

12

3
a =

2n =   6a =
2(4 6)

5.6

−
.
12

3

6

8

15
a = −
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2 4 6
6

8
( ) 1 6 4

15
H x x x x= − + −

  

Örnek: 5n =  için Hermite polinomu 2 10 0y xy y′′ ′− + =  ise ( )y x  i bulalım. ( 0a =1, 

1a =0) 

Çözüm: 1a = 3a =….=0 

2na + =
2

( 1)( 2)

n

n n

λ−

+ + na , 

0n = 2a =
2(0 5)

1.2

−
0a

2a =
2( 5)

1.2

−

2n =   4a =
2(2 5)

3.4

−
2a

2

4

2 ( 5)( 3)

4!
a

− −
=

4n = 6a =
2(4 5)

5.6

−
4a

3

6

2 ( 5)( 3)( 1)

6!
a

− − −
=

genelle�tirirsek 

2

2 ( 5)( 3)( 1)...(2 7)

(2 )!

n

n

n
a

n

− − − −
=   0,1,2,.....n =

2

0

2 ( 5)( 3)( 1)...(2 7)
( )

(2 )!

n
n

n

k
y x x

n

∞

=

− − − −
=�
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Örnek:   2 2 0y xy ny′′ ′− + =    denkleminin çözümleri  

22

0

( 1) (2 )
( ) !

( 2 )! !

n

k n k

n

k

x
H x n

n k k

� 	

 � −� 


=

−
=

−
�

    �eklindeki polinomun açılımıdır.  

0n =  için; 

0

2 0 02

0
0

( 1) (2 ) 0! ( 1) (2 ) 1
( ) 1

( 2 )! ! 0!0!

k k

k

x x
H x

k k

� 	

 � −� 


=

− −
= = =

−
�

     0 ( ) 1H x =

1n =  için; 

1

2 02

1
0

( 1) (2 ) 1! ( 1) (2 )1
( )

(1 2 )! ! 1!0!

k k

k

x x
H x

k k

� 	

 � −� 


=

− −
= =

−
�

     

  1( ) 2H x x=

2n =  için; 

2

2 2 0 2 1 02

2
0

( 1) (2 ) 2! ( 1) (2 ) 2! ( 1) (2 ) 2!
( )

(2 2 )! ! 0!2! 1!0!

k k

k

x x x
H x

k k

� 	

 � −� 


=

− − −
= = +

−
�

    

  
2

2 ( ) 4 2H x x= −

3n =  için; 

3

3 2 0 3 12

3
0

( 1) (2 ) .3! ( 1) (2 ) 3! ( 1) (2 )3!
( )

(3 2 )!. ! 0!3! 1!1!

k k

k

x x x
H x

k k

� 	

 � −� 


=

− − −
= = +

−
�

  
3

3( ) 8 12H x x x= −

         

4n =  için; 

4

4 22

4
0

( 1) (2 ) .4!
( )

(4 2 )!. !

k k

k

x
H x

k k

� 	

 � −� 


=

−
=

−
�
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0 4 1 2 2 0( 1) (2 ) 4! ( 1) (2 ) 4! ( 1) (2 ) 4!

0!4! 1!2! 2!0!

x x x− − −
= + +

  

    
4 2

4 ( ) 16 48 12H x x x= − +

5n =  için; 

5

5 22

5
0

( 1) (2 ) 5!
( )

(5 2 )! !

k k

k

x
H x

k k

� 	

 � −� 


=

−
=

−
�   

    
5 3

5 ( ) 32 160 120H x x x x= − +

3.3. Hermite Polinomları 

Hermite polinomunun do�urucu fonksiyonu 

22( , ) xt tH x t e −=  , t < ∞  ,  x < ∞   (3.3.1) 

�eklindedir.. Hermite polinomunun serisel ifadesi bu ba�ıntıdan yararlanılarak elde 

edilir. 

22( , ) xt tf x t e −= nin    t   ye göre türevleri alınırsa    
   

( ){ }

2

2 2 2

2

2

2 2 2

22

( ) (2 2 )

( ) 2 (2 2 ) 2 2 (2 2 )

( ) 2 ( ) 2 4 2 8

xt t

xt t xt t xt t

xt t

f t x t e

f t x x t e e t x t e

f t x t x t

−

− − −

−

′ = −

′′ = − − − −

� 	′′′ = − − − −
� 
   

. 

. 

.  

2

3

(0) 1

(0) 2

(0) 4 2

(0) 8 12

f

f x

f x

f x x

=

′ =

′′ = −

′′′ = −
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( )f t  fonksiyonunun seriye göre açılımı: 

2 3 3
22 ( 12 8 )

1 ( 2 4 ) ...
1! 2! 3!

xt t x x t
x

− +
= + + − + + +

Hermite polinomunun serisel ifadesi 

22

0

( )

!
n xt tn

n

H x
t e

n

∞
−

=

=�

�eklinde elde edilir. 

3.4. Rodrigues Formülü 

Hermite polinomları Rodrigues formülü adı verilen bir formül yardımıyla da 

bulunabilir. Hermite polinomunun  

22

0

( )

!
n xt tn

n

H x
t e

n

∞
−

=

=�

do�urucu  fonksiyonunu kullanalım. 
22 xt te − nin t  ye göre türevleri daha önce elde 

etti�imiz   

22

0

( 1) (2 ) !
( )

!( 2 )!

n

k n k

n

k

x n
H x

k n k

� 	

 � −� 


=

−
=

−
�

ifadesi  ile elde edebilir ve 

0n =  için; 

0

0 02

0

( 1) (2 )
0! 1

0!0!k

x

� 	

 �� 


=

−
=�
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1n =  için; 

1

0 12

0

( 1) (2 )
1! 2

0!1!k

x
x

� 	

 �� 


=

−
=�

2n =  için; 

2 2 2 01
2

0

( 1) (2 ) (2 ) 2! ( 1)(2 ) 2!
2! 4 2

!(2 2 )! 2! 1!0!

k k

k

x x x
x

k k

−

=

− −
= + = −

−
�

3n =  için; 

3

3 22
3

0

( 1) (2 )
3! 8 12

!(3 2 )!

k k

k

x
x x

k k

� 	

 � −� 


=

−
= −

−
�

.        . 

.        . 

.        

22

0

( )
n

xt t

n n

t

d
H x e

dt

−

=

� 	
= 
 �
� 


�eklinde yazılabilir. 

2 2( )

0

n
x t x

n

t

d
e e

dt

− −

=

� 	
= 
 �
� 


2 2( )

0

( )
n

x x t

n n

t

d
e H x e

dt

− − −

=

� 	
= 
 �
� 


x t w− = dönü�ümü yapılırsa 

2 2

( ) ( 1)
n

x n w

n n

w x

d
e H x e

dw

− −

=

� 	
= − 
 �

� 


elde edilir. E�er 
d

D
dx

=  olarak alınırsa  

    

2 2

( ) ( 1)x n n x

ne H x D e− −= −
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Hermite polinomları için Rodrigues formülü  

2 2

( ) ( 1)n x n x

n
H x e D e−= −                           (3.4.1) 

�eklinde elde edilir.   

    . 



BÖLÜM 4. HERMITE POL�NOMUNUN ÖZELL�KLER�

4.1. Do�urucu Fonksiyonlar 

4.1.1.
22( , ) xt tH x t e −=  , x < ∞ t < ∞  fonksiyonuna Hermite polinomlarının 

do�urucu fonksiyonu denir. 

2( ) xtf t e= nin  t  ye göre türevleri  

     (0) 1f =

2( ) 2 xtf t xe′ =     (0) 1f ′ =

2 2( ) 4 xtf t x e′′ =    
2( ) 4f o x′′ =

3 2( ) 8 xtf t x e′′′ =    
3(0) 8f x′′′ =

.      . 

. 

seriye açılımı   

     . 

2

2 2 3 2

0

(0) (0) (0)
(0) ...

1! 2! !

2 4 8 (0) (2 )
1 ...

1! 2! 3! ! !

n n

n n n

n

f t f t f t
f

n

xt x t x t f t xt

n n

∞

=

′ ′′
+ + + +

+ + + + + =�
     (4.1.1.a) 

�eklindedir. 

2

( ) tg t e−= nin   t   ye göre türevleri                                

         (0) 1g =
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2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

2 2 4

2

2 4

4 8 4 2 12 8

12 24 24 16

t

t t

t t t t t

t t t t

g te

g e t e

g te te t te te t e

g e t e t e t e

−

− −

− − − − −

− − − −

′ = −

′′ = − +

′′′ = + − = −

′′′′ = − − +                    

(0) 0

(0) 2

(0) 0

(0) 12

g

g

g

g

′ =

′′ = −

′′′ =

′′′′ =

seriye açılımı   

      

2 4 2

0

2 12 ( )
1 0 0 ...

2! 4! !

k

k

t t t

k

∞

=

−
+ − + + + =�

       (4.1.1.b) 

�eklindedir. (4.1.1.a) ve (4.1.1.b) yi çarptı�ımızda 
       

2
2

2

0 0

(2 ) ( )

! !

n k
xt t

n k

xt t
e

n k

∞ ∞
−

= =

� 	 � 	−
= 
 � 
 �
� � � �
� �

2

0 0

(2 ) ( 1)

! !

n n k k

n k

x t t

n k

∞ ∞

= =

� � � �−
= � � � �
� � � �
� �

2 2 22

0 0

( 1) (2 )

( 2 )! !

n

k n k n k k

n k

x t

n k k

� �
� � − − +∞ � �

= =

−
=

−
��

2

0

( 1) (2 )
( ) !

( 2 )! !

k n k

n

k

x
H x n

n k k

−∞

=

−
=

−
�

     

                   

    

22

0

( )

!

n
xt tn

n

H x t
e

n

∞
−

=

=�
                        (4.1.1.c)  

elde edilir. 
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4.1.2. 

( )

2

2
2 0

1 1 1 4
, ;

1 2 2 2 2 (1 2 )
c

t
c c

xt F xt
−

� �−
+� �− −� �

� �−� �

[ ]
( )

2
2 2

2
2 0 2

2

1 1 1 4
1 2 ( ) , ;

2 2 2 1 2 2

cxt t y t
e yt x t F c c

yt yt

−−

� �
−� �= + − +

� �� �+ −� �� �� �

e�itli�ini elde etmek için (3.2.3) den 

22

0 0 0

( ) ( 1) (2 )

! ( 2 )! !

n

k n k n
nn

n n k

H x x t
t

n n k k

� �
� � −∞ ∞ � �

= = =

−
=

−
� ��    (4.1.2.a) 

yazabiliriz. E�itli�in her iki tarafını ( )nc faktöriyel fonksiyonuyla çarpalım.  

22

0 0 0

( ) ( 1) ( ) (2 )
( )

! ( 2 )! !

n

n k n k n

n n
n

k n k

H x t c x t
c

n n k k

� �
� � −∞ ∞ � �

= = =

−
=

−
� ��

2n n k= +  dönü�ümü yardımıyla 

  
2

2

0 0

( 1) ( ) (2 )

! !

k n n k

n k

n k

c x t

n k

+∞ ∞
+

= =

−
=��

yazabiliriz. Ayrıca 2 2( ) ( 2 ) ( )n k n kc c k c+ = +  oldu�undan 

2
2

0 0

( 1) ( 2 ) ( ) (2 )

! !

k n k

n k

n k

c k c xt t

n k

∞ ∞

= =

− +
=��
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yazılabilir. Faktöriyel fonksiyonun özelli�inden  

2
2

2
0

( 1) ( )

!(1 2 )

k k

k

c k
k

c t

k xt

∞

+
=

−
=

−
�

 yazılabilir. ( ) 2

2

1
2

2 2
k

k
k k

c c
c

+� 	 � 	
= 
 � 
 �

� 
 � 

 yardımıyla 

=
2 2

2
0

1
( 1) ( ) 2 ( )

2 2
!(1 2 )

k k k

k k

c k
k

c c
t

k xt

∞

+
=

+
−

−
�

0

1
( 1) ( ) ( ) 22 2 ( )

!(1 2 ) 1 2

k

k k
k

c
k

c c
t

k xt xt

∞

=

+
−

=
− −

�

2

2
0

1

42 2

!(1 2 ) (1 2 )

k

k k

c
k

c c

t

k xt xt

∞

=

+� 	 � 	

 � 
 � � �−� 
 � 


= � �− −� �
�

Hipergeometrik fonksiyonlar yardımıyla,  

( )

2

2
2 0

0

1 1 1 4
, ; ( ) ( )

1 2 2 2 2 (1 2 )
!

c nn n

n

t
c c c H x

xt F txt
n

∞
−

=

� �−
+� �− =−� �

� �−� �

�
  (4.1.2.b) 

e�itli�i elde edilir. (4.1.2.b) e�itli�inde  

22

0 0 0

( ) ( )

! ! !

n k k
xt tn k k

k n k

H x t v H x t v
e

n k k

∞ ∞ ∞
−+

= = =

−
=�� �

ba�ıntısı uygulanırsa 
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2 2

0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

! ! !

k n k
t xtk k n k

k

k k n

c H x t ty H x t ty
e c

k k n

∞ ∞ ∞
− +

= = =

− − −
=� ��

elde edilir. 

0 0 0 0

( , ) ( , )
n

n k n k

A k n A k n k
∞ ∞ ∞

= = = =

= −�� ��

oldu�undan 

2 2

0 0

( 1) ( ) ( )

!( )!

k k nn
t xt k n

n k

c y t H x
e

k n k

∞
−

= =

−
=

−
��

yazılabilir. 

0

( 1) ( ) !
( )

!( )!

k kn
k

k

k

c y n
n

k n k=

−
− =

−
�

ba�ıntısından ve faktöriyel fonksiyonundan 
                                          

22 2 0

0 0

( ) ( )( ) ( ; ; ; ) ( )

! !

k n
xt t k k n

k n

c H x t yt F n c y H x t
e

k n

∞ ∞
− +

= =

− − − −
=� �

(4.1.2.b) den 

( )

2

2
2 0

1 1 1 4
, ;

1 2 2 2 2 (1 2 )
c

t
c c

xt F xt
−

� �−
+� �− −� �

� �−� �

[ ]
( )

2
2 2

2
2 0 2

2

1 1 1 4
1 2 ( ) , ;

2 2 2 1 2 2

cxt t y t
e yt x t F c c

yt yt

−−

� �
−� �= + − +

� �� �+ −� �� �� �
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4.1.3. Bilineer Do�urucu Fonksiyon 

Hermite polinomlarının bilineer do�urucu fonksiyonu 

2
2

2

( 2 )1
1 42 2

0

( ) ( )
(1 4 )

!

y xt
n y

tn n

n

H x H y t
t e

n

� �−
∞ −� �− −� �� �

=

= −�
   (4.1.3.a) 

�eklindedir. �imdi bunu gösterelim. 

0

( ) ( )

!

n

n n

n

H x H y t

n

∞

=
�   de  ( )nH x  in serisel ifadesinin yerine yazılmasıyla 

22

0 0 0

( ) ( ) ( 1) (2 ) ( )

! !( 2 )!

n

n k n k n

n n n

n n k

H x H y t x H y t

n k n k

� �
� � −∞ ∞ � �

= = =

−
=

−
� ��

ba�ıntısı elde edilir.  

2

0 0 0 0

( , ) ( , 2 )

n

n

n k n k

A k n A k n k

� �
� �∞ ∞� �

= = = =

= +�� ��

oldu�undan,  

2
2

0 0 0

( ) ( ) ( 1) (2 ) ( )

! ! !

n k n n k

n n n k

n k n

H x H y t x H y t

n k n

+∞ ∞ ∞
+

= = =

−
=� ��

e�itli�i yazılabilir. 

22

0

( )
( )

!

n
xt tn k

k

n

H x t
e H x t

n

∞
−+

=

= −�

ba�ıntısı  2 ( )n kH y+  ye uygulanırsa 
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2
2

0 0 0

( ) ( ) ( )(2 ) ( 1)

! ! !

n n k k

n n n k

n k n

H x H y t H y xt t

n n k

∞ ∞ ∞
+

= = =

−
=� ��

2 24 4 2
2

0

( 2 )( 1)

!

yxt x t k k

k

k

e H y xt t

k

−∞

=

− −
=�

olarak elde edilir. 

22

0

( 1) !(2 )
( )

!( 2 )!

n

k n k

n

k

n x
H x

k n k

� �
� � −� �

=

−
=

−
�

ba�ıntısından 

2 2

2
0

( 1) (2 )!(2 4 )
( 2 )

!(2 2 )!

s k sk

k

s

k y xt
H y xt

s k s

−

=

− −
− =

−
�

olarak yazılabilir. (2 )!k  yerine  

2 1
(2 )! 2 !

2
k

k

k k
� 	

= 
 �
� 


yazılırsa 

2 2
2

4 4 2

0 0

( ) ( ) ( 2 )( 1)

! !

n k k
xyt x tn n k

n k

H x H y t H y xt t
e

n k

∞ ∞
−

= =

− −
=� �

2 2

2 2 2 2

4 4

0 0

1
( 1) 2 ( ) (2 4 )

2
!(2 2 )!

s k k k s k
k k

xyt x t

k s

y xt t
e

s k s

+ −
∞

−

= =

− −
=

−
��

elde edilir. E�itli�in sa� tarafına 

( ) ( ) ( )
2 2

2
n k n k

c c k c
+

= +
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özelli�i uygulanırsa 

2 2

2 2 2 2 2

4 4

0 0 0

1
( 1) 2 ( ) (2 4 )( ) ( ) 2

! !(2 )!

k s k k k s
n k s

xyt x tn n

n k s

y xt t
H x H y t

e
n s k

+ +
∞ ∞ ∞ +

−

= = =

− −
=� ��

e�itli�i ve  

2 1
(2 )! 2 !

2
k

k

k k
� 	

= 
 �
� 


de�eri yerine yazılırsa 

2 2

2 2 2 2

4 4

0 0 0

1
( 1) 2 ( ) (2 4 )( ) ( ) 2

1! ! !( )
2

k s k k s
n k s

xyt x tn n

n k s
k

y xt t
H x H y t

e
n

s k

+
∞ ∞ ∞ +

−

= = =

− −
=� ��

elde edilir. 

1 1 1

2 2 2k s k s

k
+

� 	 � 	 � 	
= +
 � 
 � 
 �

� 
 � 
 � 


oldu�undan 

2 2

2 2
2 2

4 4

0 0 0

1
( ) 2( ) ( ) ( 1) (2 4 )2

! ! !

s s
n k k ks

xyt x tn n

n k s

k t
H x H y t y xt t

e
n s k

∞ ∞ ∞
−

= = =

+ − −
=� ��

dır. Faktöriyel fonksiyonundan  

2
1

2 2

0

1
( ) (4 )
2(1 4 )

!

s

sk

s

k t
t

s

∞− −

=

+
− =�

e�itli�ini göz önüne alırsak 

2 2
2 2

4 4

1
0 0 2 2

( ) ( ) ( 1) (2 4 )

!
!(1 4 )

n k k k
xyt x tn n

k
n k

H x H y t t y xt
e

n
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∞ ∞
−

+= =

− −
=

−
� �
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2 2

2 2 2

( 4 )( 2 )1
4 4 2 1 42(1 4 )

t y xt

xyt x t te t e

− −
−

− −= −

olarak yazılabilir. Sonuç olarak  

2
2

2

( 2 )1
1 42 2

0

( ) ( )
(1 4 )

!

y xt
n y

tn n

n

H x H y t
t e

n

� �−
∞ −� �− −� �� �

=

= −�

elde edilmi� olur. 

4.2. Diferensiyel  �ndirgeme Ba�ıntıları 

Bu kısımda Hermite polinomları ile ilgili bazı indirgeme ba�ıntıları elde edilecektir. 

22

0

( )

!
n xt tn

n

H x
t e

n

∞
−

=

=�
    

(4.2.1) 

      

ifadesinde e�itli�in her iki tarafının x  e göre türevinin alınmasıyla, 

22

0

( )
2

!

n
xt tn

n

H x t
te

n

∞
−

=

′
=�

elde edilir. Her iki taraf 
1

t
 ile çarpılıp düzenlenirse,  

2
1

2

0

( )
2

( 1)!

n
xt tn

n

H x t
e

n n

−∞
−

=

′
=

−
�

elde edilir. Bu son e�itlikte  (4.2.1)  yardımıyla   

1 1
1

0 1

( ) ( )
2

( 1)! ( 1)!

n n

n n

n n

H x t H x t
n

n n

− −∞ ∞
−

= =

′
=

− −
� �

�eklinde yazılabilir. t   nin aynı kuvvetlerinin katsayılarının kar�ıla�tırılmasıyla, 
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1( ) 2 ( )n nH x nH x−
′ =   1, 2,3...n =    (4.2.2) 

elde edilir. 

�imdi de (4.2.1) ifadesinde e�itli�in her iki tarafının t  ye göre türevi alınırsa, 

2
1

2

0

( )
(2 2 )

!

n
xt tn

n

H x nt
x t e

n

−∞
−

=

′
= −�

2 22 22 2xt t xt txe te− −= −

elde edilir. (4.2.1) yardımıyla e�itli�i 

1

1 0 0

( ) ( ) ( )
2 2

( 1)! ! !

n n

n n n n

n n n

H x nt H x t H x t
x t

n n n n

−∞ ∞ ∞

= = =

= −
−

� � �

veya 

1
1

0 0 0

( ) ( ) ( )
2 2

! ! !

n n n

n n n

n n n

H x t H x t H x t
x

n n n

+∞ ∞ ∞
+

= = =

= −� � �

�eklinde yazabiliriz. t  nin kuvetleri aynı olacak �ekilde düzenlendi�inde  

1 1

0 0 1

( ) ( ) ( )
2 2

! ! ( 1)!

n n n

n n n

n n n

H x t H x t H x t
x

n n n

∞ ∞ ∞
+ −

= = =

= −
−

� � �
          

(4.2.3) 

  

elde edilir. (4.2.3) e�itli�inde t   nin aynı kuvvetlerinin katsayılarının 

kar�ıla�tırılmasıyla, 

1 1( ) 2 ( ) 2 ( )n n nH x xH x nH x+ −= −

elde edilir. Bu e�itlikte (4.2.2) yerine yazılırsa 
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1( ) 2 ( ) ( )n n nH x xH x H x+
′= −               (4.2.4) 

veya  

1 1( ) 2 ( ) ( )n n nH x xH x H x− −
′= −              (4.2.5)  

elde edilir. (4.2.4) e�itli�inin  x  e göre türevi alınırsa 

1( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )n n n nH x H x xH x H x+
′ ′ ′′= + −

elde edilir. (4.2.2) yardımıyla 1( ) 2( 1) ( )n nH x n H x+
′ = +   ifadesi yerine yazılarak 

düzenlenirse 

2( 1) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )n n n nn H x H x xH x H x′ ′′+ = + −

2 ( ) 2 ( ) ( )n n nnH x xH x H x′ ′′= −

( ) 2 ( ) 2 ( ) 0n n nH x xH x nH x′′ ′− + =
        

(4.2.6) 

elde edilir. 

4.3. Öz Fonksiyon 

( )nH x .n   dereceden Hermite polinomu, ( )nh x� ,  .n  dereceden Hermite fonksiyonu 

olmak üzere  Quantum mekani�indeki 
d

A x
dx

= − +  ve 
* d

A x
dx

= +  operatörleri 

yardımıyla 

    
21

2( ) ( )
x

n nh x H x e
−

=�    0,1,2....n =            (4.3.1) 

yazılabilir.  (4.3.1) de x ’ e göre türev alınırsa 

2 21 1

2 2( ) ( ) ( )
x x

n n nh x H x e xe H x
− −

′ ′= −�
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e�itli�i elde edilir. Elde edilen e�itlikte (4.2.2) yerine yazılırsa 

21

2
1( ) ( ) 2 ( )

x

n n nh x xe H x nh x
−

−
′ + =� �

bulunur. Bu ifade  (4.3.1) yardımıyla  

1( ) ( ) 2 ( )n n nh x xh x nh x−
′ + =� � �            (4.3.2) 

veya  

1( ) ( ) 2 ( )n n

d
x h x nh x

dx
−+ =� �            (4.3.3) 

�eklinde yazılabilir.  

(4.2.4) ba�ıntısı (4.3.1) yardımıyla 

2 2 21 1 1

2 2 2
1 1( ) 2 ( ) 2 ( )

x x x

n n nh x e xh x e nh x e+ −
′ = −� � �

veya 

1 1( ) 2 ( ) 2 ( )n n nh x xh x nh x+ −
′ = −� � �             (4.3.4)

  

�eklinde yazılabilir. (4.3.2) ve (4.3.4) ba�ıntılarının alt alta toplanmasıyla 

1( ) ( ) ( )n n nh x h x xh x+
′ + =� � �            (4.3.5) 

veya 

1( ) ( ) ( )n n

d
x h x h x

dx
+− + =� �            (4.3.6) 

elde edilir. 

A  ve  *A  operatörleri yardımıyla  (4.3.3) ve (4.3.6) nın alt alta yazılarak 
toplanmasıyla  
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1 12 ( ) ( ) 2 ( )n n nxh x h x nh x+ −= +� � �             (4.3.7) 

indirgeme ba�ıntısı elde edilir.   

H  Hermite operatörü A  ve *A  operatörleri yardımıyla 

2
2

2

d
H x

dx
= − +

�eklinde yazılabilir. 

* *1
( )

2
H AA A A= +              (4.3.8) 

1

2

d d d d
x x x x

dx dx dx dx

� �� 	� 	 � 	� 	
= − + + + + − +
 �
 � 
 �
 �� �

� 
� 
 � 
� 
� �

2 2
2 2

2 2

1

2

d dx xd d d dx
x x x

dx dx dx dx dx dx

� �
= − − + + − − + +� �

� �

2
2

2

1 2
2

2

d
x

dx

� �−
= +� �

� �

2
2

2

d
x

dx
= − +

O halde ( )nh x� Hermite fonksiyonlarının H  operatörünün öz fonksiyonları oldu�u,  

(4.3.3), (4.3.6) ve (4.3.8) yardımıyla gösterilebilir. 

* *1
( ) ( )

2n nH h AA A A h= +� �

ifadesinde  A  ve *A  operatörlerinin yerine yazılmasıyla 

( ) 1

2n n

d d d d
H h x x x x h

dx dx dx dx

� �� 	� 	 � 	� 	
= − + + + + − +
 �
 � 
 �
 �� �

� 
� 
 � 
� 
� �
� �
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elde edilir. E�itli�in düzenlenmesiyle 

2 2
2 2

2 2

1

2 n n n n n n n n

d dx xd d d dx
h h h x h h x h h x h

dx dx dx dx dx dx

� �
= − − + + − − + +� �

� �

� � � � � � � �

21
2 2

2 n nh x h� �′′= − +� �
� �

2
n nh x h′′= − +� �

elde edilir. (4.3.1) de x ’ e göre türev alınarak yerine yazılırsa 

( ) 2
1 12 ( ) 2n n n n n nn xh h x nh xh h x h− −= − − + − + +� � � � � �

2 2
1 12 2 2n n n n n nnxh nh xnh x h h x h− −= − + + − + +� � � � � �

( ) (2 1)n nH h n h= +� �              (4.3.9) 

elde edilir. 

Teorem 4.3.1 : 1t <  için 

( ) ( )
2

2 21
2 22

1 1 2
( )

2 1 12)

0

(1
2 !

t t
x y xy

t tn n n

n
n

h x h y
t t e

n

−
� �− +

∞ + +� �
− +� �� �

=

= −�
� �

          
(4.3.10) 

�spat : 

     

2 2 21x u ixue e du
π

∞
− − +

−∞

= �
             (4.3.11) 

e�itli�inin her  iki tarafının x ’e göre türevleri alınırsa 
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2 2 21 ( )x u ixude d e
du

dx dxπ

∞− − +

−∞

= �

            

2 21
2 u ixuiue du

π

∞
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−∞

= �
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2
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2 2

2

1
(2 )

.

.

x
u ixud e

iu e du
dx π
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= �

2

2 21
(2 )

n x
n u ixu

n

d e
iu e du

dx π

∞−
− +

−∞

= �   

�eklinde yazılabilir. Elde edilen e�itli�i  Rodrigues formülüne göre düzenlersek 

2 2 2(2 )
( ) ( 1)

n
n x n u ixu

n

i
H x e u e du

π

∞
− +

−∞

= − �

2

2 2( 2 )
( )

n x
n u ixu
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i e
H x u e du

π

∞
− +

−∞

−
= �

            (4.3.12) 

olarak yazılabilir. 

(4.3.1) den dolayı (4.3.11)  x  ve y  de�i�kenlerine göre yazılırsa  

2

2
2

2( 2 )
( )

x

n
n u ixu

n

i e
h x u e du

π

∞
− +

−∞
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= ��

            (4.3.13) 

2

2
2

2( 2 )
( )

y

n
n v iyn

n

i e
h y v e dv

π

∞
− +

−∞

−
= ��

            (4.3.14) 

elde edilir. (4.3.12) ve (4.3.13)  (4.3.10) nun yerine yazılırsa 
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2 2

2 2
2 2

2 2

0 0

( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )

2 ! 2 !

x y

n n
n n n n u v ixy iyvn n

n n
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h x h y i e i e
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n nπ

∞ ∞∞ ∞
− − + +

= = −∞ −∞
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       (4.3.15) 

elde edilir. �imdi (4.3.14) e�itli�inin sa� tarafı düzenlenirse 
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n

e tuv
e dudv

nπ

+
∞ ∞∞

− − + +

= −∞ −∞

−
=� � �

2 2

2 2
2

2 2 2

0

x y

v iyv u ixu uvt

n

e
e e dudv

π

+
∞ ∞∞

− + − + −

= −∞ ∞

= � � �

(4.3.11) yardımıyla 
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21k u t= −  de�i�ken de�i�tirmesi yapılırsa  
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2 2 2

2
2

1

2

1

1

x y
yt x

te
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2
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1 1 21 ( )
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� �+
− + +� �− − +� �� �= −

Teorem 4.3.2 :
2

( ) 2 !n

nh x dx n π
∞

−∞

� � =� �� �

�spat : Teorem 4.3.1 de x y=  yazılırsa 
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t e e
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2 (1 )1
2 (1 )2(1 )

tx

tt e
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− += −

elde edilir. E�itli�in her iki tarafının ( , )−∞ ∞ aralı�ında genelle�tirilmi� integrali 

alınırsa 
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1
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x tn
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n n
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t
h x dx e dx

n
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             (4.3.16) 
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elde edilir. (4.3.16) da  
1

1

t
u x

t

−
=

+       de�i�ken de�i�tirmesi yapılırsa 

    

2
1

2 2 1

1
(1 ) u t
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1 1

1
1t t
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π

− +
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−

   1 t

π

−
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olur. 

2

0

( )
2 ! 1

n

n n
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t
h x dx

n t

π∞∞

= −∞

� �
� �� �� � −� �
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2

( ) 2 !n

nh x dx n π
∞

−∞

� � =� �� �

bulunur. 

Normalle�tirilmi� Hermite fonksiyonu   

1

2( ) (2 ! ) ( )n

n nh x n h xπ
−

= �

ile tanımlanır. 

4.4. Hermite Polinomunun Hipergeometrik Formu 

Öncelikle  
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a b
a b z

F z
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c

∞

=
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�eklinde tanımlanan hipergeometrik fonksiyonu ve onun genelle�tirilmesi olan 
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�

e�itli�ini verelim. Burada hiçbir payda parametresi sıfır ya da negatif tamsayı 

de�ildir. Buna ra�men p  ve q  nun sıfırdan farklı olmasına gerek yoktur. �imdi p qF

notasyonunu ( )nH x  Hermite polinomlarının gösterilmesinde kullanalım. Hermite 

polinomlarının, 
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de�erlerinin yerine yazılmasıyla, 
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2 0 2

1 1 1 1
( ) (2 ) , ; ;

2 2 2
n

nH x x F n n
x

� 	
= − − + − −
 �

� 


elde edilir. 

4.5. Hermite Polinomlarının Dikli�i 

Teorem: Hermite polinomları 
2xe− a�ırlık fonksiyonuna göre (-�,�) aralı�ında 

birbirine diktir. Yani 

2 0,
( ) ( )

2 !

x

n m n

m n
e H x H x dx

n m nπ

∞
−

−∞

≠��
= �

=��
�

�spat: ( ) ( ) ( ) 0
d dy

p x q x y x y
dx dx

λρ� � − + =� �� �
 denkleminde  ( , )−∞ ∞  aralı�ında  

2

( ) xp x e−= , 
2

( ) xx eρ −=  ,  ( ) 0q x ≡ alınarak düzenlenirse 

2 2

0x xdy
e e y

dx
λ− −

′� � + =� �� �

2 2

( ) 0x xe y e yλ− −′ ′ + =             (4.5.1) 

( )nH x  ve ( )mH x  polinomları (4.5.1) denkleminin birer çözümü olduklarından m n≠

2 2

( ) 2 ( ) 0x x
n ne H x ne H x− −′′� � + =� �            (4.5.2) 

2 2

( ) 2 ( ) 0x x
m me H x me H x− −′′� � + =� �            (4.5.3) 

ba�ıntılarını sa�lamaktadır. (4.5.2) ( )mH x ile ve (4.5.3)  de ( )nH x ile çarpılır ve taraf 

tarafa çıkarılırsa,  
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2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0x x
n m n me H x H x ne H x H x− −′′� � + =� �

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0x x
m n m ne H x H x me H x H x− −′′� � + =� �

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2( ) ( ) ( ) 0x x x
n m m n m ne H x H x e H x H x n m e H x H x− − −′ ′′ ′� � � �− + − =� � � �

elde edilir. 

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x
n n m m m ne H x e H x H x e H x e H x H x− − − −′ ′ ′′ ′ ′ ′′� � � �+ − + +� � � �

2

2( ) ( ) ( ) 0x
n mn m e H x H x−− =                 (4.5.4) 

oldu�undan  (4.5.4) denklemi 

[ ]
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2( ) ( ) ( )x x
n m m n n me H x H x H x H x n m e H x H x− −′′ ′− = −           (4.5.5) 

olarak yazılabilir. 

(4.5.5) denkleminin ( ),−∞ ∞  aralı�ında integrali alınırsa 

[ ]
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2( ) ( ) ( )x x
n m m n n me H x H x H x H x n m e H x H x

∞∞
− −

−∞ −∞

′ ′− = − �     (4.5.6)  

elde edilir. 

2

2( ) ( ) ( ) 0x
n mn m e H x H x

∞

−

−∞

− =�            (4.5.7) 

yazılabilir. Bu durumda m n≠  dir. 

  

1 1( ) 2 ( ) 2 ( ) 0n n nH x xH x nH x+ −− + =             (4.5.8) 

denkleminde 1n n→ −  alınıp 
2

( )x

ne H x−
 ile çarpılırsa  
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1 2( ) 2 ( ) 2( 1) ( ) 0n n nH x xH x n H x− −− + − =

2 2 22
1 2( ) 2 ( ) ( ) 2( 1) ( ) ( ) 0x x x

n n n n ne H x xe H x H x n e H x H x− − −
− −− + − =

          (4.5.9) 

elde edilir. (4.5.9) denkleminin ( ),−∞ ∞ aralı�ında integrali alınırsa 

2 2 22
1 2( ) 2 ( ) ( ) 2( 1) ( ) ( ) 0x x x

n n n n ne H x xe H x H x n e H x H x

∞ ∞ ∞

− − −
− −

−∞ −∞ −∞

− + − =� � �

elde edilir. (4.5.7)  den 

2

22( 1) ( ) ( ) 0x
n nn e H x H x

∞

−
−

−∞

− =�

ve 

2 22
1( ) 2 ( ) ( ) 0x x

n n ne H x dx xe H x H x dx

∞ ∞

− −
−

−∞ −∞

− =� �              
(4.5.10) 

elde edilir.(4.5.8) denklemi 
2

1( )x

ne H x−
−  ile çapılıp ( ),−∞ ∞  aralı�ında integrali 

alınırsa 

2 2 2

1 1 1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ). 0x x x
n n n n n ne H x H x dx xe H x H x dx n e H x H x dx

∞ ∞ ∞

− − −
+ − − − −

−∞ −∞ −∞

− + =� � �

elde edilir. (4.5.7) den  

2 2

1 1 12 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0x x
n n n nxe H x H x dx n e H x H x dx

∞ ∞

− −
− − −

−∞ −∞

− + =� �
        

(4.5.11) 

(4.5.10) ve  (4.5.11) denklemleri kar�ıla�tırılırsa 

2 22 2
1( ) 2 ( )x x

n ne H x dx n e H x dx

∞ ∞

− −
−

−∞ −∞

=� � 1, 2,3.....n =                     (4.5.12) 
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elde edilir. (4.5.12) denkleminde  

1n =   
2 22 2

1 0( ) 2 ( )x xe H x dx n e H x dx

∞ ∞

− −

−∞ −∞

=� �

2 π=

2n =   
2 22 2

2 1( ) 2.2 ( )x xe H x dx e H x dx

∞ ∞

− −

−∞ −∞

=� �

   2.2.2 π=

3n =   
2 22 2

3 2( ) 2.3 ( )x xe H x dx e H x dx

∞ ∞

− −

−∞ −∞

=� �

2.3.2.2.2. π=

4n =   
2 22 2

4 3( ) 2.4 ( )x xe H x dx e H x dx

∞ ∞

− −

−∞ −∞

=� �

2.4.2.3.2.2.2. π=

. 

. 

. 

2 2 ( ) 2 !x n
ne H x dx n π

∞

−

−∞

=�
m n=            (4.5.13) 

olarak bulunur.(4.5.7) ile (4.5.13)  teoremin do�rulu�unu kanıtlar. 

4.6. Hermite Polinomlarının Tek-Çift Olma Durumu 

22

0

( 1) (2 )
( ) !

( 2 )! !

n

k n k

n

k

x
H x n

n k k

� �
� � −� �

=

−
=

−
�

     formülüne göre    ( ) ( 1) ( )n

n nH x H x− = −     tir. Gerçekten  

( )nH x , ( )nH x− ’e bölünürse 
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2
2

0

2
2

0

( 1) !
( ) (2 )

!( 2 )!

( 1) !
( ) ( 2 )

!( 2 )!

n

k
n k

n

k

n

k
n k

n

k

n
H x x

k n k

n
H x x

k n k

� �
� �� �

−

=

� �
� �� �

−

=

−
=

−

−
− = −

−

�

�

2

2

( ) (2 ) (2 )

( ) ( 2 ) ( 2 )

n k

n

n k

n

H x x x

H x x x

−

−
=

− − −

( ) ( 1) ( )n

n nH x H x− = −

Tek dereceli Hermite polinomları tek, çift dereceli Hermite polinomları çift 

fonksiyondur. 

4.7. Hermite Polinomlarının Legendre Polinomları ile Gösterimi 

Hermite polinomlarının Legendre polinomlarıyla gösterebilmek için öncelikle 

Hermite polinomunun  

22

0

( )

!
xt t nn

n

H x
e t

n

∞
−

=

=�

do�urucu fonksiyonunu düzenleyelim. E�itli�in sol tarafı seriye göre açılırsa 

( ) ( )2

0 0 0

2 ( )

! ! !

kn n

nn

n k n

tx t H x
t

n k n

∞ ∞ ∞

= = =

� 	
� 	
 �= 
 �
 �� 


� 

� � �                    (4.7.1) 

�eklinde yazılabilir. 

Serilerin özelliklerinden, çift indisli ve ( , )A k n  genel terimli bir seri 

0 0 0 0

( , ) ( , )
n k n k

A k n A k n k
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= −�� ��              (4.7.2) 
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2

0 0 0 0

( , ) ( , 2 )

n

n k n k

A k n A k n k

� �
� �∞ ∞ ∞ � �

= = = =

= −�� ��             (4.7.3) 

ba�ıntılarını sa�lar. (4.7.2)  ve (4.7.3) ün bir sonucu olarak  ve ( , ) ( , )A k n k C k n− =

konularak 

2

0 0 0 0

( , ) ( , )

n

n k n k

C k n C k n k

� �
� �∞ ∞ ∞ � �

= = = =

= −�� ��             (4.7.4) 

yazılabilir. 

 (4.7.1) e�itli�ini (4.7.3) e göre düzenlersek 

( )22
22

0 0

( )

( 2 )! !

n
k

n kn k

n k

tH x
t

n k k

� �
� �∞ � �

−−

= =

=
−

��

2
2

0

( )( 1) !

!( 2 )!2

n

k
n n k

n
k

H x n
x

k n k

� �
� �� �

−

=

−
=

−
�            (4.7.5) 

elde edilir. 

(4.7.5) ü kullanarak Hermite polinomları için Legendre polinomları geni�letilebilir. 

Seriyi dikkate alırsak 

   
2

2

0 0 0

1
( 1) ( ) (2 )

2( )
!( 2 )!

n k n k n

n k
n

n

n n k

x t
P x t

k n k

� � −
� �∞ ∞ � � −

= = =

−
=

−
� ��            (4.7.6) 

Legendre polinomunda 2n n k= +  dönü�ümü yapıldı�ında 

2

, 0

1
( 1) ( ) (2 )

2
! !

k n n k

n k

n k

x t

k n

+
∞ +

=

−
= �              (4.7.7) 
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e�itli�i elde edilir.. (4.7.4) teki e�itli�i 

( ) 2
2

0

2 ( )

! !( 2 )!

n
n

n s

s

x H x

n s n s

� �
� �� �

−

=

=
−

�

�eklinde düzenlenerek (4.7.7) de yerine yazılırsa 

2 2
2 2

0 , 0 0

1
( 1) ( ) (2 ) ( )

2( )
!( 2 )! !

n k n k n k

n k n s
n

n

n n k s

x H x t
P x t

s n s k

� � − +
� �∞ ∞ � � + −

= = =

−
=

−
� � �

elde edilir. 2n n s= +   ve  k k s= −  dönü�ümleri yapılarak 

2

, 0 0

1
( 1) ( ) ( )

2
! !( )!

k s n k
k n k s n

n k s

H x t

s n k s

− +
∞ + +

= =

−
=

−
� �           (4.7.8) 

e�itli�i elde edilir. (4.7.8) e�itli�i 

2 2( ) ( 2 ) ( )

1 1 1
( )( )

2 2 2

n k n k

n k

n k s

c c k c

n k

+

+

+ +

= +

� 	
= + +
 �

� 


 özelliklerinden dolayı 

2

, 0 0

1 1
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) !

2 2
! !( )! !

s k n k
k s n k n

n k s

n k H x t k

s n k s k

− +
∞ +

= =

− + + −
=

−
� �

ve faktöriyel fonksiyonunun özelliklerinden dolayı 
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2
2 0

, 0

1 1
( , ; ;1)( 1) ( ) ( )

2 2
! !

k n k

n k n

n k

F k n k H x t

n k

+
∞ +

=

− + + − −
= �           (4.7.9) 

�eklinde yazılabilir. 2n n k= −  dönü�ümü yapıldı�ında 

2 2 0 2

0 0 0

1 1
( , ; ;1)( 1) ( ) ( )

2 2( )
( 2 )! !

n k n

n k n k
n

n

n n k

F k n k H x t
P x t

n k k

� �
� �∞ ∞ � � − −

= = =

− + + − −
=

−
� ��

yani 

2 2 0 2

0

1 1
( , ; ;1)( 1) ( ) ( )

2 2( )
( 2 )! !

n k

n k n k

n

k

F k n k H x
P x

n k k

� �
� �� � − −

=

− + + − −
=

−
�

olur. (4.1.2.a) e�itli�inde  

2
2

0

(2 4 1) ( )!
32 !( )
2

n

n n s

n
s

n s

n s P xn
x

s

� �
� �� �

−

=
−

− +
= �

özelli�i yerine yazılırsa  

22
2

0 , 0 0

( ) ( 1) (2 4 1) ( )
3! ( ) ! !
2

n

k n k
nn n s

n n k s
n s

H x t n s P x
t

n
s k

� �
� � +∞ ∞ � �

−

= = =
−

− − +
=� � �

elde edilir. 2n n s= +  ve k k s= −  dönü�ümleri yapılırsa 

2

0 , 0 0

( ) ( 1) (2 1) ( )
3! ( ) !( )!
2

k s n kk
nn n

n n k s
n s

H x t n P x
t

n
s k s

− +∞ ∞

= = =
+

− +
=

−
� � �
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2

1 1
, 0

( 1) (2 1) ( )3
( ; ;1)

32 ( ) !
2

k s n k

n

n k
n

t n P x
F k n

k

− +∞

=

− +
= − +�

2
2

1 1
0

2

( 1) !(2 4 1) ( )3
( ) ( ; ;1)

32 ( ) !
2

n

k s

n k
n

k
n k

n n k P x
H x F k n

k

� �
� � −� �

−

=
−

− − +
= − +�

elde edilir. 



BÖLÜM 5. SONUÇLAR VE ÖNER�LER 

Bu tezde Hermite diferensiyel denklemi tekil Sturm-Liouville sınır de�er problemi 
yardımıyla elde edilmi�tir. Hermite diferensiyel denkleminin çözümleri olan Hermite  
polinomları elde edilmi� ve onların özelliklerinden bahsedilmi�tir. 
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