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: nxn mertebeli 4 matrisinin transpozesi

: nxn mertebeli 4 matrisinin eslenik transpozesi
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: nxn mertebeli 4 matrisinin spektral normu

: nxn mertebeli 4 matrisinin £, normu

: nxn mertebeli A matrisinin Frobenius satir normu

: nxn mertebeli 4 matrisinin Frobenius siitun normu



OZET

Anahtar kelimeler: Dairesel Matris, Matris Normlari

Dairesel matrislerin olasilik ve istatistik, niimerik analiz, sayilar teorisi ve geometri
ile pekc¢ok iliskisi vardir.

Bu caligmada dairesel matrislerin tanimi, 6zellikleri, tiiretimi gibi genel ifadeler
tanimlanmis, sonra matris normlar1 hakkinda bilgiler verilmistir. Son olarak E, ve K,
ler tarafindan tanimlanan dairesel matrislerin farkli normlar1 igin sinirlar
arastirilmustir.
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CIRCULANT MATRICES AND ITS APPLICATION

SUMMARY

Key Words: Circulant Matrix, Matrix Norms

Circulant matrices have many connections to probability and statistics, to numerical
analysis, to number theory and to geometry.

In this study, it has been determined general expressions such that defination,
properties, generating of circulant matrices. Then, it has been given knowledges
about matrix norms. Finally, it has been investigated bounds for different norms of
circulant matrices whose entries are E, and K, numbers.
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BOLUM 1. GIRIS

Dairesel matrislerin fizik, olasilik ve istatistik, niimerik analiz, sayilar teorisi,
geometri gibi alanlarla pek cok iliskisi vardir. Bunun disinda dairesel matrislerin

birtakim 0Ozellikleri aciklanirken Fourier analizi ve grup teorisi alanlarindan

faydalanilir [3].

Frank makalesinde dairesel matrislerin tanimin1 vermis ve bir dairesel matrisin
iiretilmesi konusunu incelemistir. Benzer sekilde bir diger ¢alismada Rostermundt
dairesel matrislerin tanimi, olusumu, iretegleri ve oOzdegerleri ile ilgili bilgiler

vermistir [5].

Bir matrisi pozitif reel saytya doniistiirme islemi olan matris normlar1 matematigin
cesitli alanlarinda 6nemli bir yer teskil eder. Donaghey ve Shapiro Catalan sayilarini
kullanarak dairesel matris tanimlamis, bu matrisin spektral normu i¢in bir {ist sinir

elde etmistir [8].

Baska bir ¢alismada Fibonacci ve Lucas sayilarina bagl olarak tanimlanan dairesel
matrislerin Furobenius normu incelenmis ve spektral normlari i¢in alt ve {ist sinirlar

elde edilmistir [7].

Bu calismanin ikinci boliimiinde dairesel matris tanimi, dairesel matrislerin
ozellikleri, dairesel matrisin tiiretimi, dairesel matrislerin bloklara ayrilmasi konulari
hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii bdliimde dérdiincii boliime hazirlik olarak matris
normu tanimina, matris normu g¢esitlerine, matris normlar1 arasindaki bagintilara
deginilip ve bu bagintilar1 gergekleyen birtakim 6rnekler verilmistir. Calismanin asil
kismini olusturan dordiincii boliimde ise E, ve Ky’lere bagli olarak tanimlanan
dairesel matrislerin spektral normlar1 igin alt ve iist sinirlart veren teoremler

verilmistir. Bu teoremlerden faydalanilarak bu matrislerin Hadamard ¢arpimlarinin



spektral normu Kronecker ¢arpimlarinin Furobenius normu i¢in birtakim sonuclara
ulagilmigtir. Ayrica farkli normlarin kullanildigi birtakim yardimci teoremler verilmis
ve bu teoremlerden faydalanilarak bu matrislerin spektral normlari icin iist sinir elde

edilmistir.



BOLUM 2. DAIRESEL MATRISLER

2.1. Dairesel Matris

Tanim 2.1.1.: C=(Cij),cij €lC olmak tizere, elemanlar1 j—i=k(modn) seklinde

tanimli nxn mertebeli matrise dairesel matris denir ve,

C =circ(cy,¢;,CysensCry)

seklinde gosterilir.Ayrica agik olarak,

Co G G Ch

Cho1 G G Cho

C=|ciy Chy G Chs
G C, G Co

bigimindedir.

Genel anlamda nxn mertebeli bir dairesel matrisnelemanli bir vektor ile temsil
edilir ve bu matrisin ilk satirin1 olusturur. Boylece takip eden satirlar 6nceki satirin

son elemanint basa alarak devam eder. Bir dairesel matrisin kdsegeni iizerindeki



elemanlar ile kosegene parelel olan ¢izgiler lizerindeki elemanlar1 aynidir. 2x2, 3x3 ve

4 x4 mertebeli genel dairesel matrisler asagidaki gibi gosterilirler.

o Qo o9 o
o 9 T O
O T O o

2.2. Dairesel Matrislerin Ozellikleri

Oncelikle 6zellikler icerisinde kullanilacak bazi ifadelerin tanimlari verilsin.

Tanim 2.2.1.: Ayni mertebeli A=(a ) ve B=(b

ij) matrislerinin karsilikli elemanlarmin

ij

toplanmastyla olusan matrise A ve B matrislerinin toplami denir.

Tanim 2.2.2.: Herhangi bir k skalarinin bir A= (aij) matrisinin her elemani ile ¢arpilmasiyla

olusan matrise A matrisinin skaler ile ¢arpimi denir.

Tanim 2.2.3.: mxp mertebeli bir A:(aij) matrisi ve pPxn mertebeli bir B:(bij)

matrisinin ¢arpimi,

AB:C:(Cij)

seklinde tanimlanir.Olusan C matrisi mxn mertebelidir ve elemanlari,



NgE

¢, =2 b, (i=1.2,..m;j=1.2,.,n)

=~
Il

1

bigimindedir.

Tanim 2.2.4.: Bir A matrisinin ayn1 sayida satir1 ve siitunu varsa A matrisine kare matris denir.

Tanim 2.2.5.: Bir A kare matrisi i¢in,

AB=BA=I

olacak sekilde bir B matrisi varsa B matrisine A matrisinin ¢arpma islemine gore

tersi denir ve B=A "' seklinde gosterilir.Eger bir matrisin tersi yoksa bu matrise tekil matris

denir.

Tanim 2.2.6.: Elemanlar1 bir A matrisinin elemanlariin kompleks eslenigi olan matrise A

matrisinin eslenigi denir ve A ile gosterilir.

Tanim 2.2.7.: Bir A matrisinin ayni sayili satirlar1 ve siitunlarinin yer degistirmesi ile olusan

matrise A matrisinin transpozesi denir ve A' ile gosterilir.

Tamim 2.2.8.: A", Anin eslenik transpozesini gdstermek iizere,



AA" = A'A
ise A normal matristir.

Tanmim 2.2.9.: A, nxn mertebeli bir matris olsun. AX = AX olmak iizere,
Ax—2x=0 esitligi (A—A1)x=0

seklinde yazilabilir.Buradan |A—/1I|:0’1 saglayan A degerlerine A matrisinin 6zdegeri

denir.Ayrica (A—A1)x=0 esitligindeki X vektdriine A matrisinin dzvektorii denir.

Tanim 2.2.10.: a ve b herhangi iki skaler olsun.w=a+ib olmak iizere W" =1 denkleminin

kokleri,

W, :[l,ﬂj k=0,1,2,..,n—1
n

ile bulunur.Bu degerlere birimin n. kokleri denir.

Dairesel matrislerin birgok ilging 6zelligi vardir. nxn mertebeli dairesel matrisler i¢in sunlar

sOylenebilir[ 1].



(1) A ve B ayn1 mertebeli dairesel matrisler ve a ile b herhangi iki skaler olmak iizere
aA+DbB matrisi bir dairesel matristir.

(i1) Ayn1 mertebeli iki dairesel matrisin ¢carpimi yine bir dairesel matristir.

(ii1) Ayn1i mertebeli iki dairesel matrisin carpimi degisme 6zelligine sahiptir.

(iv) Eger bir dairesel matris tekil degilse ,terside dairesel matristir.

(v) Dairesel matrislerin transpozesi dairesel matristir.

(vi) Dairesel matrisler normal matrislerdir.

(vii) [k satirt (@ ,a& ,@,...,a.) olan nxn mertebeli bir dairesel matris ve w,,w" =1

denkleminin farkli ¢oziimlerinden biri olmak iizere dairesel matrisin 6zdegerleri,

A =a,+aw, +a,w, +..+a,_ W (k=0,12,.,n-1)

formiilii ile bulunur.Ayrica dairesel matrisin ilgili 6zvektorleri,

;
2 -1
X, :(l,wk,wk,...,WQ )

olur.

2.3. Bir Dairesel Matrisin Olusumu

Bir dairesel matrisin olusumu gosterilmeden dnce permiitasyon matrisi tanimlansin.



2.3.1. Permiitasyon matrisi

Tanim 2.3.1.1.: M, sonlu elemanli bir kiime olmak iizere, M den M ye tanimlanan bire-bir ve

orten her fonksiyona , M nin bir permiitasyonu denir.

Tanim 2.3.1.2.: M :{1,2,...,n} kiimesinin bir,

permiitasyonu olsun.E;, j.bileseni 1 diger bilesenleri 0 olan,

seklinde gosterilen n bilesenli birim satir vektorii olsun.




bi¢ciminde olan ve i=1,2,....,n olmak {izere, P nin i.satirinin O'(i).siitunundaki elemant 1 ,

diger elemanlar1 0 olan matrise permiitasyon matrisi denir.

Ornek.2.3.1.1.:

1 2 3 4
o = ,Pz
(4 13 2j i

S O = O
- o O O
S = O O
S o O =

2.3.2. Uretec dairesel matris

Bir nxn mertebeli dairesel matris olusturabilmek i¢in oncelikle nxn iirete¢ dairesel matrisi

tanimlamak gerekir.

Tanim 2.3.2.1.: W permiitasyon matrisi ilk satir1 (0,1,0,...,0) olan nxn mertebeli bir

dairesel matris ise W ’a lirete¢ dairesel matris denir.

2 x 2 mertebeli bir dairesel liretec,



3x 3 mertebeli bir dairesel lireteg,

0 1 0 0 0 1 1 00
W=0 0 1|,W*=[1 0 O[,W’={0 1 0
1 00 010 0 0 1
nxn mertebeli bir dairesel {ireteg,
0 0 0 0 0
0 0 1 .0 0 0 1 0
W: 1W2= ’
1 00 0 0 01 00 0 0
1 0 0 0
0 1 .00
W'=1|=
0 00 0 1

seklindedir. Goriildiigii tizere W n. Mertebeden bir tirete¢ matris iken W" birim matristir.

10
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2.3.3. W ile dairesel matris tiiretimi

Ik satir1 (c,,c,,C,,....C, ;) olan nxn mertebeli bir dairesel matris olusturmak i¢in herhangi

bir

qt)=c, +ct+c,t> +...+c _t""

polinomu tanimlansin. Oyle ki katsayilar1 C matrisinin ilk satirindan olussun ve derecesi C

matrisinin mertebesinden bir diisiik olsun.

Ornegin 2x2 mertebeli bir dairesel matris olusturmak icin 1. dereceden q(t)=a+bt

polinomu tanimlansin. Béylece C = q (W) olacaktir.

elde edilir.

3x3 mertebeli bir dairesel olusturmak igin,



0 0 0 0
_ 2 _
w=0 LLWo=1 0 01 ve q(t) = a+bt +ct’
1 0 0 0 0
bi¢giminde tanimlansin. Bu durumda,
C=qW)
=al +bW +cW?
1 00 010 0 0 1 a b c
=al0 1 0|+b{0O O 1|+c|1 O O|=|c a b
0 0 1 1 00 01 0 b ¢ a
elde edilir.
nxn mertebeli bir dairesel olusturmak igin,
0 10 0
0 0 1
wol© o el ]
1 0 0 0 o 1 0 o 0 0 0 0

ve q(t)=c, +ct+c,t’ +...+c,_t"" seklinde tanimlansin.

Bu durumda,

12



C=qW)=c,l +cW +c,W? +---+¢c, W"!

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 010 0 0/ [0 0 0 0 10
o " . et
000 0 1) oo 0 1) 100 0 000
¢, ¢ ¢ . . . C., el
¢, ¢ ¢ . . . C, C_
Cl CZ C3 Cn—l CO

N x N mertebeli dairesel matrisi olusur.

2.4. Toeplitz Matrisleri Ile Dairesel Matrislerin Aciklanmasi

Oncelikle Toeplitz Matrisi kisaca tanimlansin.

Tamm2.4.1.: T =(t;) ,t; €C nxn mertebeli bir matris olmak tizere elemanlari,

t =t i,j=12,..,n-1 (2.1)

seklinde olan matrise Toeplitz matrisi denir. Toeplitz matrisinin ana kdsegeni ve bu

kosegenlere paralel olan kdsegenleri lizerindeki elemanlari aynidir.

13



14

Ormek 2.4.1.:
a b c
d a b
e d a

matrisinin bir Toeplitz matrisi oldugu agiktir.

Buradan (2.1)’e gore dairesel matrislerin ayni zamanda Toeplitz matrisleri oldugu fakat

tersinin her zaman dogru olmadig1 sonucuna ulagilir.

2.5. Dairesel Matrislerin Bloklara Ayrilmasi

n = p.qolacak sekilde nxn mertebeli bir A dairesel matrisi qxmertebeli px p tane bloga

ayrilabilir. Bu bloklarin her biri Toeplitz matrisidir.

Ornek 2.5.1.:

O o | - 9 O
DD — | T O o

- QO T O o @
o T lo o ®© —

O @D |— O T O

o O |o ® 4« o
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seklindeki6x6 A dairesel matrisi q=2 ve p=3 olacak sekilde 3x3=9 tane bloga

ayrilmistir. Bu bloklar,

seklinde gosterilirse A dairesel matrisi asagidaki gibi de ifade edilir.

N x <
x < N

Ayrica tersi olarak X,Y,Z bloklari, 3x3 mertebeli W,W?2 1 dairesel iiretecleri ve

Kronocker matris ¢arpimi kullanilarak A dairesel matrisi elde edilir.

Tanim 2.5.1.: A=(g;) ve B =(b;) matrisleri sirastyla mxnve pxq mertebeli olmak iizere,

aB . . . a, B

In

A®B=]|.

a

ml * ° * mn

seklinde tanimlanan “® ” operatoriine Kronecker ¢arpimi denir.



Buradan,

A=1QX +W QY +W’®Z

a b c d , (e
=1® +W ® +W-*®
f a b ¢ d

olur.

Bu gosterim asagidaki gibi genellestirilebilir. n=p.q ve X;, X, X,,...,X

bloklar ve I,W,W?,...W"" px p mertebeli iiretec daireselleri gdstersin. Buna gore,

C=1®X+W X +W>®X, +-+W™ ®X,_,

dairesel matrisi elde edilir.

y

16

gx(q mertebeli



BOLUM 3. NORMLAR

3.1. Vektor Normlari

Tanim 3.1.1.: (V,+) degismeli bir grup ve (F,+,.) bir cisim olsun. Her a,be F' ve

her u,v eV igin,

(1) aueV

(1) a(bu) = (ab)u

(i11) (a+b)u =au+bu

(iv) a(u+v)=au+av

(v) lu=u (1 F cisminin birim elemanidir)

aksiyomlar1 saglanirsa V' kiimesine F cismi {lizerinde bir vektor uzayi (veya lineer

uzay) denir.

Tanim 3.1.2.: V,F cismi lizerinde tanimlanmis bir vektor uzay1 olmak iizere,
ey

donitisimii her u,veV ve a € F i¢in,

(1) [|[u|>0ve ||u|=0 ©u=0

(i) [[ou = o[ u |

(iid) [+ v [ [[+ ][ v]]

aksiyomlarini saglarsa bu doniisiime norm, V' uzayima da normlu uzay denir.
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3.2. Matris Normlari

Tanim 3.2.1.: M (F)elemanlar1 F cisminden alinan nxn mertebeli matrislerin

kiimesini gostermek iizere,
[ 1l- M, (F) > R
dontistimii her 4,B € M (F) ve her a € F igin,

(i) [[ A= 0ve || A]|=0 < A=0
(1) [[ad|= |l 4]
(ii1) [[ 4+ B|[<[| 4|+ Bl

()| 48] <l 411 1B

aksiyomlarini saglarsa bu doniisiime matris normu denir. Matris normu 4 e M, (F)
icin || A|| ile gosterilir. Eger sadece (i), (ii) ve (iii) aksiyomlar1 saglanirsa bu norma

genellestirilmis matris normu denir.
O halde matris normu daima genellestirilmis matris normudur. Fakat bunun tersi

dogru degildir. Ornegin toplam normu Z |a; | genellestirilmis bir matris normudur,
i,j=1

fakat bir matris normu degildir.
Ayrica x herhangi bir vektér olmak {izere matris normlar1 arasinda,

([ Ax <[ Al i

seklinde bir iligki vardir. Bu esitsizligi saglayan || 4 || matris normuna, || x|| vektor

normu ile uygundur denir.

Teorem 3.2.1.: 4 bir matris ve z herhangi bir vektoér olmak tizere,
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|| A l=max || Az |

el
ifadesi matris normudur.
Ispat: Ispat igin || 4|| normunun, matris normu sartlarini sagladig1 gosterilir.

(i) A#0 1ise ||z|=1olmak lizere Az#0 olacak sekilde daima bir z vektori

bulunabilir. Oyle ki|| 4 ||> 0 dr.

A=0, ||z|[=1 olacak sekilde her z igin || Az|=0 olmasmi gerektirir. z birim

vektor olarak segilirse Az, 4 matrisinin siitunlarina karsilik gelir. Halbuki A4
matrisinin siitunlarinin normlar: sifirdir. Bu nedenle A4 matrisinin siitunlar1 sifirdir,
yani A =0 dur.

(i1) Herhangi bir ¢ skaleri i¢in,

| ed|i= max|| ez

| c|max || Az |
e

[l 114l

elde edilir.

(1) z,, ||z, ||=1 ve ||(A+B)z,||=|| A+ B|| olacak sekilde bir vektoér olsun. Bu

taktirde,

14+ B[[=|[(A+B)z |
<|[ Az, |+ Bz, ||
S EARAIR:A A

<[ 4]+ Bl
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olur.

(v) z,, ||z, |[=1 ve || 4Bz, ||=|| AB || olacak sekilde bir vektor ise,

(1 4B||=[] 4Bz, [|=|[ A(Bz, ) ||

<|[A ']l Bz

oll

<[ AN BI 2l
olur. || z, ||=1 yerine yazilirsa,
| 48] <[[4]15]

elde edilir.

Sonug olarak || 4||= IHnHaX || Az || ile tanimli1|| 4 ||, matris normu olur.
z||=1

Tanim 3.2.1. deki norm aksiyomlarini saglayan bazi matris normlari su sekilde

verilebilir.

Tanim 3.2.2.: 4, nxn mertebeli bir matris olmak tlizere,
| 4ll=max|a,
=]

ile tanimlanan matris normuna siitun normu denir.

Tanim 3.2.3.: A, nxn mertebeli bir matris olmak iizere,
|4l =max >l e, |

olarak tanimlanan norma satir normu denir.
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Tanim 3.2.4.: 4, nxn mertebeli bir matris olmak tlizere,

N =

n 2
||A||F=(Z\ai,-\ J
i,j=1

ile verilen norma Frobenius normu denir. Bazen Frobenius normu yerine Euclide

normu, Schur normu veya Hilbert-Schmidt normu ifadeleri de kullanilir.

Tamim 3.2.5.: A, nxn mertebeli bir matris ve A4 matrisi 4 matrisinin eslenik
transpozesi olmak iizere A4 A carpim matrisinin mutlak degerce en biiyiik

ozdegerinin karekokiine A4 matrisinin spektral normu denir ve || 4|, ile gosterilir.

Yani,
| A= max{«/| A2, A A'nn 6Zdegeri}

olarak tanimlanair.

Tanim 3.2.6.: A, nxn mertebeli bir matris olmak tizere

1

||A||,J=[i|a,, |ﬂ]p (1< p <o)

i,j=1

seklinde tanimlanan norma 4 matrisinin £, normu denir.

Ornek 3.2.1.:
1 0 -3
A=|10 1 0
-2 1 2

matrisinin normlarini bulunuz.



n
Coziim: I1k olarak || 4 ||,= max Z| a; | sttun normu bulunsun.
=

| Al =max {(|1[+]0]+|-2[),(J0[+][1]+][1]),(I-3]+]0]+]2])}

= max{3,2,5} =5

n
olarak bulunur. Ikinci olarak || 4 ||, = max Z| a; | satir normu hesaplansin.
1 j:l :

| A, =max {(|1[+]0]+]=3]),(10[+[1]+]0]),(|-2]+|1]+]2])}

= max {4,1,5} =5

1

n 2
elde edilir. || 4||.= (z |a lzj Frobenius normu ise,

i,j=1

[A =1 +[OF +[=3F +[OF +[17 +[O =2 +[1] +|2[")’

=20 =4,472136

olur. Son olarak || 4 ||,= max{\/| Al A, A" A min (')'zdeg“eri} spektral normu,

| 4]l,=V9+~/73 =/9+8,5440037 =/17,5440037 = 4,1885563
degerine esittir.

Tanim 3.2.7.: A, nxn mertebeli bir matris olsun.

rn(A)= max /Z| a; &
j

normuna A matrisinin Frobenius satir normu ve,

22
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¢,(4) = max /Z\ a, [

normuna A4 matrisinin Frobenius siitun normu denir.

Tanim 3.2.8.: A=(a;) ve B=(b;) nxn mertebeli matrisleri i¢cin AoB =(a,b;)

seklinde tanimlanan ““o” operatoriine Hadamard ¢arpimi denir.

Teorem 3.2.2.: A,B ve C nxn mertebeli matrisler ve 4= BoC olsun.

r(B)= max /Z| b, I’ ve ¢(C)= mjax /Z| ¢ I olmak iizere,
J i=1

| AL, =<7 (B)e (C) (3.1
dir [6].
Teorem 3.2.3.: 4 ve B nxn mertebeli matrisler ve ||.|| herhangi bir norm olsun.
| AoB i<l A | B (3.2)
olur.
Teorem 3.2.4.: 4 ve B nxn mertebeli matrisler ve ||.|| herhangi bir norm olsun.
[ A®B||=[ 4] ®] Bl (3.3)

dir.
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3.3. Matris Normlar1 Arasindaki Bagintilar

Matris normlarinda, |[.||, siitun normunu, ||.||, satir normunu ||.||, Frobenius
normunu ve ||.||, spektral normu gosterdigi bir 6nceki kisimda gosterildi. Ayrica 4,

nxn mertebeli matrisi i¢in || 4 ||, = max | a; | olsun. Bu durumda bu normlar arasinda

(i) %n A< AlLS Al (3.4)
(i) | AlL<]| Al <~n 4], (3.5)
(iii) || 4|, <] AlL<n| 4], (3.6)
@) [ 4lL,< ATl 4] (3.7)
v) %u A< AlL<~n | All, (3.8)
(Vi) =11 A 1, < A<V | A (3.9)

In

bagintilar1 gegerlidir.

Ornek 3.3.1.:

matrisi i¢in 3.3°de verilen bagintilar1 gergekleyiniz.

Coziim: Oncelikle || A, || 4|l,, || 4|l,, || 4], ve || 4|, normlar1 hesaplansin.

4l =max ) | @ [=max {(|1]+]4]+|=3]),(| 0]+ 1] +]-2]),(12]+ 0] +|-1])
’ i=1

= max{8,3,3} =8
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1 4]|,=max Y | a, |=max{(|1]+[0]+]2]).(|4]+[1]+]0]),(=3]+]-2| +|-1])}
Jj=1
:max{3,5,6}:6

. !
I All-= [Z‘,Iaylzj (1P +10F +12F +[4F +[1F +]0F +[ =3 + ]2 + |1} )2

i,j=1

=36=6
V57 13

| 4|l,= T+T =3,77449172+1,8027756 = 5,5776928

ve
| 4]|,=max | a; [=4 elde edilir.

Simdi 3.3’de verilen bagintilar

L1
(@) ﬁ” A<l 41l <]l 41l

3,464102 <5,5776928 < 6

(ii) | 4|, <l A[l,<n | 4],
5,5776928 <6<9,6608473

(i) | Ally <[l All,<nl[ 4],
4<5,5776923 <12

@) [ Al = I 41l 4]

o

5,5776923 <6,9282032

(v)TerHw<|rAHz <Jn|Al,

3,464102 <5,577692 <10,392305



1
vi) <= A <]l AL,V || 4],

In

4,6188002 <5,577692 <13,856406

elde edilir.

26



BOLUM 4. OZEL DAIRESEL MATRISLER ICIiN SINIRLAR

Bu bélimde E, ve K, sayilarindan faydalanilarak tanimlanan dairesel matrislerin

normlari ile bu matrislerin Hadamard ve Kronecker ¢carpimlarinin normlari incelendi.
4.1. Uygulama Matrisinin Elemanlarinin Olusturulmasi

Tanim 4.1.1.: £, =0 ve E, =2 olmak iizere,

En+2 = En+1 +En (41)

olacak sekilde sayilar tanimlansin. Bu sayilardan bazilar1 asagidaki sekilde siralanir.

n:0 1 2 3 4 5 6 7
E:0 2 2 4 6 10 16 26

Ayrica bu sayilar geriye dogru genisletilerek £ | sayilar1 da bulunabilir.

Tanim 4.1.2.: K, =6 ve K, =4 olmak iizere,

K,,=K, +K, (4.2)

n+l

olacak bi¢imde sayilar olsun. Bu sayilardan bazilar1 asagidaki gibi siralanir.

n:0 1 2 3 4 5 6 7
K, :6 4 10 14 24 38 62 100
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Bunun disinda bu sayilar geriye dogru genisletilirse K | sayilart da bulunabilir.

E ve K, sayilar arasinda,

E +K, 6 =3F

n+l

(4.3)

seklinde bir bagint1 vardir. (4.3) de E ,, yerine,

En+1 = En + En»l
yazilirsa,
K, =2E +3E |

bi¢iminde bir baginti elde edilir.

4.2. Normlar i¢in Smirlar

Teorem 4.2.1.: A, elemanlar1 a; =

olmak tizere,

\/EnEn—] S|| A ||2S EnEn-l

ust ve alt sinirlart mevcuttur.

Ispat: 4 matrisi agik olarak,

(4.4)

E

(mod(ji.m) seklinde olan nxn mertebeli bir matris

(4.5)
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EO E] E2 En—]
En-l EO El En—Z
En—2 n-1 EO n-3
E E, E, E,

bi¢imindedir. (3.1) ile verilen,

1

Jn

A<l AlL< 4]l

esitsizligi goz Oniine alinsin. Frobenius normu tanimindan,

n-1
|| A ||i"= anvz = nEnEn-l

s=0

1
Tl =VEE (4.6)
dir. Boylece (3.1) ve (4.6) ifadelerinden,

elde edilir.

Diger taraftan 4 = BoC olacak sekilde,

b, =FE

_ )T (mod(j—i,n))  °
O

c.=E

C= (C,J) :{ v 1 (mod(j-im)) '



matrisleri tanimlansin.

A= BoC c¢arpimi agik olarak,

w3 ma

b
b

g
S

E, 1 1 1 [E B
E, E 11 1 E
= o .

E, E E, 1 11
|E, E, E, E |1 1

30

bigimindedir. B matrisinin Frobenius satir normu ve C matrisinin Frobenius siitun

normu,

n n-1

r(B)=max [Y|b, =\/Z|bn,- i =\/ E} =\EE,,
! j j=1 5=0
n n-1

CI(C):m]aX z‘czj ’2 Z\/Z|cin |2 =\/ Esz = \/EnEn—l
. V i i=l s=0

dir. Boylece (3.2) ile verilen,

I 41,<7(B)e, (C)

ifadesinde (4.8) ve (4.9) ifadeleri yerine yazilirsa,

|| A ||2S EnEn—I

(4.8)

(4.9)

(4.10)
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elde edilir. Boylece (4.7) ve (4.10) dan (4.5) bulunur. Ispat tamamlanr.

Sonug 4.2.1.: 4 elemanlan a, = E

(mod(i+,m) olacak sekilde nxn mertebeli bir matris

olmak tizere,

VEE, |4, <EE,, (4.5)

iist ve alt sinirlarina sahiptir.

Ispat: (4.5) esitsizliginin sol tarafi, Teorem 4.2.1’in sol tarafinin ispatinda

a.=FE

. (mod(j—i,m) yerine a; = E(mo A+ ) yazilarak ayni sekilde yapilir. Buradan

\Y EnEn—l S|| A ||2 (47)

olur.

Diger yandan 4 = BoC olacak sekilde,

b =E . i>
_ _ ij (mod(j+i,n))

Ve

c.=F i<j
i (mod(j+i,n))
C=(c )=4"
(U) {C»-:l ,ZZ]

matrisleri tanimlansin. B matrisinin Frobenius satir normu ve C matrisinin Frobenius

siitun normu,

i(B)=max [ |b, [ \/Z|b,y| —\/le E! =\EE,, (4.8)
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¢,(C) = max /Z|C}j i =\/i|cin i =\/i53 =JEE,, (4.11)
4 i i=1 5=0

dir. Boylece (3.2) ifadesinde (4.8) ve (4.11) esitlikleri yerine yazilirsa,

| A|,<E,E (4.10)

n"—"n-1

olur. (4.7) ve (4.10)’dan (4.5) elde edilir.

Teorem 4.2.2.: 4, elemanlar1 a, EK( seklinde tanimli nxn mertebeli bir

mod(j—i,n))

matris olsun.

JI2E2 +4E,E, +9E, E, , +36,n tek ise
< 4] (4.12)

JI2E2 +4E,E, +9E, E,,-12,n cift ise

n-1"n

alt sinirina sahiptir ve bunun disinda,

JI12E2, +4E,E, +9E, E, ,+36,n tek ise
(4.13)

JI2EX, +4E,E, +9E, E,, -12,n ¢ift ise

I 41,<

n—n-1

JI2E2 +4EE, +9E, E,,-48 ,n ¢ift ise

n—n-1 n

JI2E2 +4EE,  +9E, E,,  ,n tekise
X

iist sinirina sahiptir.

Ispat: 4 matrisi acik olarak,
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KO Kl KZ n-1

Kn—l KO Kl Kn—2

Kn-2 Kn—l KO Kn—3
A=

K, K, K, K,

bi¢imindedir. Frobenius normu tanimindan,

n-1 n-1
|A|=nY K:=n) (2E, +3E, )

s=0 5s=0

n-1 n-1 n-1

%||A|]§=42Ef+122ES_IES+9ZES2_1 (4.14)
s=0 s=0 s=0

olur. Ayrica,

n-1

ZESZ = EnEn-l (4.15)
s=0
ol E:, , n tek ise
DELE =" (4.16)
5=0 E -4, n cift ise
n-1
> E} =4+E,E,, (4.17)
s=0

dir. (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri (4.14)’de yerine yazilirsa,
1 12E} +4E E  +9E, E ,+36, n tek ise
—[lAlz=4 Lo o (4.18)
n 12E \+4E E +9E |E ,-12, n c¢ift ise

olur (3.2) ile verilen,

1

N

I A<l A1l <[l 41
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ifadesinde (4.18)’in karekokii alinip yerine yazilirsa (4.12) elde edilir.

Diger yandan 4 = BoC olacak sekilde,

b, =K

_ _ ij (mod(j—i,n)) iZj
B_(b[j)_{bij:l )

i<j

Ve

Cij = K(mod(j—i,n)) > i< -]
P>

matrisleri tanimlansin. 4= BoC carpimi agik olarak,

II.-'& K Kl-: Kl-i-"

K, K K., K,

kK K K, K

I'-‘_‘E':'_ K Kl-'. "E:: r

(E 1 1 1 Y1 K E., EN
K, K 1 1 ({1 1 E, K,
= al .

'K, £ . . . K 1 |1t 1 . . . 1 K
\E K E, K )1 1 S

seklindedir. Frobenius satir normu ve Frobenius siitun normu tanimindan,

r(B)=max [>|b,[ Z\/anlbn,» i Z\/Zn:Kf =\/§(2Eg+3Es.l)2
! j j=l =0 5=0

JI2E2 +4E,E, +9E, E,, +36,n fek ise
J12E, +4E,E,  +9E, E

n

H(B) = (4.19)

L, -12,n cift ise
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ve (4.4)ile verilen K, =2F +3E, , olmak iizere,

n n-1 n-1
CI(C):mjglx /Z|cl.j ? = \/2|cm P = \/sz = \/Z(ZES+3ES_1)2 (4.20)
i i=1 s=1 s=1

olur. Ayrica;

n-1

D E=EE, 4.21)
s=1

&) E? tek i

S EE, =4 o e (4.22)
e E -4, n cift ise

n-1

ZEsz—l = En—lEn—Z (423)

s=1

dir. (4.21), (4.22) ve (4.23) ifadeleri (4.20) esitliginde yerine konulursa,

JI2E2 +4EE, +9E,E,, , n tekise

" n-1

(4.24)
JI2E2 +4EE, +9E, E,,-48 ,n cift ise

(0=

i

olur. (3.2) ile verilen,
| A1L,=< 7 (B)e, (C)

esitsizliginde (4.19) ve (4.24) ifadeleri yerine yazilirsa (4.13) esitsizligi bulunur.

Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.2.: 4, elemanlart a, = K( | seklinde tanimlanan nxn mertebeli bir

mod(j+i,n)

matris ise Teorem 4.2.2°deki (4.12) ve (4.13) ile verilen sinirlara sahiptir.

Ispat: Ispat, Teorem 4.2.2°de a; = K(mo AGmim) yerine a; EK(mo AGim) yazilarak ayni

sekilde yapilir.
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Sonu¢ 4.2.3.: A, elemanlart a, =E

(mod(j—im)) Y€ B elemanlar b, EK(

mod(j—i,n))

seklinde tanimlanan 7z xn mertebeli matrisler olmak iizere,

o JI2E2, +4E,E, +9E, E, , +36,n tek

n~n-1

| 4oB|,<

JI2E2 +4EE, +9E, E,,-12,n cift

) JI2EX +4E,E, +9E, E,,  .n tek (4.25)

JI2E3, +4E,E, +9E, E,, —48,n cift

n-1 n"n-1

olacak sekilde tist sinir vardir.

Ispat: A4 matrisi Teorem 4.2.1°de tanimlanan matris ile aym sekilde
tanimlandigindan (4.10) esitsizligindeki iist sinira sahiptir. Ayni sekilde B matrisi de
Teorem 4.2.2°de tanimlanan matris ile ayn1 seklide tanimlandigi icin (4.13) esitsizligi
B matrisi i¢in bir iist sinir olur. Ayrica (3.2) ile verilen esitsizlikte norm olarak

spektral norm kullanilirsa,

| AoB ||, <[ 4L, [ BIl, (4.26)

olur. (4.10) ve (4.13) esitsizliklerinin sag taraflar1 (4.26)’da yerine yazilir ise (4.25)
elde edilir.

Sonug¢ 4.2.4.: 4 ve B matrisleri Sonu¢ 4.2.3’deki matrisler ile aym sekilde

tanimlanan matrisler olmak tizere,

Jn*E,E, (12E, +4E,E,, +9E, E, , +36,n tek ise
JPE,E, ,(12E2, +4E,E,, +9E, E

n—n-1 n

| A® B||.= 4.27)

L -12,n cift ise

olur.
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Ispat: Teorem 4.2.1°den A4 matrisinin, Frobenius normunun (4.6) ifadesine, B
matrisinin Frobenius normunun (4.18) ile verilen ifadenin karekokiine esit oldugu

sOylenirse ve (3.3) ile verilen esitlikde norm olarak Frobenius normu kullanilirsa,

1 A® B[ =l Al Bl (4.28)

olur. (4.6) ve (4.18) ifadeleri (4.28) de yerine yazilirsa (4.27) esitligi elde edilir. Bu

durumda ispat tamamlanir.

Yardimer Teorem 4.2.1.: 4, elemanlan a; = E( ) biciminde tanimlanan nxn

mod(j—i,n)

mertebeli bir matris ise,
|A|,=2E,,+E,,-2 (4.29)

olur.

Ispat: 4 matrisi agik olarak,

- n-1
n-1 EO n-3 En—2
A=
EZ E3 EO El
El E2 En—l EO

seklinde ifade edilir. A4 matrisi dairesel matris oldugu i¢in tiim siitunlarindaki

elemanlar1 ayn1 ve dolayisiyla tiim siitun toplamlar birbirine esit oldugu i¢in,

n-1

|4 H1=m§XZI a,|=) E =2E, +E,,-2
: i=l s=0

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Yardimer Teorem 4.2.2.: 4, elemanlan q; EE( ) bi¢ciminde tanimlanan nxn

mod(j-i,n)

mertebeli bir matris ise,
| 4l,=2E,,+E,,-2 (4.30)
olur.

Ispat: Yardimci Teorem 4.2.1.”deki gibi dairesel matrisin 6zelliginden,
n n-1
| 4ll,=max ) |a;|=) E =2E, +E,,-2
| 5=0

olur. Ispat tamamlanur.

Yardimer Teorem 4.2.3.: A4, elemanlar1 a, EE( ) bi¢ciminde tanimlanan nxn

mod(j-i,n)

mertebeli bir matris ise,

|4|,<2E,,+E,,-2 4.31)
i¢in bir {ist sinirdir.
Ispat: (3.7) ile verilen,

Al < Il Al Al

esitsizlikte (4.29) ve (4.30) ifadeleri yerine yazilirsa (4.31) elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Sonug¢ 4.2.5.: 4, elemanlar a, = E

., biciminde tanimlanan nxn mertebeli
(mod(j+i,n))

bir matris ise,
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|| A ||2S 2En—1 +En-2 -2
bir tist sinir olur.

Ispat: a; EE( yazilarak Yardimci Teorem 4.2.3 ile

mod(j—iy)  YETINE @ EE(

mod(j+i,n))

ayni sekilde ispat tamamlanir.

Yardimer Teorem 4.2.4.: 4, elemanlar1 a; = K( ) bigiminde tanimlanan nxn

mod(j—i,n)

mertebeli bir matris ise,
|4|,=4E,  +8E ,+3E ,-4 (4.32)
olur.

Ispat: Dairesel matrisin tiim siitunlarindaki elemanlarmin ayni olmasi nedeniyle tiim

siitun toplamlar1 birbirine esittir. Ayrica (4.4) ile verilen,
K =2E +3E ,

ifadesinden,

n n-1
| Al =max ) |a,|=> K,
7=l 5=0

n-1
= z (2E€ + 3Es-1)

s=0

=4FE ,+8E ,+3E ,-4
olur.

Yardimc1i Teorem 4.2.5.: A4, eclemanlann a.=K

. (mod(j-i,m) seklinde olan nxn

mertebeli bir matris olsun.
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| 4|, =4E, ,+8E, ,+3E ,-4 (4.33)
dir.

Ispat: A matrisinin dairesel matris olmasi nedeniyle tiim satir toplamlar1 birbirine

esittir ve (4.4) ile verilen esitlik yerine yazilirsa,

n n-1
I\AHw=m§1XZ!a,,»\=ZKS
j=1 s=0

n-1
= z (2E€ + 3Es-1)

s=0

=4F ,+8E ,+3E -4
elde edilir.

Yardimer Teorem 4.2.6.: A, elemanlarn g, EK( | bigiminde tanimhi nxn

mod(j—i,n)

mertebeli bir matris ise,
| 4],<4E,  +8E ,+3E ,-4 (4.34)

bir st sinirdir.
Ispat: (3.7) ile verilen,

ALl Al A4

o

esitsizliginde (4.32) ve (4.33) ifadeleri yerine yazilirsa (4.34) elde edilip ispat

tamamlanir.

Sonug 4.2.6.: 4, elemanlan a;,=K ) seklinde tanmimlanan nxn mertebeli bir

(mod( j+i,n)

matris ise,
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|4|,<4E ,+8E ,+3E -4
dir.

i . ’ : — . —
Ispat: Yardimeir Teorem 4.2.6’nin ispatinda a; =K(m0d(]._l.’n)) yerine a; =K(m0d(/_ﬂ_m)

yazilarak ispat tamamlanir.
4.3. Ornekler

(1) Elemanlar1 a; = E

(mod(j—i.n) seklinde tanimlanan 4x4 mertebeli 4 matrisi igin

Teorem 4.2.1.°1 gergekleyiniz.

Coziim: 4 matrisi agik olarak,

E, E, E, EY) (0 2 2 4
E, E, E E| |40 22
E, E, E, E | |2 4 0 2
E E, E, E) (2 2 40
bigimindedir.

|4|l,= max{\/m L A* A'nin 6zdegeri}

I 4],=+64=8
dir. n=41¢in (4.5) ifadesi,

V6.4<8<64

4,898979<8<24

olur.
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(i) Elemanlari a; EK( | seklinde tanimlanan 4x4 mertebeli A4 matrisi igin

mod(j—i,n)

Teorem 4.2.2.°yi gercekleyiniz.

Coziim: A4 matrisi agik olarak,

K, K, K, K\ (6 4 10 14
K, K, K, K,| [14 6 4 10
K, K, K, K, | [10 14 6 4
K, K, K, K,) (4 10 14 6
bi¢imindedir.

| 4],= max{«/\ A A, A A'mn (')'zdegeri}
[ 4],=34
dir. n=4 i¢in (4.12) ifadesi,

V348 <34

18,654758 <34
n=4 i¢in (4.13) ifadesi,

34 </108576

34 <329,508725
olur.
(ii1) (1) 0rneginde tanimlanan A4 matrisi i¢in Yardimci1 Teorem 4.2.3’ii ger¢ekleyiniz.
Coziim:

I 41,=8
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dir. n=4 i¢in (4.31) ifadesi,

8<8

olur.

(iv) (i1) Orneginde tanimlanan 4 matrisi i¢in Yardimci Teorem 4.2.6°y1

gercekleyiniz.

Cozim:

| Al,=34

dir. n=4 i¢in (4.34) ifadesi,

34<34

olur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada dairesel matrisler tanitilmis ve elemanlarnt E, ve K, ile tanimlanmis
dairesel matrislerin normlarinin sinirlar1 incelenmistir. Buradan dairesel matrislerin
normlarinin  smirlarmin  segilen E, ve Kp’lere bagli oldugu anlasilmaktadir.
Dolayisiyla farkli E ve K, alternatifleri i¢in siirlarin durumu incelenebilir. Ayrica

farkli norm tanimlarina gore sinirlardaki farkliliklar dikkate deger bulunmaktadir.
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