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KTSE : Kendine ters siralisina es (self-reciprocal)

ST : Swral1 terslenebilen (reversible)
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OZET

Anahtar Kelimeler: Lineer kodlar, devirli kodlar, DNA kodlar.

Uc boliim halinde diizenlenen bu ¢alismanin birinci béliimiinde gerekli cebirsel
tanimlar, teoremler ve lineer kodlarla ilgili bilgiler verilmektedir.

Ikinci bslimde DNA kodlar1 hakkindaki temel tanim ve teoremler verildi. Ayrica
GF(4) tizerinde olusturulmus DNA kodlar1 6rneklendirildi.

Uctincii boliimde ise GF(16) da toplamsal sirali terslenebilen, tamamlanan ve sirali
terslenebilen-tamamlanan devirli kodlar insa edildi ve baz1 6rnekler verildi.
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ALGEBRAIC STRUCTURE OF DNA CODES

SUMMARY

Keywords: Linear codes, cyclic codes, DNA codes.

This study consists of three chapters. First chapter includes algebraic definitions,
theorems and some information for linear codes.

In the second chapter, definition, theorems and examples in GF(4) about DNA codes
are introduced.

In the third chapter, additive reversible, complement and reversible complement
cyclic codes in GF(16) are built and some examples are worked out.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cebirsel Tanimlar

Tanmm 1.1.1: K # Jkiimesinin elemanlarindan olusan her sirali ikiliye K de bir ve
yalniz bir eleman karsilik getiren bir fonksiyona K tizerinde bir ikili islem denir. Bu

islem * sembolil ile gosterildiginde;

KxK—->K
(a,b) —>ax*b

ile tanimlanir.

Tamm 1.1.2: G bir kiime ve *, G de taniml bir ikili islem olsun. Eger asagidaki

ozellikler * igslemi tarafindan saglaniyorsa (G, *) ikilisine bir grup denir.

1. Va,b,ceGigin (a*b)*c=a*(b*c)
1. VaeGigin a*e=e*a=a olacak bicimde e G vardir.(e etkisiz eleman)
ili.,a €G icin a* a=d * a=e olacak bi¢gimde a €G vardir.( o, a’nmn

tersidir)

Ayrica, Va,b,c €G i¢in a*b=b*a saglaniyorsa G ye bir degismeli (abelyen) grup

denir.

Tanmm 1.1.3: G bir grup 0# H — G olsun. Eger H, G deki isleme gore bir grupsa

H’a G nin alt grubu denir.



Tanimm 1.1.4: G bir grup 0# H < G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

S1: Va,be H i¢in a.b € H olmal.

S2: Vae H icin a”' € H olmalidur.
Onerme 1.1.1: Bir grubun bir takim alt gruplarmin arakesiti da bir alt gruptur [1].

Tamm 1.1 5: M, G grubunun bir alt kiimesi olsun. M yi kapsayan G nin biitiin alt

gruplarinin arakesitine M nin drettigi alt grup denir <M > seklinde gosterilir. <M >

nin elemanlarina grubun lretecleri denir. Eger M sonlu bir kiime ise G de sonlu bir

gruptur.

Eger M = {a} seklinde tek elemanli bir kiime ise G ye a ile iiretilmis devirli grup

denir ve G = <a> seklinde gosterilir.

Tanmmm 1.1.6: R# J kiimesi tizerinde tanimli iki ikili islem ‘“+’ ve °.” olsun.

Asagidaki kosullar1 saglayan (R,+,.) cebirsel yapisina bir halka denir.

R,: (R,+) bir degismeli gruptur.
R,: Va,b,c € R i¢in a(bc) = (ab)c (¢arpmaya gore birlesme 6zelligi)

R,: Va,b,c e R i¢in

a(b+c)=ab+ac
(b+c)a=ba+ca

(carpmanin sagdan ve soldan toplama tizerinde dagilma 6zelligi).
Tamm 1.1.7: R ve R’ iki halka olsun. i :R — R fonksiyonu;

1. birebir ve Orten,



i.VabeR, w(atb)=w (a)+ w (b) ve v (a.b)=w (a). i (b) (Homomorfizma)

kosullarmi saglarsa,  ye R den R ne bir izomorfizma denir ve R= R’ ile gosterilir.

Tanim 1.1.8: Bir halkada carpma islemi degismeli ise bu halkaya degismeli halka

denir. Bir R halkasinda ¥V xeR i¢in 1.x=x.1=x olacak bigimde 1 eleman1 varsa R

ye birimli halka denir.

Tamm 1.1.9: R birimli bir halka olsun. meR nin, R de tersi varsa m ye R nin bir

tersinir (birimsel) eleman1 denir.

Tamm 1.1.10: R degismeli, birimli bir halka ve ¥V meR-{0} elemani tersinir ise R

ye bir cisim denir.

Tanim 1.1.11: R bir halka ve S <R olsun. S, R deki islemlere gore bir halka ise S ye

R nin bir alt halkasi denir.

Tanmm 1.1.12: a,be R igina #0 ve b#0 oldugunda ab=0 oluyorsa, a ve b ye R
nin sifir bélenleri denir. Eger V a,be R igin ab=01iken a=0 veyab=0 ise R ye

sifir bolensiz halka denir.

Teorem 1.1.1: Z, halkasmin sifir bolenleri n ile aralarinda asal olmayan

elemanlardir [1].

Tammm 1.1.13: Bir R halkasinda V aeRiginna=0 saglayan pozitif n
tamsayilarinin en kiigligline halkanin karakteristigi denir ve kar(R)=n ile

gosterilir. Eger boyle bir n tamsayisi yoksa R ye sifir karakteristikli halka denir.

Tanim 1.1.14: R bir halka ve & #1 <R olsun. I alt kiimesi

i. Vajbeligina-bel

ii. Vaelve VreRicinrael veyaarel



ozelliklerini sagliyorsa I ya R nin bir ideali denir.

Tamm 1.1.15: Bir eleman tarafindan {iretilen ideallere temel idealler denir.

Tanmim 1.1.16: R degismeli ve birimli bir halka ve M de R nin (1) den farkl1 bir ideali
olsun. R nin, M yi kapsayan M ve R den baska hi¢bir ideali yoksa, M ye R nin bir
maksimal ideali denir.

Onerme 1.1.2: Birimli ve degismeli bir R halkasinda [2]

M maksimal idealdir < R/M cisimdir.

Tanmm 1.1.17: R bir halka, x bir bilinmeyen ve q,,q,,a,,...,a, ler R nin elemanlari

olmak tizere,
a,+ax+ax’ +..+a,x"

seklindeki bir ifadeye R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

polinomlarin kiimesi R[ x ] ile gosterilir.
Onermel.1.3: R bir halka ise R[ x ] de bir halkadir [2].

Onermel.1.4: F bir cisim ve feF[x], derf =1 olsun. (f)=/(x)F[x] temel
ideali icin F[)%f) boliim halkasinin tam temsilciler sistemi der » <der f olan

r € F[x] polinomlar seklinde aliabilir [1].
Tanim 1.1.18: (f(x),/(x))=11se f(x) ve h(x) aralarinda asaldir.

Tanmm 1.1.19: f(x) €F[x] olsun. f(x) polinomu F[x] i¢inde pozitif dereceli

polinomlarin ¢arpimi olarak yazilabilirse f(x), F[x]de ¢arpanlarina ayrilabilir denir.



J(x) = p(x)g(x)...s(x)

biciminde ise p(x),g(x),...,s(x) polinomlarma c¢arpan, f(x)= p(x)g(x)...s(x)

ifadesine de f(x) polinomunun F[x] de ¢arpanlara ayrilis1 denir.

Tanim 1.1.20: Bir cisim {izerinde tanimlanmis bir polinom ¢arpanlarina

ayrilamiyorsa bu polinom indirgenemezdir.

Teorem 1.1.2: F[x] i¢indeki pozitif dereceli her polinomun bir indirgenemez

carpanlara ayrilist vardir [1].

Teorem 1.1.3: p(x), f(x), g(x) eF[x] ve p(x), F[x] de indirgenemez olsun. Buna

gore,

p (0] f(x).g(x) p(x)] f(x) veya p(x)| g(x)
dir [11.

Teorem 1.1.4: F[x] de bir(p(x)) # 0 idealinin maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter

sart p(x) in F tizerinde indirgenemez olmasidir [1].

1.2. Lineer Kodlar

Tamm 1.2.1: 4={a,,...,a,} sonlu bir kiime olsun. Bu kiimeye alfabe denir. 4" ise

A kiimesinden alian n-lileri temsil etsin ve 4" in herhangi bir C alt kiimesine q-lu

blok kodu denir. C nin sozlerine kods6z denir. Eger C < A" nin M tane elemant
varsa, C’ye n uzunlugunda, M kodsozler (vektorler) elemanli bir kod denir ve C ye

kisaca (n,M)- kodu denir.

Tamm 1.2.2: x ve y ayn1 uzunlukta, ayn1 alfabe tizerinde tanimlanmis n-liler olsun. x

ve y nin farkli bilesenlerinin sayisina Hamming uzakligi denir ve d(x,y)ile

gosterilir. Yani, x =(x,,x,,...,X,) ve ¥y =(¥,,V,,...,»,) 1s€



d(x,y)=[{i]x; # y,}|
olur.

4= pin, d(e.d

ye de kodun minimum uzaklig1 denir.

n uzunlugunda, M eleman sayisina sahip ve minimum uzaklig1 d olan bir kod kisaca

(n,M,d)- kodu ile gosterilir.

Teorem 1.2.1: 4", A alfabesinden meydana gelen n-lilerin kiimesi olsun. Hamming

uzaklig1 asagidaki 6zelliklere sahiptir. Her bir x, y,z € 4" i¢in,

1. d(x,y)20ved(x,y)=0&x=y

2. d(x,y)=d(y,x)
3. d(x,y)<d(x,2)+d(z,y)

(A",d) ikilisi bir metrik uzaydir [3].

Tamm 1.2.3: V(n,q), g elemanl sonlu bir cisim olan F, lizerinde tanimlanmig n

uzunlugundaki vektor uzay1 olsun. Eger C kodu bir V(n,q) vektoér uzaym alt uzay1
ise ( CcV(n,q)) C koduna bir lineer kod denir. Eger C nin V(n,q)tizerindeki

boyutu k ise C ye bir [n,k] kodu denir. C nin minimum mesafesi d ise C koduna bir

[n,k,d] lineer kodu denir.
Teorem 1.2.2: C bir [n,k,d]- kodu ise C kodu tam t hata diizelten olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul d=2¢t+1 veya d=2¢t+2 olacak sekilde bir 1 €Z olmasidir. C

koduna t-hata diizelten kod denir [3].

Kodun minimum uzaklig1 kodun hata diizeltme kabiliyetini vermektedir.



Biitiin lineer kodlar 0 = (0...0) seklinde gosterilen sifir kodsoziinii igerir. Ayrica q-l

bir [n,k]-lineer kodun eleman sayis1 M ve hizi R asagidaki gibidir:

M:q",R:E.
n

Tanimm 1.2.4: Bir c €V (n,q) vektoriniin, w(c) ile gosterilen (Hamming) agirligi o

vektoriin sifirdan farkli olan bilesenlerinin sayisina esittir. Bir C kodunun minimum

agirligt w(C) o kodun sifirdan farkli vektorlerin, agirliklarinin en kiigtigiidiir.

Lineer kodlarin 6nemli bir 6zelligi ise d(C) = w(C) olmasidir. Yani lineer bir kodun

minimum uzaklig1 minimum agirlia esittir.

Tamm 1.2.5: C, n uzunlugunda bir kod olsun. C kodunda agirlig1 1 olan kod s6zlerin

say1st A; olsun, yani

A =[{c|w(c)=i,ceC}|

olmak tizere,

VVC(X, J/) = an_w(c)yw(c) — i Aixn—iy;
1

ceC i=

polinomuna C kodunun Hamming agirlik sayaci denir.

1.2.1. Lineer kodun iirete¢ matrisi

Bir lineer kod bir vektér uzay oldugundan, lineer kod vektoér uzayin tabani

kullanilarak tanimlanabilir.

Tamm 1.2.1.1: C bir [n,k] kodu olsun. Satirlar1 C nin bir tabani olan k x n tipindeki

D matrisine C kodunun {irete¢ matrisi denir.



Tamm 1.2.1.2: » uzunlugunda bir kodsoéz olusturulurken, k uzunlugundaki orijinal

mesaja n—k uzunlugunda kontrol biti eklenir. Boyle kodsozler sistematik sekildedir.

Teorem 1.2.1.1: C bir lineer [nk] kodu olsun. Herhangi bir k koordinat yerleri

verilsin, bu yerler tizerinde C ye denk olan sistematik bir kod vardir [3].

G=(1 k| A) formundaki G matrisine C kodunun standart form matrisi denir. Burada

I, , k boyutlu birim matristir.

1.2.2. Lineer kodun duali

V(n,q) bir vektor uzay ve u = (ul,uz,...,un),v = (vl,vz,...,vn) eV(n,q) olmak lizere

uile v nin i¢ ¢arpimi;
<uv>=uy, +..+uv,
seklinde tanimlanir.
Tamim 1.2.2.1: C bir [n,k] lineer kodu olsun.
Ct= {x eV(n,q):<x,c>=0,Vce C}
kiimesine C nin dual kodu denir.
Teorem 1.2.2.1:

1) G=(I, | A) matrisi C kodu i¢in bir iirete¢ matrisi ise

C*={xeV(n,q):<x,c>=0,VceC}

olur [3].



2) Bir lineer [n,k] kodunun duali olan C* kodu da bir [n,n-k] lineer koddur.
3) Her lineer C kodu igin (C*)" = C olur.

Eger C [nk] lineer kodunun {irete¢ matrisi k x n boyutlu G matrisinin standart formu

G=(1,| 4)ise C* in iirete¢ matrisi H=(- 4"

I, ) olur. H matrisine C kodun kontrol

(parity check) matrisi de denir.

1.3. Sonlu Cisimler

Bu boliimde sonlu cisimlerle ilgili temel 6gelere yer verilmektedir. DNA kodlarinda

kullanilan yapilarin elemanlar1 sonlu cisimlerden alinabilmektedir.

Teorem 1.3.1: F sonlu bir cisim ise F nin karakteristigi bir asal sayidir. Eger F nin

karakteristigi p ise n bir pozitif say1 olmak tizere F nin p” tane elmani vardir [3].

Bu sonlu cisme ayni zamanda Galois cismi denir ve ¢ = p” elemanli bir Galois cismi

GF(p") yada F, ile gosterilir.

Tanmm 1.3.1: p(x) polinomunun katsayilar1 GF(g) nin elemanlarindan olussun.
p(x) polinomunun katsayisi GF(g) nin uygun bir elemani ile c¢arpilarak p(x)
polinomunun bas katsayis1 1 yapilabilir. Bu durumda, p(x) polinomuna monik

polinom denir.

Tanmim 1.3.2: Cismin tanimindan F* = F —{0} ¢arpma islemine gore bir gruptur.

|F|=q ise | F" |=q—1 dir. ayrica F" bir grup oldugundan

acF =a’" =1

yada
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aeF=>a'=qa.

Diger bir deyisle, F cisminin her elemani f, (x) = x* —x polinomunun bir kokudiir.

Bu polinomun en fazla q tane kokii vardir.
F cisminin sifirdan farkli elemanlarinin kiimesi olan F* bir devirli gruptur.

|F*|=qg—1 ve a ise F" 1n mertebesi d olan bir elemani olsun. Béylece d|(g—1)

dir. ¢ tarafindan tretilen devirli alt grup:

(a)={l,a,a’,a’,...,a’"}

burada <a> nin her bir elemanin mertebesi d’yi boler. O zaman <a> nin tiim kokleri

x? =1 polinomunun kokleridir. Bu polinomun F de en fazla d tane farkl kokii

olabilir. O halde x? —1 in tiim kokleri kiimesi <a> dir.

Tamm 1.3.3: F" u devirli tireten her hangi bir F," elemamina F, nun bir ilkel

(primitif) elemani denir.

Sonlu bir cismi temsil etmede su iki yol kullanilir: Bunlardan birinde, p(x)

indirgenemez bir polinom olmak iizere F [% (x) boliim halkast kullanilir. ikincisi

ise F" in bir devirli grup olmasi nedeniyle, F, un tiim elemanlarim, bir ilkel

elemanin kuvveti olarak temsil edilmesidir. Cisimleri birinci ifade yolu ile

olusturulan kodlar, ikinci ve tigiincii boliimde kullanilmaktadir.

p(x), F,[x] tzerinde indirgenemeyen bir polinom oldugunda

K =F(x)/(p(x))
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boliim halkasi bir cisimdir. p(x)in derecesi d ise K = Fq ., olur. Fq , cismi ¢arpma ve

toplama isleminin modiilo p(x) e gore yapildig1 polinomlar ciimlesi ile temsil

edilebilir:

__F)

“ (p(x))

= {r(x)+(p(x)) | deg(r(x) <d}.

Ornek 1.3.1: Sekiz elemanli bir cisim olusturulsun.

p(x)=x"+x+1 polinomu F,[x] cismi iizerinde indirgenemez bir polinomdur.

Fz[ﬁy
X +x+1

bir cisim olur.
aeF ve p(a)=0 ise

& +a+1=0

dir.

‘=1 at=a+ad’

a
a=a ad=at+a’=at+a+l
a’=a’ a’ =+t +a=1+a*
o =l+a a’ =1

cismimiz su sekilde gosterilir:

GF(8)=F, =F,={0,L,a',a’,a’,a",a’,a"}.
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1.4. Devirli Kodlar

Tamm 1.4.1: V(n,q), bilesenleri F, cisminden olan, n-lilerden olusan vektor

uzayidir.

Tanim 1.4.2: Cc V(n,q) lineer kodu i¢in, eger
c,¢..c,, €C iken ¢, c,c,..c, ,€C

oluyorsa bu lineer koda bir devirli kod denir.

F, tizerinde derecesi en fazla n-1 olan polinomlar ile V' (n,q) vektor uzay: arasinda

bir izomorfizma kurulabilir. R, = F, [x]/ <x" - 1> olmak tizere

®:V(n,g)—> R,

D((CyyCpyennnC, ) =Cp +C X+t X"

seklinde tanimlanan @ fonksiyonu V' (n,q) ile R arasinda bir izomorfizmadir.

Eger C

halkasinin bir ideali ise C bir devirli kod olur.

R,, F, lizerinde derecesi n den kiigiik olan tiim polinomlarin kiimesidir. R, de

toplama polinomlarin toplami ve ¢carpma da polinomlarin ¢arpimidir. Tiim islemler

x" =1 kalanina gore olacaktir. Eger
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CoCp--Cpy —> C,1CCy.-Cppy

devirli 6teleme (shift) altinda C lineer kodu kapali ise devirli koddur. Bu durumda ise

C biitiin sag otelemeler altinda kapalidir. Yani
CoCpeeCpy —> CponiCy 1 CoCyenChy

olur. Bu sag 6telemesi uygulanirken son terim basa gelir.

1.4.1. Devirli kodun iirete¢ polinomu

Teorem 1.4.1.1: C, R, de bir ideal olsun. Bu durumda C, » uzunlugunda bir devirli

kod olur [3].

1) C de derecesi minimum olan tek bir monik polinom (g(x)) vardir. Bu

polinom C= < g(x)> seklinde C yi iiretir ve bu polinoma C nin tirete¢ polinomu denir.

2) Ureteg polinomu olan g(x), x"-1 i boler.

3) Eger der(g(x))=r ise C’nin boyutu n-r olur. Yani

C =(g() = {r(x)g(x): der(r(x))<n-r}

dir.
4) Eger g(x)=g,+gx+---+g,x" ise bu durumda g, #0 ve C nin {ireteg
matrisi
g& & & & 0 0 -0
0 g g & - g 0 - 0
G=|0 0 g g & - &
e 0
0 0 - 0 g g & - g

olur.



14

1.4.2. Devirli kodun kontrol polinomu

Eger g(x) polinomu R de bir [n,n-r] devirli kodunun iirete¢ polinomu ise g(x),

x"-11boler. Yani

x"-1=g(x)h(x)

olur. Burada A(x) derecesi n-r olan bir polinomdur ve bu polinoma C nin kontrol

polinomu denir.

Teorem 1.4.2.1: i(x), R de C devirli kodunun kontrol polinomu olsun.

1) C kodu;

C={p(x)eR,: p(x)h(x) =0 modx" -1}

seklinde tanimlanir.

2) Eger h(x)=hy+hx+---+h,_x"" ise bu durumda C’nin kontrol matrisi

olur.

3) C nin diki olan C* kodunun boyutu r dir ve C devirlidir. C* devirli

kodunun {irete¢ polinomu ise

B =i () =R () X el )



seklindedir [3].

Lineer kodlar ve devirli kodlar ile ilgili daha detayl bilgi i¢in [4] e bakilabilir.

15



BOLUM 2. DNA KODLARI

DNA hesaplamalart 1994 te Leonard Adleman’in, test tliptindeki DNA
molekiillerinin iglenmesinde, Hamilton yolu gibi zor sayisal problemleri ¢6zmesiyle
baglamistir [5]. Ciinkii tipik test tiipindeki biiylik DNA molekiillerinin sayisi ile
DNA esasl herhangi bir sayisal metot arasinda biiyiik bir paralellik oldugu goriliir.

Bu paralellik DNA nin kimyasal yapisina uygun kosullarla sinirlandirilir.

DNA (deoksiribo niikleik asit) A (adenin), G(guanin), C(sitozin) ve T(timin) denilen,
dort bazin farkli sekillerde birlesmesiyle olusur. Cift sarmal seklinde bir yapisi
vardir. Bu sarmal yap1 karsilikli gelen ve tizerinde A,G,C,T bazlar1 bulunan iki

zincirden olusur.

n uzunlugundaki bir DNA zinciri i¢in miimkiin olan olasilik 4" kadardir.1 gr DNA
da 2.1 x 10°' tane bazdan olusur. Her baz iki bit olarak kodlanir. Dolayisiyla 1 gr
DNA igin 4.2 x 10°' tane bit oldugu sdylenebilir. Ama giiniimiiz teknolojileri en

fazla 10° adet bit barindirabiliyor.

[6] ve [7] de DNA kodlari, minimum uzakligi d olan Hamming kosulu, siral
terslenebilen-tamamlanan (reversible-complement) kosulu, sirali terslenebilen (ST)
kosulu, sabit GC-miktar1 (fixed GC-content) seklinde dort farkli kosul ele alinmistir.
GC-miktar kosulu benzer erime sicakliklarini elde etmek igin kullanilir [7]. Ciinkii
DNA da A ile T arasinda iki, G ile C arasinda ii¢ hidrojen bagi bulunmaktadir.
Dolayistyla, igerisinde G ya da C baz1 bulunan DNA lar1 ayirmak icin yiiksek erime
sicakliklarina ihtiya¢ duyulmaktadir. [8] de ise bazi sonlu halkalarda, devirli kodlar,
dual tamamlanan devirli kodlar, tamamlanan devirli kodlar da incelenmekte ve
kodlarin DNA yapisiyla benzer yapida oldugu ifade edilmektedir. [9] da ise devirli
DNA kodlarin nasil iiretildigi verilmektedir. [10] da DNA kod yapilari i¢in GF(4) te

devirli kodlar kullanilmakta ama yazar ¢alismasini sadece lineer sirali terslenebilen
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(ST) devirli kodlarla sinirlandirmaktadir.

GF(4) te belirtilen toplamsal devirli (additive cyclic) ve ST-tamamlanan (reversible-
complement) kod yapilarinin, DNA kodlarin yapisi i¢in yapilan agiklama ve 6rnekler

bu boliimde verilmektedir.

2.1. Temel Bilgiler

DNA, {A, T, G, C} harflerinin siralanmasiyla tanimlanan bir zincirden olugmaktadir.

Burada n uzunlugundaki sirali  bir DNA kodunun kodsdz kiimesi
u, € {A,C,T , G} olmak {izere (uo,u1 ---“n—1) seklinde tanimlanir. {A, T, G, C}
kodlarmi  w=w’ W +w+1=0  (dolayisiyla ~ w’=w+1) olmak iizere
GF(4)=1{0,1,w,w*}ile 4—0,G - w,C —> wve T —1 olacak sekilde eslestirebilir.

([8] de ise su sekilde bir eslestirme uygulanmistir:

A—>0,G->1L,C—>uveT —>1+u).

Watson-Crick tamamlayicist (complement) DNA zincirinde karsilikli gelen bazlar
tanimlar ve A =T,T“=A4,C°=G,G°=C scklinde ifade edilir. Her bir
u=uy,u,,...,u, ;) kodsozii icin u nun siral tersi (reverse) u" = (u, ,u, ,,..u,), U
nun tamamlayicist  (complement) u° = (u,,u;,....,u, ) ve ST-tamamlayicisi

u” = ,,..,uy) seklinde gosterilir.

u' ve u" kodsozleri arasindaki Hamming uzakligi d(u',u") seklinde gosterilir. n

uzunlugunda, k boyutlu, GF(4) deki C(n, 2k) toplamsal kodu GF(4)" in toplamsal bir
alt grubudur. Eger C k boyutlu GF(4)" ve sifir olmayan minimum Hamming uzakligi
d ise bu koda “lineer” kod denir ve C[n,k,d] ile gosterilir. GF(4) teki C lineer koduna,
eger (uy,...,u,_)eC ve (u, ,,u,,...,u,,)eC seklindeki esleme saglaniyorsa,

n—-1°
devirli (cyclic) kod denir. Her bir (u,,...,u, ,) kodsdzi u(x)=u, +ux+...+u, x""
seklinde bir polinom ile eslestirilir. Bu durumda devirli kodlar

GF(4)[x]/(x" —1) halkasinda idealdirler.
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GF(4) te ki bir C kodunun tam Hamming agirlik sayaci asagidaki gibi gosterilir:

n,(c), c kodsoziindeki a bilesenlerinin sayisini belirtir.
CWE.(x,y,z,t) = Zcec x"0() @) ()

GF(4) te ki bir C kodunun GC-agirlik sayaci, C deki {0,1} ve {w,w’} in sayisim

hesaplayan bir polinom olusturur. Yani, 0 ve 1 ler x olarak , w ve w” ler y olarak

sayilmaktadir.
GCW.(x,y)=CWE.(x,x,y,y)
seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.1 F bir cisim, F c Fq =F ise

tr=tr, :F—>F
q"lq q

olacak sekilde iz (trace) fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir.

1

tr(x)=x+x"+ x4+ xt
Dolayisiyla GF(4) i¢in kullanilacak iz fonksiyonu asagidaki gibidir [11].

Tr:GF(4) > GF(2) olmak lizere

Tr(x)=x+x
olur.

Tr(0) = Tr(1) = 0 ve Tr(w) = Tr(w) =1
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olur. Birbirinin tamlayicisi olan bazlarin iz fonksiyonu sonuglar1 aynidir.

p, #0 i¢in her bir p(x)=p,+ px+...+p.x" polinomunun kendine ters siralist
(KTS, reciprocal) p (x)=x"p(})=p,+p, x+...+ p,x" olarak tanimlanir. Sunu
belirtelim ki, degp’(x)<degp(x) vep, =0 ise, p(x)vep (x) genellikle aym
dereceye sahiptiler. Eger p(x)= p'(x) ise p(x) e kendine ters siralisa es (KTSE,

self-reciprocal) denir.

Tanmm 2.1.2: C, GF(4) te, n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Her

ueCic¢inu" € C ise C sirali-terslenebilen (reversible) denir.

Tamm 2.1.3: C, GF(4) de, n uzunlugunda bir lineer koddur. Her u# € C i¢in u“ € C

ise C ye tamamlanan (complemet) dir denir.

Tanmim 2.1.4: Minimum uzakligi d olan C lineer (toplamsal) kodu,
(1) C devirli ise,
(2) C sirali-terslenebilen (reversible) ise,

(3) C tamamlanan (complement) ise

C ye ST-tamamlanan (reversible-complement) devirli kod denir.

Ornek 2.1.1: Bu 6rnekte bir DNA zincir par¢asmin yukaridaki tanimlara gére nasil

ifade edildigi gosterilmektedir.

TGACAGC DNA pargasinin bir zinciri olsun .

Bu zincirin tamamlayicisi, yani karst zinciri Sekil 2.1 deki gibidir.
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Sekil 2.1. Bir DNA zincir pargast ve kars1 zinciri

Yani, TGACAGC nin tamamlayicist ACTGTCG olur. Bu segilen DNA pargasi
GF(4)={0,1,w,w’} elemanlar1 ile ifade edilerek yazilirsa TGACAGC

(1,w*,0,w,0,w*,w) kodsodzii seklinde gosterilir. Eger u=(1,w*,0,w,0,w",w)
denilirse, # kodsoziiniin tamamlayicist u = (0,w,1,w’,1, w,w*) seklinde gosterilir.

u’ =(0,w,1,w*,1,w,w”) kodsozii ACTGTCG e karsilik gelen kodsozdiir.

TGACAGC nin sirali tersi CGACAGT olur ve u =(w,w’,0,w,0,w”,1) kodsozii
seklinde ifade edilir.
TGACAGC nin ST-tamamlayicisi GCTGTCA olur ve ™ =(w’,w,0,c,0,w",1)
seklinde ifade edilir.

TGACAGC polinom seklinde gosterilirse, u =(1,w’,0,w,0,w*,w) oldugundan,

u(x) =1+ w'x+wx’ +w’x’ + wx® olur.

Teorem 2.1.1: C, GF4) te (n,2") toplamsal devirli kod olsun.
C =(wp(x)+¢(x),r(x)) seklindedir. p(x), r(x) ikili (binary, katsayilari Z, den
olusan) polinomdurlar ve bunlar (x"—-1) (mod 2) 1 boler. 1(x)

qg(x)(x" — 1)/p(x)(m0d 2) yiboler ve k =2n—deg p—degr dir [12].
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Ispat: iz fonksiyonu g6z 6niinde bulundurularak 7r:C %ZZ[% 1 eslestirmesi

kullanilir. Bu eslemede kodun ikili devirli kismini iireten <r(x)> tektir ve r(x) x" -1
1 boler. Kodun bu eslesmeye goére goriintiistinii tireten < p(x)> dir. Orijinal kod 7(x)
ve p(x) in bazi ters gorintileriyle, wp(x)+¢g(x) gibi, tretilir. Eger r(x)
g(x)(x" =1)/ p(x) 1 bolmez ise ((x" —1)/ p(x))(wp(x)+g(x)) C nin ikili vektorleri

olan <r(x)> icinde olmaz. Bu bir ¢eligkidir.
Ornek 2.1.2:

C = {000,1ww2, w w, ww? 1, 1w*w, wiw®, w*wl, 011,

101,110, w?* 0w*, w*w’0,0w*w*, w0, Oww, wOw}
seklindeki 3 uzunlugundaki bir kodun 7(x), p(x),q(x) asagidaki sekildedir.

Tr: C, = C,

Tr(x)=x+x"

olmak tizere C, kodun Tr(x) fonksiyonu altindaki goriintiisti Tablo 2.1 deki gibidir.
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Tablo 2.1. Kodun iz fonksiyon karsilig1

000 — 000
Iww® — 011
wlw —101
ww’l—110
Iw*w— 011
wiw® =101
wwl =110
011— 000
101 — 000
110 - 000
w? 0w’ =101
w'w?0—-110
0w’w’ — 011
wwQ — 110
Oww— 011
wOw —101.

Burada C, kodunun ikili (110,011,101,000) kismin: iireten r(x) dir. Dolayistyla

r(x)=1+x olur. 7r(C,) = C, yi lireten ise p(x)=1+x dir.

T+ wx+w'x> =1+ wx+(w+1)x’
=1+ wx +wx” +x°

=wx+x)+x+x°

= X [wx+x")+x+x°]

S wl+x)+x+x°
— —_—
p(x) q(x)

derp=1
derg=2
k=2n—derp—derr
=23-1-1
=4,
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p(x),7(x) ve g(x) polinomlar1 Teorem 2.1.1 deki 6zellikleri tasimaktadir.

Ornek 2.1.3: C=(wp(x)+q(x),7(x)) de px)=Lr(x)=1+x"+x'+x' ve
g(x)=1+x>+x  seklinde  oldugunda  asagidaki  kodsozler iiretilir.

p(x),r(x) ve g(x) polinomlart Teorem 2.1.1 1 saglamaktadir. Bu kodun elemanlari

olan kodsozler asagida verilmistir.

0,0,0,0,0), (w,0,1,1,0), (0, w, 0, 1, 1),
(1,0,w,0,1),(1,1,0,w, 0), (0, 1, 1, 0, w),

(w,w, 1,0, 1), (w?% 0,w? 1, 1), (w? 1,1, w2, 0),
(w, 1,0,1,w), (1, w,w, 1,0) (1, w2, 0, w?, 1),

0, w2, 1, 1, w?), (0, 1, w, w, 1), (1, 1, w2, 0, w?),
(1,0, 1, w, w), (W2, w, w2, 0, 0), (W2, w?, 1, w, 1),
(w, w2, 0, 0, w?), (w, 1, w2, w2, 1), (W%, 1, w, 1, w?),
w2, 0,0, w2, w), (0, w2, w, w2, 0), (1, w2, w2, 1, w),

(1, w, 1, w?, w?), (0, 0, w?, w, w?), (w, w2, w2, w, 0),

2 2, WZ),

, W, 0, w), (wz, w, 0, w, Wz), (w,0,w,w
0, w, wz, wz, w), (w,w,w,w,w), (1,1, 1, 1, 1),
w2, 1,0,0, 1), (1, w?, 1, 0,0), (0, 1, w?, 1, 0),
0,0, 1, w, 1), (1, 0, 0, 1, w?), (w2, w2, 0, 1, 0),
(w, 1, w, 0, 0), (w, 0,0, w, 1), (w2, 0, 1, 0, w?),
0, w2, w2, 0, 1), (0, w, 1, w, 0), (1, w, 0, 0, w),

(1, 0, w?, w2, 0), (0, 0, w, 1, w), (0, 1, 0, w2, w?),
2

W2, w

(w, w2, w, 1, 1), (w, w, 0, w?, 0), (w2, w, 1, 1, w),
w2, 0, w, w, 0), (w, 0, w?, 0, w), (w, 1, 1, w, w?),

(1, w, w2, w, 1), (0, w, w, 0, w?), (0, w2, 0, w, w),

(1, 1, w, w2, W), (w2, W, W, wz, 1), (w, w, W2, 1, w2),
(w, w2, 1, w2, w), (WZ, 1, w2, w, w), (1, WZ, W, W, wz) ,

2 2 2 2 2
(W,W,W,W,W)
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£, fi(x) € Fz[% + _y) Ve herhangi iki polinom olmak izere:

C= <wp(x) +q(x), r(x)) oldugundan

c(x) =[wp(x) +q(x)]1/,(x) +7(x) f,(x) olur.

Eger p(x)=0 iseq(x)=0 ve k=mn—derr olur. Benzer sekilde, eger r(x)=0 ise

k =n—der p olur.

Teorem 2.1.2: Farz edelim ki C =(r(x)) seklinde GF(4) te lineer devirli bir kod

olsun. C nin ST olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7(x) polinomunun KTSE olmasidir

[13].

Lemma 2.1.1: f(x)veg(x) GF(4)[x] teki herhangi iki polinom ve
der f(x) > der g(x) olsun [14].

L [f(x0)g™)] = f(x)g(x)
2. [f()+g(] = f(x) +x*" g (x)’

olur.

2.2. GF(4) Deki Sirah Terslenebilen Tamamlanan Devirli Kodlar

GF(4) deki ST-tamamlanan devirli kodlar, asagidaki kosullar1 sagladig i¢in énemli
kodlardir.

1) Hamming kosulu : x ve w herhangi iki kods6z oldugunda d(w,x)>d dir.
2) ST-tamamlanan kosulu : x ve w (wve x esit olabilir) herhangi iki kods6z

dw’,x")>d olur.
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Lemma 2.2.1: GF(4)[x]/(x"-1) de g (x),g,(x)veg,(x) polinomlar1 x"-1
polinomunu bélen, sifirdan farkli, polinomlar ve x"—-1=g,(x)g,(x)g;(x) ise

asagidaki durumlar gergeklenir [14].

1. Eger g,(x) ve g,(x) KTSE ise g,(x)g,(x) KTSE olur.

2. g,(x) ve g,(x) den sadece bir tanesi KTSE ise g,(x)g,(x) KTSE degildir.

3. Eger g,(x) ve g,(x) KTSE degilse g,(x)g,(x) de KTSE olabilir.

Ispat: GF(4)[x]/(x" -1) de g,(x),g,(x) veg,(x) x"—1 i bolen, sifirdan farkl,

polinomlar olmak tizere x" —1= g,(x)g,(x)g;(x) olsun.

1. Farz edelim ki g,(x) ve g,(x) KTSE olsun.

[gl (x)gz (x)]* =& (x)*gz (x)* =& (x)gz (x) OldUgu gérﬁlﬁr-

2. g,(x) KTSE olsun ve g,(x) KTSE olmasin. Farz edelim ki GF(4)[x]/x" -1

te g,(x)g,(x) KTSE olsun.

*

g,(x)g,(x) =[g,(x)g,(x)]
=g,(x)"g,(x)"
=2,(%)g, (%)
—>glg, -2, 1=0=x"-1

bu bir ¢eliskidir. Dolayistyla GF(4)[x]/x" —1 de g,(x)g,(x) KTSE degildir.

3. GF4) te g(x)=x+w" ve g,(x)=x"+x+w x"—1iboler. g (x)veg,(x)
nin KTSE olmadig asikardir. Ayrica g,(x)g,(x) =x’ +x+wx’ +1 olur ve bu
da KTSE degildir. Bir diger sekilde, g,(x)=x+w" ve g,(x)=x+w olacak
sekilde segersek. g,(x) ve g,(x) KTSE degildir. Ama g,(x)g,(x)=x"+x+1

KTSE olur.



26

Teorem 2.2.1: Farz edelim ki C = <r(x)> , GF(4) te toplamsal devirli bir kod olsun.

C nin ST olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7(x) polinomunun KTSE olmasidir [14].

2.3. n=7 Uzunlugunda Toplamsal Sirali Terslenebilen -Tamamlanan Devirli

Kodlar

Kodlar farkli uzunluklarda olusturulabilmektedir.[14] te daha 6nce bilinen 9,11,13
uzunlugunda kodlarin, ayn1 Hamming uzakligma sahip olacak sekilde, daha c¢ok
kodsoz tiretildigi gosterilmektedir. [14] ve [15] te daha 6nce 7 uzunlugunda olan
kodlardan en iyisi elde edildigi gosterilmektedir. Yazdigimiz orneklerde 7

uzunlugunda kodlar kullanilmaktadir.

Simdiye kadar, GF(4) te 7 uzunlugunda 29 tane ST-tamamlanan kod bulunmaktadir.

Bunlardan bazilar1 180, 208 ([16]) ve en son 256 tane kods6z igeren kod
bulunmaktadir ([14],[15]). d=3 olan bu kodlardan 256 elemana sahip olarak bulunan
kodlar asagidaki gibidir.

x'+x ),x6+x5+x4+x3+x2+x+1>

w(x*t+x° +1) x6+x5+x4+x3+x2+x+1>

X+xt+x+x ) x6+x5+x4+x3+x2+x+l>

w+(x5 ),x6+x5+x4+x3+x2+x+1>
w+(x +x +1) x6+x5+x4+x3+x2+x+1>

Hxtexr+x +x+1) x6+x5+x4+x3+x2+x+1>

C,,C,,C,,C, kodlari, GC-miktar1 ile, DNA kod yapisinin en iyi terimlerini

icermektedir. Tiim kodlar ayn1t GC-agirlik sayaci fonksiyonu tarafindan verilir.

GCW (x,y) =[70x"y* +14x°y + 70x*y’ + 42x°y* +42x%)° +14xy° +2x7 +2)7]



C,,C, ve Csaynm1 CWE.(x,y,z,t)e sahiptir, bunlar asagidaki gibidir:

CWE.(x,y,z,t)=

_y7 +x + TV I+ TV I+ T ]
+79° 22 +Tx°ytt + Txy 2zt + Tyt + Txtyz?
IV + TV 2+ I+ Ty 2
217y 2t +21x°y 2 + Ty + Tx’y 2
+IX° Y0+ 2 + I+ Ty + Txz’t?

+IX° 20+ 7Y 20+ 210 2 + Ty

+Ix*zt? + 7y 2t + 21x7 y2

C, kodun ise sahip oldugu CWE_(x,y,z,t) asagidaki gibidir:

CWE.(x,y,z,t) =

C, ve C, in kodsozleri

verilmistir. Ornekler Mathematica programi kullanilarak gosterildiginden ve bu

I Y + 7y 2t Izt X+ Ty
+IX°YE + TV 2+ Ty 20 + X2
+7y 2t +17 + 21Xy 2+ 21x7 Y 2t
+Ix* 2+ 2 + IV + Xy
+IX° Y + Ty 2 + Txtyt? + 7xy’z
+IxX° Y+ Txz*t + Iyt + Tyt

+IX° 2+ 7Y’ 20 + 21x% 2%

2.2.3
z't

_+7y22t4 21Xy’ + 7y 20 +7x

Ornek 1 (Bkz.. sf. 41) ve Ornek 2. (Bkz. sf. 46) de

kisma eklenemediginden en sonda toplu olarak verilmektedir.



BOLUM 3. GF(16) DA KODLAR

Bu bolimde GF(16) cisminin elemanlarini kullanarak toplamsal ST-tamamlanan
devirli, toplamsal tamamlanan devirli ve toplamsal ST devirli kodlar elde edildi.
Boliim iki de kullanilan GF(4) cisminin elemanlari, DNA nin dort bazi (A, T,G,C), ile
eslestirilmisti. Bu boliimde ise bazlar ikiser ikiser alimp GF(16) daki elemanlar ile

eslestirildi.

GF(16) asagidaki gibi olusturulur. x"°—1 Z, de carpanlarina asagidaki gibi

ayrilmaktadir.

X =I=1+x)A+x+x)A+x+xHA+x° +xHA+x+ x> +x° +x)

f(x)=1+x+x* indirgenemez bir polinomdur. Filx] ( a, +1) seklinde olan
X' +x
boélium halkast sonlu cisim olur.
F,[x
Gr(16)=F, = ](x4 ren)

olur. Bu cismin 16 eleman1 agsagidaki gibi iiretilir.

f(u)=0 ise

u+u+1=0veu* =u+1 dir.

Elemanlarin elde edilisi Tablo 3.1. de ayrintili verilmektedir.
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Tablo 3.1. GF(16) cisminin elemanlarinin ifadesi

0
u =1
1
U =u
2 2
U =u
w=u’
u' =u+1
5 2
w=u +u
6 3 2
u =u +u

u =u+u+l
ut =u? +1

9 3
u =u +u

W' =u+u+1

u'' =u’ +u’ +u
u? =u’ +ut +u+l
u® =P +ut +1

u =’ +1.

Bunlar GF(16) = {0,L,u" 0”0’ ,u* 0 ,u® u” u® 0’ ' u ,u' ,u® ,u™} seklinde ifade

edilebilen cismin elemanlaridir.

Her ¢ift baz Tablo 3.2 deki gibi eslestirildi.
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Tablo 3.2. GF(16) elemanlarinin karsilik geldigi baz ¢iftleri

0— 44

1->TT

u—AG
u> — AC
uw — AT
u* >TC
u’ — GA
u® — GC
u' —GT
ut > TG
u’ — CA
u' —>CT
u' > GG
u?> > CC
u” - CG

u > T4

bu tabloda da goriildiigii gibi birbirinin tamamlayani olan elemanlarin toplami 1 olur.

Yani bir elemanin tamamlayanini bulmak i¢in elemanl ile toplanir.

a“=a+l

Mesela, CA bazinin tamamlayan1 (Watson-Crick tamamlayanina goére) GT
olmaktadir. GF(16)’da u’ — CA ve u’ =u’ +u tir. CA nin tamamlayam bulmak

icin «’a 1 eklenir. #’ +1=u’ +u+1=u" olur ve u” = GT olur.

Baz ciftleri ve GF(16) nin elemanlar1 degisik sekillerde de eslestirilebilir ama
birbirini tamamlayanlarin toplami i¢in belirlenen sarti (biz burada a“ =a+1 olacak

sekilde sectik) saglayacak sekilde olmalidir.

GF(16) da kullanilan iz fonksiyonu, iz fonksiyonunun tanimindan, asagidaki gibi

olacaktir.
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tr(x)=x"+x*+x" +x

Bu iz fonksiyonuna gore, her elemanin iz fonksiyonu karsilig1 Mathematica programi

ile asagidaki gibi hesaplanir. Elemanlarin karsilig1 Tablo 3.3 deki gibidir.

[z fonksiyonu (Mathematica’da) hesaplamasi:

1={0,1,uw,u”2,u"3, 14+, u"2+u, u"3+u"2,
u*3+u+lLu*2+1,u*3+u,u*2+u+1,
u3+u2+um,u"3+u"2+u+l,u*3+u"2+1,
u”3 +1}

0.1Luvitv l+uwu+u? v?+vd
3 2 ) 2 2 u7 2 2

1+u+u3, ]+u2,u+u3, 1+u+u2,
u+? +03, 1 +u+v?+0 1+ + 03, 1 +0d)

CoefficientList]
Expand[i*8 +1*4 +1"2+1] fu*4 > 1+u /.
u*S-u"2+u /.
u"6->ur3+ur2 /.
u*7-u"3+u+1 /.
u"8-u"2+1 /u*9->u"3+u/.
ul® 5ur24+u+1 /L urll »u”3+ur2+u
Jfur12 s ur3+utr2+u+l
[ur13 s> u”3+ur2+1
[ ur1l4—-u”3+1 furl6-ou /.
u"24-u"9 [ u"9-u"3+u
, Modulus — 2]

{0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1, 1, 1, 1}
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Tablo 3.3. GF(16) da elemanlarin iz fonksiyon sonuglari

eleman tr(x) baz ¢ifti
0 0 AA
1 T
AG
AC
AT
TC
GA
GC
GT
G
CA
CT
GG
cC
CG
TA

R

W

~

LS. SRR YRR YT ORoR
Iy - = =) o < o

—
W

—
'S

)
—_— e e e O = O = = OO O = O O O

T R TR

Birbirini tamamlayani olan elemanlarin iz fonksiyon sonuglari ayni olacak sekilde,
elemanlar baz ciftleriyle eslestirilir. Mesela, CT nin tamamlayant GA dir ve ikisinin

de tr(x) sonucu 0 dir.

Tanmmm 3.1.: C, GF(16) te, n uzunlugunda bir lineer (toplamsal) koddur. Her
ueCic¢inu" € C ise C ST dir denir.

Tanmmm 3.2: C, GF(4) de, n uzunlugunda bir lineer (toplamsal) koddur. Her

ueCicinu® eC ise Cye tamamlanandir denir.
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3.1. GF(16) da Toplamsal Tamamlanan Devirli Kodlar

Onerme 3.1.1: GF(16) te C = <h(x),r(x)> n uzunlugunda toplamsal devirli bir kod

1

ve h(x)herhangi bir polinom olsun.r(x)=1+x+...4+x" ise C kodu tamamlanan

koddur.
Ispat: a° =a+1 ve r(x)=1+x+...+ x"" oldugundan C kodu tamamlanan olacaktir.

Ornek 4. (Bkz. sf. 56) te

C= <u6 + (@ +u' X+’ x FuP0), A+ x+ T+ FxtEx + x6)> tamamlanan

kodunun sonuglar1 verilmektedir ve d =5 olmaktadir.

3.2. GF(16) da Toplamsal Sirah Terslenebilen Devirli Kodlar
Sonlu cisimlerde asagidaki 6nermenin dogrulugu bilinmektedir.

Onerme 3.2.1: GF(16) da, C =(g(x)) bir devirli kod olsun. g(x) polinomu KTSE

ise C bir ST kod olur.

Onerme 3.2.1 igin Ornek 5 (Bkz. sf. 61)i inceleyiniz. g(x) in durumuna gore bir
kodun 2 kere tiretilmesi miimkiin. 7 uzunlugunda yaptigimiz drneklerde, eger g(x) in
KTS’s1 alindiginda kendine doniisen eleman var ise kodsozler tek olmakta. Eger tiim

elemanlar farkli elemanlara doniisiiyorsa her kods6zden 2 tane bulunabilmektedir.

Mesela gx)=u" +ulx+u’x* +u’x’ oldugunda KTS’s1
g(x) =x"gb)=u'x" +u’x* +u’x+u’ olur. u’ veu'x,u’x veu’x® birbirilerine
dontismektedir.  Bu  kodda  bir kodsozden 2  tane  bulunmakladir.
g(x)=u"” +u’x* +u"x* aliirsa g(x) =u"x* +u’x’ +u"” olmaktadir.
ux* ve u'* birbirlerine déniismekte, u*x”> ise kendine doniismektedir. Bu kodda

kodsozler tektir.
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C kodunun kodsozleri yazilirsa tekrar eden kodlar sadece bir kez yazilir, 2. kez tekrar

kod yazilmaz.

3.3. GF(16) da Toplamsal Sirah Terslenebilen Tamamlanan Devirli Kodlar

Tanmm 3.3.1: g(x) n uzunlugundaki C kodunun bir kodsoziiniin polinom olarak
ifadesi olsun. Eger her bx' (b sabit terim) g(x)in bir terimi iken bx"" de g(x) in

bir terimi ise g(x) e es terimli polinom denir.

Mesela, 7 uzunlugunda bir C kodunun ST 6zelligi kazanmas1 i¢in q(x) polinomunu
su sekilde seceriz: g(x)=1+x+x" +x* olsun, ama bu g(x) olusturulacak C koduna
ST 6zelligi vermez. Cunkii x in kuvveti olan 1 i 7 den ¢ikardigimizda 6 y1 buluruz

ve verilen q(x) te x° bulunmamaktadir. q(x) e x° eklenmelidir.

Teorem 2.1.1 [12] den faydalanarak asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 3.3.1 GF(16) te C = (u' +g(x),r(x)) (i=0....14) toplamsal devirli bir kod
olduguna gore, bu kodun toplamsal ST-tamamlanan devirli kod olabilmesi ig¢in,
g(x), r(x) ikili (binary) polinomlardir, r(x), ¢g(x)(x"—1)(mod2) yi bdler ve

k =2n—degr olur. Ayni zamanda r(x)=1+x+...+x"" dir ve ¢(x) es terimlidir.

ispat: GF(16) te C = (' +q(x),7(x)) (i=0....14) toplamsal devirli bir kod.
u' +q(x)=u"+x" +x"7 +x"+x"° olsun. m=0,1,...,14 ve j<s,s <g.

W +q(x)) =" +x" +x"7 +x +x"7)
=u" X"+ X" xS
=xX"T(W"+x x0T x* = ¥ oldugundan

=x"7 "+ X"+ X+ X"+ x5). (3.1)

f(x)ve g(x) herhangi iki polinom. der(u’ +¢q(x)) f(x)=a, r(x)=1+x+...+x""
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oldugundan derr(x)g(x)=n—-1 ve n—12>a olur.

[ +q(x)) f () +r(x)g(0)] =x"""[W' +q(x) ()] +[r(x)g(x)]
= X" +q(x) f(xX) +r(x) g(x)" r(x)" =r(x) ve (3.1) den
=x"" (' +q(x))" f(x) +r(x)g(x)" eC.

Dolayisiyla C toplamsal ST kod olur. ae€ GF(16) olmak iizere, a° =a+1 dir.

1

r(x)=1+x+...+x"" olarak segildiginden C kodunun tamamlayic1 kodlar kismini

tiretmektedir. Sonug olarak C toplamsal devirli ST- tamamlanan bir kod olur.

Asagidaki kodlarin 256 elemani oldugu hesaplandi. Bu kodlar toplamsal ST-

tamamlanan devirli kodlardir.

Cl=<ui+(x+x2+x5+x6),(1+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3
ui+(1+x+x2+x5+x6),(l+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3
ui+(x3+x4),(1+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3

ui+(1+x3+x4),(1+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3

ui+(1+x+x6),(1+x+x2+x3+x4+x5+x(’)> d=3

<
<
<

C, :<ui+(x+x6),(l+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3
<
<ui+(x2+x5),(l+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3
<
<

Clo:<ui+(l+x+x2+x3+x4+x5+x6),(l+x+x2+x3+x4+x5+x(’)> d=2
CH:<ui+(x2+x3+x4+x5),(l+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3
Clz:<ui+(1+x2+x3+x4+x5),(l+x+x2+x3+x4+x5+x6)> d=3
C13:<ui+(x+x3+x4+x6),(1+x+x2+x3+x4+x5+x6)> =3

C= <u6 + (P +x +0), A+ x+ P+ x4+ x6)> ST-tamamlanan kodunun
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sonuglar1 Ornek.3 (Bkz. sf. 51)te verilmektedir ve d =3 olmaktadir.

Yukaridaki Onerme 3.2.1 faydalanarak soyle soyleyebiliriz; Eger C =<g(x),r(x)>

seklinde toplamsal devirli bir kodsozde, g(x) KTSE ve r(x)=1+x+...+x"" ise bu

kod toplamsal ST-tamamlanan devirli olur (kendini 2 kez tekrar eden kodlar

say1llmazsa).

GF(16) da olusturulan kodlar DNA zincirinin pargalari ile eslestirildiginde; toplamsal
ST-tamamlanan devirli ve toplamsal ST devirli kodlarda, soyle bir durumla
karsilagilmaktadir: DNA kodu AA CG GC TC GA TC olsun. Bunun GF(16) daki
uygulamaya gore sirali tersi TC GA TC GC CG AA seklinde olmaktadir.

Bu DNA zincir parcasi AACGGCTCGATC nin GF(4) teki sirali tersi
CTAGCTCGGCAA seklinde olmakta fakat GF(16) da bu sekilde olamamaktadir. Bu
nedenle GF(16) da olusturulan toplamsal ST-tamamlanan devirli ve ST devirli kodlar
icin bir ¢evirici polinom belirledik. Bu polinom GF(16) deki baz ciftlerini (AG gibi)
ters cevirerek GF(4)’de ki gibi AACGGCTCGATC nin sirali  tersi
CTAGCTCGGCAA yi GF(16)’da elde edilmesini saglar.

GF(16) m1 her eleman1 i¢in g¢evirici elemanlar asagidaki Tablo 3.4°te

gosterilmektedir.
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Tablo 3.4. Cevirici elemanlar

baz ¢ifti GF(16) daki karsihig1 c¢evirici GF(16)daki kasilig1r  tersi

AA 0 0 0 AA
T 1 0 1 T
GG u'' 0 u'"! GG
cC u' 0 u' ccC
AT u’ 1 u" TA
GC u® 1 u® CcG
AG u u’ u’ GA
TC ut u’ u' CT
AC u’ u'! u’ CA
GT u’ u'! u® TG

Bir koddaki her eleman kendi ¢eviricisini belirler.

Cevrilmis olan kodsozler u” ile gosterilsin. Cevirici kodsoéz z = (u,,...u, ,) ve ¢evirici
polinom z(x) =u, +ux+...+u, ,x"" dir. Bir ST C kodunda u € C ise " € C dir ve

u nun DNA bazlarina ¢evrilmis halinin ters dizilimi «"* € C dir.

Tanim 3.3.1: C, GF(16) da, ST (veya ST-tamamlanan) devirli kod olsun. € C ve

u"” € C ise C ye (DNA bazlarina gore) tam-ST denir.

Ornek 3.3.1: C, GF(16) da, bir toplamsal tam-ST bir kod olsun.

u =(0,u",u’u*,u’,u*) wu eC olsun. C ST oldugundan u €C dir.
u =, v’ u*,u’,u"”,0) olacaktir. Bu kodsozlerin DNA bazlari ile ifadesi asagidaki

gibidir.

u, = (O,u13,u6,u4,u5,u4) =AACGGCTCGATC
u =W, ut,u’,u”,0)=TC GA TC GC CG AA

. c .. _— . 2 2 2 . " .
u, in gevirici kodsozii z, =(0,,L,u",u",u”) dir. polinom olarak gosterirsek
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z, =x+x’ +u’x’ +u’x" +u’x° olur.

6 13 10 10
+z, =u =0,u",u",u ,uu’)

1 I

u

w  nin  geviricisi  z, =(@’u’,u%,1,1,0) olur ve polinom olarak

z, (x)= w +u'x+u’x’ +x° +x* seklinde yazilmaktadir.
1
u; +z, =u" =" ,u,u",u”,u’,0) olur.

uf =(0,u’,u”,u" ,u,u™®)= AA GC CG CT AG CT
w® =", u,u,u” u®,0)= CT AG CT CG GC AA
dir.

u, in DNA baz eslemesine gore tam ters dizilimi #,° nin DNA bazlarma eslenmis

haline esittir. #; nin DNA baz eslemesine gore tam ST’si u, dir. u,u;” € C dir.

GF(16) da ST veya tamamlanan devirli kodlarda ¢evirici z(x) in eklenmesi kodun

eleman sayisini artirabilmektedir.

Toplamsal ST devirli koda ¢evirici eklendiginde

C =(g(x);z(x)) =(g(x))u(g(x))
seklinde ifade edilir.

Toplamsal ST-tamamlanan devirli koda ¢evirici eklendiginde

C =(g(x),r(x); 2(x)) = {g(x), r(x)) W (g(x),(x))’

veya



C= <ui +q(x),r(x); z(x)> = <ui +q(x), r(x)> ) <ui +q(x), r(x)>z

seklinde gosterilmektedir.
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BOLUM 4. ORNEKLER

Orneklerin sonuglart Mathematica programu ile hesaplanmistir. Verilen kodlarin

olusturacagi kodsozler gosterilmektedir.

Ornek 1: C, :<w+(x2+x5),x6+x5+x4+x3+x2+x+1> GF(4)’te
_ F[x]
(z—f(x)e 467_1))

Ornek 2: C, = <w+(x5 +x° +1),x6 +x x4 X +x+1> GF(4)’te
Ornek 3: C =<u6 + (P 0), A+ x A x A xt +x6)> GF(16)’da

Ornek 4: C = <u(’ + (@ +u' X+’ x +ux), I+ x+ 7+ x +x X +x6)>

GF(16)’da

Ornek 5: g(x) polinomlar1 KTSE segilip farkli sekillerde 6rneklendirilmektedir.
Ayni1 kodsozden iki tane tiretebilen kodlardan bazilar1 verilmektedir. Basit olarak, bu

tir  kodlar iki  tane  (0000000)  kods6zii  igermektedir.  Sirasiyla,
C= <u7 +ulx+ulx? +u7x5> , C =<u12 +utx? +u"? 4> , C =<u3 +ulx+ux? +u3x3>

kodlar1 incelenmektedir.



Ornek 1:

2 3

Ca3=W+0C+X2), L+ x+xX2+xX3+x*+x°+x9)

kodunun elemanlar asagidaki gibidir.

PadRight[CoefficientList]
Expand[i = (W + X2+ X°)] /. WA2+ 1> w /.
XN 51 /. X"8 - X [.Xx N9 - x"2 /.
XN10 - x*3 /. xM1 - x™N /.
XN12 - XN5 /. xM13 - X6 /. xM14 —» xN 7,
X, Modulus — 2], {128, 7}]

PadRight[
CoefficientList
Expand]i = (W + X% + X°) +
I+ X+ X "2+ X "3+ XM+ xN
5+x76)] /. wr2+1->w /.
XN -1 /.x"8 - X [.x"9— x"2 /.
X"10 - X3 /. xMN1 - xMN /. x"N12 - xN5 /.
X"13 - X6 /. x"14 —» x"7, X, Modulus - 2],

{128, 7}]

41
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0,0,0,0,0,0,0),(w,01,00,1,0,(©O,w,0,1,0,0, 1,
(1,0,w,0,1,0,0,(0,1,0,w,0,1,0), (0,0, 1,0,w, 0, 1),
1,0,0,1,0,w,0,(0,1,0,0,1,0,w), (w,w, 1,1,0,1, 1,
1ww 1,101, 1,ww110,011ww11,
(4,0,1,1,w,w,1,(1,1,0, 1,1, w, w,
w?,0,w?0,1,1,0),w1,1,w,0,0,0),

(w, 0,0,0,w, 1, 1), W% 0,1, 1,0, w 0),

(w, 1,1,0,1,1,w), (0,w? 0, 1,1, 0, w),

(1,1, w,0,0,0,w), (0,0,0,w, 1,1, w),

(0,1, 1,0,w? 0,w?), (1, 1, 0, w?, 0, w?, 0),

(1,0, w?, 0, w?, 0, 1), (0, w?, 0, w?, 0, 1, 1),
O,w,1,1,w,00),@,w,000w,1),©0w,1,1,w,0),
w2, w, w2, 1,1, 1, 1), (w, w?, 1, w2 0,0, 1),

(w, w, 0,1, w, 1,0, (W% w, 1,0, 0, w?, 1),

w, w2 1,11 1, wd), W2 1, w2 w, 1, 0, 0),

w?,0,w, 0, w?, 1, 1), (w, 0, w?, 1, 1, w?, 0),

w2, 1, w2 0,0,1,w), w1 0 ww,O0, 1),

w2, 1,1, w?, 0, w, 0), (w, 0, 1,w, 1,0, w,

w?, 0,0, 1, w,w? 1), (w, 1, 0,0, w?, 1, w?),

w2, 1,1, 1,1, w2, w), (1, w?, w, w?, 1, 1, 1),

(1, w, w?, 1, w?, 0,0, (0, w,w, 0, 1, w, 1),

(1, w2, w, 1,0,0, w2, (0, w?, 1, w2, w, 1, 0),

(1, w2, 0, w, 0, w?, 1), (0, w, 0, W%, 1, 1, w?),

(1, w, 1,0, w,w, 0), (0, w?, 1, 1, w?, 0, w),

(L, w2 0,0, 1, w,w), (1,11 1w, w, wd,

(1, 0,0, w?, 1, w?, w), (0, 0, 1, w, w?, 1, w?),

1,1, 1, w? w, w2 1), (0,1, w, 1,0 w,w),

(1, 1, w?, 0, w, 0, w?), (0, 0, w?, 1, w?, w, 1),

(1,0, w,w, 0,1, w), (0, 1, w, w?, 1, w?, 0),

(1, 1, w2, w, w2, 1, 1), (W2, w2, w2, w2, 1, 0, 1),

w2, w,w, 1, w?, 1,0, (w, w, w?, 0, 1, w?, 1),

w2, w2, w2, 1,0, 1, W), (w, w?, 0, w2, w, 0, 0),

w2, w2, 1, w, 0, w, 1), (w, w, 1, w? 1, 0, wd),

w2, w, 0,0, w, w2, 0), (w, W%, 0, 1, w?, 1, w),

w2, w2, 1,0, 1, w2, wd), W2, 1, w, w, w2, 0, 1),

w, 1, w2, w?, 1, w, 0), W2, 0, w?, w, 0, 0, w),

w, 0, w, 1, w2, w?, 1), W%, 1, w, O, w, 1, W),

w, 1, w2, 1, 0, w2, w), (W2, 1, 0, w?, w, w, 1),

(w, 0, 0, w, W2, 0, w?), (W2, 0, 1, w?, 1, w, W),
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W2, 1,0, 1, w2, w2, w2, (1, w2, w?, w?, w?, 1, 0),
0, W2, w, w, 1, w?, 1), (1, w, w, W2, 0, 1, w?),

0, w, w2, 0, w2, w, 0), (1, w?, w?, 1, w, O, w),

0, W2, w, 0,0, w, w?), (1, w2, 1, w, w, w2, 0),

O, w, 1, w?, w?, 1, w), (1, w, O, w, 1, w?, w?),

(1, W2, 1,0, w2, w, w), (0, 1, w?, w?, w?, w?, 1),
(1, 0, w?, w, w, 1, w4, (0, 0, w, w2, 0, w2, w),

0, 1, W%, 1, w, w, w?), (1, 0, 1, w?, w?, w?, w?),
w2, w2, w, w2, w2, 0, 0), (w, w2, w2, w, 1, w, 1),
W2, w, w?, w?, 0, 0, w?), (W, w, w, 0, w?, w?, 0),
w2, w2, w, 1, w, 1, w), (w, w2, w2, 0, 0, w2, w?),
w2, w2, 0, w, w, w, 0), (W, w, 0, w2, w2, 0, w),
w2, w, 1, w, 1, w, w?), (W2, w?, 0, 0, w2, W2, w),
w, 1, w, w2, w2, w, 1), W2, 0, w, w, w, 0, W),
(w, 0, w2, w2, 0, w, w), (W, 1, w, 1, w, w?, w?),
W2, 0, 0, W2, W2, w, w?), (0, w2, W2, w, w2, w?, 0),
(1, w, w2, w2, w, 1, w), (0, w, w, w, 0, W2, w?),
(0, W2, W2, 0, w, w, W), (1, w, 1, w, w2, w?, w),
(0, 0, W2, W2, w, W2, w?), (w, W2, w, w, w2, w, 0),
W2, w, w, W2, w, 0, w), (W, w, W2, w, 0, w, W),
w, W2, w, 0, w, W2, W), (W2, w, 0, W, W2, W, W),
w, 0, w, W2, w, w, W?), (O, W, W2, W, W, W2, W),
(w,w,w,w,w,w,w), (1,1,1,1,1,1, 1,

w? 1,0,1,1,0, 1), (1, w? 1,0, 1, 1, 0),

(0,1, w? 1,0,1,1), (1,0 1,w% 10,1,
(1,1,0,1,w? 1,0), (0, 1,1, 0, 1, w2, 1),
1,0,1,1,0,1,w?), (W2, w? 0,0, 1,0,0),

(0, w?, w?, 0,0, 1, 0), (0, 0, w?, w?, 0,0, 1),

(1, 0,0, w?, w?, 0, 0), (0, 1, 0, 0, w2, w?, 0),
(0,0, 1,0,0,w?, w?), (w, 1,w,1,0,0,1),
w?,0,0,w? 1,1,1), w2 1, 1,1, w2 0,0),
w,1,0,0, 1, w, 1), w?0,0,1,0,0,w,
(1,w,1,0,0,1,w),(0,0,w? 1,1, 1,w,
(1,1,1,w? 0,0,w?),(1,0,0,1,w,1,w,
0,0,1,w,1,w, 1,0, 1w 1w10,@w1w100),
(1, w?,0,0,w?, 1, 1), (0,w? 1,1, 1, w?, 0),
(1,1, w?, 0,0, w?, 1), (w, w?, w, 0, 0, 0, 0),

w2, w,0,w, 1, 1,0, W2 w2 1,0, w3 0, 1),

w, w2, 0,1, 1, w, 0), W?, w, 0,0, 0, 0, w,

(w, 0, w, w?, 0,1, 1), (w, 1, w?, 1, w, 0, 0),



w2, 1, w,0,0,w, 1), (w,0,w,1 10w,
W2, 0,1, w?, w2, 1, 0), (w, 0,0, w, 1, w?, 1),
w?, 1,0, w?, 0, 1, w?), (w, 1, 1, 0, w?, w, 0),
w2, 0,1,1,w,0,w), (w, 0,0, 0,0, w, W,

(0, w, w2, w, 0, 0, 0), (0, w?, w, O, w, 1, 1),

(1, w?, w?, 1,0, w?, 0), (0, w, w?, 0,1, 1, w),
(1, w, 0, w, w?, 0, 1), (0,w, 1, w?, 1, w, 0),

(1, w?, 1, w, 0,0, w), (0, w?, 0, 1, w?, w?, 1),
(L, w,0,0,w, 1w, (O w1 1 0 w,w),
(0,0,0,0,w, w?, w), (0,1, 1, w, 0, w, W),

(1, 1,0, w?, w, 0, w), (0, 0, 0, w, w?, w, 0),
(1,0, w2, 0, 1, W%, wd), (0, 0, w, 1, w?, 1, w),
(1,1, w, 0, w, w?, 0), (0, 1, w?, w?, 1, 0, w?),
(1,0, w?, w, 0, w, 1), (0, 0, w, w2, w, O, 0),

(w, w, w, w, 0, 1, 0), (w, w2, w2, 0, w, 0, 1),
w2, w2, w, 1,0,w, 0), (w,w,w,O0, 1,0, w),
w2, w, 1, w, w2 1, 1), (w, w, 0, w2, 1, w?, 0),
w2, w2, 0,w, 0,1, w), (w, w?, 1, 1, w? w, 1),
w2, w, 1,0, w, 0, w?), (W, w, 0, 1, 0, w, w),
(w, 0, w2, w2, w, 1, 0), (W?, 0, w, w, 0, w?, 1),
w, 1, w, w?, 1, 1, w?), W%, 1, w?, 0, w, w, 0),
w, 0, w2, 1, w2, 0, w), W2, O, w, 0, 1, w, w?),
w, 0, 1, w, w?, w2, 0), W%, 1, 1, w2, w, 1, w),
w, 1,0, w, 0, w2, w?), (w, 0, 1, 0, w, W, W),
O, w, w, w, w, 0, 1), (1, w, w2, w2, 0, w, 0),
0, W2, W2, w, 1,0, w), (1, w2, w, 1, w, W2, 1),
O, w, w, 0, w2, 1, w?), (1, w, w2, 1, 1, w2, w),
(0, w, 0, w2, W2, w, 1), (1, w?, 0, w, w, 0, W?),
(0, W, 1, w2, 0, w, w), (O, w, 0, 1, w, w2, w?),
(1, 0, w, w, w, w, 0), (0, 1, w, w2, w2, 0, w),
1,1, w2 w, 1w, w, (1 0w 0w, w? w),
0, 1,0, w, W, W, W), (W, w, W2, w, w, 1, 1),
W2, w, w, w2, 0, w?, 0), (w, w2, w, w, 1, 1, w),
w2, w2, w2, 1, w, w, 1), (w, w, w?, 0, w2, 0, w?),
W2, w, w, 1, 1, w, w), (W, w, 1, w2, w?, w?, 1),
w2, w2, 1, w, w, 1, w?), (w, w2, 0, w2, 0, W, w),
w, w, 1, 1, w, w, w?), (W2, 0, w2, w, w, W2, 0),
w, 1, w2, w2, w2, 1, w), W%, 1w, w, 1w wd),
W2, 0, W2, 0, w2, w, w), (W, 1, 1, w, w, W2, w),

(1, w, w, w2, w, w, 1), (0, w2, w, w, w2, 0, w?),
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Ornek 2:

2 3

Cs= W2+ (X% +X2), 1+ X+ X2+ x3+x*+ x° +x5)

kodunun elemanlar asagidaki gibidir.

PadRight[CoefficientList
Expandi =+ W2+ X% +X2)] /. wr2+1 > w /.
XN -1 /. x"8—> X [.Xx "9 - x"2 /.
X"10 - X3 /. xM11 - x™4 /. xM12 - xN5 /.
X713 - X"6 /. x"14 - x"7, X, Modulus - 2],
{128, 7}]

PadRight[
CoefficientList
Expand]i = (W"2 + X% + X°) +
L+ X+ X224+ x "3+ XM+ x"
5+x"6)] /. wr2+1->w /.
X7 -1 /.x2"8 - X [.Xx"9—- x"2 /.
X"N10 - x"3 /. xM1 - x4 /. xM12 - xN5 /.
XM13 - X"6 /. X144 —» x™7, X, Modulus - 2],

{128, 7}]
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(0,0,0,0,0,0,0), (W?0,1,0,0,1,0),(0,w?0,1,0,0,1),
(1,0,w?, 0, 1,0,0), (0,10 w0,1,0), (0,010, w2 0, 1),
(1,0,0,1,0,w? 0), 0,1,0,0,1, 0w,

w2, w2 1,10, 1, 1), (1, w4, w2, 1, 1,0, 1),
(1,1, w% w3 1,1,0), (01,1, w w? 1, 1),
(1,0,1,1, w2 w2 1), (11,01, 1, w?, w?),
w, 0,w, 0,1, 1,0, W? 1,1, w3 0,0, 0),
w?,0,0,0,w? 1, 1), (w,0,1,1,0,w, 0),
w2, 1,1,0,1, 1, w9, O,w,0,1 10w,
(1,1, w2 0,0,0,w?), (0,0, 0, Ww?, 1, 1, w?),
0,1,1,0,w,0,w), (1,10, w,0 w0, (1,0, w0 w,O0, 1,
(O, w, 0,w, 0, 1, 1), (0, w?, 1, 1, w?, 0, 0),

(1, w4, 0, 0,0, w?, 1), (0, 0, w?, 1, 1, w?, 0),
w, w2, w, 1,111, ww 1 w00, 1),
w2, w2, 0,1, w2 1, 0), (w, w?, 1,00, w, 1),
w2 w, 1,11, 1,w, w1, w w1 0,0),
w, 0, w?, 0,w, 1, 1), w% 0w, 1 1, w,O0),
w, 1, w, 0,0, 1, w?), (W2, 1,0, w?, w?, 0, 1),
w, 1, 1, w, 0, w?, 0), (W2, 0, 1, w?, 1, 0, w?),
w, 0,0, 1, w2 w, 1), w3100 w1 w),
w, 1,111 ww), @Lww, w111,
(1, w2, w, 1, w, 0, 0), (0, w2, w?, 0, 1, w?, 1),
(1, w, w2 1,0,0,w), (O w 1w w1 0),
(1, w, 0, w?, 0,w, 1), (O, w?, 0,w, 1, 1, w),
(1, W2, 1,0, w?, w2, 0), (0,w, 1, 1, w, 0, w?),
(L, w, 0,0 1,w,w), (1111w w,w),
(1,0,0,w, 1, w, w?), (0, 0, 1, w2, w, 1, w),
(1, 1,1, w, w2 w, 1), 0, 1,w 1,0 w?, wd),
(1,1, w, 0, w?, 0,w), (0,0, w, 1, w, W?, 1),
(1,0, W%, W2, 0, 1, wd), (0, 1, w2, w, 1, w, 0),
(1,1, w, W% w, 1, 1), (w,w,w,w,1 0,2,
w, w2, w2, 1, w, 1,0, w2 w2 w,0, 1w, 1),
w, w,w, 1,0, 1, w), (W2, w, 0, w, w0, 0),
(w, w, 1, w2, 0, w2, 1), (W2, w2, 1, w, 1, 0, w),
w, w2, 0,0, w2, w, 0), W2, w, 0, 1, w, 1, W),
(w,w, 1,0, 1, w,w), (W, 1w w2 w,D0, 1),
w2, 1, w, w, 1, w?, 0), (w, 0, w, w2, 0, 0, w?),
w2, 0,w2, 1, w,w, 1), (w, 1, w2, 0, w?, 1, w),
w2, 1, w, 1,0, w, w?), (w, 1, 0, w, w?, w?, 1),
W2, 0,0, W2, w, 0, w), (W, 0, 1, w, 1, w2, w?),



w, 1,0 1,w,w,w), 1w w, ww,1 0,

O, w, w2, W2, 1, w, 1), (1, w2, w?, w, 0, 1, w),
(0, W2, w, 0, w, W2, 0), (1, w, w, 1, w?, 0, w?),
(0, w, W2, 0, 0, w2, w), (1, w, 1, w2, w?, w, 0),
O, W2, 1, w,w, 1, wd), (1, w2, 0, w?, 1, w, W),
(1, w, 1,0 ww,w, (01w ww,w,1l),

(1, 0, w, w2, w2, 1, w), (0, 0, W%, w, O, w, W2,
0, 1, w, 1, w2, w2, w), (1, 0, 1, w, w, W, W),

w, w, w2, w, w, 0, 0), (W%, w, w, W%, 1, w?, 1),
w, W2, w, w, 0, 0, w), (W2, w2, w2, 0, w, w, 0),
w, w, w2, 1, w2, 1, w?), W2, w, w, 0, 0, w, W),
w, w, 0, w2, w2, w2, 0), (W2, w2, 0, w, w, 0, w?),
w, w2, 1, w2, 1, w2, w), (W, w, 0, 0, w, w, W?),
W2, 1, w2, w, w, w2, 1), (w, 0, w2, w2, w?, O, w),
W2, 0, w, w, 0, w2, w?), W2, 1, w2, 1, W2, w, W),
w, 0, 0, w, w, W2, w), (O, w, w, w2, w, w, 0),

(1, w2, w, w, w2, 1, W), (0, w2, w2, w2, 0, w, W),
0, w, w, 0, w2, w2, w?), (1, W2, 1, w2, w, w, w?),
(0, 0, W, W, W2, W, W), (W2, w, W2, W2, w, w?, 0),
w, W2, W2, w, W2, 0, w?), (W2, w2, w, w2, 0, w2, w),

W2, w, W2, 0, W2, w, w?), (W, W2, 0, W2, w, w?, w?),

W2, 0, W2, w, W2, W2, w), (0, W2, w, W2, W2, w, W?),

w2, w2, w?, w2, w2, w2, w?), (1, 1,1,1,1, 1, 1),
w,1,0,1,10,1,(1,w,1,0,1,1,0,0,1,w,1,0,1, 1),
1,0,1,w,1,0,1,(1,1,0,1,w,1,0,(0,1,1,0, 1, w, 1,
1,0,1,1,0,1,w), (w,w,0,0,1,0, 0, (O,w,w,0,0, 1, 0,
0,0,w,w,0,0,1,(1,0,0,w,w,0,0), (0, 1,0, 0, w, w, 0),
(0,0,1,0,0,w,w), W?, 1,w? 1,0,0,1), (w,0,0,w,1,1,1),
w, 1,1, 1,w,0,0), W 10,0 1,w, 1), w0010, 0, w),
(1,w?,1,0,0,1,w?, (0,0,w, 1,1, 1,w), (1,11, w00, w,
(1,0,0,1,w?, 1,w?), (0, 0, 1, w?, 1, w?, 1),

0,1, w?, 1, w?, 1,0), (1, w?, 1, w?, 1, 0, 0),

14w, 00w 1D, Ow111w0,(1,1w,00w,1),
W2, w, w?, 0, 0, 0, 0), (w, w?, 0, w?, 1, 1, 0),

w,w, 1,0, w,0, 1), w?w,0,1 1w 0),

w, w2, 0,0, 0,0, W), (W2, 0, w2, w, 0, 1, 1),

w?, 1, w, 1, w?, 0, 0), (w, 1, w?, 0, 0, w?, 1),

w?,0,w?, 1,1,0,w), (w,0,1,w,w,1,0),

w2, 0,0 w2 1,w,1), w10 w0 1w,

w?, 1, 1,0, w, w?, 0), (W, 0,1, 1, w?, 0, w?),
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w2, 0, 0,0, 0, w?, w), (0, w2, w, w?, 0, 0, 0),

0, w, w?, 0, w?, 1, 1), (1, w,w, 1, 0, w, 0),

(0, w?, w, 0,1, 1, w?), (1, w?, 0, w?, w, 0, 1),

0, W2, 1, w, 1, w2, 0), (1, w, 1, w?, 0, 0, w?),

O, w, 0,1, w, w, 1), (1, w?, 0, 0, w?, 1, w),

(0, w?, 1,1, 0,w,w?), (0,0, 0,0, w2, w, w?),

0, 1, 1, w?, 0, w2, w), (1, 1, 0, w, w?, 0, w?),
(0,0, 0, w?, w, w?, 0), (1,0, w, 0, 1, w, W),

0,0, W%, 1, w, 1, wd), (1, 1, w?, 0, w2, w, 0),
0,1, w, w, 1,0, w), (1, 0, w, w2, 0, w?, 1),

(0, 0, W2, w, W2, 0, 0), (W2, w?, w?, w?, 0, 1, 0),
w2, w, w, 0, w2, 0, 1), (w, w, w?, 1, 0, w?, 0),
w2, w2, W2, 0, 1,0, w?), (w, w?, 1, w2, w, 1, 1),
w2, w2, 0,w, 1, w, 0), (w, w, 0, w2, 0, 1, w?),
W2, w, 1, 1, w, W2, 1), (w, w2, 1, 0, w?, 0, w),
w2, w2, 0, 1, 0, w2, w?), (W?, 0, w, w, W2, 1, 0),
w, 0, w2, W2, 0, w, 1), w2, 1, w2, w, 1,1, w),
w, 1, w, 0, w?, w?, 0), W2, 0, w, 1, w, 0, w?),
(w, 0, w2, 0, 1, w2, w), (W2, 0, 1, W%, w, w, 0),
w, 1, 1, w, w?, 1, w?), W2, 1, 0, w?, 0, w, W),
W2, 0, 1, 0, w2, w2, w?), (0, w?, w?, w?, w?, 0, 1),
(1, w2, w, w, 0, w2, 0), (0, w, w, w2, 1, 0, w?),
(1, w, w2, 1, w2 w, 1), (0, w?, W, 0,w, 1, w),
1, w2 w, 1,1, w,w, (0, w2, 0, w, w, W, 1),
(1, w, 0, w?, w2, 0, w), (0, w, 1, w, 0, w?, w?),
(0, W2, 0, 1, w2, w, w), (1, 0, w?, w?, w?, w?, 0),
0, 1, w2, w, w, 0, w?), (1, 1, w, w2, 1, w2, w),
(1,0, w?, 0, w, w, W), (0, 1, 0, w?, w?, w?, w?),
w2, w2, w, w2, w2, 1, 1), (w, w2, w2, w, O, w, 0),
W2, w, w2, w?, 1, 1, w9, (w, w, w, 1, w?, w?, 1),
w2, w2, w, 0, w, 0, w), (W, w?, w2, 1, 1, w2, w?),
w2, w2, L w, w,w, 1), (w, w, 1, w2, w2, 1, w),
W2, w, 0, w, 0, w, w?), (W2, w2, 1, 1, w2, w?, w),
w, 0, w, w2, w2, w, 0), W2, 1, w, w, w, 1, W),
w, 1, w2, w2, 1, w, w), (W, 0, w, 0, w, W2, w?),
W2, 1, 1, w2, w2, w, w?), (1, w?, w?
0, w, W2, W2, w, 0, w), (1, w, w, w, 1, w2, w?),
(1, w2, w2, 1, w, w, w), (0, w, 0, w, W2, W?, w),
(1, 1, w2, w2, w, w2, w2, (W, W2, w, w, w2, w, 1),
W2, w, w, W2, w, 1, w), (W, w, W2, w, 1, w, w?),

LW, W2 w2, 1),
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w, w2, w, 1, w, W2, w), (W2, w, 1, w, W2, w, W),
w, 1, w, W2, w, w, W), (1, w, W2, w, W, W?, W),

(W, W, W, W, W, W, W)
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Ornek 3:

3 2 3

C=WO+0C+x3+x*+x%), M+x+X%2+x2+x*+x%+x9))

kodunun elemanlar asagidaki gibidir.

PadRight[CoefficientList
Expandi = (U6 + X% + X3 +x* +x®)] /. ur4 > 1+u /.
urs - u”r2+u /.
ur6 - ur3+un2 /.
ur7 > ur3+u+1/.
ur8 »ur2+1/.ur"9->ur3+u/.
ul® 5 ur2+u+l /.
ur1l » ur3+ur2+uy/.
url12 - ur3+ut2+u+1l
/.urM13 > ur3+un2+1
/.ur1l4 > ur3+1
[ XNT =1 /. x"8—> X /. X9 = X2 /.
X710 - x"3 /. xM11 - x4 /. xN12 - x5 /.
XN13 = X6 /. x"N14 — X7, X, Modulus - 2],
{128, 7}]

0

PadRight[
CoefficientList

Expand[i = (U6 + X% + X3

+xX+x0) +
(I+X+Xx"2+x"3+
XN+ X5+ x"6)] /.
ur4 - 1+u/.
ur5 - u”2+u /.ur6 -
ur3+ur2 [.ur7 ->ur3+u+1 /.
ur8 - u"2+1 /. ur9->ur3+u /.
uv ->ur2+u+1/.uMll1->ur3+ut2+u
[.uM12 > ur3+ut2+u+1
/.uM13 > ur3+un2+1
/.ur1l4 > ur3+1
/. XN =1 /. x"8—> X [. X9 = X"2 /.
X710 - xN3 /. xM1 - x4 /. xN12 - x"5 /.
X"13 - X6 /. x"14 - X7, X, Modulus— 2], {128, 7}]
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(0,0,0,0,0,0,0), (8,0,1,1,1,1,0, (0, 80,1, 11,1,
(1,0,18,0,1,1,1),(1,1,0,u%0,1,1),(1,1,1,0,,0,1),
(1,1,1,1,0,° 0), (0, 1,1,1,1,0, ), 18 1,0,0,0, 1),
(1,8, 18, 1,0,0,0), (0, 1, ub, 8 1,0,0), (00,1, 5 b 1, 0),
(0,0,0,1, % 8 1), (1,0,0,0,1, b 8, W3 0 u3 100, 1),
W', 1,1, u3, 1,0, 1), 31,0, 1, Ul 1, 1),

W', 1,0,0 1, u 0, 8 1,000, 1, O,

0,u'3 1,00, 1,u), (1 1, u3 1,0 1, u,

(1,0,1,u®3 1, 1, u%), (1,0, 0, 1, U3, 0, U3,

0,0, 1, u'3, 0, U3, 1), (0, 1, u'3, 0, U%3, 1, 0),

(1, u3,0,u31,00), (1 u'® 1 1 ud 1 0),

(1, u'3 1,0, 1,ut 1), (0,1, ut3 1, 1, U3, 1),

W W, ut3 0,1, 1,0, B U, 1,8 01, 0),

w3, u3, 0,0, 8 0,0), U3 U0 1,0, 08 1),

w8, u'3 0,1, 1,0, ub3, 18, 1, ut? u' 0, 1,0,

w®, 1,8, 1, Wb, 0,0), (U°, 1,8, 0,0, b, 1),

w3, 1,8, 0, 1, 0, ut3), (8, 0, 0, U3, u'd, 0, 0),

w®, 0,0, 1,8 1), U, 0,0, 8 0,0, u3,

Wb, 0, 1,0, ut3 ut3 1), L3010, 1, uld,
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Ornek 4:

C= W+ WPx2+u"x3+ux*+ ul2x®),

A+X+ X2+ X3+ X+ x° +x8)

kodunun elemanlar asagidaki gibidir.

PadRight[
CoefficientList
Expand]i = (U6 + (U"5) % X2 + (UAT7) « X5 + (UA9) X* + (ur12) XO)] /.

urd > u* /.ur5 > uN2+U /.
uré - un3+unr2 /.

ur7 - ur3+u+1 /.

ur8 - ur2+1 /.ur9->ur3+u /.
ul® S5 ur24+u+1 /.UMl 5> ur3+UN2+U
[ uM12 5> ur3+utr2+u+1l
[.uM13 -5 ur3+un2+1
/.uMl4 - ur3+1
[. XN -1 [ X" > X /. XN - xN2 /.
XM10 - x"3 /. xM1 - x" /. xN12 - x5 /.
XM13 - X6 /. x"14 - x"7, X, Modulus— 2], {128, 7}]

0

PadRight[
CoefficientList
Expand[i = (U6 + (UN5) X2 + (UNT) X + (UN9) x* + (UM 12) X°) +
I+ X+X"2+ X "3+xM+
X754+ X76)] /. ur4 - u* /.
urs - ur2+u /.
unre - ur3+unr2 /.
ur7 > ur3+u+1/.
ur8 - ur2+1 /.ur9->ur3+u /.
uv->ur2+u+1/.ur1l1->ur3+u”2+u
[.uM12 5> ur3+utr2+u+1l
[ uM13 -5 ur3+utr2+1
/.url4 - ur3+1
/. XM -1 /. X8> X /. Xx"9 > x"2 /.
X"10 - X3 /. xMN1 - xMN /. xM12 - xN5 /.
XMN13 - X"6 /. x"14 - x™7, X, Modulus— 2], {128, 7}]
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BOLUM 5. SONUCLAR

GF(16) da toplamsal devirli ST , ST-tamamlanan ve tamamlanan kodlar tretildi.
Tamamlanan kodlarda d uzakliginin, benzerlerine gore (ayni uzunluk ve ayni eleman

sayist), biiylik olabilecegi goriildii.



BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

GF(4), GF(16) da olusturulan yapilar GF(2™) e genellestirilebilir ve DNA dizilimine

gore tam ters dizilimi bulmada tek bir islem olusturulabilir.



KAYNAKLAR

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

CALLIALP, F., Cebir, Sakarya Universitesi Yay. No: 16, Sakarya, 1995.

MONTGOMERY, H.L., NIVEN, 1., ZUCKERMAN, H.S., An Introduction
to the Theory of Numbers, Wiley, 1991.

ROMAN, S., Coding And information Theory, Graduate Texts in
Mathematics, Springer Verlag, 1992.

MACWILLIAMS, F.J. and SLOANE, N.J., The Theory of Error Correcting
Codes, North Holland Pub. Co., 1977.

ADLEMAN, L., Molecular Computation of Solutions to Combinational
Problems, Science, v. 266, 1021-1024, 1994.

KING, O., Bounds for DNA Codes with Constant GC-Content, J. Combin, 1—
13 2003.

FRUGTOS, A.G., LIU, Q., THIEL, A.J., SANNER, A.M.W., CONDON,
A.E., SIMITH L.M., CORN, R.M., Demonstration of a

Word Design Strategy for DNA Computing on Surfaces, Nucleic Acids Res.
25 4748-4757, 1997.

SIAP, i., ABUALRUB, T., GHAYREB, A., Cyclic DNA Codes Over the
Ring F,[u]/(u” —1) based on the deletion distance, Submitted.

SIAP, i., ABUALRUB, T., GHAYREB, A., A Similarity Cyclic DNA Codes
over Rings, International Conference on Bioinformatics and Biomedical
Engineering, May 16" to 18™ 2008, in Shanghai, PRC, IEEE, pp.. 612-615.

RYKOV, V., MACULA, A.J.,, TORNEY, D., WHITE, P., DNA Sequences
and Quaternary Cyclic Codes, IEEE, International Symposium on
Information Theory (ISIT 2001), p. 248, Washington, DC, 2001.

ZHE-XIAN, WAN., Lectures on finite fields and galois rings, World
Scientific, 2003.

CALDERBANK, A.R., RAINS, EM., SHOR, P.W., SLOANE, N.JA.,
Quantum Error Correction Via Codes Over GF(4), IEEE Trans. Inf. Theory
1369-1387, 1998.



[13]

[14]

[15]

[16]

76

MASSEY, J.L., Reversible Codes, Inf. Control, 369-380, 1964

ABUALRUB, T., GHRAYEB, A., XIANG, N.Z., Construction of Cyclic
Codes Over GF(4) for DNA Compoting, Journal of the Franklin Institute,
448-457, 2006.

ABUALRUB, T., GHRAYEB, A., XIANG, N.Z., A Special Class of
Additive Cyclic Codes for DNA Computing, Adaptive and Natural
Computing Algorithms, Springer Vienna, 284-287, 2005.

TUPLAN, D.C., HOOS, H., CONDON, A., Stochastic Local Search
Algorithms for DNA Word Design, Lecture, Notes in Computer Science,
Springer, Berlin, 2003, pp. 229-241.



77

OZGECMIS

Elif Segah Oztas, 26.11.1985 yilinda Elazig’da dogdu. Ilk 6gretimini Elazig’da
okudu. Istanbul Atatiirk Anadolu lisesinden 2003 yilinda mezun oldu aym yil
Sakarya Universitesini Matematik boliimiinii  kazandi. 2007 de Sakarya

Universitesinden mezun olup aym1 y1l Sakarya {iniversitesinde yiiksek lisansa basladi.





