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OZET

Anahtar kelimeler: Spektrum, Bir operat6rin spektn) Matris donglimleri, c ve ¢,
dizi uzaylan, ¢, Dizi Uzayl, ¢, ve b, Dizi Uzaylan, bv, Dizi Uzayl, by, Dizi

Uzayi, A fark operatoril, Cesaro operatoril, Rhaly operatoru.

“Bazi dizi uzaylarinin spektrumu” isimli bu tez gahasi be bolimden
olusmaktadir.

Birinci bolimde, sonraki bolimlerde kullanilacakaoltemel tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci bolimde, bazi dizi uzaylari Uzerindefark operatorii ves, genellatirilmi's

fark operatérinin spektrumu verildi.

Uclincli  bolumde, bazi dizi uzaylar uzerinde-Cesaro operatorii  vec,

operatérunun spektrumu verildi.

Dordunct boélimde, bazi dizi uzaylar Uzerinde Rhaberatorinin ve Kompakt
Rhaly operatérinin spektrumu verildi.

Son boluimde ise, elde edilen bazi genel sonucldmistir.

Vil



THE SPECTRUM OF SOME SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key Words: Spectrum, Spectrum of an operator, Maffransformations, The
sequences spacesandc,, The sequence spatg, The sequences spaagsandb,,

The sequence spade,, The sequence spabe,, The difference operata, Cesaro

operator, Rhaly operator.

This study which is entitled “The spectrum of So8efuence Spaces” contains five
chapters.

In the first chapter, some basic definitions andotems which are used in the
following chapters, are given.

In the second chapter, The spectrum of the diffsraperaton and The generalized
difference operatos , on some sequences spaces are given.

In the third chapter, The spectrum of {fieCesaro operator angl. operator on some
sequences spaces are given.

In the fourth chapters, The spectrum of The Rhalgrator and The Compact Rhaly
operator on some seguences spaces are given.

The last chapter gives some general results whieblatained.

Viii



BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu bolumde, dier bolimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoemkrilecektir.

Tanim 1.1.1.X # @ ve K = R veyak = C olmak lUzere

+HXXX->X GKXX X

(x,y) > x+y (Ax) = Ax

ikili i slemleri va, f € K veVx, v,z € X igin

1) x+y=y+x

2) (x+y)tz=x+(y+2)

3) ¥x e Xicinx +e = ¢ + x = x olacaksekilde bire £ x vardir.

4) wx € Xicin x + (—x) = (—x) + x olacaksekilde bir —x € x vardir.
5 1.x=x

6) a.(x+v)=a.x+a.y

7N (a+p)x=ax+f.x

8) a.(f.x)=(a.f).x

sartlarini sgliyorsa (x,+,.) Uclusune,x Uzerinde bir lineer uzay (vektér uzayi)

denir.



Tanim 1.1.2x, K cismi (( = R veyak = C ) Uzerinde bir vektdr uzayi olsun.

ILI:X =R, , x—=lx|

donGimivx, y € X veVa € K IGIn

(N xl=0=x=8
(N2)|| cex |= |e| Il x Il

(N3)| x+ v <=1l +Il v Il (Ucgen gitsizligi)

Ozelliklerini sa&liyorsax Uzerinde norm adini alir ve bu durumgs |. ||) ikilisine

bir normlu vekt6r uzayi adi verilir [28].

Tanim 1.1.3Bir (X, |I.1) normlu uzayindaki her Cauchy dizisiicinde bir limite
sahipse, bu (X, ].1) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzayird

X bir normlu uzay olmak tzere,

B(X)={x€X: Il x|I<1}

kimesiney uzayinin kapali birim yuvari,

S(X)={x€X: IlxI=1)

kiimesine isey uzayinin birim kuresi denir.

Tanim 1.1.4.x ve ¥ bir K cismi (K = R veyak = C ) Uzerinde tanimli normlu

uzaylar olsun4: ¥ — ¥ fonksiyonu; v x, x, € Xxvev i, u € Kigin,



A(dxy + px,) = AA(xy) + pA(x,)

X ‘deny ‘ye bltun lineer operatdrlerin kimeisix, ¥) ile gosterilir [25].

Tanim 1.1.5x bir K cismi (K = R veyak = € ) Uzerinde bir normlu uzay olsun.
A: X — K lineer bir operator isej operatdriner Uzerinde bir lineer fonksiyonel

denir. Yani; bir lineer fonksiyonel kompleksgeli bir lineer operatdrdur [25].

Tanim 1.1.6X bir K cismi (K = R veyak = C ) Uzerinde bir normlu uzay olsuf.
tzerinde tanimli battn lineer fonksiyonellerdensaluL(x, k) uzayinax uzayinin

cebirsel duali denir vé&* ile gosterilir [25].

Tanim 1.1.7.4: X — ¥ lineer operatdru verilsin.

Cekd = {x € X: Ax = 0}

kimesine4 operatérindn sifir uzay veya cekigddenir [43].

Teorem 1.1.84 lineer operatdrundin bire bir olmasi igin gerekeygart CekA = {0}

olmasidir [43].

Tanim 1.1.9. & ve Y bir Kk cismi (K = R veyak = € ) Uzerinde tanimli normlu

uzaylar ved: X — ¥ lineer bir operator olsun.gér; v x € X igin,

lA(x) Il < M x|



olacaksekilde sabit birss sayisi mevcut ise4 operatérine sinirli-lineer bir operatér

denir.

X ‘deny ‘ ye butln sinirh-lineer operatdrlerin kiimessix, v) ile gosterilir [25].

Tanim 1.1.10. X veY bir K cismi (K = R veyaKk = C ) Uzerinde tanimli normlu

uzaylar ved: ¥ — ¥ lineer bir operator olsun.gér; ¥ x € X igin,

lA(x)Il = k| =

olacaksekildek = 0 sayisI mevcut isej operatdriine alttan sinirli operator denir [9].

Tanim 1.1.11x bir K cismi (K = R veyak = € ) Uzerinde tanimh bir normlu uzay
olsun.A4: X — K sinirli-lineer bir operator isg, operatoriiner tzerinde sinirli-lineer
bir fonksiyonel denirx tGzerinde tanimh butin sinirli-lineer fonksiyoreih kiimesi

B(X, K) ile gosterilir [25].

Tanim 1.1.12% bir K cismi (K = R veyak = C ) Uzerinde tanimli bir normlu uzay
olsun. x Gzerinde tanimh batin sinirh lineer fonksiyoeetlen olgan B(X, K)

uzayinay uzayinin surekli duali denir v&" ile gosterilir [25].

Tanim 1.1.13x bir Banach uzayi vel € B(X) olsunyf € X* vevx € X icin,

(A7) (x) = f(Ax)

seklinde tanimli 4* operatdriine4 operatorinin adjoint operatorld denir Yie

Uzerinde sinirli-lineer bir operatérdur [11].



Tanim 1.1.14.T: ¢ — ¢ bir A matrisi olarak verilen sinirli-lineer bir operatise,

T*:c* — ¢" adjoint operatorit @ ¢, Uzerinde tanimli ve

;0
y

seklindeki matris formuna sahiptir ve burada;

¥ A matrisinin satir toplamlarinin dizisinin limit- 4 matrisinin sdtunlarinin

limitinin toplami,

b : ¥ k € N igin, A matrisinin k. sutununun limiti olarak tanimlanan girise ait

sutun vektorudur [45].

Ornek 1.1.15. Kullanggmiz bazi matris operatorlerinin adjoint operatdnie
verelim:

A:c — ¢ ve A:b, — b, sinirh bir operator oldtundan;

v=l) 2}

Aicg =, , Aby =4, Ak, =€, ve Aby,— by, sinirh bir operator

oldugundan;

Az ¢, — ¢, SInirli bir operatér oldgundan;

Cy:cy — cg V€ Cy:bv, — by, sinirl bir operatdr oldiundan;



Teorem 1.1.16.4 lineer operatbri ygun bir gorintl kiimesine sahipti A

operatoru 1-1dir [17].

Teorem 1.1.174* adjoint operatori 6rtendi# A~* sinirlidir [17].

Tanim 1.1.18.x ve ¥ normlu vektor uzaylar olsumi:x — ¥ operatori x
uzayindaki sinirh kiimeleriyv uzayinda goreceli kompakt (kapginikkompakt)

kiimelere dongttrtyorsa bir kompakt operatdr adini alir [38].

Tanim 1.1.19.x bir vektor uzayl vex € X olsun. Bir /: X — X donGumd, ¥ x
vektorl igin, Jx = x ise; ] dongUmune O6zdgik donlsUmi veya birim operator

denir [38].



Tanim 1.1.204: X — ¥ sinirli-lineer bir operator olsun.

JAll = inf{M > 0: ||Ax|ly, < Mllx|l;,¥x € X}
esitsizligini saglayan en kicuhky sayisinad operatoriniin normu denir [38].

Tanim 1.1.214: X — X bir K cismi (K = R veyak = C ) lUzerinde tanimlanmbir
bir lineer operatdr olsunix = Ax denkleminini € K, x € X, x = 0 olacaksekilde
bir ¢6zimu bulunabiliyorsgl skalerineA operatorinun ozgeri, sifir olmayanx

vektorine de bir 6zvektori denir [38].
1.2. Dizi Uzaylar1 ve Matris Dongumleri

Tanim 1.2.1K = R veyak = C olmak Uzere
w={x=(x,)ew: x:N—->Kk-x, =(x.)]

kiimesine buttn dizilerin kiimesi denir.kiimesi,
(22, (7)) = (x + 3) Ve (4, (x) = (Ax)

ikili islemleri ile k¥ Gzerinde bir vektdr uzayidine’ nin herhangi bir alt vektor

uzayina bir dizi uzayi denir [14].

Ornek 1.2.2.

£, = {1‘ = (x,) Ew:sup|x,| <o }

K



c= {x = (x,) € w: (x,) vakinsak yani lim x, mevcut ]

Ko

€ = {x = (x) Ew: lim x, = ﬂ}

L el

bs ={x = (x, ) Ew: (Z xk) € FE],

\ k=0
i 1]

s =4x = (x,) Ew: (ZJ;;{)E c].
% k=0

i

€, =x = (x,) € wr Z|xk|"’-~‘i Eﬂ]. (1<p <o)

~ k

bv',_, = {.r = (x,) € w: lek —x,,|7 < l::r':Ir (1<p=<om)
x

bv = [.‘r: = (x) Ew: x|+ Zh’k — Xpaql <0
k

uzaylari birer dizi uzayidir [14].

Tanim 1.2.3( K-, FK-, BK-Uzaylari )4 bir lineer topolojik uzay olsuryi € W igin
p,(x) = x_. seklinde tanimlanarp : 41 — € donGumu slrekliysei’ ya bir K-uzayi
denir. Tam lineer metrik bik-uzayina birF K-uzayi, normluFk-uzayina da bis K-

uzayi denir [12].

Ornek 1.2.4.£_,c vec, uzaylar x ||.= sup, |x, | normuna gorel < p < oo igin

£, uzayi dall x Il,= (X, kalf’)l-’rﬂ normuna gore bires k-uzayidirlar [27].
Teorem 1.2.58 K-uzaylari arasinda tanimlanan lineer démiler sureklidirler [45].

Tanim 1.2.64 ve y iki dizi uzayl ve A = (a,,) @k =012 ..) reel yada



kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Hersbe N icin A4, (x) = X, a,,.x

nk Xk
yakinsak isedx = (A, (x)) yazilir. BBerx = (x,) € A ikenAx = (A, (x)) e pise o
zamanA’ ya A dizi uzayindanu dizi uzayina bir matris dogimudur denir ve bu

durumaA: A — p olarak gosterilir4x dizisine dex’ in A-donUumu denir.

(A: ) ile A: 41 — p olan batina matrislerinin kimesini(A: »; p) ile de limit ya da
toplami koruyan A: 1 — u seklindeki butiin A matrislerinin  kiimesi g0sterilir

(A: p; p) = (A: ) oldugu aciktir [29].

Tanim 1.2.7.4 = (a,,) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisumm
¥n =012 ..1Cin 4 (x) =%, a,,x, mevcut velim, 4 (x) =l Cisex = (x,)
dizisine! sayisi iginA-toplanabilirdir denir. Bu dururs’ in A-limiti I’ dir diye ifade

edilir ve A — lim, x, = I olarak gosterilir [27].

Tanim 1.2.8.4 = (a,,) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisurm
k=n olanv¥n,k € N i¢iN a,, =0 ise A = (a,,) Matrisine alt tggensel matris,
k <n olanvn,k € N i¢in a,, =0 ise A = (a,,) Matrisine Ust tggensel matris
denir.A = (a,,) Ugcgensel matrisindgn € M i¢in a,,, = 0 ise4’ ya normal matris

denir [14].

Teorem 1.2.94 € (c: ¢) olmasi igin gerek ve yeteart

i)sup ) la,,| <
nEN &
g
ii) Bama € C’ lericin lim Q,, =

rn—oc

k
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iii) Her bir k € N icin ll_l:r; G, = O

olmasidir [29].

Teorem 1.2.104 € (c: ¢; p) olmasi igin gerek ve yeteart

1) Her bir k € N icin |1_1:r:1: a,, =0

iii) lim a,, =1
n—*oc b
k

olmasidir [29].
Tanim 1.2.11. Teorem 1.2.10. dahkrtlarn sglayan bir matrise Toeplitz matrisi veya

reguler matris denir. Bu tip matrisler kisagganatrisi olarak gosterilirler.

Tanim 1.2.12.%n, k € N icin

! (0<kx=
C‘,.;;={ (0£k =n)

n+1
5 (k> n)

seklinde tanimlananc, = (¢, ) matrisine 1. mertebeden Cesaro ortalamasi denir

[40].

Tanim 1.2.13.r- € R ve ¥n,k € Nigin

1 Lo o
C'n;{:{' )7 (0=k<mn)

|._?".—D:|. (’I“ - ﬂj
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seklinde tanimlanarc, = (¢, ) matrisiner-Cesaro matrisi denir [1].

Teorem 1.2.14c,: c — ¢ bir operatOr olsun. Bu takdirde,. operatorii kompakttir

1.

Tanim 1.2.15¥#,k € Nigin

) _{(—1]”"“ (n—1<k<n)

ko 0 (0=k <n—1yadak =n)
ve

d _{(—'lj”_:'r (nsk=n+1)

= 9 (0<k<nyadak>n+1)

seklinde tanimlanamy'* = (4_,) ve a! = (d,, ) matrislerine fark matrisleri denir

[40].

Tanim 1.2.16. Herhangi bir sakit € N ve wn,k € Nicin

J::: _ (—1)=* (n ;r:t ,L;) (max{0,n —m} < k < n)
' 0 (0 = k << max{0,n —m} yadak > n)

seklinde tanimlanan ‘™= (& :*") matrisinem. mertebeden fark matrisi denir [40].
Tanim 1.2.17v = (v,) dizisi;
lim, ,_ v,=L=>0 Ve sup, v, <2L

A= 2o

Ozelliklerini sa&layan ya sabit yada kesin azalan pozitif reel saylbir dizisi olsun.

v nk €N icin;
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o _oetzien
Onie = 0 {Di_fkcin—l}'adak}ﬂj

seklinde tamimlanan = (4, ) matrisine genelkgiriimis A fark matrisi denir [41].
Tanim 1.2.18vn,k € Nigin

)L = lim, (n + 1)a, mevcut, sonlu ve sifirdan farkli
¢ nicgin; a, =0
i) i # jigin; a, + a;

IV)a = (a,,) dizisi monoton azalan

kosullarini sglayan,

_Fﬂnkzﬂn , (k=n)
Tnke = 0 (k=>n)

seklinde tanimlir , = (r,,,,) matrisine Rhaly matrisi denir [49].

Teorem 1.2.19. ger; L = lim,(n + 1)a, = 0 ise; R, matrisi ¢, ve ¢ uzaylar
tzerinde kompakt bir operatordir v = R_ olarak gosterilir [48].
Teorem 1.2.20. ger; {(n+ 1)a,} sinirh ise, M = R_ matrisi ¢, ve ¢ uzaylar

Uzerinde sinirlidir [23].
Teorem 1.2.210 < lim, (n + 1)a, = L < o Ve

»

z,,.:l_“.l_% , (A#0,1€C)

& =0



13

olsun. Bu takdirde; £¥_, Z,, serisini kismi toplaminin sinirli olmasi icin geree

yetersart LRe ( %) =1 ve i = L olmasidir [47].

Teorem 1.2.22. ger; Re ( % ] = a ISe;N — w i¢in,

N 1
_Nal

N-1
[]]:-<

A
k=0

olur. Burada,(2=) ve (Z2z) ifadelerinin her ikisi de sinirli olgundan,a, > b
b n

&Zq n

notasyonu kullanihr [50].

Teorem 1.2.23. ger; {(n +1)a,} monoton velim, (n+ 1)a, =L < = ise,

R, € B(bv,) olur [47].

Teorem 1.2.244 = (a,, ) matrisininT € B(£,) sinirl lineer operatorini Urets A

matrisinin sttunlarini#, normlarinin supremumu sinirlidir [19].
Sonug 1.2.254: £, — £, sinirli-lineer bir operatordur vigall, ., y = 2 dir [19].
Teorem 1.2.264 = (a,, ) matrisininT € B(bw,) sinirl lineer operatorini Urets

()¥ ki¢in; lim,, a,, =0,

(i 114l by, ‘= SUPN Z::|Z'~::=c(ﬂ.--.:\- —a, —1.;-:” = o

olmasidir [47].
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Teorem 1.2.274 = (a,, ) matrisininT € B(b,) sinirl lineer operatérunt Ureti

<. 00

[
Z(ﬂ.--.:: — Quoy k)
k=1

Ozelligini saglar [19].

Sonug 1.2.284: b, — b, sinirli-lineer bir operatordir vieall, ., , = 2 dir [19].

Teorem 1.2.294 = (a,, ) matrisininT € B(c) sinirli lineer operatorini Ures

(i)A matrisinin satirlarg; tGzerinde ve onlari; normlari sinirli,
(i) A matrisinin sUtunlare Uzerinde,

(iif) A matrisinin satir toplamlarinin dizisitizerindedir.
T operatoriiniin normu satirlagn normlarinin supremumunaitir [11].

Sonug 1.2.304: ¢ = ¢ sinirli-lineer bir operatérdir viea || = 2 dir [11].

(o)

Teorem 1.2.314 = (a,, ) matrisininT € B(c,) sinirli lineer operatorinl Uress

(1)A matrisinin satirlarg, Gzerinde ve onlarii, normlari sinirli,

(i) A matrisinin sttunlari, Gzerindedir.
T operatorinin normu satirla#n normlarinin supremumunaitir [11].

Sonug 1.2. 324: ¢; — ¢, sinirli-lineer bir operatordir v, .., = 2 dir [11].



15

Sonug 1.2.33¢;: ¢, — ¢, sinirli-lineer bir operatérdar viec, ||, ., = 1 dir [5].

Teorem 1.2.34Weierstrass Kriteri] A, sinirl olmak Gzere;

icin, kompleks terimlerin bif"_, a, serisinin mutlak yakinsak olmasi igin gerek ve
yetersart Re(b) = 1 olmasidir, buradah kompleks bir sayid = 1 ve Re(b) , b
kompleks sayilarinin reel kismi olarak tanimlagimi Re(b) < 0 igin; verilen seri

her zaman iraksaktir gér; 0 <= Re(b) < 1 ise,

= =
Zlan _a.".-ll ' Z(_l)ﬂan
n=0 n=0

serilerinin ikisi de yakinsaktir [21].

Tanim 1.2.35.4 bir dizi uzayl olmak Uzere bid sonsuz matrisinini uzayindaki
matris toplanabilme bolgesi olai, kimesi;i, = {x = (x,) € w: Ax € A} olarak

tanimlanir [12].
1.3. Spektrum

Tanim 1.3.1.x = {#] kompleks normlu bir uzayd : ©(4) = X (D(A)cC X)
lineer bir operatér veieC olsun. 4, = A— Al seklinde tanimlanir ve

A7t = (A — Al operatOriinet operatoriiniin ¢ozlict operatoru denir [11].

Tanim 1.3.2.x = {8} kompleks normlu bir uzay A : ©(4) = ¥ (D(A)c X)
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lineer bir operator ve. € C olsun. Bu takdirde;

i)A7* operatori mevcut
i) A7 operatoru sinirli

iii) A7 operatorix Gzerinde ygun olan bir kime zerinde tanimli

sartlarini sglayani skalerine4 'nin reguler elemani denir [11].

Tanim 1.3.3.x = {#} kompleks normlu bir uzay vei : D(4) = X (D(A)c X)
lineer bir operatorolsun. 4 'nin butin reguler elemanlarini iceren kimeye

operatorunurgdzicu kimesi denir va( 4) ile gosterilir [11].

Tanim 1.3.4. x¥ = {#} kompleks normlu bir uzay va : ©(4) = ¥ (D(4)c X)

lineer bir operatoolsun.p(4) kimesininl! ‘'ye gore tiimleyeni olan

a(d) =C\ p(4)

kiimesine4 operatorindn spektrumu denir [11].

Tanim 1.3.5. x = {8} kompleks normlu bir uzay va : D(4) = X (D(4)c X)

lineer bir operatdolmak tzere;

0,(A) = {4 € C: A" mevcut degil}

kimesine nokta spektrum denir ve bu kiimenin eleanaidz dgerlerden olgur
[43].
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Tanim 1.3.6.x = {#} kompleks normlu bir uzay ve : D(4) = X (D(A) < X)

lineer bir operatdolsun.

o.(A) = {4 € C: A7' mevecut ve sireksiz, R(4 — Al) = X}

kiimesine surekli spektrum denir [43].

Tanim 1.3.7.x = {#} kompleks normlu bir uzay vei : D(4) = X (D(A)c X)

lineer bir operatoolsun.

0,(4) = {A€C: A]' mevcut,R(A — AI) # X}

kiimesine artik (residual) spektrum denir [43]

Tanim 1.3.8.x bir banach uzayi va € B(x) olsun. Bu takdirde;

R(A) ve A1 icin g tane olasilik vardir:

(Dr(4) = x,
(1) R(A) = R(A) = X,

() R(A) = X,

ve

(1)A~* mevcut ve surekli,
(2)A~* mevcut fakat surekli ¢,

(3)A~* mevcut dgil.

A, ve A7'icgin de Ug tane olasilk vardir:
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(l)R(r‘;) =X,
(INR(A;) =R(A,) =X,

() R(A,) = X,

ve

(1)A; bire-bir ve A;* surekl,
(2)A; bire-bir fakat A;* surekli deil,

(3)4, bire-bir deil.

Yukarida yapilan siniflandirma  Golberg® in4, = A— 4l  operatorind

siniflandirmasidir. Yukaridaki butin mimkin olamsoliklar hesaplanirsa dokuz
farkli durum ortaya cikar. Bunlar;

I, 1, Iy, 11y 11, 11y, 11, , 111, ve 11l olur. Orngin; A € 11, (A, X) yazilirsa,

bu4, e 11, demektir. Yani;

R(A4;) # R(A,) = X ve A, bire-bir fakat 47* strekli dgildir. Eger;

A; € 1,veyaq, € 11, ise; A € p(A),

A; €1y, A; € 11y veyaA, € 111, ise; 4 € a, (4),

€1, veyaA, € I, ise;i € g.(A),

A, € 111, veyaA, € I1l, ise; 1 € g, (A) olur.

Tanim 1.3.9.x kompleks bir Banach uzayi v& £ B(X) olsun. 4 operatortndn

spektral yaricapi-_(4), kompleksi bolgesini iceren en kuguk kapall ¢emberin
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yaricapidir. Yani,
r.(A)= sup |A]

iealaX)

sayisina gttir ve o (4, x) bolgesini icerir. Buradan hareketle; kompleks Banach

uzayi Uzerindeki sinirli-lineer b operatorinin spektral yarigapi icin

r.(4) = |lAll

esitsizligi elde edilir [22].



BOLUM 2. BAZI DizI UZAYLARI UZER INDE A FARK

OPERATORUNUN SPEKTRUMU

2.1. ¢ ve ¢, Dizi Uzaylar Uzerinde A Fark Operatoriiniin Spektrumu

Teorem 2.1.1g(4,c,) = {4 € C:|A — 1] < 1} dir.

Ispat: Bu teoremin ispati igifia — A7)~* operatdrinin mevcut Vieg o(4, c,) igin;
(4 — A" E(cy o) oOldugunu  gbstermemiz  yeterlidir. 4 — A7 Uggensel
oldugundan;(a — Ar)~* mevcuttur ve(4 — iI)x = y denkleminin y ‘ye bgli olarak

X i¢in ¢OzUmi(a — Ar)~* operatOrini verir. Bu ¢cozimde#in, k € N igin,

-k .
(a—an =[T k<n
0 n>k
olarak elde edilir. Buradan ;
- (1= A)F
ll(a—an71 = sup (—J::: o) (2.1.1.1)

(epcy)

yani,(4 — AI)™* € (¢, ¢,) Olur. Buna ek olarak, ne zamire o(4, ¢,) olursa

ll(a—an~* =

(£gey)
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oldugu (2.1.1.1) den gordldr.
Teorem 2.1.2¢,,(4,c,) = 0 dir.

Ispat: Kabul edelim kix # 8 = (0,0,0, ...) € ¢, i¢in, Ax = Ax olsun. Buradan;

Xpg = AXy

Xy — X = /:._1'1 2121)

denklem sistemi elde edilir. Kabul edelim ki;= (x,) dizisinin sifirdan farkli ilk

elemanic, olsun. Oyle isei = 1 ve vk € N igin,

olur. Bu dax, = 0 kabullne ters oldiundan ispat tamamlanir.
Teorem 2.1.30,(4%,¢,") = {4 € C: |4 — 1| < 1} dir.

Ispat: Kabul edelim ki;x = 8 = (0,0,0,..) Ec,” = £, i¢in, A"x = ix olsun.

A"x = Ax denkleminin ¢dzUmunden;

Xg — Xy = AX,

Xy = Xy = Ax, (2.1.3.1)
.".-: - .‘i'a = .).-.'t-:

denklem sistemi elde edilir. Buradan,
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x, =(1—4)"x,

olur. Bu da gosterir kix € £, olmasi i¢in gerek ve yetgart|i — 1| < 1 olmasidir.

Teorem 2.1.4g,(4,¢,) = {A € C: |4 = 1] < 1} dir.

Ispat: |4 — 1| < 1 icin, 4 — AJ operatorii 1-1 oldundan dolayi tersi mevcuttur.
Fakat, Teorem 2.1.3. dei; — A7 operatori 1-1 dgldir. Buradan da, Teorem 1.1.16

dan; R(4 — iI) # ¢, oldugu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.55.(4,¢c,) = {4 € C:|4 — 1| = 1} dir.

Ispat: 2 = 1 oldugu icin, 4 — Al operatori Ucgenseldir ve boylece tersi vardir.
Buradan, Teorem 1.1.16 dam® — il operatdéri 1-1 olur ve boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 2.1.6g(4,¢) = {A € C: |4 — 1| = 1} dir.

Ispat: Teorem 2.1.1’ in ispatinda kullanilan yonienbenzewekilde ispatlanir.

Teorem 2.1.70,(4,c) = O dir.

Ispat: Teorem 2.1.2’ nin ispatinda kullanilan yontenbenzesekilde ispatlanir.

Teorem 2.1.80,(4%,¢") ={A € C:[4A — 1| < 1} v {0} dir.

Ispat: Kabul edelim kix # 8 = (0,0,0,...) € ¢* = £, i¢in, A*x = Ax olsun.

A*x = Ax denkleminin ¢ozUmunden;
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0= Ax,
Xy~ X = Ax, (2.1.8.1)
X, — X3 = Ax, : :
denklem sistemi elde edilir. Buradan;
x, = (1= )" xy5(n 2 2) (2.18.2)

esitli gini elde ederiz. Ber, x,=0 ise, A=0 olur. Bu yuzden; i=0,
x = (x,,0,0,...) 6zvektorine karlik gelen bir 6zdgerdir. Eger; 2 = 0 ise,x, =0
olur ve (2.1.8.2)’den gorulur ki;x € £, olmasi igin gerek ve yetgart [1 — 1] < 1

olmasidir.

Teorem 2.1.90,(4,¢) = o, (4%, ¢") dir.

Ispat: Teorem 2.1.4’ Uin ispatinda kullanilan yontienbenzeekilde ispatlanir.

Teorem 2.1.105_(4,¢c,) = {4 € C: |2 — 1| = 1} {0} dIr.

Ispat:4 = 0 sarti eklenerek, Teorem 2.1.5' in ispatinda kullaniyontem ile benzer

sekilde ispatlanir.

Teorem 2.1.11a(A, £, ) ={A e C: |4 — 1] < 1}.

Ispat: 4 matris operatoriz Uzerinde sinirli ise;s(4,c) = (4, £..) olur [15]. Oyle

ise; A = A alinarak, Teorem 2.1.6’ nin ispatina bengilde yapilir.

Lemma 2.1.12.1: ¥ — X operatorix banach uzay Uzerinde kompakt-lineer bir

operatdr olsun. Bu takdirdeT operatdérinin mevcut ve sifirdan farklian
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v A spektral elemarfr operatorinin bir 6zgeridir.

Sonug 2.1.13. Lemma 2.1.12 ile Teorem 2.1.1 ve dmo2.1.10'dana operatori

kompakt dgildir.

Teorem 2.1.14. Kabul edelim ki — 1| < 1 olsun. Bu takdirdes = il + (1 — 4)4

operatorinin yakinsaklik bolgesdizi uzayidir.

Ispat:i = 1 ise; ispatlanacak bgey yoktur. Kabul edelim kii = 1 olsun. O zaman,
Teorem 2.1.6'dan vei’ nin segiminden;i — [/ (1 — A)]I operatorininE (c)

Uzerinde tersi mevcuttur. Bu da

at=2(@a-=n1eB(

demektir. 4 operatori tggensel va(c)' nin lGzerinde oldgundan dolayi;A~*

konservatiftir. Bu daig = ¢, oldugunu gosterir [45].
2.2.¢£, veb, Dizi Uzaylari Uzerinde A Fark Operatdriiniin Spektrumu
Teorem 2.2.1g(4,¢,) = {4 € C:|A — 1| < 1} dir.

Ispat: 2 — A1 operatorl Uggensel olgu icin, (A4 — Ar)~* mevcuttur.(4 — il)x = v

denkleminin y ‘ye bgh olarak x igin ¢ozimi(4 — Ar)~* operatoruni verir. Bu

cb6zimdenyn, k € Nicin,
(1-a)%

(4— ANt =1a-a™*
0

>
[

]
W
= 2
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olarak elde edilir. Buradaiig — A1)~ € (#,: £,) olmasi i¢in gerek ve yeteart

= 1
su - — <
kpzzi (1-4)"

dur. |4 — 1] = 1 oldugunda
(A=A € (£,:4,)

oldugu gorultr. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.20,,(4,¢,) = 0 dir.

Ispat: #, c ¢, oldugundan dolayi, bu teoremin ispati Teorem 2.1.3'(jpatis gibi

yapilir.

Teorem 2.2.3§P(ﬂ‘.€1‘j ={ieC:|A—-1]| <1}

Ispat: Kabul edelim ki;f #8 =(0,00,...)€£," =£_ icin, A"f = Af olsun.

o

A*f = Af denkleminin ¢ozUmunden;

fo—HL=4fy
H—f=4f

fi— =44

denklem sistemi elde edilir. Buradire N icin,

fi=01- fijkfﬂ
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olur. Bu da gosterir kif = (f,) € £, olmasi icin gerek ve yeteart |1 — 1| < 1
olmasidir. Bunun anlamg; = 0 ve|i — 1| = 1 ise,f € ;" olur. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 2.2.4g,(4,¢,) = {4 € C: |2 — 1| < 1} dir.

Ispat: |4 — 1| < 1 icin, 4 — Al operatorii 1-1 oldundan dolayi tersi mevcuttur.
Fakat, Teorem 2.2.3 desl; — Al operatori 1-1 dgldir. Buradan da, Teorem 1.1.16

dan;R(4 — AI) # ¢, oldugu elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Teorem 2.2.55_(4, £,) = @ dir.

Ispat: ¢(T,X) = 0,(T.X) U, (T,X) U o (T,X) oldusundan; o (4,£,) = © olmak

zorundadir.

Teorem 2.2.65(4,b,) = {4 € C:|A — 1| < 1} dir.

Ispat: (4 — AIx = v denkleminin y ‘ye bgli olarak x icin ¢ozumu(a — A7)~

operatorind verir. Bu ¢ozimdesii, k € N igin,

olarak elde edilir. Buradan;

i _ Yi— V=1 ,
Xy —Xpq = {1—/‘.]“_3*1'(;(Ehj
i=e
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olur ve (4 — Ar)~* sinirh olmasi igin gerek ve yetgart |[i— 1| = 1 olmasidir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.7||4ll ., = 2 normuilea € B(bv) olur.

Ispat: 4 operatorinin lineegini gostermek kolaydir. Bu yuzden detayll olarak

verilimeyecektir. Herhangi bir = (x,) € bv dizisini alalim. Buradan;

llall,,, = (zl-":{ — Xpmg — (Xpm1 — -":.:—:]l)

A

_:le;\- _-1-,1:-1' "'le;;_i — -'ﬁ;-_jl = 2”\“&,1

oldugundan dolays;

lAllpppey = 2 (2.2.7.1)

olur. Diger taraftan; Teorem 2.2.6’ dan,

2 < 114 sy (2272)
esitsizligini elde ederiz. Sonug olarakz.2.7.1) ve (2.2.7.2) ssitsizliklerinden,
”d”f_b:‘.b:'_- =2

oldugu gorultr. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.8¢,, (4, bv) = @ dir.
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Ispat: Kabul edelim kix = 8 = (0,0,0,...) € bv igin, Ax = Ax olsun. Ax = Ax

denkleminin ¢6zimunden;

X, = Axg,
xy— x5 = Ax,
X, —x; = Ax,

denklem sistemi elde edilir. Kabul edelim ki;= (x,) dizisinin sifirdan farkli ilk

elemanic, olsun. Oyle isei = 1 ve vk € N igin,

Xy Xy T X s
ng+1 ng 1p+1

olur ve bu da x,, = 0 demektir. Sonug olarak, = 0 kabuline ters oldiundan

ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.90, (4", bv") = {4 € C:[A — 1| < 1} dir.

Ispat: Kabul edelim kif = & = (0,0,0,..) € bv* = C@ bs i¢in, A*x = Ax olsun.

A'x = Ax denkleminin ¢coziminden;

0=1f,
P S (2.29.1)

fz _fsl = Af;

denklem sistemi elde edilir. Buradan;

]
R}
WO
5

fi = (1 — A)*fy; (k EN) (2.29.

esitli gini elde ederiz. ger; f, =0 ise, A=0 olur. Bu yuzden; i =0,
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f =1(f,00,..) Ozvektorine karlik gelen bir 6zdgerdir. Eger; i =0ise, f, =0

olur ve(2.2.9.1)’ deki denklem sistemini ¢ozersek;
== f;(n=2)
olur. Buradan;

n
Y a-»
k=0

<o

sup
i

ya da

1-(1-A"
1—(1—4)

sup

olmasi i¢in gerek ve yeteqart |1 — 1| < 1 olmasidir. Bunun anlamif; = 0 ve

|A—1| < 1ise,f € bv" = C @ bs olur. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.1Cs, (4, bv) = {4 € C:|A — 1] < 1} dir.

Ispat: |4 — 1| < 1 icin, 4 — Al operatorii 1-1 oldiundan dolay tersi mevcuttur.
Fakat, Teorem 2.2.9 damy* — Al operatori 1-1 dgldir. Buradan da, Teorem
1.1.16'y1 kullanirsak; R(A — iI') = b oldugu elde edilir ve boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 2.2.11s5_( A4, bv) = 0 dir.

Ispat:¢(T.X) = 0,(T.X) Uo,(T,X) U o (T,X) oldugundan;s_(4, bv) = @ olur.
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2.3.-PP Dizi Uzayi Uzerindea Fark Operatoriiniin Spektrumu

Teorem 2.3.1. ¢ = {1 e C:|A— 1| = 1} olarak tanimlanan bir kiime olsun. Bu
takdirde;a (4, £,) = € olur.
Ispat: Ilk olarak; o(4,¢,) = ¢ oldugunu goésterelim.y = (y,) € £, alam ve

(A — AIx = v denklemini ¢bzelim. Bu denklemin ¢6zimuinden;

Kk
.
X, = ZW ,(k € N)
=

olarak hesaplanir. Burada#ik € N igin

. U’f*ll"1 |y |” . .

olur. Buradan da;

Zl‘ lp_u—&)rﬂzz{f;—np : wl?

1 2P -3 L (k+1)P2
= (1-A)F (.1 Ta-r T a-aw T earr J
X (Ivgl? + lyy |7 + 1y, 17 +--4)
olur. Simdi;
(k+1)7?
Z“* 11— A7 ey

k k
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serisinin yakinsak#ini argtiralim. D’ Alembert oran testinden;

k+1

1
lim = —
ko ﬂ'l\: (1_[4}?—"

olur. Oyle ise, |1 — 1] = 1 olmasi durumunday2.3.1.1) deki seri yakinsaktir.
Bundan dolayi |1 — 1| = 1 ise; (4 — iI)x = y denkleminin£, dizi uzay Uzerinde

tek bir ¢ozima vardir. Sonug olarakg ¢, yani, i & a{ﬂ,f’p:} olur. Buradan;

o(a,¢,)cc (23.1.2)

oldugu gorulir. Tersine; kabul edelim kit & o(4,£,) olsun. Bu yuzden,
e, =(1,00,...,0,..) dizisinin (4— A1)~* operatori altindaki goruntust?,

uzerindedir. O zamarji — 1| = 1 esitsizligi elde edilir. Oyle ise

cco(ae,) (2.3.1.3)

olur. Sonug olarak(2.3.1.2) ve (2.3.1.3)’ den,

c=o(a¢,)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.2||4ll4_;, = 2 normu ilea € B(£,) olur.

Ispat: 4 operatoriiniin lineegini gostermek kolaydir. Bu yiizden detayl olarak

verilmeyecektir. Herhangi bir = (x, ) € £, dizisini alalim. Buradan;



4l < 201xlI%,
F ¥

oldugundan dolays;

| dli.;;}_;;;. <2 (2.3.2

olur. Diger taraftan; Teorem 2.3.1’ dep(4) = 2 oldugu igin

2< Al . (2.3.2

esitsizligini elde ederiz. Sonug olarak?.3.2.1) ve (2.3.2.2) ssitsizliklerinden,
||-ﬁ'!||.:{p,g'=_ =2

oldugu gorular.

Teorem 2.3.30,(4, £, ) = 0 dir.
ispat:f’p C ¢, oldugundan; Teorem 2.1.2'nin ispati gibi yapilir.

{Aecli—-1] =1}, (1<p=<w)

ir.
fAec:li—1]=1}, (p=1) A

Teorem 2.3.40, (4", €," ) = {

32

1)

2)

Ispat: Kabul edelim ki;f =8 = (0,00,..) € £,7 icin, A*f = Af olsun; burada

l<p<ooise, £, =¢ vep=1ise £ =¢_ dur. A"f=Af denkleminin

p

¢6zimuinden;
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fo—HL=4f
fi— L =4Af

£ f, =0,

denklem sistemi elde edilir. Buradikre W icin,
fo=Q-D*f, (keN)

olur. Buradan; f = (f,) € £," olmasi icin gerek ve yeteart |1 —1| <1 ve
f =(f.) € £, olmasi i¢in gerek ve yetgart |1 — 1| = 1 olmasidir. Bunun anlami;

,=0veli—1|l<1yadai—1|<1isef e €, olur. Boylece ispat tamamlanir.

{AeC:li—1]<1}, (1<p<w)

Teorem 2.3.50,(4,¢, ) = {{i ecli-1] <1} b =1)

dir.

Ispat: |1 — 1| < 1 icin, A — A7 operatorii 1-1 oldiundan dolay tersi mevcuttur.
Fakat, teorem 2.2.4. deu; — A7 operatoru 1-1 dgldir. Buradan da, Teorem 1.1.16
dan;R(4 — AI) # £, oldugu elde edilir ve boylece ispat tamamlansr= 1 iginde

aynisekilde yapilir.

Teorem 2.3.61 € 111, o(4,€,).

Ispat: Teorem 2.3.4 ve Teorem 1.1.16" dan:= 7 € /1l olur. Buna ek olarak,
Teorem 2.3.3 deni € a,(4,£,) dir. Boylecea — I operatorinin tersi mevcuttur.
Bundan dolayig — 1 € 1 u 2 olur.

A—-I1€1 oldwunu gostermek icin, Teorem 1.1.17" vyi kullanarai — I

operatoriinin Orten olgunu gostermemiz yeterlidir. Yani; verilen hir= (v, ) € £,
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bulunur. Budaa® — I operatdrintn 6rten olmasi demektir.

Teorem 2.3.71 € 111, o(4, £,) dir.

Ispat:2 = 1icin, 4 — i1 tcgenseldir. Bu yuizden, tersi varcii™” = (1,0,0,...) € £,

0

dizisini alalim. ¢'* dizisinin (a4 — 47)~* operatori altindaki goruntist olan
v=((1-A"4(1—-A) "% (1— )% ..) dizisi £, tzerinde dgildir ve bu ylzden
(4 — Ar)~* operatori sireksizdir. Boylecg,— AI € 2 olur. Diger taraftan, Teorem
2.3.5" den;i £ 111 olur. Boylece ispat tamamlanir.

fAec:i—1l=1} Q1<p<w) dir.

Teorem 2.3.85,(4,4,) ={ , (p=1)
, p=

Ispat:o(T,X) = ¢,(T,X) U, (T,X) U 0.(T,X) oldugundan; Teorem 2.3.1, Teorem

2.3.3 ve Teorem 2.3.5’ den kolayca elde edilir.

Teorem 2.3.94 € o_(4, ¢,) ise; A € 11, dir.
Ispat: A€o (a,¢,) olarak alahm. €1, oldugunu gostermek igin;4 — A
operatorinin orterR (4 — AI) = £, ve (4 — AI)~* operatérunin surekli olmagini

gostermeliyiz.

A % 0 olmasi durumunday = (1,0,0, ...) dizisi alinirsa,vk € N igin, £, Uzerinde

olmayanx, =1/ (1 — 4)*** dizisi elde edilir.i = 0 olursa;y = ((k + 1)~*) dizisi



35

alinirsa, vk € N icin, ¢, Uzerinde olmayar, = X5_, 1/(j + 1) dizisi elde edilir.
Buda; (4 — ir)~* operatorinin  slreksiz  vel —iI  operatoriiniin  Orten
olmadgini  gosterir. Bundan dolays — ir € 2 fakat 4 — ir € 1 olur. Diger

taraftan; Teorem 2.3.8’ de® (4 — i) = £, olur.

2.4.bv, Dizi Uzayi Uzerindea Fark Operatériiniin Spektrumu

Teorem 2.4.15(4, by, ) = {A € C:|A1 — 1| < 1} dir,

Ispat: (4 — AI)x = y denkleminin y ‘ye bgh olarak x icin ¢6zimu(4 — ir)~*

operatorini verir. Bu ¢cozUmdesin, k € N icin,

(1-i)F .
(4— D" =i-.1-ﬁ w0 k=m
0 n =
olarak elde edilir. Buradan,
. (1—A)*
[[(a— Al 1|[.:b:,,_.b,f_:} =sup ) ————— <

nen 4= (1 — A)"+1
k=0

olmasi i¢in gerek ve yetgart |4 — 1| == 1 olmasidir. Buradan,

_ Yi Vi1
X, —X, - T ——— uI': E N
1\ tn—l Z{l_/—:}‘_‘“‘-l ( :)

j=0

olur ve(a — AI)~* sinirl olmasi igin gerek ve yetgairt |2 — 1| = 1 olmasidir. Yani,
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g(d,bv,)={A€C:|A—-1| =1}

v =(¥) € by, ve p =1 o0lsun.(4 — ir)x = y denklemi ¢ozullrse;

olarak hesaplanir. Burada#ik € N igin,

, |;’
— Y1

k
— .T_;' -
I =il < (ke + 1)7 Z i appteei-n (KEN)
i=o

olur. Buradan da; d’ Alembert oran testincén- 1| = 1 ise,

(k+ 1)1

|1 — AIP%

L4

serisi yakinsak olur. Bundan dolay# — 1| = 1 ise; (4 — AI)x = v denkleminin

bv, dizi uzayr Uzerinde tek bir ¢ozumu vardir ve bagléspat tamamlanir.

Teorem 2.4.2||All;,, ., =2 NOrmuiled € B(bv}} olur.
F P

Ispat: 4 operatériiniin lineegini gostermek kolaydir. Bu yizden detayl rala

verilmeyecektirSimdi, herhangi birx = (x, ) € bwv, dizisini alahm. Buradan;

r 1/
Idl b:;F = (Zl-rk_ .‘1‘;‘._1_ I:.\rk_l_.lrk_:jlp)
b
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F 1/p r 1/p
= (‘lek_rk—llp) T (le;{—z _xk_:|;1)
k ; k

= 2lixll,..,
:

oldugundan dolayzi;

14l e, vy < 2 (24.2.1)
olur. Diger taraftan, Teorem 2.4.1’ deiy(4) = 2 oldugundan dolayi;

2< IIAII.;E,._.FE,.,.FJ (2.4.2.2)
esitsizligini elde ederiz. Sonug olarakz.4.2.1) ve (2.4.2.2) ssitsizliklerinden,

IIL’lII.r_e,:.;;_e,._.p_:, =2

oldugu gorular.

Teorem 2.4.3§P(ﬂ, En;?) = @ dir.

Ispat: Kabul edelim ki;x + 8 = (0,0,0,..) € by, igin, Ax =Ax olsun. Ax = ix
denkleminin ¢6zimunden;
X, = Ax,

X=Xy = Axy
Xy — Xy = l.\':

denklem sistemi elde edilir. Kabul edelim ki;= (x,,) dizisinin sifirdan farkli ilk

elemanix,,_olsun. Oyle isej = 1 ve vk € N igin,
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Lo+l ~ Xn, T Xn1

olur ve bu da x, =0 demektir. Sonug olarak;, = 0 kabullne ters oldiundan

ispat tamamlanir.

Teorem 2.4.4q, (4", bv, ") = {1 € €:|2 — 1| < 1} dir.
Ispat: Kabul edelim ki;f 8 =(0,0,0,..) € by, " =d_ icin, A*f = Af olsun.

A" f = Af denkleminin ¢ozUmunden;

fo—HA =45
h—hH =44

fr—fs =1,

denklem sistemi elde edilir. Buradikre W icin,

fe = (1— A)kfc-

olur. Buda gosterir ki|z — 1] < 1 ise,

g

= Ify 1711 - a1

[ =

Ya-»

=0

g

= If, e

g

Y a-w

:
4

Y

fol — ¥

A

=

olur. Buradan dafi — 1| < 1 ise,
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fo
A

oo q o
SIS <l S <o
k=0 K

oldugu goralur. Bunun anlami d&; = 0 ve|i— 1] < 1ise,f € by, “olmasidir.

p = 1 durumu i¢in de benzgekilde ispatlanir.
Teorem 2.4.55,(4,bv, ) = {2 € C: |2 — 1| < 1} dir,

Ispat: |4 — 1| < 1 icin, 4 — A7 operatorii 1-1 oldiundan dolay tersi mevcuttur.
Fakat, Teorem 2.4.4. dew;” — A7 operator 1-1 dgldir. Oyle ise, Teorem 1.1.16

dan;R(4 — Al) # bv, oldugu elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Teorem 2.4.61 € 111, o(4, bv,) dir.

Ispat: Teorem 2.4.5' deny —7 €711 olur. Diger taraftan, Teorem 2.4.3 den,

1€ cr;,(.d,?r_,)’ dir. Bbylecea — 1 operatdrinin tersi mevcuttur. Bundan dolayi;

A—IT&e1uv2o0lur.

A—TI1e1 olduwunu gostermek icin, Teorem 1.1.17" yi kullanarai¢ — I

operatoriiniin  6rten olgunu godstermemiz yeterlidir. Yani; verilen bir

g =(gy) €Ebv, " dizisi i¢in, (4" —I')x = y olacaksekilde bir f = (f,) € by, "
dizisi bulmahyiz. (4* —I)x = v denkleminden direk bir hesaplama yapilirsa,;

¥n € N igin,

f.': = _g.'z— 1
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bulunur. Bu da, 4* — I operatorinin Orten olmasi demektir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Teorem 2.4.7.0 = 1vel € 6,(4,bv, ) ise;A € 111, a(4,bv,) olur.

Ispat:2 = 1igin, 4 — I liggenseldir. Oyle ise, tersi varde:® = (1,00, ...) € by,
dizisini alahm. "% dizisinin (4 — Ar)~* operatori altindaki goriintisu olan
v=((1-2)"4(1-2) " (1—-4)77%..) dizisi by, Uzerinde dgidir. Bu da
gOsterir ki; (4 — A1)~ operatorii sureksizdir. Boylecej —ir € 2 olur. Diger

taraftan, Teorem 2.4.4’ dem;” — Al operatoru 1-1 deldir ve Teorem 1.1.16’ dan;

R(A— AI') # by, oldugu goralir. Boylecea — Af € 111 olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.4.85_(4,bv,) = {1 € C:|A — 1| = 1} dir,

Ispat:a = 1icin, 4 — Al Uggenseldir. Oyle ise, tersi vardir. Teorem 1.1d#n;

A" — Al operat6ri 1-1 olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.4.94 € o_(4, bv, ) ise; 4 € IL, olur.
Ispat: 2 €o,.(a,#,) olarak alalim. €11, olduunu gostermek igin;a — s
operatrinun  orten,R(A — Al) =bv, ve (A—AI)"' operatorinin sirekli

olmadgini gostermeliyiz.

A = 0 olmasi durumunda; Teorem 2.4.7° nin ispatina begekilde yapilir. Bu
ylzden detayli verilmeyecektiri = 0 olmasi durumundag = (1,1,1,...) dizisi
alinirsa,vk € N igin, bv, Uzerinde olmayany = (k + 1) dizisi elde edilir. Bu da

gosterir ki; (A4 —AI)"* operatori sureksiz ves — Al operatori orten gddir.
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Bundan dolayi; 4 — Al € 2 fakata — Al € I olur. Diger taraftan; Teorem 2.3.8 den;

R(A— AI') = by, olur. Boylece ispat tamamlanir.
2.5.¢, Dizi Uzayi Uzerindea,, Fark Operatoriniin Spektrumu
Teorem 2.5.14,: ¢, = ¢, sinirli-lineer bir operator via, |l . . , = 2 sup, v, dir.
Ispat: Teoremin ispati basittir. Bu yiizden detaldrak veriimeyecektir.
) . A .
Teorem 2.5.20(4,,¢c,) = {A £ C: |l — Il = 1} dir.

Ispat: Bu teoremin ispatini iki kisimda yapalitk.kisimda,

= 1 iken;

o(a, ) cfrec:r-2

= 1} oldugunu gosterelim. Yani‘,l —1

Al . ’
1-— I w~ l} = a{.‘ﬂu' Cﬂ')

A€ a(4,,¢,) oldugunu gosterelim. 2. k|5|mde{,i € C:

oldugunu gosterelim.

B | p

AEC igin,ll ~2%> 1 olsun. Agik birsekilde, 2 =v,, yani A=L v k icin
sazlanmaz. Oyle isey k igin, 4 = v, yanii = L olsun.a, — il = (a,,) Ucgenseldir

ve boylece tersi vardir. Buradgm , — i1)~* = (b, ) dersek;

! 0 0
(vg — 4)
vy 1
(b..) = : — PR 0
nk- (v —A)(v; — 4) (v, —4)
Vo ¥y v, 1

(o - D@ =D -2 -DE-D (-2

olur. Buradan(4, — i1)™* € (¢,,c, ) olmasi igin gerek ve yeteart;
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(1)v birn € N igin, 7 _,|b,,. | serisinin yakinsak veup, . 2i-,1b,.| < »,

(2)¥ bir k € N i¢in, lim, ___|b,, | = 0

oldugu biliniyor. Simdi, ¥ bir n € N i¢in, £%_,|b,.. | serisinin yakinsak oldunu

gosterelims, = £7_,|b,, | olsun. Bu takdirde,

1

_ Vply e Vg L n—1
Tl (v —A) (v, — ) (v — (v, — 4)
1
N {vn—ﬁ.j‘

olur. Acik bir sekilde, v bir n € N i¢in, X7_ |b,, | serisi yakinsak olur§imdi de,

supS,’ in sonlu oldgu gosterilecek.f = lim, . ‘L:{l olsun. Mutlak dger

fonksiyonu surekli oldgundan dolayi,

(2.5.2.1)
\1 -1
olur. Buda 0 = £ = 1 oldugunu gosterir ve
v 1 B
ki I ( i | == 2522
vl—Tclv — Al T v, —Allv,_; ] L ( )

olarak elde edilir. Buradan;

1-.“!

5 =

1
-1 .
L. *.'l
v, —A nol v, — 4
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esitli gi biliniyor. Bu esitli gin her iki tarafindan limit alinip (2.5.2.1) ve (2.5.2.2)

denklemleri kullanilirsa;

oldugu gorulir. Oyle ise(s, ) pozitif reel sayilarin bir dizisi véim S, < = oldugu
igin; supS, < = olur. Buradan, f = lim, _. ‘L—;l < 1 oldugundan dolayi

yeterince buyula icin, "—:Bl < 1 ve sonug olarak;

VgVy - Vp—g
(vp —A)(vy —A) .. (v, — A)

lim |b,;| = lim
= M-t

olur. Benzersekilde, k =1,2,3,... i¢in; lim|b,, | = 0 oldugu gosterilebilir. Bu

takdirde;

‘1 ——‘ > 1igin, (4, — A1) € B(c,) (25.2.3)

olur. Simdi, (4, — Ar)~* operatdrunin tanim kiimesiné) Gzerinde ygun oldiugunu
gostermeliyiz. Bunu ggamasi icin, (4, — A7) operatérinin gorintisd), Uzerinde
yogun olmalidir. Bu takdirdeja, — AI™* € (¢,.¢,) oldugundan dolayi;(4, — AI)

operatOrinin goruntusi) Gzerinde ygun olur. Bu da;
. A
a(4, c;) € {A € C: ‘1 —I‘ < 1} (2.5.2.4)

oldugunu gosterirSimdi de;
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A
{ﬁ € C: |1 — E| = 1} So(d,.cp) (2.5.2.5)

oldugunu gdsterelim. Buradai, k icin 4 = v, yanii = L sarti altinda(2.5.2.5)" in
sglandgini gosterelim. Yani; Tanim 1.3.2' delgartlardan herhangi birinin
sgilanmadgini gosterelim.i € € icin, ‘1 —§| = 1 olsun. Bu takdirde, 4, — i)
operatdrii  Gggensel ve boylecgd — i)™ operatéri mevcuttur. Buradan,

Tanim 1.3.2° deki (i) sartinin sglandigini fakat (ii) sartinin sglanmadgini

gosterelim. Kabul edelim ki;i e ¢ icin, |'1—ﬂ«:;1 olsun. Bu takdirde,

B =lim, .. |-—"=|> 1 olur. Bu da yeterince biiyuk n i¢jn*=| > 1 demektir ve
sonug olarak;
Poly ... ¥
lim |b,,| = lim e - ‘ =0
nme T mmee (v =) (v —A) (v, — A)
olur. Boylece;
12| < 1igin, (a, - a)* & B(c,) (2.5.2.6)

. . A . ..
olur. Simdi, |1 - Il = 1,yani, |[L — ] = L olsun. Buday k i¢in |v, — 4| = |v,]|

1

demektir ve boylece— < olur. Bu gitsizligi kullanarak;

| |L‘;L.—-;|.|
s Vgly v Vpog L Vn-1
ol =A@ A (v — ) (V1 = (v — 2)
1 _(mn+1)

{_vn - ’;} Uy
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esitsizligini elde ederiz. Bu takdirdesup 5, = sup [Li] = oo olur. Buda, Tanim

1.3.2 deki (ii)sartinin sglanmamasi demektir. Boylece;

‘1 ——‘ = 1igin, (4, — A1~ & B(c,) (25.2.7)

olur. Simdi de; ¥ k igin, 2 = v, yani 4 = L sarti altinda(2.5.2.5)" in sgglandgini

gosterelim. Buradan,

/ (v — vy )xp
_1:-"':..1-[:, T (1’-1 - vk)xi
—VyXy T (1-: - vk)x:
(4, — v l)x = s -
v x “Vpea Xz T (Vimg = Vi) Xpemy
T Vk—1%k—1
\ —Vp X T (Vis1 — Vi) Xpesq

olarak bulunur. Ber, (v, = L) sabit bir dizi ise;
(4, —v,Nx=80=x,=0,x,=0,x,=0,...

olarak bulunur. Bu daj, — A1 operatorinin 1-1 olgunu fakat; r(4, — A1)’ nin
c, Uzerinde ygun olmadgini gosterir. Boylece, Tanim 1.3.2' deki; (iigarti
salanmaz. Bu takdirdel € o(4,,¢c,) olur. Diger taraftan; sabik i¢in (v,) kesin

azalan bir dizi iseyk igin,
(4, —v x=0=x,=0,x,=0,... ,x, _,=0,x,.,= (—

olur. Bu da bize gosterir ki(a, — v, 1) 1-1 deildir. Oyle ise, Tanim 1.3.2 deki (i)
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sartl sglanmaz. Boylece¥ k icin v, € ¢(4,,¢,) olur. Buradan,i =L oldusu

zaman,v k icin, |v, — i| < |v,| ve boylece

1 1
=

Ivkl Ivk - -“}-I

olur. Bu takdirde;

G =D =) (v, —A) (s — D — D)

1 (n+1)
(vn— ,1;.| s

(n+1)

olur. Buradan,sup s, = sup[ ] = oo olur ve bdylece Tanim 1.3.2 deki @rti

sgzlanmaz. Bu takdirde;

A=Ligin, (4, — A" € B(c,) (2.5.2.8)

olur. Bu ayni zamanday k icin v, € o(4,,¢c,) Ve L € a(4,,¢,) olmasi demektir.

Bu da;

y)
[A € E:ll _El < 1} Co(d,.cp) (2.5.2.9)

oldugunu gosterir. Sonug olaraikz.5.2.4) ve (2.5.2.9)" dan;

1<1)
=1

1 ——

o(4,.¢) = {;1 € C: .
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olur. Boylece ispat tamamlanir.

0 : (v, ) sabit bir dizi ise

: ) o ir.
Vo, Vg, Vs, } (v, ) kesin azalan bir dizi ise

Teorem 2.5.30,,(4,,¢,) = {{

Ispat: Bu teoremin ispati iksamada yapalim.

1.Durum: Kabul edelim ki[+,) sabit bir dizi olsunx = 8 = (0,0, ...) € ¢, dizisi

icin; A_x = Ax denklemini dgtnelim. Buradan;

‘..-"}.‘t'c = .:1.\‘.'(:

—vpXg T vyxy = Axy

gt (25.3.1)

—vy Xy + vy,

=V _1X_q T VX, = AX,

K K .4

denklemlerini elde ederizc,, x = (x,,) dizisinin sifirdan farkh ilk elemani olsun.

Buradan—v,_;x,_; + v,x, = Ax, denkleminden;i = v, olur ve
—V Xy + VenqXpnq = AXpsq

denkleminden;x, = 0 bulunur. Bu da bizim kabulimuze terstir ve boylece
o(d,.c;) =0

olarak bulunur.

2.Durum: Kabul edelim kifw,) kesin artan bir dizi olsurx = 8 = (0,0,...) € ¢,
dizisi igin; A, x = Ax denklemini dglnelim. Bu denklem(2.5.3.1)" deki denklem

sistemini verir. Kabul edelim kil = =, olsun. Bu takdirdey k& = 1 igin,
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v = ( V-1 ) S [ Vg-1Vx—2 Vg
ot S U e = B
v (

)
- . - N - . V]
Vo Ve — uDJ("»‘c—l_l’{.‘J ---("1_ "I})
olarak bulunur.

Eger, x, = 0 olarak alinirsa(4,, — v,Ix = & denkleminin sifir olmayan bir ¢cozimu
bulunur. Benzesekilde, k = 1i¢in; A = v, ise,x,_; =0,x,_,=0,...,x, =0 Ve

¥ n = kigin,

( v, ) [ Vp Uy _y e U ]
Xpsq = |——— |x, = x,
" Vp 4y — U (Vnsy — ¥y — V) oo (Vgyy — Ve M

olur. Eger, x, + 0 olarak alinirsaf4, — v, I)x = 8 denkleminin sifir olmayan bir

¢6zUmU bulunur. Sonug olarak;

o(4,.¢,) = {vo, vy, vy o)

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.5.40,(4,",¢,") = {}. € C: |1 - E

< 1} dir.

Ispat: Kabul edelim kif = 8 = (0,0,0,...) € c,* = £, i¢in, A*f = Af olsun, burada

1‘} -10 ﬂ f{‘."
A= 0 Ty —1y ve f= fi

seklinde tanimhidirlara®f = if denkleminin ¢ézimuindei¥, k = 1 igin,



olarak bulunur. Buradary k = 1 ic¢in,

Ty — A
L TP

Vp—q

Ifill =

olur. Fakat,ll —f < 1 ssitsizligini sagglayan;v k = 1,2,3, ... igin,

Vyy — A
k=1 .
=1

vy — Al €v, —L+|L-24 =
Uymq

olur. (2.5.4.1)" deki denklem kullanilirsak = 1,2,3, ... igin,

Ifxl < |fk—1|

olur ve sonug olarak;

olarak bulunur. Buradan da,

AR
E=0

olur. Boylece;

49

(2.5.4.1)
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‘A -]
|1 - El < 1= Zlf"l < 0 (2.54.2)

k=0

olarak elde edilir. Bu sonucun tersini gosterelim:

N IA Ve
Zlfkle:cr:hm fi <1 = lim [ ‘{:1=-|1——‘«;1
= k= | fiyl kel Ve
olur. Boylece,
= -
A
Zlm <o = ‘1 _E| <1 (2.5.4.3)
k=0

olarak bulunur. Sonug olarak2.5.4.2) ve(2.5.4.3)’ den,

A oo
k=0

olur. Bunun anlamif € ¢," olmasi igin gerek ve yeteart £, = 0 ve |1 —f =<1
olmasidir. Boylece,
A
0,(4,",¢") = {;1 € IZC:|1 _E| < 1}
olur ve ispat tamamlanir.
Teorem 2.5.5.
{,l € C: ‘1 —fl < 1} , (v,) sabit bir dizi
o.(4,.¢,) = dir.

{,1 € C: ‘1 —%l < 1] A {1:&,1?1, v, }, (v, ) kesin azalan bir dizi
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Ispat: Bu teoremin ispati iksamada yapalim.

1.Durum: Kabul edelim kij+,) sabit bir dizi olsun.‘l —f < 1 igin; (4, — AI)

operatori A = L olmasi dginda Ucgenseldir. Bu ylzden tersi mevcutturgdbi

taraftan, Teorem 2.5.3' deiy, — AI') operatérui = L icin 1-1'dir ve bdylece tersi

vardir. Fakat, Teorem 2.5.4'de(y," — AI) operatbru‘l —i < 1icin, 1-1 deildir.

Bu takdirde; Teorem 1.1.16'daiiy, — i) operatOrlic, Uzerinde ygun degildir.

Boylece;
Gr(d:-:fﬂj = {.}. = C: ‘J. - ;‘ < 1}

olarak bulunur.

2.Durum: Kabul edelim ki, ), lim v, = L olacaksekilde kesin azalan bir dizi

olsun. ‘1 - fl < 1igin, (4, — AI') operatdrl; bazk € N icin, 4 = v, olmasi dginda
ticgenseldir ve boylece tersi mevcutturg®itaraftan, Teorem 2.5.3' de(y,, — A1)

operatorli bazik € N igin, i = v,

oldusu durumlarda 1-1 dgdir. Bu yuzden,

(4, — AI') operatorinin tersi mevcut gllir. Buradan, Teorem 2.5.4" den;
(4,7 — Al operatc'jr'ull - i‘ < 1igin, 1-1 deildir. Bu takdirde; Teorem 1.1.16'dan,

(4, — Al') operatoric, Uzerinde ygun degildir. Boylece;

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 2.5.6.
| {A € C: ‘1 -4 = -1} . (v,) sabit bir dizi
o.(4,.¢) = ( ; dir.
LA € C:|1 _Il = 'l} \{vy}, (v,)kesin azalan bir dizi

Ispat: Bu teoremin ispati iksamada yapilacak.

1.Durum: Kabul edelim ki(v,) sabit bir dizi olsun|1 —Z| = 1 igin; (4, - 1)
operatoru Gggenseldir. Bu yuzden tersi mevcutiars.2.7)'deki ifadeden dolayi,
(4, — AI) operatorunun tersi surekli gikglir. Yani, (4, — A1)~* sinirh degildir.
Fakat, Teorem 2.5.4den{a,— iI) operatori ‘1 —:‘ =1 i¢in, 1-1'dir. Bu

takdirde; Teorem 1.1.16'dar;4, — i) operatOrlic, Uzerinde yg@undur. Sonug

olarak;

o.(4,.¢,) = {f‘. ec;‘l——“ = 1}

olarak bulunur.

2.Durum: Kabul edelim ki, ), lim v, = L olacaksekilde kesin azalan bir dizi

olsun. |l —:‘ = 1igin, (4, — AI) operator;i = v, olmasi d¢inda Ucgenseldir ve
boylece tersi mevcuttur. Ber taraftan, Teorem 2.5.3" defia, — i7) operatord,
A=wv, oldugu durumda 1-1 dgldir. Bu ylzden, (4, — iI) operatdrinin tersi
mevcut dgildir. (2.5.2.7)’deki ifadeden dolayi(a, — Ar)~* sinirli degildir. Fakat,

Teorem 2.5.4'deny(a,* — AI) operatdru‘l —fl =1 igin, 1-1’dir. Oyle ise;

Teorem 1.1.16" dan{a, — AI) operatoriic, Uzerinde ygundur. Sonug olarak;
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o.(4,,¢c) = {ﬁ. € C: [1 —%‘ — 1}\ {v)

olur ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.5.7‘1 —=| > 1ise; (4, — AI) € I, dir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icii, — A7) operatorinin 1-1, drten \"da —i =1
icin, tersinin surekli oldgunu gostermeliyiz. i = v, ic¢in; (4, — AI) operatori
ucgenseldir ve boylece tersi mevcuti{e.5.2.3)" deki ifadeden dolayifa, — i

sureklidir. Ayni zamanda(4, — i) x = y denklemi bizex = (4, —in7'y

denklemini verir. Yani;n € N igin,
Xn = ([‘du - ““}-11.)?"

olur. Buradan, (4,— AI)™' € (¢,¢,) olduundan dolay;; ¥ ye ¢, icin,
(4, — Alx = y olacaksekilde bir x € ¢, dizisi bulabiliriz. Bu da bize gosterir ki,
(4, — AI') operatorl ortendir, yang (4, — Al) = ¢, olur ve boylecea, — AI) € I,

olarak elde edilir.

Teorem 2.5.8.(v,) sabit bir dizi, v, =L ve iA=L olsun. Bu takdirde;

A€l o(A,c,) olur.
Ispat: Teorem 2.5.4’ den;

A
0,(4,", ") ={4 € E:‘I _E| < 1}
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dir. A=1L gin; (4,"— AI) operatori 1-1 dgldir. Teorem 1.1.16’ dan;
R(A,— AI) # ¢, Olur. Teorem 2.5.3' den} =L , g,(4,, c;) kiimesine ait daldir.
Bundan dolayi, (4, — A7) operatoriniin tersi mevcuttui§imdi, (4, — i1

operatorinin surekli olgunu gosterelim. Bunun icgin; Teorem 1.1.17’ den,

(A" — AI) operatorinun orten olgunu goOstermeliyiz. Yani, verilen bir
v=(y,) ¥, dizisiigin, (4" — AI)x = v olacaksekilde x = (x,) € £, dizisi

bulunmaldir. Buradarja,” — iI)x = y denkleminden,

vXy = Yo
—vX, = vy
—vx; = ¥,
VX = Vaa

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemigiizimunden;¥ n = 1 igin,

—vx, = v, _, Olarak elde edilirs € £, oldugundan dolay,

n

(==

z |1‘z | <o

n=0
olur. Bu da,4_* — iI) 6rten oldgunu gosterir ve boyleck € [11, o(4,, ¢,) olur.

Teorem 2.5.9.(v,) sabit bir dizi,v, =L , AL ve i€g,(4,c,)olsun. Bu

takdirde; A € I11,0(4,,¢,) dir.

Ispat:1 = L igin; (4, — AI) operatoru Uggenseldir. Bundan dolayi, tersi meucut
‘1 —fl < 1 olmak Uzere;i # L igin,(2.5.2.6)" da bulunan ifadederja, — ir)™*

surekli degildir. Boylece, (4, — AI') operatoru 1-1 ve 4, — AI~* operatori surekli
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degildir. Diger taraftan; Teorem 2.5.4’ de‘ﬂ —fl < 1igin, (4,” — Al operator

1-1 deildir ve boylece Teorem 1.1.16'dam® (4, — Al) = ¢, olur. Sonug olarak;

A€l o(A,c,)olur.

Teorem 2.5.10. (v,) pozitif reel sayllarin kesin azalan bir dizisi ve

AEao,.(A,,c,)olsun. Bu takdirdei € I11,a(4,,¢c,) dir.

Ispat: Teorem 2.5.5' demw;(4,,¢,) = {A = E:ll — %' < 1] \ {vg, vy, v, .} dir
A=wv, ICin; (4,— AI) operatoru Uggenseldir. Bu takdirde, tersi meveuttu
‘1 —fl < 1 olmak Uzere;i = v, i¢in, (2.5.2.6) ve (2.5.2.8) den (4, — i)™t
surekli degildir. Boylece, (4, — AI) operatori 1-1 veA, — A1)~* operatori surekli
degildir. Diger taraftan, Teorem 2.5.4’ de‘rl —fl < 1igin, (A," — AI) operatorl
1-1 desildir ve bdylece Teorem 1.1.16'da® (4, — AI) = ¢, olur. Sonug¢ olarak;

A€llo(A,c,)olur.

Teorem 2.5.11(w,) sabit bir dizi,v, =L ve i € g,(4,,¢c,)olsun. Bu takdirde;

Aella(A,,cy)dir.

Ispat: |1 —i‘ = 1licin; (4, — AI) operatoru Ucgenseldir ve boylece tersi mevcuttur.
(2.5.2.7) den, (4, — A1)~* operatoru surekli dgdir. Bu yizden, (4, — i)™t
operatort sinirli deldir. Diger taraftan; Teorem 2.5.4° der|,1—f—" =1 igin,

(4,” — A1) operatori 1-1’ dir ve boylece Teorem 1.1.16'dR4, — AI) = ¢, olur.

Simdi, (4, — AI) operatorinun 6rten olmagal gésterelim. Bunun igin; bazy € ¢,
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dizileri igin; (4, — Alx = y olacaksekilde bir x € ¢, dizisi olmadgini gostermek

yeterlidir. Buradany = (1,0,0,...) € ¢, dizisini alalim.w »n = 0 igin;

L

(ﬂ:_. — .—‘I}I =y= X, = m

1 oldysundan dolayl,¥ n = 0 igin; x, = olur. Sonug

olur. Boylece, |1 =

(=

olarak; lim |x,| = % = 0 olur. Bu da,x € ¢, oldugunu gosterir ve boylecga, — A7)

Fl—*oC

operatdrinun orten olmagigorular.



BOLUM 3. BAZI DIizi UZAYLARI UZER INDE CESARO
OPERATORUNUN SPEKTRUMU

3.1. ¢, Dizi Uzayi Uzerindec, Cesaro Operatoriiniin Spektrumu
Lemma 3.1.10(C,.c,) = {ﬁ ec|r- < %} dir [33].

Lemma 3.1.20,(Cy,cy) = @ dir [36].

Teorem 3.1.30,(C;", ") = {}. € C: |}. — % < 1} v {1} dir.

Ispat: Kabul edelim ki;f = (fy, fi, fo, ..) =8 Ec,” = £, icin, ¢,*f = Af olsun.

A*f = Af denkleminin ¢dzUmunden;

11, 1
f&_'_ifi ""Ef:"‘;fsl"""z’]‘ﬂ-
1 1. 1 ]
Efi_:gf:_';fa_"':f‘fl
1 1 ,
Ef: _._‘:_llf's_._...z_/lf:

denklem sistemi elde edilir. Buradare 1 icin,
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elde edilir.

1.Durum: m, f,, =0 olan ilk tam sayi isez =1 /(m+ 1) olur. Bu takdirde;

A=1/(m+ 1) sayisl

6z vektoriine karlik gelen bir 6z dgerdir; buradae ) k. elemani 1, dierleri sifir

olan bir dizidir.

2.Durum:v k€ Nigin f, = 0 ise; A, = —n / A(n + 1) olmak Uzere,
f.:-il _ 1 -'"I A "4'?"
fa n n-

olur. A, sinirh  bir dizi oldgundan dolay;, Teorem 1.2.34'den;

f = (fo fi. f>. ) € €, olmasi icin gerek ve yeteartRe(1 / 1) > 1 olmasidir.

3.Durum: i =1ise; f = (f,,0,0,..) € £, 0z vektoriine karlik gelen bir 6z dger

olur.

Sonug olarak; bu ¢ durum g6z énine alinirsa,

6,(Cy" c") = {A € C:Re G] > 1}-.;{1}

1 1
={A EE:|A—E| mE}U{l}

olarak elde edilir.
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Teorem 3.1.40,(Cy.cy) = 0,(C,", cp") dir.

Ispat: v m € N igin; 2 = 1 / (m+ 1) ise, ¢, — AI Ucgensel bir matristir. Béylece

tersi mevcuttur.i =1 / (m+ 1) olmasi durumundds, — il)x = 8 olacg&indan

_, =0 Ve Yk€Nicin; x,,., = (" %)x,,

Xy T Xy =7 T Xy

olur. Bu takdirde;x = (x,,) € ¢, = (x,,) = 0 olur. Bu da,x = & anlamina gelir.
Bundan dolayi;c, — Al operatorlic, Uzerinde 1-1 operatordir ve boylece tersi
mevcuttur. Sonug olarak;4 € g, (C,",c,") igin, ¢, — Al operatorinin tersi
mevcuttur. Teorem 3.1.3’ dewr, * — A1 operatort 1-1 olmagindan, Teorem 1.1.16
yi kullanarakr (¢, — AI') = ¢, oldugu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

1

Teorem 3.1.50,(C,.c,) = {A € C: ‘A —ll =—,i#1 }dir.

Ispat: A €cC olmak uzere; |ﬁ — 1‘ =- ve A=#1 olsun. ymeN icin;

A=1/(m+ 1) olduunda, ¢, — il lUcgensel ve boylece tersi vardir. Buradan,

(C," = Al f = @ lineer denklem sistemini ¢ozgllimizde;v n = 1 i¢in,

olarak bulunurre(1/4) = 1 oldugu igin;

f=Upfofo) ety f=6



60

olur. Sonug¢ olarak;c,” — i/ operatori 1-1 olur ve Teorem 1.1.16° dan;

R(C,— AI) = ¢, olarak elde edilir. BOylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7. Kabul edelim ki; sayisi

fAeC A+ 1] >[4 —1]} ={A € C: Re(4) = 0}

seklinde tamimlanan kimenin elemani olsun. Bu talgira = i1 + (1 — A)C,

operatdruniun yakinsaklik bolgesdizi uzayidir.

Ispat:g = A\ (41— 1) olmak Uzerea = (81 — ;)\ (B — 1) olarak yazalim. Oyle
ise; A= (BI—cC,)\ (B — 1)operatdriniin tersi mevcut ve ne zam@re p(C,,c)

olursa, surekli olur|i + 1| = |4 — 1| oldugundan dolay! ispat tamamlanir.

3.2. bv,, Dizi Uzayi Uzerinde ¢, Cesaro Operatorintin Spektrumu

Teorem 3.2.1C;: by, — by, sinirli-lineer bir operator viiC, || ,,. .. , = 1 dir.

Ispat: ¢, operatoriniin lineegini gostermek kolaydir. Bu ytizden detayli olarak

verilmeyecektir. Herhangi bit = (x, ) € by, dizisini alalim. Buradan;

xotx, +4x, xptaxg o,
(k+1) k
_ ‘{-‘x —xg) + (X —x )+ o+ (x —xy)f
k(k+1)

ve
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|x;¢ _Igl = |x;¢ _Ik_-il + |x;¢_1 _xk_gl + -+ I-'rg _9—'1| T |I1— -rul

lx, —xyl €l —xp gl + gy —xp ol + o 4 |2, — x4

I, — 2ol £ lxp — 2y |+ |2y — 205

esitsizliklerini yazalim. Buradan,

K P &
(Zlanl) < k""‘IZIanl" c(p=1)

n=1 n=1

ve

n¥ k
< (p=1,1<n<k)

(k+1) k41"’

esitsizliklerini kullanirsak;

+ . F - P
YgTxg+rtx, Xt +x, 4

(k+1) k

< (Kl = 2xpemg |+ (k= Dy =255 | + 0+ 20xp — 25 | + |y — xl)7
- k?(k+1)P

- RPN (kP lx, —x, 4|7 + (k= 1)P|x,_y — x, [P + <+ 2P|x, — x, [P + |2, — x,|7)

k?(k+1)?
- kP, —xp_ 4|7 +(k —1)%|xp_y — x5 57 + -+ 2P |x, — 2 |7 + |2y — x, |7
- k(k +1)7
- klx, —xp_ 4|7 +(k —1)|x,_y — 2,17+ -+ 2|x, — 2, |7+ [x; — x |7
N k(k+1)

olarak elde ederiz. Buradan;
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=]

E".{: Jlx. —x._ #
le,xlIE, < |xﬂ|—:§ =1~ x|
*p k(k+ 1)

k=1

= e =zl =l
k

olur. Bu takdirde;

lCyxlly, < lxlly, = IG5,y <1 (3.2.1.1)

olarak bulunurSimdi, 52 = (1,1,1,...) dizisini alahm. Buradang,5‘® = 5% ve

|||, = 1 oldugu agiktir. Boylece,
vy
ICslluyny = G0, =161, =1

olur. Bu takdirde;

IlC‘J.Ill:by,.:ba:,.I'_- =1 (3212)

olarak elde edilir. Sonug olaraj.2.1.1) ve (3.2.1.2) den,

olur.

Teorem 3.2.2C,:d, — d, (1 < q < o) sinirli-lineer operator v c,’ I[.:d:,dq?_ =1

dir.
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Ispat:d, = bv," , d, =bv,” ve 1€y e,y = 1 Csllcos, 00, OldUBUNdan dolayr;

F i

Teorem 3.2.1' den,
|IE1.I||:dq:dq_:- =1; {1 < g < O’)J
olarak bulunur.

Teorem 3.2.3¢(Cy. by, ) = {i € C: ‘i —%‘ <

b | e

}dir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak igi‘al; — l| = % esitsizligini sazlayan butunt’ lar igin,
(c, —A~* operatorinin sinirli olgunu gostermemiz yeterlidir. Kabul edelim ki;

v = (¥y) € by, olsun.(4 — ir)x = y denkleminin y ‘ye bali olarak x i¢in ¢0zUmu;

1
s Vo

i
° 1 -2

-1 2
TQ-AN-2n 1N

Xy

nt+l

n—1
o+ . 1A K 1—(n+1)2"
k=

s=k=

denklemlerini verir. Buradar(c, — i1)™* = (e, ) olarak tanimlarsak;

e TT ) jn—k—1
nil (H-':k'l‘l—;.l. A . I:D =k =n 1]
ey = k41 _
G D (k =n)

0 . (k=n)
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olur. BuradanRe(1 / 4) < 1 esitsizligine denk olarlﬁ - l| > 5 ise,
NCy — Al py gy < 00
olur [42].Diger taraftanp = 1 ise,
lx, —x, 417 =lx, — -1',,_1|p_1|-“~'-'n — X, | (3.23.1)
olur. Bu takdirde;re(1 / 4) < 1ise,
= X4l 20;(n = 0), (3.23.2)

|x

n

oldugu gdosterilebilir. Buradan;

n+1
e (1) k - A"y,
' ’ n+1 1— kA ’
=1
n+1l n
__E—l)”“n ka2 o (—1)"‘11—[ k_ 2y,
Con41 1—kn+ 14 -1 n 1— kA e
k=2 k=1

+[ n+1 n ]
T — vV, — T V=
1—-(n+1)A"" 1—ni "1

olur. Bu takdirde; bu denklemde Lemma[33,syf. 266] kullanilirsa,(3.2.3.2)’ de

bulunan denklem elde edilir. Sonug olar#®l(1 / 1) = 1 ise,
Cy— Al iy ppy < 0
llc,— 4 ”f_a.;.b.p_.-

olarak elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.



65

Teorem 3.2.40,(C,, by, ) = {1} dir.

Ispat: Kabul edelim kix = @ = (0,0,0,...) € by, igin, €;x = Ax olsun. ¢,x = Ax

denkleminin ¢6zimunden;

X = Axy
1 1
—xXg+ =-x3 = Axy
2 2 (3.2.4.1)
1 1 1 )
X+ Txy DX, = Ax,

denklem sistemi elde edilir.gér; x,, x = (x,,) dizisinin sifirdan farkh ilk elemani
olursa,z = 1 ve (3.2.4.1) denklem sistemindery k = 1 i¢in, x, = x, elde edilir.

Boylece;p = 1igin, x = & olmak Uzerer = (x,) € by, bulunur.

Eger; x,, , x = (x,) dizisinin sifirdan farkli ilk elemani olursgs.2.4.1)" den,

™ g

denklemi bulunur ve burada#,= 1 / (n, + 1) olur. (3.2.4.1) denklem sisteminden;

herhangi bitk = 1 igin,

_ (np+1)(ng +2) . (ng + k)

X nytk It My

olur. Buradan da;

N PR TV INCRT IV
""n,:.-k - ""'.D+|'-r—1| - Ui"l:}‘:' |1 ’DI
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1 -
AN C AL L |

olur. Bu da,x € bv, oldugunu gdsterir ve ispat tamamlanir.

Lemma 3.25.3,n"* harmonik serileri; 2 <1 olduunda iraksak vei =1

oldugunda ise, yakinsak olur [21].

Teorem 3.2.60,(C,", bv,") = {A € C: ‘A - l| < i—} U {1} dir.

Ispat: Kabul edelim ki;f = (£, f,. f,...) =8 € by,” igin, C;°f = if olsun.

A*f = Af denkleminin ¢ozUmunden;

11 1 -
fﬂ"'_f1+3f "'4f3 _Afn
11 ]
Shtshtghte =i
1 1
Ef Efﬂ Tﬁf:

denklem sistemi elde edilir. Buradikn= 1, 2, ... igin; 4 = 0 ise,

fu= [D(l —ﬁ]]fc

elde edilir. Oyle ise;A =1 igin, f=(f,00,..)€bv,” oldugundan dolayi,

1€ g,(Cy " br,)olur. z = (z,) dizisini; k = 1,2, ... igin,
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(=

n=1

seklinde tanimlayalim. Buradag; bir sabit ve}, z, serisi; Re(1 /) = 1 ise, sinirli

ve Re(1 /1) = 1 ise, iraksak olmak uzere,
z, = VA D[k—ﬁeﬂl L‘—l)

seklinde tanimlanif31, Lemma 1.4]. Simdi, s = (s, dizisini;

oo 1 |
5y :Z)ll_"l .(IfENJ

olarak tanimlayalim vels,| < oo olmasi icin gerek ve yeteyart Re(1 /1) =1

olmasidir.Re(1 /A) = f ve f = 1 olsun. Buradan;

u:|'-‘

Ny
=

serisinin yakinsak@ini Lemma 3.2.5 deki ifade verir. Burada&? ! < k < 2™ — 1

olmak lzere,

i 1 . 1
= [ [— -
Sk = [2"..".!'1—1.:';? T {zm _ 1'}5’]

[2 1 | ;
N ﬁ“m]‘ (326.1)

olarak elde edilir. Buradan da;
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281 1
5= 28-1 _ 1 o(m-1{8-1) (32:6.2)
ifadesini elde ederiz(3.2.6.2)" deki ifadedenge(1 / 1) = 1 ise,
o 1 2671 o
Zji-' TS (21 —1)2 DD (kEN) (3.2.6.3)
i=k '
oldugu gorultr. Benzegekilde; B pozitif bir sabit olmak tzere,
~Rewd~1| < B~ (keN) 3.2.6.4
] =5 St (3.26.4)
J=k
oldugu gosterilebilir. Bu takdirde(3.2.6.3) ve (3.2.6.4)" den,
sup Zf < w (3.2.6.5)
knEN |&—

olarak elde edilir. Ber; f, =0 ve Re(1 /1) =1 ise, f € bv,” ve her ne zaman

fo = 0isef = @ olur. Buradan da;

, 1 . ., 1] 1
[AEE::RE(—]} 1}={AEC:|A—— {:—]
A . 2 2

oldugu gorulur.Simdi; (3.2.6.3) ve (3.2.6.4) kullanilarak,» pozitif bir sabit olmak

uzere,



69

g

2t

e
J—K

i’ -"‘"f " m (3.2.616}

ifadesi elde edilir. Sonug olarak3.2.6.6)’ dan,

olarak elde edilir. Bunun anlami da;ka&n-P’ olmasidir ve boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.2.70,(C;, by,) = (A€ c:|a-3[ =2, 2= 1 }di.

Ispat:{ AE C:

A= %‘ = 1} = { AEC:Re ( }) = 1} U {0] ssitligini gostermek zor
degildir. Kabul edelim ki; 2+ 1 olsun. Bu takdirde; Teorem 3.2.6° dan,

i€ a,(c,",bv,") olur ve boylei’ lar igin, Ker(C," — AI) = {6} olur. Bu da,
R(C,— ) = by, (3.27.1)

oldugunu gosterir. Simdi; kabul edelim ki,i =0 olsun. c,x =4 denklemini
g6z  onune alaim. Buradany = 8 oldusunu gormek kolaydir. Oyle ise;
Ker(c,) = {8} vec, operatdrinin tersi mevcuttur. Ayni zamankiai(C,*) = {6}

ve bu ylzden,

R(C,) = bv (32.7.2)
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olur. Sonug olarak(3.2.7.1), (3.2.7.2) ve Teorem 1.1.16’ dan;

o.(Cy, bv,) =[A € E:Re( =1, a2 1}u{n}

s |

olur ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.8.,(C, bv,) = {2 € ¢:[2 -2

< 1} dir.

Ispat: : ¢(T.X) =0,(T.X) Uo,(T,X) Uo(T,X) oldiundan; Teorem 3.2.3,

Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.7’ den,

1 1
G',.(firbtlp) = {A c C: ‘A — §| < E}

oldugu kolayca gorulir.

3.3. ¢ Dizi Uzayi Uzerindec, Operatoriiniin Spektrumu

Teorem 3.3.15,(C,.c) = {=, k=12,..}dr.

I

Ispat: Kabul edelim kix = & = (0,0,0, ...) € bv, icin, €,x = Ax olsun. Buradan

Xy = i_rﬂ
1 1
S T 5x = A
1 ) 1 1 L
F.‘l,}—-— Y, = Ax,

;-"1 T3 X5

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden
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T k+1)

ve

X, = jl:L (:#) X, 1:3.3.1.1)

olarak bulunur; buradak; x, =0 olan en kiguk tam sayl ve =k + 1" dir.
Buradan,(3.3.1.1)" de tanimlanan dizic, Uzerindedir[1,syf.208]. Bu takdirde;

¢, < c oldugundan dolayi,x = (x,) € ¢ olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.20(C,,c) = {% , k= 1,2,...} u {0} dir.

[spat: ¢ bir Banach uzayr oldiundan; o(c,,c) kapaldir. Bu yizden;

A=0eo(C,c)veTeorem 3.3.1' den,

1
(= k=12.)cec.0

olur. Diger taraftan; Teorem 1.2.14’ dem, operatOrlic dizi uzayl Uzerinde
kompakttir. Bu takdirdey 4 = 0 olan spektral eleman bir 6z girdir [22,svf. 432].

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.36_(C,,c) = {0} dur.

Ispat: Kabul edelim ki;f = (f,.f,,..) € € i¢in, €,*f =0 olsun. ¢,"f =10

denkleminin ¢6zimunden;
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fo=0
1 1
hrzhtgpfor =0
1 1 B
rhtzht—=0

denklem sistemi elde edilir. Buradah= & = (0,0, ...) olarak bulunur. Bu takdirde;
Ker(C,”) = {0} olur. Bu yuzden;R(C,) = ¢ olarak bulunur ve bundan dolayi,
0€o.(C,,c) olur. Diger taraftan; Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2'den,

a.(C,,c) = {0} oldugu gorilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.4g,(C,,c) = 0 dir.

Ispat:(T,x) = 0,(T.X) U ¢,(T,X) U 6.(T,X) oldusundan; kolayca gorultr.



BOLUM 4. BAZI D iZi UZAYLARI UZER INDE RHALY
OPERATORUNUN SPEKTRUMU

4.1. ¢, Dizi Uzayi Uzerinde Rhaly Operatdriniin Spektrumu

Teorem 4.1.15 = {a, : n =0,1,2,.. } olmak Uzerep < L < w ise,

SN (2L,%) S my(R,.¢,) €SN [2L,00) dur [50].

Teorem 4.1.2. ger; 0 < L < o isSe,

L L
[A € E:lﬂ—;' «:;}usu {L}S mo(R, " = 4£y)

c ({, € c-::|;: —§| :%} ~{0})us
dir [50].

Teorem 4.1.3. ger; 0 < L < o ise,

L}
= —fuUs
2

: L
o(R,,c,) = {,1 € E:‘A -3

dir [50].

=

Teorem 4.1.4.0 < L < oo Ve Re( J= e olsun. EBer; A¢5 ve aL =1 ise,

LS

A€l o(R_,cy)dr.
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Ispat: 2 € 5 olduu icin; T, = (A7 — R,) operatorl alt Gggensel bir matristir ve

bundan dolayi7; ~* mevcuttur. Oyle ise; “x = & denklemi g6z 6niine alinirsa,

ve

olarak elde edilireL = 1 oldugu i¢in; x = (x,)7 € £, olur. Bu takdirde;7;* 1-1

degildir ve Teorem 1.1.16’ darg(T;) = ¢, olur. Bu ylzdeny; € 117 olur.

v = (v,) € ¥, olsun. Buradan,T;"x =y olacak sekilde x = (x,) e £, dizisi

bulunmalidir. Bunun iging, = 0 olsun. Bu takdirde;

. 1 1
Xy = I (.1"1 - }'c.} T AT [:A - an)xn = I L}’-j_ - .1".1}]

olur ven = 1 igin;
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olarak bulunur. Bu;n = 1 vek = 0 i¢in, x = By olacaksekilde 8 = b,, matrisini

tanimlar ve buradan;

1
brzn =3
A
an—l
bu.r'-i - FE
n—1
1 1
biﬂ':_j bvﬂ:_}l_l(l__) (ﬂ:-‘-“l]
}:
n—1
ﬂ-k a_.'
b =35 [ (4-F)
jok+1

olur. Teorem 1.2.22’ den;

A <
e[Jh-He

olacaksekilde 4 ve E pozitif sabitleri vardir. Buradan;

= nu=-1
1
Zlb,,ol by | + Zlbncl -TZl_“l——

o=
1 B 1

T AL (- 1)

ve € = supkea, olmak Uzerek = 1 igin,
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Zlbnkl |bkn rc-lrc z |b
e Y [Tk
1l 112 |A|

n=k+I j=k+1

[T -4
= 1 ——=
o1 C o, j=1 A

e B
D . (n— 1)%
Al 1Al 1al? A

n=—K T er.’_

olur. Buradan;zL = 1 oldugu igin, sup, ¥, |b,.| < oo ve boyleces € E(¢,) olur.
Bu da,T; " orten oldgunu gosterir. Bu takdirde; Teorem 1.1.17" d&nge (1) olur.

Sonug olarakT; € I11; ve i € IIl; o(R,,c,) olarak elde edilir.
Teorem 4.1.50 < L < oo olsun. Eger; 1 € S ve aL = 1ise,i € II, a(R_,c,) dIr.

Ispat:2 € 5 oldusu icin; T; alt Gggensel bir matris olur. Boylecg; 1-1 operator,
yani, T; € (1) u (2) olur. 7,* adjoint operatérini g6z o6nune alalim. x = 8

denkleminden;

n—1

x, = ﬂ(l—%)xn. (n=1)

j=o
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olarak bulunureL = 1 oldugundan;
x=(x5,%y,.)Efy, = x, =0 =2x=0

olur. Bu ylzden;T,* 1-1 operatdr, yaniT, € (1) U (2) olur. Oyle ise;T, € I, U IL,
olarak elde edilir. Teorem 4.1.3' dehg o(R,, c,) oldugu icin, T; € I, ve boylece,

T, € I1. olur. Sonug olarak} € I, ¢(R,. c,) olarak bulunur.

Teorem 4.1.6.0 < L <« olsun. Ber; en az bir tanen (m =0,1,2,...) icin,

A=a, ise,i=a, €Il o(R_c,)dr.

Ispat: (i1 — R,*)x = 0 denklem sistemini diinelim. Kabul edelim ki;2 = a,

olsun. Bu takdirde(il — R."),x = 0 denklem sisteminden,

oo

(ag — ap)xy, — Z a,x, =0

k=1

olarak elde edilir ve buradan da;

==
aQyxy = — E a, X,

k=2
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olur. (Al — R_.*),x = 0 denklem sisteminden;

oo

0=(a,—a,)x, — Z Q, X, = QpXy — QX T A%, = Ay

k=1

olur. Bu da;x; = 0 oldugunu gosterir. BOyle devam ederekn = 0 i¢in, x, =0

oldugu gdosterilebilir.

Eger, A = a,, vem = 0ise, (il — R_"),,x = 0 denklem sisteminden;

esitlikleri elde edilir. (i1 — R,"),,.,x = 0 denklem sisteminden;

oa
Ay X s1 — E QX = a

kE=m+1
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ya da
oo
0=0a,%ni1 = Qe1Xpmer — E L
kE=m+1
Tl Tme1 T G r1 1 T Opa1 e T G e

olur. Bu da; x = ( oldugunu gosterir. Boyle devam edilirs&; n = m igin,

m+1

x, = 0 oldugu gosterilebilir.

Her durumda x sonlu bir dizi vex € £, olur. Bu takdirde;T, * 1-1 desildir ve
boylece T, yogun bir gorintl kiimesine sahipgidir. Bu da; 7, € 117 oldugunu

gosterir.

¥ n ic¢in, A =a, oldugundan dolayl,TEn'i mevcut dgildir. Sonuc¢ olarak;

T__ € Il olarak bulunur.

4.2. bv, Dizi Uzay! Uzerinde Rhaly Operatoriniin Spektrumu

Teorem 4.2.1.5={a,:n=0,1,2,..} olmak Uzere;{(n + 1)a,} monoton ve

lim, (n+1)a, =L < wise, SN (2L,w) € my (R, by,) dir.

Ispat:bv, < ¢, oldugundan dolayi; ispati basittir.

Teorem 4.2.2. ger; {(n + 1)a, } monoton ved < L = lim, (n+ 1)a, < w0 ise,

A—=
>

< E}_ {D}) C mo(R,", by, = bs)

5u({;ler-:.~ <=
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dir.

Ispat:r_*x = ix denklemini goz 6nline alirsak; bu denklemin ¢oz e
Aa, 'x,,, = (ia, ' —1)x, (4.2.2.1)

;!

olur. Buradanj = 0 ise,x = 8 ve boyleced € =, (R,", bs) olur. (4.2.2.1)" den;

Xpey = (1 ﬂ'“'“]x,_ (4.2.22)

olarak bulunur.i = a,, ise; 4 € m,(R,", bs) olur. Clnki;n = m + 1 oldugu icin,

x, =0 dir. (4.2.2.2) den;

x, = 1_[ (1- %)ln (42.2.3)

olur. Teorem 1.2.21' den; gr i’ lar aL = 1 Ozelligine sahiptir. Bu takdirde;

L
< E} - {D}) c mo(R., byy" = bs)

R

SU({.& £ C:
2

olarak bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3T;, = (il — R_) olsun. Oyle iseT,~* operatoru;

e
T;__l = (by) = ﬁr , (k<=mn) (4.2.3.1)

0 , (k=n)
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olarak tanimlanir.

Ispat: T,x = v ise; bu denklemden,

1
Xn = V,
1] .11 _an- ]
Xy, — 1 V. 4 ﬁj‘ v
Yl (A—a)(A—ag)
1 a ﬂ'{'.}n
Xy = V2 +— : ¥t — " Yo
A—a, (A —az)(A—ay) (A —a)(A—a)(A— ap)
1 e
T, = Vn T - Vn=-1
A— o, {A - an)("{ - an—l)
a, A

+(;{ - ﬂ'}[:ﬁ. a 'J'-'rrcl-ljl:.f;l - ﬂ'ﬂ_:} Yn-2 + e

ay AF . P L

T T ¥y T T =0
Y ¢ -
|-_ 1-5) | [1_ \1- ;.JI'
k=2 L k=o .

olur. Boylece;T, ™* = (b,,) matrisi,(4.2.3.1) de tanimlanagekilde verilir.

Teorem 4.2.4. ger; {(n + 1)a, } monoton Ve < L = lim, (n + 1)a, < w0 ise,

los

o(R_, bvy) = {fi € C:

; Ll
A—- =
2

=

b | =

dir.

Ispat: Teorem 4.2.2 ve Teorem 1.2.22’ den;
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L L
{ﬁ e C:|A— §| = ;}U 5§ C ‘TQ(RG:-"E”'J(}F = bs} c G'(Ra*rbpﬂ_')
=o(R,.by,)
olur. Boylece,;
{Aer LlfL}us (R, bvy)
= 2 —_ 2 g “io

olarak bulunurSimdi; ispati tamamlamak icin,

) Ly L
(R, byy) S {z. € C:|4 ——I "’_CE} us

oldugu gbsterilmelidir.‘i — £| > (al<1) ve A= a,, (m=0,1.2,..) olsun.

Buradan;T;,”* = (b,,) operatoriinin, Teorem 1.2.26" daki; (i) ve (iijediklerini

saladigl gosterilmelidir.

‘A — £| sl o al<1 ver= a,, (m=0,1,2,..)oldugundan dolayi¥ k igin,

a n+1)%a n®**
lim b,, = lim - = lim ( ) dn =0

n-ee n=s )2 H':-":k |l _ %‘_l P (k= 1)t

olarak bulunur. Boylece; (§arti sglanms olur. Simdi; (ii) 6zelliginin sglandgini
gOsterelim. Buradan,

)

-1

n
Z b Z lE:":".l—l.m 4
m=0 m=0

(0 <n <N)
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— N+1
Z - Z (Bxs1m — Pxsansr) + z bym| . (n=N+1)
Z m=0 )
o N
3 n=N+Z 'lm=0
olmak lzere;

)

olsun. Teorem 1.2.22" den= 1, 2,3 icin, ¥, 0(1) oldusu gosterilebilir.

Rhaly matrisinin spektrumunun géir 6zel durumlari igin bazi 6rneklesagida

verilmistir:

Ornek 4.2.5a = ( ”_‘3) ise:
n-=1
L L
HD(RG*IE}S] = {;‘L E E:‘;‘L —;l = ;} u{1,2,3}, HD(RG,E}#Q} =@

ve

o(R_, bvy) = {fi € C:

b | =

] LI
A—= =
2

=

} u {23}

dir.

Ornek 4.2.6a = (sin ?:1) ise;
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L
7o(R,", bs) = {ﬁ € C:|A —_| <

ve

o(R_, bv,) = {). € C:

|

b | =

A——-l =
2

=

dir.

4.3. ¢ ve ¢, Dizi Uzaylari Uzerinde Kompakt Rhaly Operatoriiniin Spektrumu
Teorem 4.3.15 = {a, : n =0,1,2,..} olmak Uzerer (M,c,) = 5 dir.

Ispat: Mx = Ax denklemini géz Onlne alirsak; bu denklemin c¢ozUein
(ag—A)xy,=0 ve nz1icin, ia, 'x, = (la, ' —1)x,_, olur. Eger; m,

x,, # 0 olan en ku¢lk tam say! isk= a,, ven = m + 1icin,

n -1

- — ﬁﬂ’ 1 - .
.1_,,2 = m .1_,_,1 L4311)

J=m+1 /
olarak bulunur(4.3.1.1)" den; M’ nin 6zdeserleri kolayca bulunur.

£, © ¢, oldugu igin; 1 =a, olduunda, |x,|* serisinin yakinsak olmasini

m

sglayacak bir x dizisinin olup olmadii belirlemeye cafalim. Bu ylzden;

p, =1 /na," ile verilen Kummer testini uygulayalim. Buradanz m igin,
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|.'X'_,,._|: _ (A— a’n-—-i}: ﬂ.".:

I-rn...glz A Qpsq”

olur. Bu takdirde;

= lim . — =0
n—* 0o ﬂf\ﬂ T 1)H,n+1"4*.‘

( |-1"v;|: ) . At — 2(n+1)a, A+ (n+ 1}‘1-‘"-*1:
Py -

oldugundan dolayix € £, olur. Bu ylizdeni = a,, oldusunda,x € ¢, olur. Sonug

olarak;m,(M,c,) = 5 olarak bulunur.
Teorem 4.3.2x,(M",c," = £,) = 5 dir.

Ispat: M* operatoriM’ nin transpozesinesatir. M* x = ix denklemini g6z 6niine

alirsak; bu denklemin ¢dzimuinden,

x, =Aa, M(x,—x,_.,)

olur. Bu takdirde; i=0 ise, ¥yneN icin x, =0 olduundan dolayt,

0 € m,(M",c,”) olur ve bdyleces n = 0 icin;

olarak bulunur. Buradan; ¥ a, € 5§ M" operatorunun bir 6zgeri olur ve

AEmy (M, ¢y ) isE,
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n—1
x, = l_[( - %) X (4.3.2.1)
=p

olur. Simdi; A sayisia,’ ler den biri dgilse, bu A’ nin 6zdger olmadgini

gosterelim.x dizisi (4.3.2.1) deki esitli gi saglarsa,

o 1-lt-a, /A 1-l1-a, /AP
T e, /A 1—a A1+ 1 —a,/2])

I-rn-..ll

2Re(a,/A) —a, /A7

"N —a,/Al(1 + 1—a,/2])

olarak elde edilir. Bu takdirde; Raabe limit tedtmn,

olur ve boylecex ¢ ¢, oldugu gorulir. Buda;a,’ lerin disinda bir 6z dger

olmadgini gosterir.

Teorem 4.3.3¢(M,c,) =5 v {0} dir.

Ispat: M kompakt bir operator oldw igin; 0 € o(M, c,) olur[39,syf.99]. Buradan
0= Ac0(Mc,)ise; Aemy(M, c,)nmy(M,c;”) olur. Teorem 4.3.1 ve Teorem

4.3.2' deng(M,c,) = S U {0} olarak bulunur.

Teorem 4.3.40 € I1, o(M, c,) dir.

Ispat: 0€5=m,(M,c,) oldwu icin; M~* mevcuttur. Fakat; 0 € o(M,c,)
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oldugundan,x~* siirekli dgildir. Bu takdirde; M € (2) olur.

Simdi; M € 11 oldugunu gosterelim. Buradang & =,(M*,c,*) oldugu igin, M*
operatorii 1-1’ dir ve bodylece; Teorem 1.1.16’ daf|M) = ¢, olur. Simdi de;

R(M) = ¢, oldugunu gosterelim. Buradamny—* operator,

a, * , k=n
by = ar:-1_1 , k=n-—1 (434.1)
0 , digerleri

seklinde tanimhdir [23,syf.279]. v =(v,)={(—1)"a,} olsun. Mx=y
denkleminden; x = M~*y olur ve buradar(4.3.4.1)" de tanimlananM~* = (b,,)

matrisini kullanirsaky n = 1 igin,

x, =a, 'y, —a,_, 'v,_,=2(-1)"

n 1] kL n—

olarak elde edilir. Bu takdirde; & ¢, olur. Buradany € ¢, oldugu igin, R(M) = ¢,

olur. Bu ytizdenM € 11 olur ve sonug olaral) € 11, o(M, c,) olarak bulunur.

Teorem4.3.54 =a,, (m=0,1,2,..)is€;i € IIl; o(M,c;) dir.

Ispat: T; = (A1 — M) olsun. Teorem 4.3.1' dert; 1-1 deil ve boyleceT; € (3)
olur. Teorem 4.3.2" dert;* 1-1 deildir. Bu takdirde; Teorem 1.1.16’ dair, yogun
bir gorintt kuimesine sahip gllir ve boylece T, € 111 olur. Sonug¢ olarak;

A €111, o(M,c,) olarak elde edilir.

Teorem 4.3.6x,(M,c) = s dir.



88

Ispat: Teorem 4.3.1" in ispati gibi yapilir.

Teorem 4.3.7n,(M",c" = £,) = 5.

[spat:M* x = ix denklemini g6z 6nline alirsak; bu denklemin ¢ozieimni x, = 0

ve n = 11Gin;

Xy = Aa:«:_l (1" - 'T:-:---]-.:]|

olarak bulunur. Bu takdirdei = 0; x, = 0 i¢in, x = x,e, 6z vektorine karlik

gelen bir 6z dgerdir. Eger; A = 0 ise,n = 1 i¢in

olarak bulunur. Buradan da; Teorem 4.3.2" nin isml kuguk dgisiklikler

yapilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.80(M,c) = 5§ u {0} dr.

Ispat: Teorem 4.3.3’ tin ispati gibi yapilir.

Teorem 4.3.9a(M,£,.) =5 u {0} dr.

Ispat: 4 matris operatorit dizi uzayl Gzerinde sinirli isei(4,£..) = o(A, c)olur

[2]. Bu da; Teorem 4.3.8’ nin bir sonucu olarak ortayar.

Teorem 4.3.100 € 111, o(M, c) dir.
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Ispat: Teorem 4.3.6' danM~' operatoriniin mevcut olgu gorulur. Buradan;
¥y € R(M*) kimesinin ilk elemani sifirdir ve bu dsr* operatorinin orten
olmadgini gosterir. Bu takdirde; Teorem 1.1.17'nd¢f~* operatérinin sinirh

olmadgi elde edilir.

Diger taraftanjp sayisimM* operatdrinun bir 6z@eridir ve bu ylzdenyr* operatoru
1-1 desildir. Bu takdirde; Teorem 1.1.16’ darf yogun bir gorintt kiimesine sahip

degildir. Sonug olarakps € 111, olur.
Teorem 4.3.114 = a,, (m=0,1,2,..)ise;4 € Ill; o(M,c)olur.

Ispat: Teorem 4.3.5’ in ispati gibi yapilr.

Teorem 4.3.12. Kabul edelim ki;=0 vei #a,, / (a,, — 1) olsun. Bu takdirde;

A=Al +(1— )M’ nin yakinsaklik bolgest dizi uzayidir.

Ispat: 4 = 1 ise; ispatlanacak bgey yoktur. Kabul edelim kii = 1 olsun. O zaman,
Teorem 4.3.7' den vé’ nin segiminden;(ﬁir - M) operatorinirg(c) Uzerinde

tersi mevcuttur. Bu da;

-1 -1
A7 =50

A

/-. _ _1 -
1 —M) €B(c)

demektir. A operatOru Uggensel v8(¢)' nin Uzerinde oldgundan dolay;;A~*

konservatiftir. Bu daig = ¢, oldugunu gosterir [45].



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Sonug 5.1.4: ¢, — ¢, bir operator ise,

()o(a,co) = A€ c:li—1] < 1],

(i o, (4,c,) = 0,

(ii)) 0, (4% cp") = {2 € €12 — 1] < 1},
(V) o, (A c)) = (Aec:1a—1] <1},

V)o.(4,e,) = {A € C:lA—1] = 1}

dir.

Sonug 5.2.4: ¢ = ¢ bir operator ise,

(Ne(a,c)={AecC:|A—1] =1},

(i) o, (4,c) = 0,
(i) o, (4%, ¢”) = {A € C:|A — 1| < 1} U {0},
(VYo (4,¢) ={Ae C:|]A—1]| < 1}u {0},

W)o.(4,¢) = {A € C:|A— 1] = 1)\ {0}

dir.

Sonug 5.34: £, — £, bir operatér ise;



()o(a,8) ={A€C:|i—1] <1},
(i)o,(4,4,) =0,

(i) o, (2% €;,7) ={A€C:]li—1] <1},
(iV)o,(4,¢,)={AecC:|A-1] <1],

(Vo (4,£,) =0

dir.

Sonug 5.44: by — bv bir operator ise,

Ne(abv)={ieC:|A-1]| <1},
(iiyo, (4, bv) = 0,
(i) o, (4", bv") ={A € C: |A - 1] £ 1]},
(VYo (a,bv)={AeC:|A—1] = 1]},

Ve, (4,bv) =0
dir.

Sonug 5.54: £, — £, bir operator ise,

()o(a.¢,)={ec:la—1| <1}

(i)o,(a.€,) =0,

{AecC:|1A-1] <1}, (1<p<w)

(iii) 0, (47, 4,7 ) = [{,1 eC:|a—1] < 1}, (p=1)

. _(fAecCli-1l<1}, (1<p<®)
(|V)ar(d;f?)_ {{.’i EC: Ijl_ll {_: 1}.« (pz 1)1

91



Vo, (8.£,) = {{,1 E C: Hﬂ— 1| = 1}: (1 {fpi?

dir.

Sonug 5.64: bv, — bv, bir operator ise,
()o(a,bv,)={A€c:|a—1]<1),
(ii)ap(d,bvp) =0,

(i) o, (2%, bv,") = (A e C: 1A -1] < 1},

(V)o,(4,bv,)={€C: |2 —1] <1},

Vo (4,bv,)={2eC:|21—-1| =1}
dir.

Sonug 5.74 : ¢, = ¢, bir operatér ise,

()4, c,) = {}. € C: ‘1 - f| < 1],

92

.. A 0 . (v,) sabit bir dizi ise
(i) 7, (4, o) = {vﬂ,, vy, Uy .. }, (v, ) kesin azalan bir dizi ise '

(iii) o, (4,", cg") = {,1 ec|i-? < 1},

| B {A EC:|1 —% }
(V) e, (4, c0) = {{i €C:|1 —5 = 1}\ (o, o2,
{;_ ec:|i-2=1 ’
(V)o. (4, ¢) =
[.1 €C:)1—

, (v sabit dizi

..}, (v,.) kesin azalan dizi

(v, ) sabit bir dizi

’L—l 1] \{vy}, (v,)kesin azalan bir dizi



dir.

Sonug 5.8¢,:¢c, — ¢, bir operator ise;

()o,(Cy ) = {1 € C: ‘,1 - l| < 1}
(iNa,(Cy.co) = {0},
(i) 0. (Crc0) = {aec:|a-3| < Fu

(iv)o.(Cycy) = {,1 eC: \,t —l| =1 1=z 1}

5

dir.
Sonug 5.9¢,:c — ¢ bir operatér ise;
(ho(cr0 ={rec|r-} <}

(i, (€y,c) = {1},

(iii) o, (C,,c) = {A € C: |a —§| <

B |

}

)o.(cpo) ={rec: a3 =2]

dir.

Sonug 5.10C;: bv, — bw, bir operatdr ise;

,1]
< =t

(o(cyby,) = {2ec|p-2

(o, (Cy, by,) = {1},

(i) o, (Cy. bv,) = {2 e €: [2 - 2| <2},
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dir.

Sonug 5.11¢,: ¢ — ¢ bir operator ise;

()o(C, c) = {i k= 1.2,...}u {0},

[T
K

(i)o,(C.0)={>, k=12..},

(iii) o,(C,,c) = {0},

(iV)e.(C,c)=0

dir.

Yukarida verilen bazi dizi uzaylarin spektrumlamryani sira; Tanim 1.2.17" de

verilen A operatorunlrf,, dizi uzayi Uzerindeki spektrumu atailabilir.
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