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ONSOZz

Bu calgmada, D tam kare olmayan pozitif bir tam sayi olniakre,/D kuadratik
irrasyonel sayisinin periyodik surekli kesir aciha gére elde edilen yakinsaklilar

P, DQ,

n n

ile bu yakinsakliklarin %( j Newton yakinsaklik formulinde yerine

yazilmasi sonucunda elde edilen Newton yakinsakiikbrasindaki Rantilar

anlatilmg ve bu bgintilarin, JD kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik surekli

kesir aciliminin periyot uzungu ile ilgili oldugunu gosteren drnekler verilgtir.

Calsmamda, bilgi ve birikimini benimle payan, ilgisini eksik etmeyen
dangmanim sayin Yrd. Dog. Dr. Serpil HALICI'yagekkir ederim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Surekli Kesirler, Kuadratikrasyonel Sayilar, Periyodik Siirekli
Kesirler, Periyot, Yaklgmlar, Newton Yaklagimlari

Bu calsmada ilk olarak, surekli kesirler, surekli kesinteryaklagimlari ve
yaklasimlarin 6zellikleri ile yaklamlar yardimiyla c¢6zilen Diophant ve Pell
denklemlerinden bahsedildi.

Ikinci kisimda kuadratik irrasyonel sayilarin pedifjostrekli kesir agilimina gore
elde edilen yakkamlari ile Newton yaklgimlari arasindaki igkiler anlatildi. Verilen
orneklerle, bazi yakiam deseri icin hesaplanan Newton yakialarinin ayni
zamanda farkli bir yakiam deserine git oldugu gosterilerek, bu durumun hangi
sartlarda gerceklgigi anlatildi. Newton yakkaminin farkh bir yaklaim deserine
esit olmasinin, yaklgmi alinan kuadratik irrasyonel sayinin surekliikegiliminin
periyot uzunlgu ile balantili olduzu 6rneklerle anlatildi.

Son bélimde isev/D kuadratik irrasyonel sayisinin Newton yaktal ile
yaklasiminin a&it olmamasi durumunda, bu iki yakien deserinin bulundgu
esitliklerin tam kare olmayan D tam sayisinin yazilamgili oldugu anlatildi.

Vil



NEWTON'S APPROXIMATIONS OF QUADRATIC
IRRATIONAL NUMBERS

SUMMARY

Key Words: Continued Fraction, Quadratic Irratiohaimber, Periodic Continued
Fraction, Period, Approximations, Newton’s Approstion

First of all, we mention about continued fracticapproximations of continued
fraction, properties of these approximations, Dathand Pell equations how can
they be solved by approximations.

In second chapter we mention about some relati@tsden approximations of a
periodic continued fraction and Newton’s approximé. Examples are given about
some Newton’s approximation which the same, diffeegpproximations and explain
this situation when can be turn out to be true. tdelg approximation equal to be
different approximation is about period of lengthripdic continued fraction of

guadratic irrational number.

In the last chapter we explained situations whiewbdn’s approximation isn’t equal
to approximation and how can be these aproximdkiersame equation.

viii



BOLUM 1. GiRi$

1.1. Temel Tanim ve Ozellikler

Tanim 1.1.1 n20, a,a,4a,...,8 tamsayllar ve a, hari¢c hepsi pozitif olmak

uzere;

bicimindeki ifadeye dizgin veya basit surekliikes,,a,,a,,....a, degerlerine de,
basit surekli kesrin elemanlari denir. Bu ifa({ao;al,az,...,an] seklinde
gosterilecektir.a,, a, a,..., 8 dezerlerinin sonlu olmasi durumunda, surekli kesre n.
mertebeden sonlu surekli kesirgy,a,a,...,8 deerlerinin sonsuz olmasi

durumunda da surekli kesre sonsuz surekli kesiird&una gore n. mertebeden

sonlu surekli kesirde n+1 tane eleman vardir.

Her sonlu basit surekli kesir, elemanlari Gzerirydgilan sonlu sayida rasyonel
islemin sonucuna sittir. r =c/d, (c,d)=1, c,d0Z, d>0 olmak tzere rnin

surekli kesir acilimiggidaki ssitliklerden yararlanilarak hesaplanacaktir:

c=ad+r, , 0<r,<d
d=ar,+r, , 0<r.<r,

b =a,r,+r, , 0<r,<r



rn—3 = an—lrn—z + rn—1 ' O < r2 < r1
rn—2 = anrn—l + O
r rasyonel sayisinin  surekli kesir acilimir = [ao; al,az,...,an] ve

r= [ao; a,,a,,...a, = J,l] biciminde olmak Uzere ikekilde yazilacaktir.

Tanim 1.1.2 S, :[ao;al,az,...,ak] yazilimina, strekli kesrin bir pargasi (segment)

denir. Sonlu ya da sonsuz herhangi bir surekliikelsir parcasi, sonlu bir strekli

kesirdir.

Tanim 1.1.3 r, :[ak,ak+l,ak+2,...,an] ifadesine, sonlu sirekli kesrin kalani denir.
Sonlu surekli kesir nci 0<ks<n olmak uzere,;

r= [ao;al,az,...,an] = [ao;ai,az,...,ak_l,rk] biciminde yazilir.

Ornek 1.1.1 Bu ('jrnekte,%‘g rasyonel sayisinin surekli kesir acilimi bulugtau

23=45+3
5=13+2
3=12+1
2=21

%3 = [4;1,12] veya %3 = [ 4;1,],],1] olarak yazilir.

Tanim 1.1.4 r =[a0;a1,a2,...,an] olsun.[ao;ai,az,...,ak], k<n acilimma kaplik
gelen rasyonel sayiya, surekli kesrin k. yaikta denir. Surekli kesrin k. yalkdani

p./d. seklinde gosterilip, yakkamlar gagidaki bicimde hesaplanir.

[a,] T



1 _a@+1_p
[agia]=a, + — =22 ==

a a O,

. _ 1 _a@aa,ta +a,
[ag:a,8,] =2 + :
’ ai +i a1a2 +1
a2
[ao;al,a2 ..... ak] :% yaklgimini hesaplayabilmek icin sagidaki teorem
k

kullanilir.

Teorem 1.1.1 (Yaklasimlarin Olgumu) k =2 olmak Uzere;
Pc = & Py t Py
O =0k t Qi (1.1.1)

esitlikleri vardir (Tekrarli bglntllar)[S].

Ornek 1.1.2 Yukaridaki bgintilarda k = 0 yazilirsa: p_, =0, p, =1, q_, =1,

g, =0 bulunur.

Onerme 1.1.1 a, harig, a,,a,,a,,..a, pozitif tamsayi, her x reel sayisi x> 0

tamsayisi igin;

) _ XPa t P
A, Ay G X E————
[ao % ] XOq Ok

bicimindedir.
Ispat: k Gizerinden tiimevarim uygulagthda, k = 0

[ _X_Xp,tp,
1 xq,+0q,



saglanir. Bu agitli gin k icin saglandgi kabul edilerek, k+1 igin ispat yapifgnda;

1
a +— Pyt P
A:[ ‘ Xj T X(@ st Pio) Py _ XDt P

(ak + j‘(jqk_l +1i X(aqu—l + qk—2)+ Ok-1 X0 * Oy

bulunur.

Teorem 1.1.2 0Ok = -1 icin;

POk ~ Pealk = (_ 1)k_l (12)
olur [5] :

Tanim 1.1.5 (c,d)=1 olmak Uzerecx+ dy =1 bicimindeki denklemlere Diophant

denklemi denir. Teorem 1.1.2 kullanilarak bunkdemlerin bir ¢6zimu bulunur.

§=[a0;a1,a2,...,an] olsun. Bu durumda n tek isg,y) =(q,.,,—P,, , D Cift ise

Pn
Ay

(%, y) =(=0,4, P,-y), verilen denklemin bir ¢ozumdlur. Gergekten deE:

n-1

olup, c=p, ve d=gq, alnabilir. Teorem 1.1.2 den;cqn_l—pn_ld:(—l)

olacggindan n tek ise(X,y) = (0,,— P,y )N Gift ise(X,y) =(-0,4, P,.,) deserleri

denklem icin bir ¢6zim olur.

Ornek 1.1.3 Bu 6rnektel 58x + 45y = 1denkleminin bir ¢cozumi bulunrgtur.

158= 345+ 23
45=123+22



23=122+1
22=122

olup, 15845 rasyonel sayisinin surekli kesir agllmil58/45=[3:l,],22] olarak

bulunur15845 surekli kesrinin yaklgmlari Tablo 1.1.1 de gosterilgtir.

Tablo 1.1.1 153/45 rasyonel sayisinin yaklanlarinin tablosu

158/45 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
Pk 3 4 7 151 158
Jk 1 1 2 43 45

158'45=[31122] acilimi alinirsa, bu agiima gone=

dAup tektir. Dolayisiyla

X=g, Y=-p, olup x=2, y=-7 bulunur.15845 rasyonel sayisinin sirekli

kesir acihmi 158’45=[3:L],21,1] biciminde de alinabilir. Bu durumda= 4

olacal igin x=-0g, ve y = p, olup, x=-43ve y = 151bulunur.

Teorem 1.1.3 Her k= Q
POk-2 — U Px—> = (_ 1)kak
veya

P _ P2 _ (-D“a,
O Ok-2 OOk

esitlikleri vardir [5].

Onerme 1.1.2 i) Cift yaklasimlar dizisi artandir{c, <c, <c, <¢; <C; ...

)

i) Tek yaldanlar dizisi azalandir(c, >c; >c, > ¢, >¢,

i) Her tek yakdam, her cift yaklaimdan buyutktir.

(1.1.3)



Ispat: i) Her cift k > 2 icin (1.1.3) gitli ginden;

P _ P (_1)k 8
O Oz OG-

yazilir. Pe - c, ve Pz _ C._, alinip, k dgerinin de ¢ift oldgu dikkate alinarak;

Ok Ok-2

esitli gi yazilabilir.
Bu sitlikte q, ve a, degerlerinin Uk = 0 igin pozitif oldusu dikkate alindiinda

C._, <c,olup, cift yaklgimlar dizisinin artan oldgu sonucuna varilir.

i) Her tekk = 1licin ( 1.1.3) sitli ginden benzegekilde,

a

C =Co~
Ok k-2

esitli gi yazilabilir. g, ve a, deserlerinin Ok = Oicin pozitif oldusu dikkate

alindgindac,_, > c, olup, tek yaklaamlar dizisinin azalan oldiu sonucuna varilir.

)k
i) (L12) stz Pe— P = ()

O Oa OOk

biciminde yazihp[Jt> Qg¢in k=2t +1
alindginda,

Pova _ Par _ 1

q2t+1 q2t q2t+1q2t
elde edilerek,

1
Uat+20at

C2t+l = CZt + ve C2t+l > CZt

yazilir. O r,s=0 igin gger, r =< (i))den c,,, >cC, olur. Eger r Zs ise (r<s)
C, . > C,q,y >C,, Olur. Dolayisiylac,,,, >c,, oldugu yazilarak, ispat tamamlangni

olur.



Teorem 1.1.4 [k=1ligin, a, >0 olmak Uzerea,,a;,a,,a, ,.tamsayilar dizisi
verildiginde c, :[ao;al,az,...,ak] ise,lim,_,c, mevcuttur.lr,s>0 tamsayis

icin ¢, <lim,_,c, <c,, olur [5]

Teorem 1.1.5 [k = Oigin sonsuz surekli kesrinior deseri;

1
< -

Ok Q1

P
Ok

a_

dir [5].

Teorem 1.1.6 [ao;al,az,as,...] surekli kesri yakinsaktir Zan serisi

n=1

|raksakt|r[5] :

Teorem 1.1.7 Tum yakinsakliklar indirgenemezd'&].

Teorem 1.1.8 Ok = 0 ic¢in sonsuz surekli kesriniad dezeri;

1

1 O
O (Qss +4,)

Ok

a— >

dir [5].

Teorem 1.1.5 ve Teorem 1.1.8 yardlml)}mr&

Ok

deseri icin alt sinir ve Ust sinir

_ P
Ok

<

1
olusturulmus olur. Dolayisiyla——— <

yazilabilir.
oD (qk - qk)

qk qk+l

1.2. Ara Kesirler

k=2 ve isayisi keyfi bir negatif tamsayi olsun



Pea(+D+ Py i+ Py _ (-D"
qk—l (I + 1) + qk—2 Iq k-1 + qk—2 [qk—l (I + 1) + qk—2 ][iqk—l + qk—Z]

Pz Piez t Pt Pz 2Pk Pz +3Pia Pi-2 + Qe P _ P

, , , (1.2.1)
qk—2 qk—2 + qk—l qk—2 + 2(qk—l qk—2 + 3qk—1 qk—2 + qk qk—l qk

yazilabilir. Bu dizinin ilk ve son terimlerinin yikisi de tek mertebeli yakinsaklik
yada ikisi de cift mertebeli yakinsakliktilk terim ve son terim arasinda kalan

kesirlere ara kesir adi verilir.

Tanim 1.2.1 Pozitif paydali %:g

kesirlerinin medyani veya ortancasi denir.

L . . a+c . a C
kesirleri verilsin.—— kesrine —ve —
b+d b d

Onerme 1.2.1 iki kesrin medyani, daima ger olarak iki kesir arasinda kalir.

Ispat: %s%olsun. Bu durumdabc—-ad = 0 yazilabilir.

ad —bc

a+c _a_ bc-ad atc_c _
b+d d b(b+d)

b+d b b(b+d)

>0 bulunur. Dger taraftan

<0 olup,

a+c
b+d

a C
—< <— bulunur.
b d

Pra
qk—l

Sonug olarak (1.2.1) de bulunan ara kesirler, bcesi kesir ile kesrinin

medyanidir.

Teorem 1.2.1 Oa ORicin a ya sit degerli sadece bir tane strekli kesir vardir. Bu

surekli kesir,a rasyonel iken sonlug irrasyonel iken sonsuzdt[l'ﬁ].



BOLUM 2. KUADRATIK IRRASYONEL SAYILAR VE
PERIYODIK KESIRLER

2.1. Temel Tanimlar

f(x) =a, +ax+a,x* +a,x° +..+a X" fonksiyonu a,a,a...,30Z
katsayilarina sahip n. dereceden bir polinom olgursayisi, f(x) polinomunun bir

koku oluyor ise,a@ 'ya cebirsel sayi denir.

Her a:% sayisl, f(x) =bx—a polinomunun kokl oldgundan cebirsel sayi

kavrami rasyonel sayi kavraminin bir genellemesidir

a cebirsel sayisi, n.dereceden bir polinomun k&kiia ya n. dereceden cebirsel
sayl denir. Bu tanimdan hareketle her rasyonelngayl. dereceden cebirsel sayi
oldugu soylenebilir. 2. dereceden cebirsel sayilaral olegak, kuadratik irrasyonel

sayllar da denir.

Ornek 2.1.1 /2 irrasyonel sayisi f(x) = x*— 2polinomunun koki oldgu icin

2.dereceden cebirsel bir sayi, dolayisiyla kuakitatiirrasyonel sayidir.

Tanim 2.1.1 u,vOQ v#0 ve d> 0tam kare olmayan bir tam say!I iset vi/d

reel sayisina bir kuadratik irrasyonel sayi denir.

Q(\/a):{u +v\/a:u,vDQ} kiimesi Q rasyonel sayilar cisminin bir galemesidir.

Kuadratik irrasyonel sayilar bu cismin irrasyonayaridir.

Tanim 2.1.2 a=u+v\/EDQ(\/E) ise a' =u-w/d irrasyonel sayisina ’'nin
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eslenigi denir.
Onerme 2.1.1 Da,ﬂDQ(\/a) icin sslenik olmanin, gagidaki 6zellikleri vardir.

=) =a'3p
@B) =a'p

. a) a
z0 = | ==
ig ise (’Bj 5

a:u+v\/aDQ(\/a), vz20, a ve a', x*-2ux+u®’-du*=0 kuadratik
denkleminin farkl kokleridifg].

Tanim 2.1.3 n=0, m>0 olmak uzere, [bo,bl,b2,...,bn_l,co,cl,cz,...,crH

seklindeki bir sonsuz surekli kesre, periyodik siirédesir denir. Burada alinan en
kucuk m sayisina surekli kesrin periyodu denir.

Periyodik surekli kesirler, 6zel olarak devir edéamsayl sayisina gore de
adlandirilirlar. Orngin sadece bir tane sayinin tekrar g@ttsiirekli kesirlere 1
periyodiktir, sadece iki tane sayinin devggttisurekli kesirlere de 2 periyodiktir

denir.
Tanim 2.1.4 a,’dan sonraki butin elemanlari devredenla,;a,,a,,..a,

bicimindeki periyodik surekli kesre, pur periyodskirekli kesir denir. D tam kare

olmayan pozitif bir tamsayl olmak tizera/D kuadratik irrasyonel sayisi par

periyodik sirekli kesir acilimina sahiptir.
Ornek 2.1.2 /3= [LJ,_Z] surekli kesri, 2-periyodik surekli kesirdir.

Ornek.2.1.3 a=[5;m)] biciminde surekli kesir acilimi verilgreriyodik
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surekli kesrinin dgeri bulunabilir. y:[llo] al|n|rsa,a'=[5,y] olur. Dolayisiyla

y:[110, y] oldusundan,y =1+ yazilabilir. Buradan y = 1ly+1 olup,
10y +1
10+ =
14
10y? -10y-1=0  denklemi elde edilir. Bu denklem c¢ozijdade y = 5+1CN 35
10 -
vea=1|5y|=5+ =+/35 kuadratik irrasyonel sayisi bulungmiur.
[5]=5+ Nk y y ol

Teorem 2.1.1 n. dereceden her reel irrasyonel cebimwgeicin; p, q tam sayilar,

a—g >£n olacaksekilde pozitif bir C vardifg].

q

g >0 olmak lzere

Teorem 2.1.2 Her periyodik surekli kesir, bir kuadratik irsgmel sayl gosterir. Ve

her kuadratik irrasyonel sayi, bir periyodik strdddsir yardimiyla temsil edilir.

Ispat:(=) a periyodik bir siirekli olsun.

a =ay,8,8,,.8 3,8 & s ing

Periyodik surekli kesrin kalanlari icip,, =r, yazilabilir. @ kalanlar yardimiyla;

a= pn—lrn + pn—2

biciminde yazilabilir.
qn—lrn + qn—2

_ Pealict Puea _ Pran-alicen ¥ Prenz _ Prsnalic ¥ Prano
Balkc + Oz Asnalion T 0een =2 Qonalic + Ohsna

a

olup, son iki rasyonel ifade arasinda icleglah ¢arpimi yapildiinda, r, tam
katsayill bir 2. Dereceden denklemi glaanis olur. Dolayisiyla,r, a’ya

karsilik gelen kuadratik bir sayidir.
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(O) Tersinea sayisli, tamsayi katsayllP(x)= ax® +bx+c polinomunun bir kokii
olsun. Bu durumda aa?+ba+c= lup, a sayisi n. mertebeden kalanlarina

pn—lrn + pn—2
qn—lrn + qn—2

gore;a = biciminde yazilabilir.

Bu deser, aa? +ba + ¢ = 0 sitli ginde yerine yazildinda, Ar.>+B,r. +C, =0

denklemi sglanir. Burada;
A1 = a'pn—12 + bpn—lqn—l + Cq1—12

Bn = 2apn—1 pn—2 + b( pn—lqn—z + pn—an—l) + 2an—1qn—2

C,= apn—z2 +bp,,0,, + Con—z2

olarak ahnmgtir. A, sesitliginde n yerine n-1 yazildginda C, = A, oldugu
gorilir. AyricaAr,” +B.r, +C, =0, denklemi iginA incelendginde;

an —4AC, = (b2 - 4ac)( Praln-o pn—zqn—1)2 =b? -4ac

n-1

_ pn—l
C]n—l

>

> Yyazilabilir. p,_, =aq,, +
qn—l n-1

bulunur. Ayrica Teorem 2.1.1 de%v

ve [6,,|<1 alinip, A, sitliginde p,, yerine yazilarak;

n-1 n-1

2
A = (aqn—l +£] +b= (aqn—l + Z_n_l jqn—l + an—12

as, )’

c]n—l

— 2 2
A =aa“+ba+cq,_,” +2aad,  +

Cul =[ A < 2aa] +[af +]o

bulunur. DolayisiylaC, mutlak dgerce sinirli olup, n sonlu sayidagdealabilir.
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Buradan Ar,”> +B,r, +C, =0 biciminde sonlu sayida denklemle &asilacas
sOylenebilir. r, belirli degerleri sadece sonlu sayidagde alabilecgi i¢in k ve h
pozitif tamsayilar olmak uzere, =r,,, Yyazilabilir. Bu isea nin periyodik bir

surekli kesre sahip olgunun gdstergesidir.

Ornek 2.1.4 A sayisinin  sirekli kesri,A=[a;b,b,b...]=[a;l_)} biciminde

olsun.

1 1 1
A=a+ ve B=|b:b,b,b,..|] olup,B=b+ ,veyaB=b+=
[b;b,b,b,..] [ | olup [bibbb.] " B

biciminde yazilabilir.B> -bB-1=0, denklemi ¢oziiliip pozitif kok hesaplapohda

_ / 2
B:b—2+4 bulunur. Buradan;

2 b-vb®+4

A:a+% = Ama+——— = A=a—-——— olup,

_ 2a—b+\/b2 +4

2 2

A
bulunur.
Bu uygulamada 6zel olarak herhangi pozitif a véebicin hesaplama yapilginda;

2
i)a=Db allnlrsa;A:g+ b” +4

bulunur. Orngin b =1 iken, Az# = [];i]

olur.

2+1 bulunur. Ozel olarala =

2a—2a+\/4a2 +4 .
2

i) b=2a alinirsa;A= >

icin, A= V2= [L‘ é} bulunur.

1
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Ornek 2.1.5 A sayisl, A:[ ];2,34,5,4,5,4,5,...] = [123,4_5] biciminde surekli kesir

acihmina sahip olsun.

A=1+ 1 1 olup, B =[4;5,4,5,...] yazilabilir.

L1
[4545..]

3

B=4+

= BB?-20B-4=0 denklemi ¢ozilip, pozitif kok alinarak;
5+E

B=10+2@
5

bulunur. Bu dger A da yerine yazil@inda,

1 _115+20J30 _ 80-+/30

1 © 80+14/30 52
1

3+——
10+ 24/30
5

olur.

Teorem2.1.3 i) A sayIsl periyodik sl kesre sahip olsun.

r+svA
t

A:[ai;az,...,al,bl,bz,..bm] surekli kesri, A= biciminde yazilabilir.

Burada r, s, t tam sayfy > 0’dir.

ir,s,t, A tamsayilar veA > Imak Uzere,r +t A sayisi periyodik strekli kesir

acihmina sahipt{B].
2.2. Surekli Kesir Acitliminin Cebirsel Algoritma Yardimiyla Bulunmasi

Jn nin stirekli kesir acllimi,sagidaki gamalar takip edilerek bulunacaktir.



i) Karesi n'ye en yakin olan tamsay! bulurBm. sayr m isem® <n

tamsayisi(m+1)° > n sitsizligini saglar.

elde edilir.

ii) v/ = m+1ya2|llp, buradan dax =
X

1
Jn-m

i) x=

1 [\/ﬁ+m]_\/ﬁ+m
Jn-mlvn+m/) n-m?

iv) Bir 6nceki gamada bulunan say/ﬁ olduzunda, §lem biter.

15

olup, m

Ornek 2.2.1 Bu 6rnekte,+/14 kuadratik irrasyonel sayisinin, periyodik surekili

kesir acilimi bulunacaktir.

\/ﬁ:3+(\/ﬂ—3):3+ 1 =3+ 1

1 V14+3
V14-3 5
J14+3 . 1 _J14+2
X = =l+— = X, =
5 X, 2
J14+2 1 _J14+2
X, = =2+— = X =
2 Xs 5
X,

X, =+14+3=6+(\14-3)

olup, slem tamamlaniry/14 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik sirelkesir

acihmi, \/1_4=[3;],2,],6] bicimindedir.
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2.3. Pell Denklemleri
N, dJZ icin x> —dy* =N bicimindeki denklemlere Pell Denklemleri denir.

Bu kisimda, 6zel olaralN =¥1 ve d tam kare olmayan bir pozitif tamsayl olmak

uzere, pell denklemlerinin ¢ozumleri ile/d  kuadratik irrasyonel sayisinin
periyodik surekli kesir acilimina gére hesaplanaklgimlarn arasindaki ki

aciklanacaktir.

Teorem 2.3.1 (p,q) sirall ikilisi, x* —dy? =F1 Pell denkleminin bir pozitif

¢Ozumdi ise,B Jd nin surekli kesir acihmindan elde edilebilecekyaklagimdir.
q

Ispat: p?-dg®°=1 ise, (p—q\/a)(p+q\/a):1 yazilabilir.

_p_\/a‘_ 1 olup, p? = 2 5
= p, p° =1+dg° olduwundan p>qg ve p+q\/a>2q
‘q o(p++d)

p

alinabilir. Buradan;—p—\/a< elde edilerek, = nun +/d nin bir yaklgimi
q

q

2

oldugu gorular.

Sonug olarak/d nin periyot uzunlgu m olsunx? —dy? = 1pell denkleminin temel
¢oziimii, m cift ise(p,,,,9,), m tek ise(p,, 4, 0,my) Olur. x2—dy? =—1 pell

denkleminin temel ¢6ziimii de m tek ige, ., ,) olur.

Ornek 2.3.1 Bu oOrnekte x> -41y* = 1 pell denkleminin temel c¢ozimii
bulunacaktir. /41 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik surekésk acilimi,
Ja1= [6; 2,212] seklindedir.\/4_1 in periyodik olan surekli kesir agiliminda periyot

deseri m=3 olup, bu deger tektir. Yukaridaki sonuca gore temel ¢6zim,

(Porss Uoms) den (ps,gs), x?—41y? =-1 pell denkleminin temel ¢ézimi de
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(pm_l,qm_l) den (pz,qz) olur.\/4_1:[6;2,212] surekli kesir acihminin ilk be
yaklasim deseri, sgagidaki tablo ile gosterilngtir:

Tablo 2.3.1+/4lirrasyonel sayisin yakjanlarinin tablosu

Ja1  |k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
Pk 6 13 32 397 826 2049
Ok 1 2 5 62 129 320

x? —41y? =1 pell denkleminin temel ¢éziim{x, y) = (2049320) olur. Gergekten de
bulunan ¢ézimin giamasi yapildiinda;

2049 - 41.320° = 4198401 4198400=1 oldusu goriilmektedir..

Ornek 2.3.2 Bu 0rnekte x*-23y? = 1 pell denkleminin temel ¢oziimi

bulunacaktir,/23 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik sirekésir acilimi,

J23= [ 4;l3;|,8] seklindedir.\/2_3 un periyodik olan surekli kesir aciliminda petiy

degeri m=4 olup, cifttir. Yukaridaki sonuca gore temel (;Gzt(rpm_l,qm_l) den

(ps,qs) olarak bulunmsgtur. \/Z’>=[4;L3,],8] surekli kesir aciliminin yakgamlari
asagidaki tablo ile gosterilmgtir:

Tablo 2.3.2.4/ 23irrasyonel sayisin yakjanlarinin tablosu

23 k=0 k=1 k=2 k=3

Pk 4 5 19 24

Jk 2 1 4 5
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x* —23y? =1 pell denkleminin temel gbz[]mt(,x, y)=(24,5) olur. Gercekten de

bulunan ¢ozimiin gamasi yapildiinda, 24° -235° =576-575=1 oldusu
gorulmektedir.

Teorem 2.3.2 x*-dy? =1 Pell denkleminin temel ¢ozumii,,y,) ise, tim

(x,,y,) pozitif gc‘jzumleri(x1 + ylﬁ)“ =x_ +y,+/d bicimindedir.

Ispat: Oncelikle yukaridaki gtlikte tanimlanan (xn,yn) ciftlerinin bir ¢6zim

oldugu gosterilecektir.

x.2—dy? = (xn - yn\/a)(xn + yn\/a)
= - yvd) ( + v,
= (2 +y2)

=1

bulunur.  Cunku (x1+yl\/a)n=xn+yn\/a esitligi var ise, elenik olarak

(X1 - ylx/a)n =X, ~ yn\/a &sitli gi de sglanir.

Simdi de her pozitif ¢cozimin temel ¢ézimin Koivveti old@gu gosterilecektir.

(st) bir pozitif ¢ézim oludx,,y,) ler arasinda olmasin. Bu durumda,

x, +y,/d, s+tJ/d >1 oldusundanCmON bulunabilir, Gyle ki;
e+ y,d)" s s+td < [, +y, /)™

olur. Burada gtlik durumu s6z konusu olamaz. Cunkitl& olmasi durumunda;

(X1 + yl\/a)m =X, + ym\/a =s+t/d = s= X, 1 =Y, olmasi gerekecekti.
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(X1 _yl\/a)m = ! — oldugundan, yukaridaki sésizlik (xl—leE)’“ ile
(x, +y,a)

carpildginda;1< (s+t\/a)(x1 - lea)’" <X+ ylﬁ bulunur.

Burada a ve b tamsayllar(la+ b\/a): (s+t\/a)(x1 - ylﬁ)’“ ssitli gini sazlayacak
bicimde tanimlandginda; a? — db? =(s2 —dtz)(xl2 —dylz)molup (a,b) nin de bu

denklemin bir ¢6zimi vkE<a+ bvd < X + leE oldugu anlgiimaktadir.

Ayrica 0< (a+ b\/a)_l <1 ve buradan0<a-by/d <1 oldusu goz oniine alinarak,
asagidaki ifadeler yazilnstir.

(a+bx/_) (a b\/_)> >0

o/d =+ byd)-~fa-bVd)> 2 - =

NIH

Buradan (a,b) nin de bir pozitif ¢6zim oldtu séylenebilir. Fakal(xl,yl) temel

¢6zUm olmasi nedeni il@>x, ve b>y,olmahdir. Bu ise,a+by/d < X + leE

esitsizligi ile ¢elismektedir.

Ayrica teoremde n sayisinin sifir ve negatgetéeri de allnarak(xn,yn) ¢cozumleri

gensletilirse, verilen denklemin tim ¢6zumleri eldeleds olur.
2.4. Periyodik Surekli Kesirlerin Yaklasimlari Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, kuadratik irrasyonel sayilarin yakiaari arasindaki igkiler

incelenecektir.
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D, tam kare olmayan, pozitif bir tamsayi olsufD kuadratik irrasyonel sayi olup

pur periyodik surekli kesir acilimina sahiptir. srigot uzunlgu olmak tizereD
kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik surekli ske acilimi algilagelmi
gosterimden farkli bir bicimdesagidaki sekilde de gosterilebilir.

1 1 1 1 1
VD = — o ) —— ) — / —.=(ag,a,,,...,
a°+a1+ a2+/ /as+/a1+/a2 (85;8,,8,,...,8;)

Omek 2.4.1 V2 =(12), ¥3=(112), /7 =(11114) seklinde yazilabilir.

Bu bolumde n. yakinsaklikR, :i seklinde gdsterilecektir.

n

R 1 /1 1
R”_Q_n_a°+al+/a2+/'"/+an_l (24.1)

P =2 Q=1
P, =a,a +1 Q,=a (2.4.2)
P =aRa tRe Qu = 31Quy + Qi

esitliklerinin ~ oldugu bilinmektedir. Ayrica VD  kuadratik irrasyonel sayisinin

periyodik strekli kesir acilimn/D = (ay;8,a,,...,a,) IGiN;

a, :[ JD } (ao,\/B sayisinin tam kismidir.) (2.4.3)
a, = 2a, (2.4.4)

esitlikleri yazilabilir.

VD kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik surekiesk acilimini olgturan

a,,a,,8,,...,.8,, tamsayilari simetriktir. Simetriklikten dolayt;
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a =ag, (2.4.5)

yazilabilir.

Ornek 2.4.271 irrasyonel sayisinin surekli kesir aglllrvh?,_1= ( 8;2,2;!,7,],2,216)
sekline olup, burada, = 83, =2,a,=2,a,=1,a,=7,a,=1,a,=2,a,=2
a; =16 dir. a; = 2a,, 8, = a,, a, = a,, a, = a; yazilabilir.

Burada bir(p, ) polinomu;

Po =1

P, (%) =X,

P2 (X, %) = XX, +1

P (%03 Xo 1% ) = Xie Prea (X0, X000 X1) F Preca (X4 Xg 500X )

(2.4.6)

seklinde tanlmlanarak(pk) polinomu ile (P, ) ve (Q, ) dizileri arasindaki bganti

kurulmustur.

P, =p,(8,,8,8,,..a,;)

(2.4.7)
Q= Pra(@,ay,ee.e. Q1)

Bundan sonra(pn) polinomu indissiz olarak gosterilecektir. Bu sggrim herhangi

bir karsikliga sebebiyet vermeyecektir.

Onerme 2.4.1 p polinomu simetrikti|[14].
P(X, Xy e X ) = P(Xy s Xigsee Xy ) (2.4.8)

Onerme 2.4.2 p(X,, Xp1eeiX,) = X P(Xp Xgreer X ) + P(Xg, X, X, ) [14].

Simdi VD kuadratik irrasyonel sayisinin, periyodik sirekdisir acilimina gére
hesaplanan yakjanlarinin, paylari ile paydalar arasindaksklyi veren gitlikleri

iceren bir teorem verilecektir.
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Teorem 2.4.1 Butun pozitif n tamsayilari igin;

Pns = aOQns + Qns—l (En
DQns = aOPns + Pns—l (2'4'10)
Ispat: n=1 secilmitir. Benzer ispat bitiin n gerleri icin yapilabilir. a, = 2a,

oldugu icin;

Board /L) )
a°+_/a+/ /a0+r

/o=P pley.ay.-8,1.8,*VD) _ [a, +VD )P + P,
oy 2020+ VD) [+ /D2, + Q..

a0 Ps + Ps—l - DQS = \/B(aOQS + Qs—l - Ps)

esitlikleri yazilabilir. Sonug¢ olaraky/D irrasyonel sayidir. §li gin sgzlanabilmesi

icin, parantez iclerinin sifir olmasi gerekmekte@olayisiylan = 1ligin;

Ps = aOQs + Qs—l
DQS = aOPs + Ps—l

bulunur ve ispat tamamlan[ll4].

Teorem 2.4.2 s cift ver :g olmak Uzere, buttn pozitif n tamsayilari igin;

P _P.,-P
no— nr+l nr-1 (2411)

Qnr Qnr+l Qnr—l

ve
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+
D — Pnr Pnr+l Pnr—l (2412)

Qnr Qnr+1 + Qnr—l

esitlikleri vardir.

Ispat : n=1 icin ispat yapilirsaa,, =a_ = 2a, oldugu igin;

a + ! // ! P+PR.,
_ ar+1+ a0+'\/5

Vo= 1 1
[ar+ar+l+/.../a0+\/B]Qr+Qr—1

— p,(ar sy, 89 F \/B)Pr + p(ar+1l""a2r—l’a0 +\/B)Pr—1
p(ar """ a'2r—1’ aO + \/Bbr + p(ar+1 """ a'2r—1’ aO + \/Bbr—l

yazilabilir. a,a,,a,,...,a,,_, dizisinin simetrik oldgu kullanilarak Onerme 2.4.1 ve

Onerme 2.4.2 den;

= \/B r+1+Pr+1

bulunur, boylece;

/5 - VDQu +P.Jr +(VDQ, +R .,
(\/BQHl + Pr+1br + (\/BQ, +P br_l

bulunmustur [14].



BOLUM 3. NEWTON YAKLA SIMLARI

3.1. Temel Tanimlar ve Ornekler

(r,) s dizisi, VD kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik surekdisk acilimina
gore Newton yakkamlarinin olgturdusu bir dizi olmak Uzere,(r, )dizisinin

elemanlari gagidaki formule gére hesaplanacaktir:
E(r +2) (3.1.1)

Bu formile, Newton yakkam formula denir.

(R,) dizisi en iyi yaklaima sahip olsun. Butun kesirlerin arasinda paydasden
kicik ve eit olan R, JD icin en iyi yaklgimdir. Fakat (R, ¥izisi Newton

dizisiyle kasilastiridiginda, 6rneklerde de gorilegegibi /D ye cok daha yasa
yaklagir.

M :l(rn +Ej (3.1.2)

(R)) vyaklgimlar dizisi ile, (r, ) Newton yakl@mlar dizisi arasinda ilging

ili skiler vardir. Bu bélimde, 6rneklerle busKiler tizerinde durulacaktir.

Ornek 3.1.1 /2 = (L2) sayisinin yakkamlari Tablo 3.1.1 de g0sterilgtir.



Tablo 3.1.1 \/E irrasyonel sayisinin yaldamlarinin tablosu

© © N ® OB~ WN PR |5

L I T N Y S S
N~ o o0 W N R O

23
24
25

31
32
33

Pﬂ
1
3
7

17
41
99
239
577
1393
3363
8119
19601
47321
114243
275807
665857
1607521

318281039
768398401
1855077841

367296043199
886731088897
2140758220993

ga N

12

29

70

169

408

985
2378

5741

13860
33461

80782

195025

470832
1136689

225058681
543339720
1311738121

259717522849
627013566048
1513744654945
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Tablo 3.1.1 (Devam)/E irrasyonel sayisinin yaklanlarinin tablosu

ﬂ I:)n Qn

47 4891332828728 345869461223138161

48 1180872205318 11136 835002744095575440
49 28508776935098844 2015874949414289041

63 651385640666817642523007 460599203683050495415105
64 1572584048032918633353217 11984844349868137938112

r, deserleriigin, Tablo 3.1.1 den baz! yakialar alinacaktirr, lar 3—" kesirlerini
k

temsil edecektir. Tablo 3.1.1 de, yaktalar dizisinin terimleri verilmgtir. Simdi de,

2 nin, Newton yaklgmlarinin gorilebilecg bir tablo verilecektir.

Tablo3.1.2 \/E irrasyonel sayisinin Newton yakimlarinin tablosu (n = 1)

k Uy Vi n

1 1

2 3 2 2
3 17 12 4
4 577 408 8
5 665857 470832 16
6 886731088897 627013566048 32
7 1572584048032918633353217 11119848443498638312 64

Tablo 3.1.2 dey/2 nin periyodik surekli kesir acilimina gore eldélen 1. yaklaim
degeri, r, balangic dgeri olarak alinarak, Newton yaklanlariyla elde edilen

dizinin ilk yedi terimi elde edilnstir. Bu yedi terim;
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P P P. P
r1_F>l’r2_i’r3_F)4’r4=_8’r5=£'r6= 32,,-7:&
Ql Q2 Q4 Q8 Ql6 Q32 Q64

seklindedir.
Tablo 3.1.3 \/E irrasyonel sayisinin Newton yakimlarinin tablosu (n=3)
E Uy Vi n
1 7 5 3
2 99 70 6
3 19601 13860 12
4 768398401 543339720 24
5 1180872205318713601 835002744095575440 48

Tablo 3.1.3 de /2 nin periyodik surekli kesir acilimina gore elddilen 3.
yaklagsim degeri r, olarak alinarak, Newton yaklanlariyla elde edilen dizinin ilk

bes terimi bulunmuytur. Bu beg terim;

seklindedir.

Tablo 3.1.1 den secilen herhangi bir rpefne kagilik gelen yaklaim, Newton
yaklasimlar dizisinin birinci terimi olarak alinip, Newan yaklgim formull
yardimiyla da Newton yaldamlar dizisinin dger terimleri bulunacaktir. Ayrica
Tablo 3.1.2 ve Tablo 3.1.3 den yararlanilargdgadaki formul verilmitir:

_1 2
R, = Z(Rn + an 3.1.3)

VJ3=(12,2) ve+/8=(214) icin benzer tablolar yapilarak, yukaridakbnucun



2-periyotlu surekli kesirler igin de gecerli olglugosterilmgtir.
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Ornek 3.1.2Bu drnektey/3 = (];12) irrasyonel sayisinin yakjamlari incelenmtir;

Tablo 3.1.4

© ©® N O B~ W N P |5

N NN NN NDNDRRRRRR R R R
O 0 N W N EPR O © © N O 0o W N R O

3 irrasyonel sayisinin yakjanlarinin tablosu

b N o N e |;U

26
71
97
265
362
989
1351
3691
5042
13775
18817
51409
70226
191816
262087
716035
978122
2672279
3650401
9973081
13623482

A W R R

11
15
41
56
153
209
571
780
2131
2011
7953
10864
29681
40545
110771
151316
413403
564719
1542841
2107560
5757961
7865521



Tablo 3.1.4 (Devam)/g irrasyonel sayisinin yaldamlarinin tablosu

n

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

P

n

37220045
50843527
138907099
189750626
518408351
708158977
1934726305
2642885282
7220496869
9863382151
26947261171
36810643322
100568547815
137379191137

29

Q,

21489003
29354524
80198051
109552575
299303201
408855776
1117014753
28870529
68755811
5694626340
158988491
21252634831
58063278153
79312984

Tablo 3.1.4 dey/3 iin yaklasimlar dizisinin terimleri verilmgtir. Ayrica burada,

V3 in Newton yaklgmlarinin gorilebilecg birkag tane daha tablo verilgtir.

Tablo 3.1.5

k

A W N P

Uy

4
97
18817

708158977

3 irrasyonel sayisinin Newton yakialarinin tablosu (n=4)

Vi

4
56

0864
408855776

Tablo 3.1.5 de/3 in periyodik sirekli kesir agilimina gore eldden, 4. yaklaim

degeri r, olarak alinarak, Newton yaklanlariyla elde edilen dizinin ilk dort terimi
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elde edilmgtir. Bu dort terim;

seklindedir.

Tablo 3.1.6 \/..7% irrasyonel sayisinin Newton yakielarinin tablosu (n=5)

h u, Vi n

1 19 11 5

2 362 209 10
3 262087 151316 20
4 137379191137 7R84 40

Tablo 3.1.6 da+/3 in periyodik surekli kesir acilimina gore eldden 5. yaklaim
degeri r, olarak alinarak, Newton yaklanlariyla elde edilen dizinin ilk dort terimi

elde edilmgtir. Bu dort terim;

P P _ Py r :i
4

=— r,=—=,
Q'Y QT Q Quo
seklindedir.

Ornek 3.1.3 Bu 6rnekte+/8 = (214) kuadratik irrasyonel sayisinin yayialari

incelenmitir;



Tablo 3.1.7

‘DOO\ICDU'I-&OONI—\|3

W NN RNNNNDRNNDRNNNIERERPRPR R R R R B R
O © 0 N o 00 8 W N P O © 0 ~N O 00 B WN R O

8 irrasyonel sayisinin yakjanlarinin tablosu

Pn
2
3

14

17

82

99
478
577
2786

3363

16238

19601
94642
114243
551614
665857

3215042

3880899
18738638
22619537
109216786
131836323
636562078
768398401
3710156682
4478554083
21624373014
26102927097
126036081402
152139008499

31

6
29
35
169
204
985
1189
5741
6930
33461
40391
195025
235416
1136689
1372105
6625109
7997214
38613965
46611179
225058681
27166986
1311738121
1583407981
7645370045
9228778026
44560482149
53789260175



Tablo 3.1.7 (Devan&ﬁ§inasyonelsayﬁnun yaldenlarinin tablosu

n

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

P

n

734592115398
8638123897
4281516610986
5148247734883
24874507550518
30022755285401
144965528692122
174988283977523
844918664602214
1019906948579737

32

Q,

259717522849
313506783024

1513744654945
1827251437969
8822750406821
10650001844790
51422757785981
62072759630771
299713796309065
361786555939536

Tablo 3.1.7 de /8 in yaklgimlar dizisinin terimleri verilmgtir. Simdi V8 in

Newton yaklaimlarinin gorilebileca tablolar verilecektir.

Tablo 3.1.8 \/g irrasyonel sayisinin Newton yakialarinin tablosu (n=1)

k

D 01~ WDN P

Uy

2

17

577
665857
866731123897

204
2364
31350678302

Tablo 3.1.8'deV/8 in periyodik surekli kesir acilimina goére eldélen 1. yaklaim

degeri r, olarak alinarak, Newton yaklalariyla elde edilen dizinin ilk alti terimi

elde edilmgtir. Bu alti terim;



33

bicimindedir.

Tablo 3.1.9 +/8 irrasyonel sayisinin Newton yakialarinin tablosu (n=5)

E Uy Vi n

1 82 29 5

2 3363 1189 10
3 22619537 297 20

4 1019906648579737 361786555939 40

Tablo 3.1.9 da+/8 in periyodik surekli kesir acilimina gore eldblen 5. yaklaim
degeri r, olarak alinarak, Newton yaklanlariyla elde edilen dizinin ilk dort terimi

elde edilmgtir. Bu dort terim;

bicimindedir.

Sonuc¢ olarak, periyot uzuru 2 olan kuadratik irrasyonel sayilarin bazi
yaklasimlarini, Newton yaklgmina gore hesaplamak, tekrarli gbdilarla

hesaplamaktan daha kolaydir. Cgime V8 in 5. yaklaim deseri hesaplandiktan
sonra, bu dger kullanilarak, 640. yakjan deseri, Newton yaklsam formulinden,
sadece 7 tanesidik hesaplanarak kolaylikla bulunabilir. Fakatrbda Newton
yaklasim formuliyle bulunan dgerlerin en sade halinin yakian oldusu

unutulmamalidir.

_ P _Pew . _ P . _Pxo . _ Pexw

QlO QZO Q4O q80 q160 T q320 ' q640
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Oysa ki, tekrarli bantilarla 640. yaklgm dezerine ulgabilmek icin, yaklaimlarin

payl ve paydasi ayri ayri ginuld{ginde, &&@ olmak Uzere tam

5 q7 q639

635.2 =1270 tane gitlik hesaplamak gerekmektedir.

Burada merak edilen “butin/D ler icin de, Newton yakkam formullyle elde

edilen dgerler ile yaklaimlar arasinda, yukaridaki  orneklere ben#egkiler

var midir? ” sorusunun cevabidir. Bu sorunun cevald kuadratik irrasyonel

sayisinin periyot uzunguna bghdir.
3.2. Periyot Uzunluklari ile Newton Yaklasimlari Arasindaki iliskiler

Teorem 3.2.1 s, kuadratik irrasyonel saylyl temsil eden slirk&srin periyodu

olsun.Burada bir r dgeri asagidaki bicimde tanimlanacaktir.

S S tek

S .
r=3y—, S ift
5 ¢
batdn n-ler igin;
1 D
R,, == +— 3.2.1
2nr Z(Rnr Rnrj ( )

esitli gi vardir.

Ispat: s=2 icin r =1 olup, (3.2.1) gitli gi elde edilir.
r =s (periyodu tek olan kuadratik irrasyonel sayilarimasi durumu Teorem 2.4.2

kullanilarak farkl bir bicimde ispatlanacaktir:

P
(as+ 1 // ! jPS+PS_l (ao+5sz+Ps_l
_ s + Ay _ Q

S

RZS_
1 1 P,
(as + o+ // o JQS + QS_l (ao +QJQS + QS_l
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P52 + aOPs + Ps—l
R = Qsz QS = RSZ + D
% E + aOQs + Qs—l ZRS
Qs Qs

Benzer ispatR,, icin de yapilabilir.r =§ icin ayni glemler yapilirsa;

_ @,y )P+ P@ By )Py _ QP +QP,
p(ar ""’a2l’—l)Ql’ + p(ar+1""’a2r—l)Qr—l Qr+lQr +QI’QI'—1

Ry

_Pr (QI’+1 +Qr—1) +Qr (F)r+1 + F)r_]_) ZE(RT + D J
2Q,(Q +Q.y) 2| "R

bulunur.

Ornek 3.2.1 Bu ornekte +/21= (422,2118) kuadratik irrasyonel sayisinin

yaklasimlari incelenmytir.

Tablo 3.2.1 4/ 21 irrasyonel sayisinin yakfanlarinin tablosu

n P, Q.
1 4 1
2 5 1
3 9 2
4 23 5
5 32 7
6 55 12
7 472 103
8 527 115
9 999 218
10 2525 551
11 3524 697
12 6049 1320

=
w

1946 11329



Tablo 3.2.1 (Devam)/ 21lirrasyonel sayisinin yakjanlarinin tablosu

n L
14 57965
15 109881
16 277727
17 387608
18 665335
19 5710288
20 6375623
21 12085911
22 30547445
23 36923068
24 67470513
25 576687172

36

Qs

12649
23978
60605
84583

145188
1246087
1391275
2737362
6665999
9403361

16069360
137958241

Asagida +/21 icin (3.2.1) eitliginin saglandg gosteriimitir. /21 kuadratik

irrasyonel sayisinin periyodis =6 (¢ift) oldugu icin, r = 3 alinmaldir.r = 3igin

(3.2.1) aitli gi diizenlenerek;

i L2
RGn _2[R3n+ RgnJ

bulunmuytur. Bu aitligih  n=1, n=2, n=3 deserleri igin gerceklengh

gosterilmitir.

n=1igin, 1[Rg +2—1j:% %+21 = 5_5: R,

2 R, 9| 12
2
. 1 21) 1|55 21| 6049
n=2icin, — R +—|==| —=+=—=|—====R,,
2 R, ) 2[12 55| 132

12
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n=3icn, F29+2_1 _1/999 21 |_665335 R
b2 R,) 2218 999| 14518t
218

V21 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu 6 olugft (gldugundan, r = 3igin

3.2.1 aitli ginin salanmasi bekleniry =2 durumu incelenngtir.

1 21
R, ==| R, +——
4n Z(RZn Rznj

Esitli ginin n=1, n=2, n= 3, ve n = 4 igin saglandigl gosterilmjtir.

n=1igin, l R2+2—1 _1[5 2_1j_£3_ R,,
2 R, 2 5 5

2| 5 23 115:R8'

5

h=2 icin %(Rﬁﬂj 1|23, 21|_527

R, 2

- 1 21)_ 1|55, 21|_6049_
n=3igin, —| R+ ,
¢ 2(R6 Rﬁj 2112755 | 132¢ "R

12

n=4 icgin, %(RS+

R, ) 2|115 527 | 6060t Re:
115

21j 11527, 21 |_277727_

/21 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu 6 olup,dayi (3.2.1) gtli gini  hem
r =3 i¢cin hem der = 2 igin sglamaktadir. Acaba bu durum periyodu 6 olan butin

kuadratik irrasyonel sayilar igin de gecerli midir?
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V22 = (41,24,218) kuadratik irrasyonel saylst/,z_l kuadratik irrasyonel sayisiyla

ayni periyoda sahiptir. Her iki kuadratik irrasybsayininda periyodu 6'dir/22
kuadratik irrasyonel sayisinin yakialari da bir tabloyla gosterilip, bu yaklenlara
gore, (3.2.1) gtliginin r=3 ve r =2 de&serleri icin sglanip sg&lanmadgi

arastiriimistir.

Ornek 3.2.2 Bu ornekte /22  kuadratik irrasyonel sayisinin yagialari

incelenmitir.

Tablo 3.2.2 4/ 22 irrasyonel sayisinin yakfamlarinin tablosu

n R, Q.
1 4 1
2 5 1
3 14 3
4 61 13
5 136 29
6 197 42
7 1712 365
8 1909 407
9 5530 1179
10 24029 5123
11 53588 11425
12 77617 16548
13 674524 143809
14 752141 1603
15 2178806 464523
16 9467365 2018449
17 21113536 4501421
18 30580901 6519870
19 269744 5666038
20 296341645 63180251
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Tablo 3.2.2 (Devam)/22 irrasyonel sayisinin yakiamlarinin tablosu

n P Q,

21 858444034 183020883
22 3730117781 795263783
23 83186779596 1773548449
24 86916897377 2568812232
25 778521958612 324046305

Oncelikle (3.2.1) sitli gi geresince, r =3 durumu incelenecektin = &in (3.2.1)

esitli gi duzenlendiinde, Ry, :%[Rgn +%J elde edilir. Kitligin n=1, n=2 ve

n

n = 3 degerleri igin gergeklengi asagida gosterilmytir:

n=1igin, l(F~23+2j:£ E+£ :g: RG’

2 R,) 2|3 14| 42
3

- 1 22)\_1|197, 22 |_77617
n=2igin, IR +— == + = =R,

¢ 2[R6 RJ 2| 42 197 | 1654¢ e

42

- 1 22)_1/5530, 22 |_30580901
n=3i¢in, — +—|== + = = ,

¢ 2[R9 jo 2| 11707 5530 | e51087( @

1179

bulunur. Simdi de r =2 durumu incelenecektirr =2 icin (3.2.1 ) gitligi

diizenlenirseR,, = %[RZn +%

n

J elde edilir. Bu gtligin n=1 ve n= 2 degerleri

icin salanip sglanmadg! incelenecektir:

n=1 igin, 1 R2+£ =1( +2_2j=4_7¢ R,,
2 R,) 2 5



40

+2J_ 1161, 22|_7439 R,

R,) 2[13 61| 13
13

. 1
n=2 igin, E(R“

bulunur. Goruldgi gibi /22 kuadratik irrasyonel sayisi (3.2.18sitli gini, r =3

icin sglarken r = 2 i¢in sglamamaktadir. Sonug olarak21 kuadratik irrasyonel
sayisinin (3.2.1)esitli gini, hemr =2 hem der = 3icin sglamasinin periyodunun

6 olmasiyla ilgili olmadgl ortaya c¢iknytir.

Bir baska ilging durum da, periyodu 5 olan kuadratik ig@sel sayilar icin s6z
konusudur. Orngin D =13 icin, +13= (311116) olup aagidaki ssitlik

sgilanmaktadir:

L k= %
1 D N
- R<+_}: Pocr k= B1— 3.2.2
2( R) Q. (8:22)
|32k+2’ k: 5-]+ '
Q2k+2

(3.2.2) aitli gini inceleyebilmek igin\/f%: (311116) kuadratik irrasyonel sayisinin

yaklasimlarinin tablosu yapilacaktir.

Ornek 3.2.3 Bu Ornekte, 13= (311116) kuadratik irrasyonel sayisinin

yaklasimlari incelenmytir.

Tablo 3.2.3 +/13 irrasyonel sayisinin yaklamlarinin tablosu

O

| =
I\JI—\H|3

Pn
3
4
7

w N
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Tablo 3.2.3 (Devamy/13 irrasyonel sayisinin yakjanlarinin tablosu

4 11 3
5 18 5
6 119 33
7 137 38
8 256 71
9 393 109
10 649 180
11 4287 1189
12 4936 1369
13 9223 2558
14 14159 3927
15 23382 6485
16 154451 42837
17 177833 49322
18 332284 92159
19 510117 141481
20 842401 233640
21 5564523 1543321
22 6406924 1776961
23 11971447 3320282
24 18378371 5097243
25 30349818 8417525
26 200477279 55602393

i) k=5n durumu;

n=1 icin k=5 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

R, -
1 R5+E =19 elde edilir. Gergekten delx; 18,13)_649_1H,
2 R, o 2|5 18| 180 Q,

5

olup,
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(3.2.2) aitli gi saglanir.
n=2 igin k=10 olup, bu dgerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

1 R10+1—3 ) elde edilir. Gergekten de;l 649, 18 |_842401_F,
2 Ro) Q 2(180 649 | 233640 Q,,
180

olup, (3.2.2) gtligi saglanir.

i) k=5n-1 durumu;

n=2 icin k=9 olup, bu dgerler (3.2.2) gtliginde vyerine yazilirsa,

1 R e elde edilir. Gergekten der| 393, 13 |_154451_ B,
2 R, ) Qg 21109 393| 42837 Q,

109

olup,
(3.2.2) aitli gi saglanir.

n=3 i¢cin k=14 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

1 13)_ Py 1114159 13 | _ 200477279_ Py
—| R, +— |=— elde edilir. = + = =
2 o) Qu 2| 3927 14159| 55602393 Q,

3927

olup,
(3.2.2) aitli gi saglanir.
i) k=5n+1 durumu;

n=1i¢in k = 6 olup, bu dgerler (3.2.2) gtli ginde yerine yazilirsa,

E(Re+l—3j:i elde edilir. Gergekten de;1 119, 13 |_14159_F,

2 R,) Qu 2| 33 119| 3927 Q,
33

olup, (3.2.2) gtligi saglanir.

n=2 icin k=11 olup, budgerler (3.2.2) gtliginde vyerine vyazilirsa,
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= Ry, + 2312 P qige edilir Gercekten des| 4287, 13 |_18378371 P
2 Ri) Qu 7| 1180 4287| 5097243 Q,

1189

olup, (3.2.2) gtligi saglanir.

(3.2.2) aitliginin, periyodu 5 olan~/29= (5211210) ve /53= (7,311314)

kuadratik irrasyonel sayilari icin degéandigl 6rneklerle gdsterilngtir.

Ornek 3.2.4 Bu 0rnektey/29 = (5211,210) kuadratik irrasyonel sayisinin

yaklasimlari, tablo yapilarak incelenstir.

Tablo 3.2.4 /29 irrasyonel sayisinin yaklanlarinin tablosu

n P, Q,

1 5 1
2 11

3 16

4 27 5
5 70 13
6 127 135
7 1524 283
8 2251 418
9 3775 701
10 9801 1820
11 101785 18901
12 213371 39622
13 315156 58523
14 528527 98145
15 1372210 254813
16 14250627 2646275
17 29873464 5547363
18 44124091 8193638
19 73997555 13741001
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Tablo 3.2.4 (Devam)/ 29 irrasyonel sayisinin yakjanlarinin tablosu

n P, Q,

20 192119201 35675640
21 1995189565 370497401
22 4182498331 776670442
23 6177687896 47167843
24 10360186227 B&38285
25 26898060350 4334413
26 279340789727 51882215

i) k=5n durumu;

n=1 icin k=5 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

1 R5+§ ) elde edilir. Gergekten de; E 29| _9801_ Ry olup,
2 R ) Qg 13 70 T1820° Qo
13

(3.2.2) aitli gi saglanir.

n=2 icin k=10 olup, bu dgerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

elde edilir. Gercekten=
Qs GeKeN; | 1820 9801 | 35675640 Q,,

1820

[Rl 9-Fo 119801 29 |_192119201 Py
0
Ro

olup, (3.2.2) gtli gi saslanr.

i) k=5n-1 durumu;
n=1 icin k=4 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde vyerine vyazilirsa,

1 R, + @ i elde edilir. Gergekten de— 2—7+ 29 —7—27—& olup (3.2.2)
2 R,) Q 2| 5 27| 135 Q,
5

esitli gi sgglanir.
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n=2 icin k=9 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde vyerine yazilirsa,

R, .
L R, 29 he elde edilir. Gergekten dex| 3775, 29 | _ 14250627 Re
2 R, 6 2| 701 3775| 2646275 Q,

701
olup (3.2.2) gtligi saslanir.

iii) k=5n+1 durumu;

n=1 icin k=6 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde vyerine vyazilirsa,

E[Re +§j =P elde edilir. Gergekten del: 127, 29 |_528527_ R, olup,

2 R,) Qu 21135 727| 98145 Q,
135

(3.2.2) aitli gi saglanir.

n=2 icin k=11 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde vyerine yazilirsa

1 29| P, - 1| 101785 29 1036018622 _ P,,

—| R, +— |=—" elde edilir ve = + = =

2 R,/ Q. 2| 18901 101785| 1923838285 Q,,
18901

olup, (3.2.2) gitli gi saglanir.

Ornek 3.2.5 Bu ornekte v/53= (7;311,314) kuadratik irrasyonel sayisinin

yaklasimlari, tablo yapilarak incelenstir.

Tablo 3.2.5 4/53 irrasyonel sayisinin yakiamlarinin tablosu

n Py Qs

1 7 1
2 22 3
3 29 4
4 51 7
5 182 25



Tablo 3.2.5 (Devam)/ 53 irrasyonel sayisinin yakialarinin tablosu

46

n P, Q,
6 2599 357
7 7979 1096
8 10578 1453
9 18557 2549
10 66249 9100
11 946043 129949
12 2904378 398947
13 385042 528896
14 6754799 927843
15 24114818 3312425
16 344362251 47301793
17 1057201571 145217804
18 1401563822 192519597
19 2458765393 337737401
20 8777860001 1205731800
21 125348805407 217082601
22 384824276222 8HX79603
23 510173081629 70062204
24 894997357851 122937341807
25 3195165155182 438889633

i) k=5n durumu;

n=1 icin k=5 olup,bu dgerler (3.2.2) gtliginde vyerine vyazilirsa,

1 R5+5—3 -ho elde edilir. Gergekten det| 182, 53 |_06249_H,
207 R) Qo 2| 25 182] 9100 Q,

25

olup,

(3.2.2) aitligi sgslanir.
n=2 icin k =10 olup, bu dgerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,



a7

(Rm 5 j:i elde edilir ve | 86249, 53 |_877786000L B,
0

Qo 2| 9100 ' 66249 | 1205731800 Q,
19100

(3.2.2) aitli gi saglanir.

i) k=5n-1 durumu;
n=1 icin k=4 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde vyerine yazilirsa,

P. .
1 R, + SEapS elde edilir. Gercekten de1 5—1 53 |_ 2599 i olup,
2 R,) Q 7 51| 357 Q,
7

(3.2.2) aitli gi saglanir.

n=2 icin k=9 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde vyerine yazilirsa,

P, .
1 R9+§ =1 elde edilir. Gergekten1 18557, 53 |_ 344362251 R,
2 R, ) Qg 2| 2549 18557| 47301793 Q,

2549

olup (3.2.2) gitli gi saglanir.

iii) k=5n+1 durumu;

n=1 icin k=6 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde vyerine yazilirsa,

1 R6+5—3 =he elde edilir. Gergekten der| 2299, 53 |_ 6754799 at
2 R,) Q. 2| 357 2599 927843 Q,

357

olup, (3.2.2) gtligi saglanir.

n=2 gin k=11 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde yerine yazilirsa,

1 53)_ P, 1| 946043, 53 |_894997357B1_ P,
—| R, +— |==" elde edilir ve =
2 R,/ Qu 2| 120949 946043| 12293734187 Q,,

129949

olup, (3.2.2) gtligi saglanir.
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Fakat,\74 = (8111116) kuadratik irrasyonel sayisi, periyodu 5 olan hiadétratik

irrasyonel sayl olmasinagm@en, (3.2.2) gtli gini sgslamaz.

Ornek 3.2.6 Bu ornektey/74 = (8111116) kuadratik irrasyonel sayisinin

yaklasimlari, tablo yapilarak incelenstir.

Tablo 3.2.6 4/ 74 irrasyonel sayisinin yakianlarinin tablosu

n P, Q,
1 8 1
2 9 1
3 17 2
4 26 3
5 43

6 714 83
7 757 88
8 1471 171
9 2228 259
10 3699 430
11 61412 7139
12 65111 7569
13 126523 14708
14 191634 22277
15 318157 36985
16 5282146 614037
17 5600303 651022
18 10882449 1265059
19 16482752 1916081
20 27365201 3181140
21 454325968 52814321
22 481691169 55995461
23 936017137 108809782
24 1417708306 4B95243
25 2353725443 3IBA5025
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i) k=5n durumu;

n=1 icin k=5 olup, bu degerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

E[Rﬂﬁj Po " 114374\ _3699_P,

=— elde edilir. Gergekten de— —
27 R Qg 5 437430 ",

5
(3.2.2) aitligi sgslanir.

n=2 icin k=10 olup, bu dgerler (3.2.2) gtliginde yerine yazilirsa,

P
R10 =—2 elde edilir. Ger(;ekten1 3699, 74 |_ 27365201 Py
Rw Qa0 2| 430 ' 3699 | 3181140 Q,

430
olup, (3.2.2) tli gi saglanir.

i) k=5n-1 durumu;

n=1 icin k=4 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde vyerine vyazilirsa,

1 R, + Lag elde edilir. Oysa ki; = 1 26, 14 671¢ e olup, (3.2.2)
2 R4 Qs 3 26 78 Q,
3

esitli gi sgglanmaz.

i) k=5n+1 durumu;

n=1 igin k=6 olup, bu dgerler (3.2.2) gitliginde vyerine yazilirsa,

E(RG +ﬁj:i elde edilir. Oysa ki: | (244 4 |Z50979L, Ry () 1

2 Ry) Qu 2| 83 714 59262 Qu
83

(3.2.2) aitli gi saglanmaz.

Dolayisiyla (3.2.2) gtligi, periyodu 5 olan tim kuadratik irrasyonel sayiigin,
gecerli olan bir gtlik degildir. Ayrica burada, (3.2.2) s&liginin 5n¥ 2 icin de

gensletiliemeyecegi, drneklerle gosterilngtir.
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Ornek 3.2.7 Bu ornekte, 13= (311116) kuadratik irrasyonel sayisi
incelenecektirn=1 i¢cin (k=5n+2) k=7 olup, R, deserine gore elde edilecek

Newton yaklaiminin, V13 kuadratik irrasyonel sayisi igin herhangi bikigsaklik

olup olmadgina bakilmstir:

1 13 11137 13 37541
- R7 + (== + =

2 R, 2| 38 137| 10412
38

olup, bu dger V13 kuadratik irrasyonel

sayis! icin herhangi bir yaklam dezildir.

n=1 icin (k=5n-2) k=3 olup, R deserine gore elde edilecek Newton

yaklasiminin, V13 kuadratik irrasyonel sayisi icin, herhangi byaklasim olup

olmadgina bakilmgtir:

E[Rg +Ej =% g+1—73 :12%31 olup, bu dger V13 kuadratik irrasyonel sayisi icin

2
herhangi bir yaklgm desildir.

Ornek 3.2.7 Bu 6rnekte, +/29= (5211,210) kuadratik irrasyonel sayisi
incelenecektir.n= 1licin (k=5n+2) k=7 olup, R deserine gore elde edilecek

Newton yaklaiminin, V29 kuadratik irrasyonel sayisi igin, herhangi lyiaklasim

olup olmadgina bakilmgtir:

1 29) _1/1524 29 4645157
- R7 +— | == + =

2 R, 2| 283 1524 862584
283

bu dger@ kuadratik

irrasyonel sayisi icin herhangi bir yakia dezildir.

n=1 icin (k=5n-2) k=3 olup, R, deserine gore elde edilecek Newton
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yaklasiminin, V29 kuadratik irrasyonel sayisi icin, herhangi hjakinsaklik olup

olup olmadgl incelenmtir:

1 13| _1{16 29| _ 517
5 R +— == + =

R, 513116 96 olup bu dger V29 kuadratik irrasyonel sayisi
3

icin herhangi bir yakinsaklik gedir.

Sonug olarak, (3.2.2)skli ginin, periyodu 5 olan butiin kuadratik irrasyoney s
icin, gecerli olmadii ve (3.2.2) gtli gini sgglayan kuadratik irrasyonel sayilar icin,

bu sitligin k =5n¥ 2 icin gengletilemeyecgi sdylenebilir.

Bu bélimde, orneklerle kuadratik irrasyonel saynabazi Newton yakkamlarinin,
ayni zamanda kuadratik irrasyonel sayilar icin redriyaklgim olduysu, fakat bu

durumun biutin Newton yaldemlari igin gegerli olmadn gosterilmtir.



BOLUM 4. SUREKLi KESIRLERIiN YAKLA SIMLARI iLE
NEWTON YAKLA SIMLARI ARASINDAK i BAGINTILAR

Bu boélumde verilecek teoremler yardimiyla, kuadratiasyonel sayinin, herhangi
bir yaklasima it olmayan Newton yakkamlari, normal yaklgmin payi ve paydasi

kullanilarak hesaplanacaktir.
4.1. Tam Kare Olmayan Ozel D Tamsay! Dgerleri icin Newton Yaklasimlari

8, kuadratik irrasyonel sayinin surekli kesir agilolmak tGzeren =12,...icin;

f=a,+6, 3, = 6]
]/en—l = an +9n ! an :[]/en—l]

esitlikleri yazilabilir.

Bu bolimde bundan 6nceki bolumlerden farkli dtasdirekli kesrin k. yakiami,
P./d. biciminde gt‘:‘)sterilip,pk/qk:[ao;a1 ..... ak] biciminde hesaplanacaktir.
Bundan o©nceki bolumlerde ise surekli kesrin k. gakh, B, /Q, bigiminde
gosterilip, P,/Q, :[al;a2 ..... ak] biciminde hesaplangti. Bu gosterim farkina,

3.Bolimde verilen yakkam tablolarini bu boélimde kullanirken, dikkat ekme
gerekmektedir. Ozetle bu bolumde sirekli kesrin yaklasimina 3.bolumdeki

tablolardan bakilmak istenilginde, (k+ 1). yaklasima bakmak gerekmektedir.

Kisaca P,,/Q,.,; = p./q, YazilabilirAyrica D, tam kare olmayan zfd bir

tamsay! olmak (izera/D kuadratik irrasyonel sayisinif)D :[ao;ao,ai,az,...,aS

biciminde g0sterilebilen periyodik bir sdrekli kesacgilimina sahip oldiu ve
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JD = [ao;ao,al,az,...,as] yazilginda,i = 123,...,s-1 olmak Uzerea, =2a, ve

a, = ag; oldugu bilinmektedir.

Teorem 4.1.1 s, VD kuadratik irrasyonel sayisinin surekli kesir agihin

periyodu olmak Uzere, bir r tamsayisi,

e s tek
“ls/2, s cift

biciminde tanimlanirsap =12 ,.icin:

A/ Pua, D Pons (4.1.1)
2 an—l Prr-1 q2nr—1
Onr-1

esitli gi vardlr[19] :

Onerme 4.1.1 a=3 olan, tek bir tam sayl olmak Uzer® =a”+  dartini

sglayan, tam kare olmayan D tamsayisi iggagadaki esitlikler saglanir [14].

p2k+1 k: 5_ 1
q2k+l
pzk—l k: 5_ 2
Uoi—1
1 &+R = _p2k+3, k= B (4.1.2)
2 qk & qZk+3
Ok

(a_ 2) Posz T Poss

q2k+2 + Q2k+l

, k=5n+1

p2k+1_(a_2) p2k k=5n_3
q2k+1_(a_29) Qv
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Ornek 4.1.1 Bu oOrnekte, (4.1.2) sdliginin salandgi, V13 icin

gosterilecektira =3 icin D = a® + 4 ssitli ginden, D = 13bulunur.

i)k =5n-1durumu;

n=1ve k = 4degerleri (4.1.2) gtliginde yerine yazilirsa:

1 &+E =P elde edilir. Ger(;ektendé Eg+E _649_ P olup,
210, Pay| 0 2| 5 18| 180 q,
a, 5
(4.1.2) sitligi salanir.
i) k=5n-2 durumu;
n=1 ve k = 3degerleri, (4.1.2) gtliginde yerine yazilirsa:
1 &+E =P elde edilir. Gergekten de1 1—1+E 119 s olup,
2 g5 Ps| G 213 111 33 g,
Js 3
(4.1.2) sitligi salanir.
iii) k=5n durumu;
n=1 ve k = 5degerleri, (4.1.2) gtliginde yerine yazilirsa:
1 &+1—3 =P elde edilir. Gergektendel— 119+ 13 | _14159_ Py olup,
2| Qs Ps Gis 2| 33 g 3927 qy
ds 33

(4.1.2) aitligi saglanir.

iv) k=5n+1 durumu;

n=1 ve k = 6degerleri, (4.1.2) gitliginde yerine yazilirsa:

1) Ps , 13 | Put Pus o eqitir 2| Pe 4 18 |21/ 187, 13 |_37541

2| G Po | Oyt 20, Ps | 2|38 137| 10412
Qs Qs 38
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P, + Py _ 23382+14159_ 37541

= = bulunur. Bulunan deerlerden, (4.1.2)
g, t+0,; 6485+3927 10412

esitli ginin sgalandg.goralir.

v) k=5n-3 durumu;

n=1 ve k = 6degerleri, (4.1.2) gtliginde yerine yazilirsa:

LR 130 PP e edilr, | Pe13]-1)7,13) 101
2| q, P2 gs —Q, 2(g9, P,| 22 7 28
9, A, 2

ps - p, 119-18 101

= =— olup (4.1.2) itli gi saslanir.
G0,  33-5 28 p(4.1.2) gtligisag

4.2. Temel Teorem

Bu kisimda, tam kare oImayav‘B kuadratik irrasyonel sayisinin yagialari ile

Newton yaklaimlari arasindaki ifkiyi gosteren temel bir teorem verilecektir.

Teorem 421 /D= [ao;ao,al,az,...,as_l,aS 28, , 1= 0,12,...,[5/2] ve
(n=0.L2,...) olmak tzere;
1[ pns+i—1 + qns+i—1 Dj — ai p2ns+2i + p2ns+2i—1 (421)
2 qns+i—1 pns+i—l ai q2ns+2i +q2ns+2i—1
ve
1[ pns—i—l + qns—i—l Dj — p2ns—2i—1 B :B| p2ns—2i—2 (422)
2 qns—i—l pns—i—l q2ns—2i—1 - ﬂians—Zi—Z
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olup, i = O,l2,...,[s/2] icin a, =5 dir. (4.2.1) gtligi n=0 alinip a, yalniz

birakilacak bicimde dizenlenerek:

1( Py | Gia DJ _ 0Pyt Pag
AN aily + 0y

a =- (pi—1 ‘+ qi—lzD)qu—l = 2P, 40,4 Pyicy (4.2.3)

(pi—l2 +q._, 2D)qzi — 2P0 Py

bulunmytur. Benzer bicimde (4.2.2)idi ginde n= 1alinip 5 yalniz birakilacak

bicimde diizenleme yapilarak:

l( Ps-i-a | Osiva Dj — Posaig = B Passicz
2\ 0y Psing Ozs2i-1 ~ B, 0s iz

B =- (ps_i_l 4 qs—i—lzD)qZ(s—i)—l = 2Pg 1051 Pa(s-ij (4.2.4)
i 2 2 e
(ps—i—l +q_, D )qz(s—i ) ™ 2Ps-i-10s-i-1 Pa(s-ia)

elde edilmitir. Ayrica /D = a,” +t = [ao;al,az,...,as_l,ZaO olarak dgunulup,

(4.2.1) ve (4.2.2)gtliklerinde i = 1 yazilarak;

1( pns + qns DJ - al p2ns+2 + p2ns+1
2 qns pns ali q2ns+2 + q2ns+l

ve

1[ pns—2 + qns—2 DJ - p2ns—3 ~ ﬁl p2ns—4
2\ Os2 Prs2 Uons-3 = Bilons-a

elde edilmg, son olarak da,
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_ 2a,-at
a =
(aiaZ + 1)t + 2a0a2

bulunmustur [19].

Ornek 4.2.1 Bu o6rnekte,D=13, i=1, n=1 deserleri (4.2.1) ve (4.2.2)
esitliklerinde yerine yazilaraka, ve B, deserleri hesaplanmive bu dgerlerin git

olduklari gosterilmeye caghlimistir.

1P, % 21(119+13 33}214159
2\g, p, ) 233 T119) 3927

a,py,+ Py _ @,9223+4936
a,q,+0, a,2558+1369

14159 _ a,9223+ 4936
3927 a,2558+1369

36218722, +1938367F 36218724, +19383672

a, =1

bulunur. Benzer bigimde;

1 &+&D :1(E+13§j:1_19
200; ps 2\ 3 11) 33

P, _:81 Pe — 256- :31137
a; - ﬁlqﬁ 71- :3138

119 256- 3,137
33 71-j338

8448- 452183, = 8449- 45225,
B =1

bulunarak,a, = B, oldugu gosterilmstir.
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Asagida temel teorem olarak adlandirilan, Teorem 4i2.ispatinda kullanilacak

Oonermeler verilmytir.

Onerme 4.2.1 n= 012,...olmak lizere:

VD +k,

1.
g, |

n

k, =(-1)"*(q,q,,D - p, p,.,)

l,=(-1"(a, 2D~ p,?)

ve

an = kn pn + In pn—l
pn = knqn +|nqn—1

E - T
2{q, p, Py +kiGy

esitlikleri vardir.

Ispat: k, ve | tekrarli b&intilari icin gagidaki asitliklerin varligi bilinmektedir;

k =al  +k_
o ve  D-k?2=Il_,

=l —a "l t2a .k,

k,=0 , I,=1 , k,=a ve l,=D-a,

Tamevarimla ispat yapilacaktir:
i) K, icin dogru oldugu kabul edilerekk,,, i¢cin dasru oldusu gosterilecektir:

(_ 1)“ (qn+1qn D - pn+1 pn) = (_ 1)“ (an+l (qn2 D - pn2 ) + (qn qn—lD - pn pn—l ))

(=2 (@0 (-2, + (0K,
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&l -k =

n+l' n n n+l

bulunur.

ii) |, icin dogru oldusu kabul edilerek] ., icin dosru oldusu gosterilecektir:
(-)™? (qn+22D - pn+22): B alinirsa, bu deer ;
84-1)"(ay.,” (0D - ppi’)+ (6.°D - p,?)+ 28, (010, D - P2 P,)
A1) (a0 (1) + (1)1, + 28,5 (1K)

£ -a .’ . +2a.k. =I

n n+2 'n+l n+2n+l T T n+2

olup teoremin ilk bolumadnin ispati tamamlagmiur. Bu bolim kullanilipk,, ve |,

yerine yazilarak;

Ko Do 1o Poe = (=17 (9,00002D = Py Poa )+ (-2 (Poa0,?D = P2 Pra)

= (_ 1)”‘1 qn(pnqn—l - pn—lqn )D = an

ve

Kol *10Goa = (-1 0,02D = Py Posly )+ (1) (0,00 - P, 20l

(_ 1)”‘1 pn (pnqn—l - pn—lqn) = pn

bulunmutur. Son olarak dnermenin 3. bolumu ispatlanacaktir

ii)
P P, P P
=" +q,D " +q,D “"p,+q,D
i&_'_&D zl pn2_|_anD zl pnqn qn _ ) qn :qnpn qn
2\d, P, 2\ Path 2| Polh 2Py PG . Polhn
qn qn qn qn
n n +kn n
&pn"-an (p+knjpn+|npn—l upn"-pn—l
- qn - qn - C]nln
P, PuGy + Py, p.d, *+ (K4, +1,0...)a,

T qn + pn
d, dy 1.4,
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(P, +K,)P, Ptk | Ptk ),
_ qnln + pn—l _ ( qnln ‘ pn pn—l _ qnln pn pn—l
PO, + knqn2 + Inqn—lqn (pn + knqn )qn + Inqn—lqn 7pn + k”q” g, +0,.,
|Gy 10 |G
+Kk
( Py + Koy j ——
—_ ql"llﬂ
= ok
pﬂl qﬂ n qn +qn_1
I"Iql"l
bulunup, ispat tamamlanigtir [19].
Onerme 4.2.2 i = 012,....[5/2] igin;
D Ksi =ki 0 gy =1 (n=012...)
“ )(ns—i—l = ki ’ Ins—i—l = I|—1 (n = :L213 1)
. . _ 1 _ 1 _
Ispat: |) HI = 1 = 1 _8ns+i
a'i+1 + 1 ans+i+1
o+ ns+i+2
a'|+2 1
Qg T
1 _+D+k 1 _ D +ky, 11 _
—= ' : = ' ve —= oldgundan;
Hi l i 8ns+i I ns+i 6| 6ns+i
Kosri = Ki , |« =1 Yyazilarak ispat tamamlangtir.

i) Simetriklik geregince, a,.; = a, oldugu kullanilarak:

_JD-k
|

l ns—(i+1) i

ns-i

P _ \/B - kns—i -1 \/B - kns—(i +1)

ns-i-1 |

olup, k

ns-i-1
ns-i-1

bulunmy ve ispat tamamlangtir [19] :

=k ve lo,=l,

Burada Onerme 4.2.1 ve Onerme 4.2.2 kullanilasakteorem olan, Teorem 4.2.1
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ispatlanmgtir.

Ispat: Onerme 4.2.1 ve Onerme 4.2.2 kullanilarak;

pns+i—1 + kns+i—1qns+i—1

1 | pns+i—1 + pns+i—2
- pns+i—1 + qns+i—1 D|= ns+i—1qns+i—1
qns+i_1 pn5+i_1 pns+i—1 + kns+i—1qns+i—l +
c]ns+i—1 qns+i—2
I
ns+i—1qns+i—l

pns+i—l + ki—1qns+i—1
- Ii—lqns+i—1
pns+i—l + ki —1qns+i—l

l i—lqns+i -1

pns+i -1 + pns+i -2

qns+i—1 + qns+i—2

bulunmutur. Simdi de Teorem 4.1.2. de ksidh gin sgs tarafi kullanilacaktir:
ai = ak’ p2ns+2i = pk—l’ p2ns+2|—1 pk -2 q2ns+2i = qk—l’ q2ns+2i—1 = qk—2 olarak
dUsUnallp:

ai p2ns+2i + p2ns+2i—1 —_

ai q2ns+2i + q2ns+2i -1

[aO al a2’ 2ns+2| 'al ]

[ans+| ! ns+|+1’ a2ns+2i 'ai ] pns+i—l + pns+i—2
[ans+i ’ ans+i+1""'a2ns+2i 'ai ]qns+i—1 + qns+i—2

[al a‘|+1' ns+2| 'a ]pns+|—1 pns+| -2
[al ! a1+1’ ns+2| a ]qns+|—1 qns+| -2

bulunmutur.

G G- “0, P

:( pi—lqi—22 —0204P-2 T P2PaG- t pi—zzqi—lj
Y qi—l2 Pi-2 pi—lzqi—z ~ P Bi2lia

esitli gi kullanilarak;
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-1
(pi‘l pi‘zj (p”“z p”““) matris carpiminda ki, ters  matris hesagiak,
qi—l qi—2 qns+2i qns+2i

carpimda yerine yazilipsasidaki. sonug elde edilrtir.

[ pi-1qi—22 — 0201 P2 ~ Pi-2 B2 + pi—zzqi_lj (pns+2i pns+2i—lJ
~G40 P+ 0y Po P Go ~ Pt Piolis

qns+2i qns+2i

Bu c¢arpim sonucunda elde edilen 2x2 tipindeki msiatrelemanlaric,,,c,,,C,,,C,,

biciminde gdsterilerek;

G = (Pralis’ ~ GG Prs) Posvas *+ (= Prs Pslics + Pros Ot Jhneea
G = (Prallics” ~ G-t Pros) Posearcs *+ (= s PsClics *+ Pros’ Oy s
Cor = (= sz Pry + G’ Proe JPuses * (PG = PPy s
Gz = (- a8 Py + G’ Ps Prsens * (PG = Prcs Preals s
deserleri bulunmytur. Bu ifadeler diizenlenerek;
Cir = O l(PiosGhos = s Pic ) Prsrar + (= Pico Proa Jhneras |+ P2 (D120 )0

-2 [(_ (qi—l P2~ pi—1qi—2)pns+2i + (_ Pi-2 Pi )qns+2i ] P (pi—zqi—l)qns+2i

=0, (_1)i Prsizi =~ Pic2 PicaGi20nseai + pi—22qi—1qns+2i

di_, (_1 )i Prsrzi = PiooOnsizi (PiaGio = Pi_20i-1)

i-2 (_1 )i Prsizi T pi—zqns+2i(pi—2qi—l - pi—lqi—z)

I
0

i-2 (_l )i pns+2i - pi—ans+2i (_ 1)

I
0

%_1)| (qi—z pns+2i - pi—zqns+2i )

Cio = U2 (PiaGios = G Pi2) Prsszica + Piz (= Pralioz + Pi_oOii)Gnsezie
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=0 (_ 1)i Prs2i ~ Pi-2 (_ 1)i Qrseoia

:é_ 1)I (qi—z pns+2i - pi—zqns+2i )

Cxn = _qi—1(Qi—2 P ~Uiq pi—Z)pns+2i + pi—l(pi—lqi—z - pi—zqi—l)qns+2i
= _qi—l(_ 1)I pns+2i + pi—l(_ 1)I qns+2i

%_ 1)I (_ pns+2i qi—l + pi—lqns+2i )

Cpo =7Qi (qi—z P ~ i pi—Z)pns+2i—1 + pi—l(pi—lqi—z ~ Pi-2Gia )qns+2i—1
=q (_ 1)i Prst2ia T Pixg (_ 1)i Onst2i-1

:é_ :I')I (pi—lqns+2i 1 qi—l pns+2i—l)

pi -1 pi—2 J_l( pns+2i pns+2i—l

j matris ¢arpiminda yerine
Q-1 G-

bulunmutur. Bu ifadeler(

c]ns+2i qns+2i

yazilarak;

(_l)i( Q-2 Prsi2i = Pi2Gnssai Q-2 Pnsraia = Pi2Unse2i-1
~ i Prsiai ¥ Picalnsizi -~ GicaPrsiaiaa + Picalnsraia

-1
(pi—l pi—ZJ (pns+2i pns+2i—1j(ai 1} :A
c]i—l c]i—2 c]ns+2i c]ns+2i 1 O
Gi-2 Prsi2i = Pic2Unseai Gi—2 Prsezica =~ Pic2Onsezia ](ai 1}
“OiqPrsii ¥ PictOnsizi ~ Gica Prsezica T PicaOnseaia 10

j elde edilmgtir. Buradan da

A= (—1)‘(

bulunmutur. Bu carpim sonucunda elde edilecek matris g tipinde bir matris

olacaktir. Elde edilecek 2x2 tipindeki matrisin rebnlar da d; biciminde

gOsterilip, buradan da;

d21 = (_ 1)i [(_ Q-1 Pnsizi + Picalnseai )ai Q1 Prsizia T pi—lqns+2i—l]
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olarak bulunmstur. Buradaki p.., Ve P... deserleri yerine, bu dgerlerin
Onerme 4.2.1 dekisétleri yazilarak;

d,, = (_ 1)i [(_ Oaky + pi—l)ai Opsiai * (_ Gal 2@ — Oigkyig + pi—l)qns+2i—l = 2i—1qns+2i—2]

bulunmutur. Ayrica;

A = Al(i) =i Py — BiaQy , A = Az(i) =0 Py — By
A = As(i) =01 Pois = Pl , A= A4(i) =i P~ Pilaia
A = As(i) =0iaPa ~ P4 , A= Aﬁ(i) =0 P2 — Py

gosterimleri kullanilarak, bu d@erler d,, esitliginde yerine yazilngive d,, degeri

asagidaki bicimde bulunmgtur.

21 = (qi—l 2i pl—l)a (Aiqns+| + Azan‘H l) + (ql ll 2i al + ql -1 2I -1 pl—l)(A3an+l + A4an+I—l)

+ qi—lI 2i—1(A‘5qns+i + Aﬁqns+i—1) [19] '

4.3. Ozel Ornekler

Ornek 4.3.1 VD =+a?+4 —[a — ,1,],— Za} periyodik surekli kesir acilimi

icin, a =3 ve a tek sayl olmak Uzere, dezeri hesaplanngtir:

a. =- (p02 +q02D)q1 _Zpo% P;
1 2 2
(pO *+ 0y D)qz _Zpoqo P,

__ (a2 +a’ +4)(a—1) -2a(a®-a+2)
(2% +a? +4fa+1) -2a(a® +a+2)

_2a°-2a’+4a-4-2a°+2a’ -4a _
2a’+2a’ +4a+4-2a°-2a* -4a
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bulunura, degeri Teorem 4.2.1 kullanilarak, Onerme 4.2.1 de kg— = \/BI tk
esitli gi kullanilarak daei, deseri hesaplanacaktip_, =1, q_, =0):
0

ko =(~1)(0009-1D - Pop) =-1(-2) =2

lo = (_l)o(qozD - poz) —a’+4-a’=4
olup 1. VD +a olarak bulunmgiur.

6, 4

Onerme 4.2.2 den k., , =k, i=012..[s2] ve s=5 olup, i= 0 segilerek

Key =Ko, N=1i¢in k, =k, =a olarak bulunmgtur. | ., =Il,,,, s=5 olup
i=0 secilerek, I, =1, n=1icin I,=1, bulunmytur. g, =a,q, +d.,,

a’-a+2 _a-1
2 2

a-1 a-1
S T=ToTHA,, A, =0olur p=ap +py,

olur. g, ve p, deserleri |, :(—1)_1(q_12D— p_lz) ssitli ginde yerine yazilarak,

a+py, py=1

=(-1)(-1) =1 bulunur. Ayric&, degeri de:

I—l

- 2 _ -
k1=(—1)°(q1q0D- plpo):aTl(a2+4)_a 2a+2a:2a2 4:a_2

biciminde bulunmstur. JD kudratik irrasyonel sayisinin surekli kesir agihm ilk

uc yaklgim deseri hesaplanarak:

Po_a olup, p,=a Ve q,= lbulunmuytur.
qQp 1

+ - 2 _ 2 _
&:ao_l_i:aoai l_a-1 ., _a’-a+2 olup,  p, =@ at2

O & & 2 2 2

q, = aTl olarak bulunmgtur.

P_, 1 _aaa+a+a olu _a’+ta+2 o _a+l
q2 aO a1+i a1a2+1 p! p2 2 q2 2

&

olarak bulunmstur.
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P o ! = 202,38, ¥ 88 * 8,3 3,8, +1 olup, p,=a’+2 ve
a,a,a; ta, +a,

Pa_, 4 1 _a-1/, a*+a+2_a’*+3a
T olup, =——=la*+2)+ =
1 P Pi=— (@2 +2) , ;

olarak bulunmgur.

a-2

a(@a+l a’+a+2)_2a-4
k3:Q3q2D—pspz:%(a2+4)—(a2+2)( 5 ]: 5 -

k, =k, =a—-2 ve |, = 4olarak bulunmgtur.
|3 = _(qSZD - p32)= _(aZ(az +4) —(a2 + 2)2)= —(a4 +4-a2 —a4 —48,2 —4) =4 0|up,

l, =1; =4 olarak bulunmgtur. Ayrica:

A® =a.p, - pg _a-la’+a+2_a’-a+2 a+l
112 112 2 ' 2 2 . 2

_a*+a’+2a-a’-a-2-a*-a*+a’*+a-2a-2
4

a-1 a’-a+2
A?.(Z) =0,P; = P0; = (Tj(az + 2)_(7}51

-1

-4
4

_a’+2a-a*-2-a*+a”°-2a _

2 1=A

bulunur. Ayrica;
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a-1)(a®*+3a) (a®-a+2)(a®>+1
Ai(z):q1p4_plq4:( 4)( ) ( 4)( )

—2a-2_-a-1_ a+l
4 2 2

olur. Bulunan dgerler aitlikte yerine yazilarakg, degeri hesaplanmtir.

—Ha_l(a—z)—{le _a+2j+2—2a}
q.= _[(Chks - P)A +q1|3A5] - 2 2
’ (q1k4_p1)A1+Q1|4A3 (a_la_az—a+2J(_a+lj+l—a

2 2 2 2

a-2-a*+2a+a’-a+2+4a-4
= =a-2

;(a2 —a-a’+a-2)(l-a)+1l-a

Simdi de a, degeri, Teorem 4.2.1 kullanilarak hesaplanacaktir.

a =- (p,i—l2 + qi—lzD)qu—l — 2P, 1G4 Pais
(pi—lz + qi—12 D)qu = 2P0 Py

i=2icin;

Haz —a+2j2 +(a—1j2(a2 +4)}a— (@’ -a+2)(a-1(a*+2)
2 2 2

i a’-a+2 2+(a_1j2(a2 +4) a’+1 (a’-a+2)(a-1(a°+3a)
2 2 2 4

2(2a° —4a”’ +10a® -12a* +8a—2a° -10a° +12a* -12a + 4a* +8)

27 2a® +12a% —4a° -16a° +18a% -12a+8-2a® —12a” +4a° +16a° —-18a% +12a

=a— 2

bulunmutur.



Ornek 43.2 D=a’+4 ve a cift olsun. Bu durumda+/D, x/5={a;%,2a}

biciminde bir surekli kesir agihmina sahigsr=

1 P + D - Pona
2 Ons h U2n-1
c]n—l

bulunmutur. Burada 6zel olarak = k +1 secilerek:

1 & +£ = —p2k+1

2 qk & q2k+l
Ok

68

2eorem 4.1.1 deki, (4.1.1)

elde edilmjtir. Ornegin a=2 alindginda,a’?+4=22+4= 8 ve /8 =(214)

surekli kesir agihmi igirk = 4segilirse;

11 Ps, D |_Ps 1|82 8
—| —+— |=— olup, gergekten de;| —+—- | =
A 2|29 82

ds 29

3363_ p,
1189 g,

Ornek 4.3.3 acift,a> 6ve D =a” — 4 olmasi durumunda;

Pokn
Qa1
l(&*'&Dj: 3p2k+2+(a/2+]) Po1 Kk = 4n
4 P 3ho +( @2+ Gy

(a/2+1) Poces ~ 3Py
(a/2+1) Oz ~ S0k ’

k=4n- 2

, k tek say
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seklindedir. a=6 icin D =32 olup, v32=[511110]  bicimindediry32 nin
yaklasimlari tablo ile Tablo 4.3.1 de gosteriktii.

Tablo 4.3.14/32 irrasyonel sayisinin yaklalarinin tablosu

n R, Q.
1 5 1
2 6 1
3 11 2
4 17 3
5 181 32
6 198 35
7 379 67
8 577 102
9 6149 1087
10 6726 1189
11 12875 2276
12 19601 3465
13 208885 36926
14 228486 40391
15 437371 77317
16 665857 117708
17 7095941 1254397
18 7761798 1372105
19 14857739 628502
20 22619537 998607
21 241053109 42512
22 263672646 46611179
23 504725755 83221
24 768398401 135332
25 8188709765 144757805
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i) k’nin tek sayi olmasi durumik = 3 igin,
1[&+&DJ:& elde edilir, gercekten del(1—7+332j:—=— olup,
2\ 0 Ps d; 2\ 3 17

esitlik saglanms olur.

i) k=4n olmasi durumun= Igin k =4 bulunur,

a
3p + +(+1jp +
2k+2 2 2k+1 _ 3p10 +4p9

a 3q,, +4
3q2k+2 + (2 + 1jq2k+l qu q9

_312875+4.6726 _ 65529
3.227€+4.118¢ 1158¢

bulunmutur, ayrica;

2lq, P, 2( 32 181 ) 11584

bulunur. Béyleliklek = 4n olmasi durumu sganms olur.
iii) k=4n-2 durumu;n= 1licin k = 2 olup,

a
—+1 -3
(2 jpzkﬂ Pax _4p, -3p, _ 4198-3181_ 249

a 49, -3 435-332 44
[2+1jq2k+1—3q2k % =

l &+&D :E[E+£32j:2;49
2{d, p, 202 11 44

bulunur. Béylelikle k=4n- 2 olmasi durumu gganms olur.

Ayrica a= 4icin va’ -4 =x/1_20Iup, V12 kuadratik irrasyonel sayisinin surekli

kesir agihmi, \/1_2:[3;2_,6] bicimindedir. Burada s= ,2r:§=§:1 olup,
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n=k+1icin bulunan dgerler (4.1.1) g@tli ginde yerine yazilarak;

1/ P, D |_ Pau
2/ g, Pe Qo1
Ok

elde edilir.

a=6 ve a cift olmasi durumunda,a® —4 kuadratik irrasyonel sayisinin acilimi;

Va’-4= {a— ];la%d' J,Z(a—l)} bigimindedir.

Ornesin, a=8igin va® -4 = V60 olup, /60 n strekli kesir acthmive= &in,

Va?-4=+/32'nin surekli kesir acithmi sirasiyla, \/@:[7;12,114] ve

\/3_2:[5;],1],10] bicimindedir. a> 6 ve a cift olmasi durumundaya® -4

kuadratik irrasyonel sayisi icin (4.2.33itkgi kullanilarak, a; hesaplanginda;

o |’ +a,’Dls, ~2p,a0p,
" {py’ +a,°DJa, ~2py0 P,

[(a—l)2 +a? —4]51;2_2(61_ )(az_za_zj

2

_ (a-1)? +a? -4]-2(a-1)a

_ a’-2a+l+a’-4-2a’+2a 6

(2a2 —2a—3Xa;2j_(a_1)(az —2a—2) S a+?2

bulunur.

Ornek 4.3.4 Bu ornektea> 5ve a tek sayl olmak iizerd) =a® -4 olmasi
durumu incelenmgtir:
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3p +(a_1jp

2k+2 2k+1
E(L&Dj: 2 k=6n
2\ g, P

a=5 ve a tek olmasi durumundﬁ(a2 —4 kuadratik irrasyonel sayisinin agilimi,

Ja?-4= {a lla—3 25" ;L2(a 1)} bigimindedir. ~ Orngin  a=5,
Va? -4 =+/21 olup, ¥/21 in sirekli kesir aciimi vea= 7cin va? -4 =45 in
surekli kesir acilimi, sirasiyla \/2_1=[ 4;1,12,1,18] ve \/ES=[ 6;12,2,2112]

bicimindedir. Aagida \/2_1=[ 4;],],2;L,18] icin ssitliklerin saglandigl gosterilmitir.

i) k=6n-1, 6n-3, 6n—4, 6n-50lmasi durumunda;- (p"+qk Dj P
Qe Py« Qo1

oldugu, n = licin gosterilecektik =6n—- 1n=1 icin, k = 5 olur,

1(&+&Dj 1(55 1221) 6049 | Paa _ P 6049 ) o itk

AT 2(12 55 1320 Q. G, 1320

salanir.

Ps Qs Djzl(23+ 5 21j=5_27

k=6n-3, n=1 igin k=3 olur— =+ =
2{0; p; 2 115

5 23

Poisa — Pz - 5_27 olup, aitlik saglanir.
q2k+1 q7 115



k=6n-5, n=1 icin k=1 olur, = Pr+%p =1(5+121j=2—3
2l p 2 5 5
Pac _ Ps

23 L
=— olup, sitlik saglanir.
q2k+1 q3 S

i) k=6n olmasi durumunda = 1Icin k = 60lur,

a-1
3Paca* o Pat _3p, +2p,, _ 3109881 257965_ 445573

a-1 39, +29,,  3.23978+2.12649 97232
3qzk+2 + T q2k+1 1 13

1(p g 1(472 103 222784+ 222789 445573
|+ D=2 —+—=21]|= =
2 0s Ps 21103 472 97232 97232

olup, sitlik saglanir.

iii) k=6n-2 olmasi durumunday = itin k = 4olur,

a-1
“5 Pan =3P _ 2p,—3p, _ 2.2525-3.999 2053

a-1 20. - 3 2551-3218 448
T 1 P 3q2k %o Ge

1(&“)&} 1(3_2+121j:1024+1029: 2053
2

2la, p,) 2\7 32 448 448

olup, sitlik saglanir.

simdi va®* -4, a=5 ve tek olmak lizeray, hesaplanacaktir:

o P’ +a,’Dla ~2p,a0p,
" {py’ +a,"DJa, — 2y P,

) po:a_la p,=a, qozla q1:1

N _ a-3 a-3_a’-a-2 _a-1
pz_aoalaz"'ao"'az_(a_l) 2 +ta-1+ 2 ve qz_T

2
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ve
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(a>-2a+1+a®-4)-2(a-1a _ 6
a’ —a—Zj Ca-1

a,=- .
(2a? —2a—3)az—2(a—1)

bulunur. Ayrica;

1 1 1
O=t b=t — g pmat
+ 0 +
a:l. 1 a2 ..
&t '

6, I , 6, Iy , o =q02D_ p02

P, =a,P,, t P, tekrarli bgntisindan=1 yazildginda;

= +
PL=&Po* P () p_, =1 bulunmuytur,
a=a-1+p,

d, =a,9,4 +d,, tekrarl bgintisindan= 1yazildginda;

q, =ad, +q,
olup, g_, =0 bulunmutur.
1=q, +1 P, Q. %

Asagldai, 1 vegi deserleri hesaplanngtir

0 1 2

ky=a-1 1 _+D+a-1
l,=a’-4-(a-1)° =2a-5 ’ g,  2a-5
L JBek K, = 0,0, (@* = 4) = Py Py l,=p°-q’'D
o L ,  k =a’-4-a(a-)l , lL=a*-(@*-4
! . k,=a-4 l, =
:Momh
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kK, = p,p, —0,0,D

+ 2_a- -
izx/ﬁ K, | = a®-a 2a_(a lj(a2—4)
o, [, 2 2
k,=a-2
l, = QZZD - p22
2 2 2
IZ:!a —2a+1!(a2_4)_!a —a—2! ’i:x/5+k2:\/5+a—2
4 o, l, a-2
[, =a-2
= . Kpsei =K Ins+i =1 Ty .
olarak bulunur. Onerme 4.2.2 deki Sk B aitlikleri
ns-i-1 — "N ns-i-1 ~ 'i-1

kullanilarak;

Kiy =k sitliginde,s=6, n=1,i=1 yazildginda; k,_,_, =k, k, =k, olup,

k, =a-—4 bulunmutur.

leia =1, sitliginde s= 6 n=1,i=1yazildginda;l,,, =1_,1,=1, olup

|, =2a-5 bulunmutur.

Ky =k sitlliginde s=6, n=1i=2 vyazildgnda;k,,,=k,, k; =k, olup

k,=a-2 bulunmuytur.

lix =l sitiginde s=6i=2, s=1 yazildginda;l,_,, =1,,, 1; =1, olup

[, =4 bulunmuytur.

Ayrica o, = +1_az—a+2 g = _a-1 0 _a’-a-2 q _a-1
1 aOal 2 ' 1 al 2 ’ 2 2 ’ 2 2 ’
a’-2a°-3a+4 _a*-2a-1

pS:az—z, q; =a, p, = y Oy T olup;
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a’-a-2-a’+a
AS(Z) =0,p, = P4, = > =-1, A5(2) =-1

A3(2) =0hP;~ PG =a’-2-a*=-2 , &(2) =-2

_a*-2a°-3a+4-a*+2a°+a

A? =q,p, - pa, = ; , AP =2-a

olarak bulunmstur.

Yukarida bulunan derler kullanilip,a, deseri hesaplanginda;

S (pl2 + qlzD)q3 —2p,oPs _ _ (2a2 —4)a— 2a(a2 - 2)
i (p12+q12D)q4_2p1q1p4 (2a2_4{32—Za—lj_za(ag—Zaz—Ba+4j
2 2

_ 2a’-4a-2a°+4a —o
(@ -2)a? -2a-1)-a‘ +a° +3a% +4a

bulunmutur. Dolayisiylava® -4, a=5 ve a tek sayl olmasi durumunda; Teorem

4.1.1,i = 2igin yamhrsa;%( Pon1 4 Gona Dj = Pinss bulunur.

q6n+1 p6n+1 q2n+3

Son olarak 2< D < 40aralginda bulunan ve tam kare olmayaV‘B kuadratik

irrasyonel sayilarinin surekli kesir acilimlari pl@4.3.2 de verilngiir.



Tablo 4.3.2. Kuadratik irrasyonel sayilarin siir&kkir acilimlarinin tablosu

D

2

3

5

10

11

12

13

14

15

17

18

19

20

21

22

23

24

26

Sirekli Kesir Acilimi

12)
112)
2;21]
2,24
2;1,],1—4]
214]
36|
338
3,26)
311119
31216)
318

4 é]

4.2g)|
| 4213128

[4.28]

4112118
4;12,4,2,18]
41318

418

5;1_0]
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Tablo 4.3.2 (Devam) Kuadratik irrasyonel sayrasiirekli kesir agilimlarinin tablosu

D

27

28

29

30

31

32

33

34

35

37

38

39

40

Surekli Kesir Acilimi

5510)
532310
SM]
5,210)
5113531110)
5,11110)
5@]
5@]
5110)
6;1_2]
6,612

6,412

6,312
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BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

D tam kare olamayan pozitif tamsayi olmak lizée kuadratik irrasyonel sayisinin

periyodik surekli kesir acilimina gore elde edilgaklasimlari %(%+DTQ”J

n n

formuliinde yerine yazilarak Newton yagtalar elde edilir.

Newton vyaklaimlari bazi durumlarda yaklen deserine @it olurken bazi
durumlarda ise it olmamaktadir. Newton yakjaninin, normal yaklam deserine
esit olmasiy/D kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik surekésk aciliminin
periyot uzunlgu olan s ile ilgilidir. Orngin periyot uzunlgu 1 olan\/§=(];2)
kuadratik irrasyonel sayisinin herhangi bir yaktana goére hesaplanan Newton
yaklasimi ayni zamanda farkli bir normal yakila deserine gittir. Benzer durum
periyot uzunlgu 2 olan,+/3 = (11,2) ve /8 =(214) icin de gecerlidir. Fakat periyot
uzunligu 6 olan, v21=( 4112118) ve +22=( 4124218) icin alinan her
yaklasim deserine kagilik hesaplanan Newton yaklani normal yaklaim dezerine

esit olmamaktadir.

Newton yaklaim deseri ile normal yaklam dezerinin &it olmasi durumu periyot
uzunlyuna bgh olarak veya periyot uzungundan bgimsiz olarak gesietilip,
genellatirilebilir. Ayrica esitlik durumunun, D nin bulundiu 6zel bir denklemin

¢6zUmUnun bulunmasina yardimci olabifgatistintlmektedir.
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