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ÖZET 
 
 
 

Anahtar Kelimeler: −ϕ fonksiyonu, modülüs fonksiyonu, de la Vallee-Poussin 
ortalaması, lacunary dizisi, istatistiksel yakınsaklık.  
 
“ −ϕ Fonksiyonları Yardımıyla Tanımlanan Bazı Dizi Uzayları” isimli bu tez 
çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Bu bölümlerde daha önce yapılmış olan 
çalışmalar derlenmiştir. Özellikle Metin Başarır ve Selma Atundağ [13], [24] 
tarafından yapılan çalışma üzerinde durulmuştur. 
 
Birinci bölümde sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 
verildi.  
 
Đkinci bölümde −ϕ fonksiyonları dizisiyle tanımlı bazı fark dizi uzayları verildi. 
 
Üçüncü bölümde “ −ϕ fonksiyonları dizisi yardımıyla lacunary kuvvetli −∆ yakınsak 
dizi uzayları’’ çalışıldı. 
 
Son bölümde ise ikinci ve üçüncü bölümden elde edilen sonuçlar verilmiştir. 
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SOME DIFFERENCE SEQUENCE SPACES DEFINED BY A 

SEQUENCE OF −ϕ  FUNCTIONS 

 

 

SUMMARY 
 

 

Key words: −ϕ functions, modulus function, de la Vallee-Poussin mean, lacunary 
sequence, statistical convergence. 
 
This study which is entitled “Some sequence spaces defined by −ϕ functions” 
contains four chapters. The first three chapters are composed of a compilation of 
some studies, especially Altundağ and Başarır [13], [24] on this subject. 
 
In the first chapter, some basic definitions and theorems which are used in the 
following chapters  are given. 
 
In the second chapter, some sequence spaces defined by −ϕ functions are given. 
 
In the third chapter, lacunary strongly −∆ convergent sequences according to the 
sequences of −ϕ  functions sequences are studied. 
 
The last chapter gives some general results which are obtained from second and third 
chapter. 
 



 
 
 
 
BÖLÜM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

 

1.1  Temel Kavramlar ve Teoremler 

 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan tanımlar ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 1.1.1. X  boş olmayan bir küme ve K , reel veya kompleks sayılar cismi 

olsun. 

( ) ( ) xxyxyx

XKxXXXxX

.,,

:.:

αα →+→
→→+

 

ikili i şlemleri aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa X  kümesine K  üzerinde bir lineer 

(vektör) uzay adı verilir [1]. 

 

K∈∀ βα ,  ve Xzyx ∈∀ ,,  için 

1-   xyyx +=+  

2-   ( ) ( )zyxzyx ++=++  

3-   Xx ∈∀  için xxeex =+=+  olacak şekilde bir Xe ∈  vardır. 

4-   Xx ∈∀  için ( ) ( ) xxxx +−=−+  olacak biçimde Xx ∈−  vardır. 

5-   xx =.1  

6-   ( ) yxyx ... ααα +=+  

7-   ( ) xxx ... βαβα +=+  

8-   ( ) ( ) xx .... βαβα =  
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X  bir lineer uzay ve M  de X ’in bir alt kümesi olsun. Myx ∈,  ve α , β  skaler 

olmak üzere Myx ∈+ .. βα  ise M  ye X ’in bir lineer alt uzayı denir [1]. 

 

Tanım 1.1.2. X , K  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun RX →:.  fonksiyonu, 

aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa .  fonksiyonuna X  üzerinde bir norm ve ( ).,X  

çiftine de bir normlu lineer uzay denir. Xyx ∈∀ ,  ve K∈∀α  için  

 

1-   0≥x  

2-   00 =⇔= xx  

3-   xx .. αα =  

4-   yxyx +≤+  dir [2]. 

 

Tanım 1.1.3. ( ).,X  bir normlu uzay ve ( )nxx =  de X  uzayında bir dizi olsun. 

Eğer 0>∀ε  için 0nn >∀  iken ε<− 0xxn  olacak şekilde bir ( ) Nn ∈ε0  sayısı 

varsa ( )nxx =  dizisi 0x ’a yakınsaktır denir. ( )nxx =  dizisi 0x ’a yakınsak ise 

0lim =n
n

x  veya 0xxn →  şeklinde yazılır [2]. 

 

Tanım 1.1.4. ( ).,X  bir normlu uzay ve ( )nxx =  de X  uzayında bir dizi olsun. 

Eğer 0>∀ε  için 0, nnm >∀ iken ε<− nm xx  olacak şekilde ( ) Nnn ∈= ε00  sayısı 

varsa ( )nxx =  dizisine bir Cauchy dizisi denir [2]. 

 

Tanım 1.1.5. ( ).,X  normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu 

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı denir [2]. 
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Tanım 1.1.6. ( )kxx =  ( ),...3,2,1=k  şeklindeki reel veya kompleks terimli bütün 

sınırlı veya sınırsız dizilerden oluşan uzay w  ile gösterilsin. ( ) ( ) wyyxx kk ∈== ,  

ve λ  bir sabit sayı olmak üzere 

( )kk yxyx +=+ , ( )kxx λλ =  

şeklinde tanımlanan işlemler altında w  bir lineer uzaydır. Đyi bilinen 0c , c , ∞l  dizi 

uzayları sırasıyla, sıfıra yakınsayan diziler uzayı, yakınsak diziler uzayı ve sınırlı 

diziler uzayı, w  dizi uzayının alt uzayıdır ve kk xsup. =  normuyla birer Banach 

uzayıdırlar. 

{ }∞<==∞ kkk xxxl sup:  

sınırlı diziler uzayı, 

{ }mevcutlim: kkk xxxc ==  

yakınsak diziler uzayı ve 

{ }0lim:0 === kkk xxxc  

sıfıra yakınsak diziler uzayıdır. 

 

Tanım 1.1.7. ( )rk=θ  pozitif tam sayıların bir dizisi olmak üzere 

1-   00 =k  

2-   10 +<< rr kk  

3-   ( )∞→∞→−= + rkkh rrr 1  

şartlarını sağlasın. Bu durumda θ  ya Lacunary dizisi denir [3]. Burada θ  ile 

belirlenen aralıklar ( ]rrr kkI ,1−=  ve 
1−r

r

k

k
 oranı da rq  ile gösterilir. Lacunary 

dizisinin toplam formu ∑ ∑
∈ +−

=
r

r

rIn

k

k
kn xx

11

 şeklindedir. 
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Tanım 1.1.8. )( kxx =  kompleks veya reel terimli bir dizi olsun. 

{ }ε≥−≤= LxnkK k:  olmak üzere eğer her 0>ε  için ( ) 0
1

lim =
∞→

K
nn

µ  ise 

)( kxx =  dizisine L  sayısına istatistiksel yakınsak denir ve Lxst =− lim  olarak 

gösterilir. Burada ( )Kµ , K  kümesinin eleman sayısını gösterir [4] . 

 

Tanım 1.1.9. 11 +≤+ nn λλ  ve 11 =λ  olmak üzere azalmayan, sonsuza giden bir pozitif 

sayı dizisi ( )nλλ =  olsun. Bu dizilerin kümesi Λ  ile gösterilsin. Genelleştirilmi ş de 

la Vallee-Poussin ortalaması, [ ]nnI nn ,1+−= λ  olmak üzere 

( ) )1.1(
1
∑
∈

=
nIk

k
n

n xxt
λ

 

şeklinde tanımlanır. Eğer ∞→n  iken ( ) lxtn →  oluyorsa bir ( )kxx =  dizisi l  

sayısına ( )λ,V - toplanabilirdir denir [5]. Eğer nn =λ  ise, ( )λ,V - toplanabilirlik ve 

kuvvetli ( )λ,V - toplanabilirlik sırasıyla ( )1,C - toplanabilirlik ve [ ]1,C - 

toplanabilirliğe indirgenir. 

 

Tanım 1.1.10. [ ) [ )∞→∞ ,0,0:f  olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan f  fonksiyonuna 

modülüs fonksiyonu denir. 

1-   ( ) 00 =⇔= xxf  

2-   ( ) ( ) ( ) ( )0,0 ≥≥+≤+ yxyfxfyxf  

3-   f , artan  

4-   f , 0 da sağdan süreklidir [6]. 

( ) ( ) ( )yxfyfxf −≤−  olduğundan 4 şartından f ’nin [ )∞,0  da sürekli olduğu 

çıkar. Đlaveten her Nn ∈  için ( ) ( )xnfxnf ≤.  dir.2 şartını kullanırsak 

          ( ) 






≤






=
n

x
nf

n
nxfxf

1
    veya     ( ) 







≤
n

x
fxf

n

1
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elde edilir. 

Bir modülüs fonksiyonu sınırlı veya sınırsız olabilir. Örneğin ( ) pxxf = , 10 ≤< p  

için sınırsızdır, ama ( )
1+

=
x

x
xf  sınırlıdır. Ruckle [7] ve Maddox [8], bazı dizi 

uzaylarını oluşturmak için modülüs fonksiyonlarını kullandılar. Ayrıca modülüs 

fonksiyonları [9], [10], [11], [12] ve pek çok diğer kaynaklarda çalışılmıştır. 

 

Tanım 1.1.11. 0≥v  için tanımlı, sürekli, azalmayan, ( ) 00 =ϕ , 0>v  için ( ) 0>vϕ  

ve ∞→v  için ( ) ∞→vϕ  şartlarını sağlayan fonksiyona −ϕ fonksiyonu denir. 

 

Tanım 1.1.12. ( )kϕϕ =  ve ( )kψψ =  −ϕ fonksiyonları dizileri olsun. Eğer yeterince 

(büyük veya küçük) v  değerleri için ( ) ( )nvblvc kk ϕψ ≤  eşitsizliğini sağlayacak 

şekilde 0,,, >lnbc  sabitleri varsa  ϕ ,   ψ ’den .daha zayıf değildir denir  ve   ϕψ ≺   

( veya her k  için kk ϕψ ≺  ) şeklinde gösterilir.  

 

Tanım 1.1.13. ( )kϕϕ =  ve ( )kψψ =  iki −ϕ fonksiyonu dizisi olsun. Eğer yeterince 

büyük veya küçük v  için ( ) ( ) ( )vkblvcvkb kkk 2211 ϕψϕ ≤≤  eşitsizliğini sağlayan 

lkkcbb ,,,,, 2121  .pozitif sabitleri varsa ϕ  ve ψ  birbirine denktir denir ve ψϕ ~  

(veya her k  için kk ψϕ ~  ) şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 1.1.14. Bir ( )kϕϕ =  fonksiyon dizisi verilsin. Eğer her k  için ( ) ( )vlv kk ϕϕ ≤2  

eşitsizliğini sağlayacak şekilde 1>l  sayısı varsa ( her büyük veya küçük v  için ) ϕ  

dizisine −∆2 şartını sağlar denir. 

Eğer bir −ϕ fonksiyonu −∆ 2 şartını sağlar ise yeterince büyük v  için 

 

( ) ( ) )2.1(vLcv kk ϕϕ ≤
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olacak şekilde 0>L  sayısı bulunabilir. Ayrıca her 0>c  için sc 2≤  ve yeterince 

büyük v  için 

 

( ) ( ) ( ) )3.1(2 vlvcv k
ss

kk ϕϕϕ ≤≤  

 

olacak şekilde bir s tam sayısı vardır. 



 

 

 

BÖLÜM 2. −ϕ FONKSĐYONLARI ĐLE TANIMLANAN BAZI 

DĐZĐ UZAYLARI 

 

 

2.1. Giriş 

 

Bu bölümde Başarır ve Altundağ [13] tarafından tanımlanan bazı dizi uzayları 

çalışılacaktır. w  tüm reel ve kompleks sayı dizilerinin uzayı ve ∞l , c  ve 0c  sırasıyla 

sınırlı, yakınsak ve sıfıra yakınsak ( )kxx =  dizilerinin k
k

xx sup=  normuna göre 

Banach uzayları olsun.  

 

Fark dizi uzayı ( )∆X  Kızmaz [14] tarafından ∞= lX , c  ve 0c  ve 1+−=∆ kkk xxx  

( )Nk ∈  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( ){ }XxwxxX kk ∈∆∈==∆ :  

 

şeklinde tanımlandı. Ayrıca fark dizi uzayları Et ve Çolak [15] tarafından ∞= lX , c  

ve 0c  için kk xx =∆0  ve her Nk ∈  için 1
11

+
−− ∆−∆=∆ k

m
k

m
k

m xxx  olmak üzere 

aşağıdaki gibi genelleştirildi, 

 

( ) ( ) ( ){ }XxwxxX k
m

k
m ∈∆∈==∆ : . 

 

Bu uzaylar Et ve Başarır [16] tarafından ( )plX ∞= , ( )pc  ve ( )pc0  alınarak 

paranormlu uzaylara genelleştirildi. Genelleştirilmi ş farkın binom temsili, her k∈N 

için 

( ) )1.2(1
0

vk

m

v

v
k

m x
v

m
x +

=
∑ 








−=∆  
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şeklindedir. Ayrıca fark dizi uzayları çeşitli yazarlar tarafından çalışıldı.  

 

[17], [18], [19], [20],  [21] de −ϕ fonksiyonu kullanılarak tanımlanan bazı dizi 

uzayları tanımlandı. Bu bölümde −ϕ fonksiyonları dizisi ve modülüs fonksiyonları 

dizisi kullanılarak tanımlanmış fark dizi uzaylarının bazı özellikleri verilecektir. 

 

( ) Λ∈= nλλ , ( )kϕϕ =  ve ( )nff =  sırasıyla −ϕ fonksiyonları dizisi ve modülüs 

fonksiyonları dizisi ve m  bir pozitif tam sayı olsun. Her k  için 0≠ku  olmak üzere 

( )kuu =  dizisi alalım. Ayrıca ( )nkaA =  matrisi 

 

1-  A  negatif değildir, başka bir ifadeyle ,.....3,2,1,0 =≥ knank  dir, 

2-  Herhangi bir n  ( ya da k  ) pozitif tam sayısı için bir 0k  ( ya da 0n  ) pozitif tam 

sayısı vardır öyleki sırasıyla 0
0

≠nka  ( ya da 0
0

≠kna  ) dır. 

3-  ,...2,1=k  için 0lim =nk
n

a  limiti vardır. 

4-  ∞<=∑
∞

=

Ka
k

nk
n 1

sup , 

5-  ∞→→ kank
n

0sup  

şartlarını sağlasın. Aşağıdaki dizi uzayını tanımlayalım. 

( )( ) ( ) ( )












=






 ∆∈==∆ ∑ ∑
∈

∞

=jIn k
k

m
uknkn

j
j

kn
m
uk xafwxxfAV 0

1
lim:,,,

1

0 ϕ
λ

ϕλ . 

Burada ( ) nknk

m

n

n
k

m
u xu

n

m
x ++

=








−=∆ ∑

0

1 , ( )kkku xux =∆0  ve ( )11 ++−=∆ kkkkku xuxux  olmak 

üzere ( )1
1

1
1

+
−

+
− ∆−∆=∆=∆ k

m
kk

m
kk

m
kk

m
u xuxuxux  dir. Ayrıca ( )nff =  modülüs 

fonksiyonları dizisi ( ) 0suplim
0

=
+→

vfn
nv

 şartını sağlasın. 

Şimdi bu uzayın bazı özel durumlara karşılık gelen dizi uzayları verilecektir. 

 

1-  Her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ  ve her k  için 1=ku  olduğunda 
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( )( ) ( )












=






 ∆∈=∆ ∑ ∑
∈

∞

=jIn k
k

m
nkn

j
j

n
m xafwxfAV 0

1
lim:,,

1

0

λλ  

 

dizi uzayı elde edilir. 

 

2-  Her x  ve n  için ( ) xxfn =  ve her k  için 1=ku  alınırsa 

 

( ) ( )












=






 ∆∈=∆ ∑ ∑
∈

∞

=jIn k
k

m
knk

j
j

m
k xawxAV 0

1
lim:,,

1

0 ϕ
λ

ϕλ  

 

olur. 

 

3-  IA =  ve her k  için 1=ku  olduğunda 

 

( )( ) ( )( )












=∆∈=∆ ∑
∈ jIn

n
m

nn
j

j
n

m
n xfwxfIV 0

1
lim:,,,0 ϕ

λ
ϕλ  

 

uzayı elde edilir. 

 

4-  IA = , her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ  ve her k  için 1=ku  olduğunda 

 

( )( ) ( )












=∆∈=∆ ∑
∈ jIn

n
m

n
j

j
n

m xfwxfIV 0
1

lim:,,0

λλ  

 

uzayı elde edilir. 

 

5-  Eğer IA = , her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ  ve her k  için 1=ku , her n  için ffn =  

alınırsa Et, Altın ve Altınok [22] tarafından tanımlanan 
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( )( ) ( )












=∆∈=∆ ∑
∈ jIn

n
m

j
j

m xfwxfIV 0
1

lim:,,0

λλ  

 

dizi uzayı elde edilir. 

 

6-  IA = , her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ , her x  ve n  için ( ) xxfn =  ve her k  için 

1=ku  alınırsa 

 

( ) ( )












=∆∈=∆ ∑
∈ jIn

n
m

j
j

m xwxIV 0
1

lim:,0

λλ  

 

dizi uzayı elde edilir. 

 

7-  ( )nkaA =  matrisi 

 








<

≥
=

ise,0

ise,
1

kn

kn
nank  

 

şeklinde tanımlanırsa 

 

( )( ) ( )












=






 ∆∈=∆ ∑ ∑
∈ =jIn

n

k
k

m
ukn

j
j

n
m
uk x

n
fwxfCV 0

11
lim:,,,

1

0 ϕ
λ

ϕλ  

 

dizi uzayı elde edilir. 

 

Şimdi şu teoremi verelim. 

 

Teorem 2.1.1. ( )kϕϕ =  ve ( )kψψ =  iki −ϕ fonksiyonları dizisi olsun.  Bu durumda  

1- ϕψ ≺  ve ( )kϕϕ =  yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlar ise 

( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ψϕ λλ   dir. 
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2- Yeterince büyük v  için ( )( )vkϕ  ve ( )( )vkψ  dizileri denk ve her ikisi de  

−∆2 şartını sağlar ise   ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ψϕ λλ   dir. 

 

Đspat: 1- ( ) ( )( )n
m
ukk fAVxx ,,,0 ∆∈= ϕλ  olsun. ϕψ ≺  olduğundan 0,, 0 >vcb  ve 

0vxk > şartını sağlayan her k  için 

( ) ( ) )2.2(kkkk xcbx ϕψ ≤  

dır. x  dizisini xxx ′′+′= olarak gösterelim. Burada her m  için k
m
u xx ′∆=′ , 0vxk

m
u <∆  

için k
m
uk

m
u xx ∆=′∆  ve k ’nın diğer değerleri için 0=′∆ k

m
u x  olarak tanımlansın. 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈′ ψλ  olduğunu görmek kolaydır. L  sabiti f  ve 

−ϕ fonksiyonunun özellikleri ile bağlantılı olmak üzere kabulden ve (2.2) 

eşitsizliğinden, 

( ) ( )

( )∑ ∑

∑∑∑ ∑

∈

∞

=

∞

=∈∈

∞

=








 ′′∆≤








 ′′∆≤






 ′′∆

j

jj

In k
k

m
uknkn

j

k
m
uk

k
nk

In
n

jIn k
k

m
uknkn

j

xaf
L

xcabfxaf

1

11

11

ϕ
λ

ϕ
λ

ψ
λ

 

elde edilir. −∆2 şartını sağlayan bir −ϕ fonksiyonunun (1.2) ve (1.3) özelliklerini 

sağlayacağını hatırlatalım. Sonuç olarak ( ) ( )( )n
m
ukk fAVxx ,,,0 ∆∈′′=′′ ψλ  olur ve 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ψλ  elde edilir. 

2- ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ψϕ λλ  eşitli ği aynı şekilde ispatlanır. 

 

Teorem 2.1.2. Her k  ve yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlayan −ϕ  

fonksiyonları dizisi ( )( )vkϕϕ =  olsun. Bu taktirde ( )( )n
m
uk fAV ,,0 ∆ϕλ  lineer uzaydır. 

 

Đspat: Đlk olarak ( )kxx = ∈ ( )( )n
m
uk fAV ,,0 ∆ϕλ  ve α  keyfi bir sayı olmak üzere 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,. 0 ∆∈ ϕα λ  olduğunu gösterelim. 10 << α  için 

 

( )( ) ( )






 ∆≤






 ∆ ∑∑∑ ∑
∞

=∈∈

∞

=
k

m
uk

k
nk

In
n

jIn k
k

m
uknkn

j

xafxaf
jj

ϕ
λ

αϕ
λ 11

11
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dir. 
 

Eğer 1>α  ise s2<α  olacak şekilde pozitif bir s  sayısı vardır ve d  ve L , ϕ  ve f  

fonksiyonları ile bağlantılı sabitler olmak üzere 

 

( )( ) ( )

( )∑ ∑

∑∑∑ ∑

∈

∞

=

∞

=∈∈

∞

=








 ∆≤








 ∆≤






 ∆

j

jj

In k
k

m
uknkn

j

k
m
uk

k
nk

s

In
n

jIn k
k

m
uknkn

j

xaf
L

xadfxaf

1

11

11

ϕ
λ

ϕ
λ

αϕ
λ

 

 

elde edilir. −∆2 şartını sağlayan −ϕ fonksiyonu (1.2) ve (1.3) yi gerektirir. Böylece 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕα λ  elde edilir. 

 

Đkinci olarak ( )( )n
m
uk fAVyx ,,,, 0 ∆∈ ϕλ  ve α , β  keyfi sabitler olsun. 

( )( )n
m
uk fAVyx ,,,0 ∆∈+ ϕβα λ  olduğunu gösterelim. 1L , 2L  yukarıdaki gibi 

tanımlanan sabitler olmak üzere 

 

( )( ) ( )

( )






 ∆+








 ∆≤






 +∆

∑∑

∑ ∑∑∑

∞

=∈

∈

∞

=

∞

=∈

k
m
uk

k
nk

In
n

j

In k
k

m
uknkn

jk
kk

m
uknk

In
n

j

yaf
L

xaf
L

yxaf

j

jj

ϕ
λ

ϕ
λ

βαϕ
λ

1

2

1

1

1

1

 

 

olur. ( )( )n
m
uk fAVyx ,,,0 ∆∈+ ϕβα λ  elde edilir. 

Şimdi teorem 2.1.3’ün ispatı için gerekli önermeyi verelim. 
 
 

Önerme 2.1.1. f  bir modülüs fonksiyonu ve 10 << δ  olsun. Her δ≥v  için 

( ) ( ) vfvf 112 −≤ δ  dir [23]. 

 

Teorem 2.1.3. ( )kϕϕ =  ve ( )nff = , sırasıyla −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu taktirde ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAV ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ λλ    

dir. 
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Đspat: ( )m
ukAVx ∆∈ ,,0 ϕλ  ve ( ) Mf n

n
=1sup  olsun. 0>ε  verilsin. Her [ ]δ,0∈x  ve her 

n  için ( ) ε<xf n  olacak şekilde 10 << δ  seçelim. 

 

( ) 21
1

1
SSxaf

k
k

m
uknk

In
n

j j

+=






 ∆∑∑
∞

=∈

ϕ
λ

 

 

yazalım. Burada 

 

( )






 ∆= ∑∑
∞

=∈ 1
1

1

k
k

m
uknk

In
n

j

xafS
j

ϕ
λ

 

 

ile verilir ve  

 

( ) δϕ ≤∆∑
∞

=1k
k

m
uknk xa  

 

üzerinden toplam alınır. 

 

( )






 ∆= ∑∑
∞

=∈ 1
2

1

k
k

m
uknk

In
n

j

xafS
j

ϕ
λ

 

 

ile verilir ve bu toplam da 

 

( ) δϕ >∆∑
∞

=1k
k

m
uknk xa  

 

üzerinde alınır. f  modülüs fonksiyonunun tanımından 

 

( ) ( ) εελ
λ

δ
λ

=<≤ ∑
∈

j
jIn

n
j j

fS
11

1  

 

ve Önerme 2.1.1’den 
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( )∑∑
∈

∞

=

∆≤
jIn k

k
m
uknk

j

xaMS
1

2

11
2 ϕ

λδ
 

 

elde edilir. Sonuç olarak ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕλ  dir. 

 

Teorem 2.1.4. ( )kϕϕ =  ve ( )nff =  sırasıyla −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 
( )

0inflim >
∞→ v

vf n

nv
 ise 

( )( ) ( )m
ukn

m
uk AVfAV ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ λλ  

dir. 

 

Đspat: Eğer 
( )

0inflim >
∞→ v

vf n

nv
 ise her 0>v  ve Nn ∈  için ( ) cvvf n >  olacak şekilde 

bir 0>c  sayısı vardır. ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕλ  olsun. Açık olarak  

 

( ) ( ) ( )∑∑∑ ∑∑ ∑
∈

∞

=∈

∞

=∈

∞

=

∆=






 ∆≥






 ∆
jjj In

k
m
uk

k
nk

jIn
k

m
uk

k
nk

jIn k
k

m
uknkn

j

xa
c

xacxaf ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ 111

11
 

 

dır. Böylece ( )m
ukAVx ∆∈ ,,0 ϕλ  dir. Teorem (2.1.3) kullanılarak ispat tamamlanır. 

 

2.2. ( )m
uk

0
λ ∆,A,S ϕ  - Đstatistiksel Yakınsaklık 

 

( )nkaA =  sonsuz matris, ( ) wxx k ∈= , ( )kϕϕ =  −ϕ fonksiyonları dizisi olsun ve 

0>ε  pozitif sayısı verilsin. 

 

( )( )( ) ( )






 ≥∆∈=∆ ∑

∞

=1

:,,,
k

k
m
uknkj

m
uk

j xaInAK εϕεϕλ  

 

alalım. ( )( )( )( )εϕµ λ ,,, m
uk

j AK ∆ , ( )( )( )εϕλ ,,, m
uk

j AK ∆ ’a ait eleman sayısını belirtmek 

üzere eğer her 0>ε  ve her k için 

 



 15 

( )( )( )( ) 0,,,
1

lim =∆ εϕµ
λ λ

m
uk

j

j
j

AK  

ise x  dizisi sıfır sayısına ( )m
ukA ∆,,ϕ -istatistiksel yakınsaktır denir. Sıfıra ( )m

ukA ∆,,ϕ -

istatistiksel yakınsak olan ( )kxx =  dizilerinin kümesi ( )m
ukAS ∆,,0 ϕλ  ile gösterilir. 

Yani 

 

( ) ( ) ( )( )( )( )












=∆==∆ 0,,,
1

lim:,,0 εϕµ
λ

ϕ λλ
m
uk

j

j
j

k
m
uk AKxxAS  

 

dir. 

 

nn =λ  alınırsa ( )m
ukAS ∆,,0 ϕλ  uzayı ( )m

ukAS ∆,,0 ϕ  uzayına indirgenir. 

 

Eğer IA =  ve her k  ve x  için ( ) xxk =ϕ  ise ( )m
ukAS ∆,,0 ϕλ  uzayı 

( ) ( ) ( ){ }












=≥∆∈==∆ 0:
1

lim:0 εµ
λλ k

m
uj

j
j

k
m
u xIkxxS  

uzayına indirgenir.  

 

Teorem 2.2.1. ( )( )vkϕϕ =  ve ( )( )vkψψ =  −ϕ fonksiyonlarının iki dizisi olsun. 

 

1- Eğer ϕψ ≺  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕψ λλ   

dir. 

2- Eğer ψϕ ~  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  ve kψ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆=∆ ,,,, 00 ϕψ λλ   

dır. 

 

Đspat: 1- ( )m
ukASx ∆∈ ,,0 ψλ  olsun. Kabulden ( ) ( )k

m
ukk

m
uk xcbx ∆≤∆ ϕψ   ve L  sayısı 

ϕ  fonksiyonunun özellikleri ile bağlantılı olmak üzere 0, >cb  ve her m  için 

 



 16 

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∆≤∆≤∆
1 11 k

k
m
uk

k
nkk

m
uknkk

m
uk

k
nk xaLxcabxa ϕϕψ   

 

dir.  

Böylece ( ) εψ ≥∆∑
∞

=1k
k

m
uknk xa  olması, ( ) εϕ ≥∆∑

∞

=1k
k

m
uknk xa  olmasını gerektirir. Sonuç 

olarak 

 

( )( )( ) ( )( )( )εψεϕ λλ ,,,,,, m
uk

jm
uk

j AKAK ∆⊂∆  

elde edilir ve 

 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )εψµ
λ

εϕµ
λ λλ ,,,

1
lim,,,

1
lim m

uk
j

j
j

m
uk

j

j
j

AKAK ∆≤∆  

olur. 

2- ( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆=∆ ,,,, 00 ϕψ λλ  eşitli ği benzer şekilde ispatlanır. 

 

Teorem 2.2.2. Eğer   0inflim >
j
j

j

λ
   ise   ( ) ( )m

uk
m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕϕ λ     dir. 

Đspat: Verilen 0>ε  için 

 

( ) ( )






 ≥∆∈⊃







 ≥∆≤ ∑∑

∞

=

∞

=

εϕεϕ k
m
uk

k
nkjk

m
uk

k
nk xaInxajn

11

::  

 

dır. Böylece 

 

( ) ( )

( ) 














 ≥∆∈=
















 ≥∆∈≥















 ≥∆≤

∑

∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

εϕµ
λ

λ

εϕµεϕµ

1

11

:
1

:
1

:
1

k
k

m
uknkj

j

j

k
m
u

k
knkj

k
k

m
uknk

xaIn
j

xaIn
j

xajn
j

 

olur. ∞→j  için limit alınır ve 0inflim >
j
j

j

λ
 olduğu kullanılırsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕϕ λ   
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elde edilir. 

 

Teorem 2.2.3. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 

(v>0)  ise    ( )( ) ( )m
ukn

m
uk ASfAV ∆⊂∆ ,,,,, 00 ϕϕ λλ     dir. 

 

Đspat: Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 ise 0>v  ve Nn ∈  için ( ) α≥vf n  olacak şekilde bir 

0>α sayısı vardır. ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕλ  olsun. 

( ) ( )

( ) 














 ≥∆∈≥








 ∆≥






 ∆

∑

∑∑∑ ∑

∞

=

∞

=
∞

=

∈∈

∞

=

≥∆∑ 













εϕµ
λ
α

ϕ
λ

ϕ
λ

εϕ

1

1

1

1

:

11

k
k

m
uknkj

j

k
m
uk

k
nk

k

In
n

jIn k
k

m
uknkn

j

xaIn

xafxaf

k

m

uknk

jj

xa  

dır. Buradan ( )m
ukASx ∆∈ ,,0 ϕλ  elde edilir. 

 

Teorem 2.2.4. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 

( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAS ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ λλ  dır. 

 

Đspat: ( ) ( )vfvT n
n

sup=  ve ( )vTT
v

sup=  olduğunu kabul edelim. ( )m
ukASx ∆∈ ,,0 ϕλ  

olsun. Her Nn ∈  ve 0>v  için ( ) Tvf n ≤  olduğundan  

 

( ) ( )

( )

( ) ( )εεϕµ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

εϕ

εϕ

TxaInT

xaf

xafxaf

k
k

m
uknkj

j

k
k

m
uknk

k

In
n

j

k
m
uk

k
nk

k

In
n

jIn k
k

m
uknkn

j

k

m

uknk

j

k

m

uknk

jj

xa

xa

+

























 ≥∆∈≤








 ∆+








 ∆=






 ∆

∑

∑∑

∑∑∑ ∑

∞

=

∞

=
∞

=

∈

∞

=
∞

=

∈∈

∞

=

<∆∑

≥∆∑





























1

1

1

1

1

1

:
1

1

11
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olur. 0→ε    için   limit   alınırsa    ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕλ     elde edilir. 

 

Sonuç 2.2.1. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 

(v>0)   ve ( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise ( )( ) ( )m
ukn

m
uk ASfAV ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ λλ  dir. 



 
 
 

 

BÖLÜM 3. ϕ-FONKSĐYONLARI TARAFINDAN TANIMLANAN 

LACUNARY KUVVETL Đ ∆ -YAKINSAK D ĐZĐ UZAYLARI 

 

 

3.1. Giriş 

 

Bu bölümde Başarır ve Altundağ [24] tarafından tanımlanan bazı dizi uzayları 

çalışılacaktır. Lacunary kuvvetli yakınsak dizilerin uzayı θN   aşağıdaki gibi 

tanımlanır, 

( )








=−== ∑
∈

−

∞→
içinler'bazı0lim: 1

rIi
ir

r
i ssxhxxNθ  

dır [3]. 

 

( )rk=θ  bir Lacunary dizisi, ( )kϕϕ =  ve ( )nff =  sırasıyla −ϕ fonksiyonları dizisi 

ve modülüs fonksiyonları dizisi, m  pozitif bir tam sayı ve her k  için 0≠ku  olmak 

üzere ( )kuu =  herhangi bir dizi olsun. Bununla birlikte, ( )nkaA =  matrisi 2. 

bölümdeki özellikleri sağlasın. Bu takdirde 

 

( )( ) ( ) ( )








=






 ∆∈==∆ ∑ ∑
∈

∞

=rIn k
k

m
uknkn

r
r

kn
m
uk xaf

h
wxxfAV 0

1
lim:,,,

1

0 ϕϕθ  

 

uzayı tanımlansın. Eğer ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕθ  ise x  dizisine  bir f  modülüs 

dizisine gore  sıfıra Lacunary kuvvetli ( )m
ukA ∆,,ϕ  - yakınsaktır denir. 

Bu bölüm boyunca ( )nff =  modülüs fonksiyon dizisinin ( ) 0suplim
0

=
+→

vf n
nv

 

özelliğini sağladığını  kabul edeceğiz. 

Şimdi bu uzayın bazı özel durumlara karşılık gelen dizi uzaylarını verelim. 

1-  Eğer ( )r2=θ  alınırsa 
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( )( ) ( )















 =∆∈=∆ ∑ ∑
=

∞

=

k

n k
k

m
uknkn

k
n

m
uk xaf

k
wxfAV

1 1

0 0
1

lim:,,, ϕϕ  

 

uzayı elde edilir. 

 

2-  Her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ  ve her k  için 1=ku  olduğunda 

 

( )( ) ( )








=






 ∆∈=∆ ∑ ∑
∈

∞

=rIn k
k

m
nkn

r
r

n
m xaf

h
wxfAV 0

1
lim:,,

1

0
θ  

 

uzayı elde edilir. 

 

3-  Her x  ve n  için ( ) xxfn =  ve her k  için 1=ku  alınırsa 

 

( ) ( )








=






 ∆∈=∆ ∑ ∑
∈

∞

=rIn k
k

m
knk

r
r

m
k xa

h
wxAV 0

1
lim:,,

1

0 ϕϕθ  

 

olur. 

 

4-  IA =  ve her k  için 1=ku  alındığında 

 

( )( ) ( )( )








=∆∈=∆ ∑
∈ rIn

n
m

nn
r

r
n

m
n xf

h
wxfIV 0

1
lim:,,,0 ϕϕθ  

 

uzayı elde edilir. 

 

5-  IA = , her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ  ve her k  için 1=ku  alındığında 

 

( )( ) ( )








=∆∈=∆ ∑
∈ rIn

n
m

n
r

r
n

m xf
h

wxfIV 0
1

lim:,,0
θ  
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olur. 

6-  IA = , her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ , her k  için 1=ku  ve her x  ve n  için 

( ) ( )xfxfn =  alınırsa 

 

( )( ) ( )








=∆∈=∆ ∑
∈ rIn

n
m

r
r

m xf
h

wxfIV 0
1

lim:,,0
θ  

 

dır. 

7-  IA = , her x  ve k  için ( ) xxk =ϕ , her k  için 1=ku  ve her x  ve n  için ( ) xxfn =  

alırsak 

( ) ( )








=∆∈=∆ ∑
∈ rIn

n
m

r
r

m x
h

wxIV 0
1

lim:,0
θ  

elde edilir. 

 

8-  ( )nkaA =  matrisi 








<

≥
=

ise,0

ise,
1

kn

kn
nank  

şeklinde tanımlanırsa 

( )( ) ( )








=






 ∆∈=∆ ∑ ∑
∈ =rIn

n

k
k

m
ukn

r
r

n
m
uk x

n
f

h
wxfCV 0

11
lim:,,,

1

0 ϕϕθ  

uzayı elde edilir. 

 

Teorem 3.1.1. ( )kϕϕ =  ve ( )kψψ =  iki −ϕ fonksiyonları dizisi olsunlar ve 

( )( )vkϕϕ =  yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlasın. 

1- Eğer ϕψ ≺  ve ( )( )vkϕϕ =  yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlar ise 

( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ψϕ θθ , 

2- Eğer yeterince büyük v  için ( )( )vkϕ  ve ( )( )vkψ  dizileri denk ve ( )kϕϕ =  ve 

( )kψψ =  dizileri −∆2 şartını sağlar ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ψϕ θθ  dir. 
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Đspat: 1- ( ) ( )( )n
m
ukk fAVxx ,,,0 ∆∈= ϕθ  olsun. ϕψ ≺  olduğundan 0,, 0 >vcb  ve 

0vxk > şartını sağlayan her k  için 

( ) ( ) )1.3(kkkk xcbx ϕψ ≤  

dır. x  dizisini xxx ′′+′= olarak gösterelim. Burada her m  için k
m
u xx ′∆=′ , 0vxk

m
u <∆  

için k
m
uk

m
u xx ∆=′∆  ve k ’nın diğer değerleri için 0=′∆ k

m
u x  olarak tanımlansın. 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈′ ψθ  olduğunu görmek kolaydır. L  sabiti f  ve ϕ  fonksiyonunun 

özellikleri ile bağlantılı olmak üzere kabulden ve (3.1) eşitsizliğinden, 

 

( ) ( )

( )∑ ∑

∑∑∑ ∑

∈

∞

=

∞

=∈∈

∞

=








 ′′∆≤








 ′′∆≤






 ′′∆

r

rr

In k
k

m
uknkn

r

k
m
uk

k
nk

In
n

rIn k
k

m
uknkn

r

xaf
h

L

xcabf
h

xaf
h

1

11

11

ϕ

ϕψ
 

elde edilir. −∆2 şartını sağlayan bir −ϕ fonksiyonunun (1.2) ve (1.3) özelliklerini 

sağlayacağını hatırlayalım. Sonuç olarak ( ) ( )( )n
m
ukk fAVxx ,,,0 ∆∈′′=′′ ψθ  olur ve 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ψθ  elde edilir. 

 

2- ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ψϕ θθ  eşitli ği aynı şekilde ispatlanır. 

 

Teorem 3.1.2. ( )( )vkϕϕ =  her k  ve yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlayan 

−ϕ fonksiyonları dizisi olsun. Bu taktirde ( )( )n
m
uk fAV ,,0 ∆ϕθ  lineer uzaydır. 

Đspat: Đlk olarak ( )∈= kxx ( )( )n
m
uk fAV ,,0 ∆ϕθ  ve α  keyfi bir sayı olmak üzere 

( )( )n
m
uk fAVx ,,,. 0 ∆∈ ϕα θ  olduğunu gösterelim. 10 << α  için 

 

( )( ) ( )






 ∆≤






 ∆ ∑∑∑ ∑
∞

=∈∈

∞

=
k

m
uk

k
nk

In
n

rIn k
k

m
uknkn

r

xaf
h

xaf
h

rr

ϕαϕ
11

11
 dir. 

 

Eğer 1>α  ise s2<α  olacak şekilde pozitif bir s  sayısı vardır ve d  ve L , ϕ  ve f  

fonksiyonları ile bağlantılı sabitler olmak üzere 
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( )( ) ( )

( )∑ ∑

∑∑∑ ∑

∈

∞

=

∞

=∈∈

∞

=








 ∆≤








 ∆≤






 ∆

r

rr

In k
k

m
uknkn

r

k
m
uk

k
nk

s

In
n

rIn k
k

m
uknkn

r

xaf
h

L

xadf
h

xaf
h

1

11

11

ϕ

ϕαϕ
 

 

elde edilir. −∆2 şartını sağlayan −ϕ fonksiyonu (1.2) ve (1.3) yi gerektirir. 

Böylece ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕα θ  elde edilir. 

Đkinci olarak ( )( )n
m
uk fAVyx ,,,, 0 ∆∈ ϕθ  olsun ve α , β  keyfi sabitler olsun. 

( )( )n
m
uk fAVyx ,,,0 ∆∈+ ϕβα θ  olduğunu gösterelim. 1L  ve 2L  yukarıdaki gibi 

tanımlanan sabitler olmak üzere 

 

( )( ) ( )

( )






 ∆+








 ∆≤






 +∆

∑∑

∑ ∑∑∑
∞

=∈

∈

∞

=

∞

=∈

k
m
uk

k
nk

In
n

r

In k
k

m
uknkn

rk
kk

m
uknk

In
n

r

yaf
h

L

xaf
h

L
yxaf

h

r

rr

ϕ

ϕβαϕ

1

2

1

1

1

1

 

 

olur. ( )( )n
m
uk fAVyx ,,,0 ∆∈+ ϕβα θ  elde edilir. 

Şimdi teorem (3.1.3)’ün ispatı için gerekli önermeyi verelim. 
 
 

Önerme 3.1.1. f  bir modülüs fonksiyonu ve 10 << δ  olsun. Her δ≥v  için 

( ) ( ) vfvf 112 −≤ δ  dir [23]. 

 

Teorem 3.1.3. ( )kϕϕ =  ve ( )nff = , sırasıyla −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının birer dizisi olsun. Bu taktirde ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAV ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ θθ  

dir. 

 

Đspat: ( )m
ukAVx ∆∈ ,,0 ϕθ  ve ( ) Mf n

n
=1sup  olsun. 0>ε  verilsin. Her [ ]δ,0∈x  ve her 

n  için ( ) ε<xf n  olacak şekilde 10 << δ  seçelim. 

 

( ) 21
1

1
SSxaf

h k
k

m
uknk

In
n

r r

+=






 ∆∑∑
∞

=∈

ϕ  
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yazalım. Burada 

 

( )






 ∆= ∑∑
∞

=∈ 1
1

1

k
k

m
uknk

In
n

r

xaf
h

S
r

ϕ  

 

ile verilir ve  

 

( ) δϕ ≤∆∑
∞

=1k
k

m
uknk xa  

 

üzerinden toplam alınır. 

 

( )






 ∆= ∑∑
∞

=∈ 1
2

1

k
k

m
uknk

In
n

r

xaf
h

S
r

ϕ  

 

ile verilir ve bu toplam da 

 

( ) δϕ >∆∑
∞

=1k
k

m
uknk xa  

üzerinde alınır. f  modülüs fonksiyonunun tanımından 

 

( ) ( ) εεδ =<≤ ∑
∈

r
rIn

n
r

h
h

f
h

S
r

11
1  

 

ve Önerme 3.1.1’den 

 

( )∑∑
∈

∞

=
∆≤

rIn k
k

m
uknk

r

xa
h

MS
1

2

11
2 ϕ

δ
 

 

elde edilir. Sonuç olarak ( )( )n
m
uk fAVx ,,0 ∆∈ ϕθ  dir. 
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Teorem 3.1.4. ( )kϕϕ =  ve ( )nff =  sırasıyla, −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının birer dizisi olsun. Eğer 
( )

0inflim >
∞→ v

vf n

nv
 ise 

 

( )( ) ( )m
ukn

m
uk AVfAV ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ θθ  dir. 

 

Đspat: Eğer 
( )

0inflim >
∞→ v

vf n

nv
 ise her 0>v  ve Nn ∈  için ( ) cvvf n >  olacak şekilde 

bir 0>c  sayısı vardır. ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕθ  olsun. Açık olarak  

 

( ) ( )

( )∑∑

∑ ∑∑ ∑

∈

∞

=

∈

∞

=∈

∞

=

∆=








 ∆≥






 ∆

r

rr

In
k

m
uk

k
nk

r

In
k

m
uk

k
nk

rIn k
k

m
uknkn

r

xa
h

c

xac
h

xaf
h

ϕ

ϕϕ

1

11

11

 

 

dır. Böylece ( )m
ukAVx ∆∈ ,,0 ϕθ  dir. Teorem (3.1.3) kullanılarak ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1.5. ( )rk=θ  bir Lacunary dizisi ve ( )nff =  bir modülüs fonksiyonları 

dizisi olsun. 

1-  1inflim >rq  ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ θ , 

2-  ∞<rqsuplim  ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕθ , 

3-  ∞<≤< rr qq supliminflim1  ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ϕϕθ  

dir. 

 

Đspat: Bu teorem [9]’da verilen teknikle ispat edilebilir. Bu nedenle ispat burada 

verilmeyecektir. 

Sonuç 3.1.1. 
( )

0lim >
∞→ v

vf n

v
 ve ∞<≤< rr qq supliminflim1  ise 

 

( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ϕϕθ   

dir. 
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3.2. ( )m
ukAS ∆,,0 ϕθ  - Đstatistiksel Yakınsaklık 

 

( )nkaA =  sonsuz matris, ( )rk=θ  bir Lcunary dizisi ve ( )kϕϕ =  −ϕ fonksiyonları 

dizisi olsun ve 0>ε  sayısı verilsin. 

 

( )( )( ) ( )






 ≥∆∈=∆ ∑

∞

=

εϕεϕθ
1

:,,,
k

k
m
uknkr

m
uk

r xaInAK  

 

yazalım. ( )( )( )( )εϕµ θ ,,, m
uk

r AK ∆ , ( )( )( )εϕθ ,,, m
uk

r AK ∆ ’a ait eleman sayısını belirtmek 

üzere, eğer her 0>ε  ve her k için 

( )( )( )( ) 0,,,
1

lim =∆ εϕµ θ
m
uk

r

r
r

AK
h

 

ise ( )kxx =  dizisi sıfır sayısına Lacunary ( )m
ukA ∆,,ϕ  - istatistiksel yakınsaktır denir. 

Sıfıra Lacunary ( )m
ukA ∆,,ϕ  - istatistiksel yakınsak olan ( )kxx =  dizilerinin kümesi 

( )m
ukAS ∆,,0 ϕθ  ile gösterilir ve  

 

( ) ( ) ( )( )( )( )








=∆==∆ 0,,,
1

lim:,,0 εϕµϕ θθ
m
uk

r

r
r

k
m
uk AK

h
xxAS  

 

yazılır. ( )r2=θ  alınırsa ( )m
ukAS ∆,,0 ϕθ  uzayı ( )m

ukAS ∆,,0 ϕ  uzayına indirgenir. 

 

Eğer IA = , her k  ve x  için ( ) xxk =ϕ  ise ( )m
ukAS ∆,,0 ϕθ  uzayı 

 

( ) ( ) ( ){ }( )








=≥∆∈==∆ 0:
1

lim:0 εµθ k
m
ur

r
r

k
m
u xIk

h
xxS  

uzayına indirgenir.  

 

Teorem 3.2.1. ( )rk=θ  bir Lacunary dizisi,  ( )( )vkϕϕ =   ve  ( )( )vkψψ =  

−ϕ fonksiyonlarının iki dizisi olsun  

1-  Eğer ϕψ ≺  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  −∆ 2 şartını sağlarsa 
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( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕψ θθ   

dir. 

2-  Eğer ψϕ ~  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  ve kψ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆=∆ ,,,, 00 ϕψ θθ   

dir. 

Đspat: 1- ( )m
ukASx ∆∈ ,,0 ψθ  olsun. Kabulden ( ) ( )k

m
ukk

m
uk xcbx ∆≤∆ ϕψ  ve L  sayısı 

−ϕ fonksiyonunun özellikleri ile bağlantılı olmak üzere 0, >cb  ve her m  için 

 

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∆≤∆≤∆
1 11 k

k
m
uk

k
nkk

m
uknkk

m
uk

k
nk xaLxcabxa ϕϕψ   

 

dir. Böylece ( ) εψ ≥∆∑
∞

=1k
k

m
uknk xa  olması  ( ) εϕ ≥∆∑

∞

=1k
k

m
uknk xa  olmasını gerektirir. 

Sonuç olarak 

 

( )( )( ) ( )( )( )εψεϕ θθ ,,,,,, m
uk

rm
uk

r AKAK ∆⊂∆  

elde edilir ve 

 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )εψµεϕµ θθ ,,,
1

lim,,,
1

lim m
uk

r

r
r

m
uk

r

r
r

AK
h

AK
h

∆≤∆  

olur. 

2- ( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆=∆ ,,,, 00 ϕψ θθ  eşitli ği benzer şekilde ispatlanır. 

 

Teorem 3.2.2. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 

( 0>v ) ise ( )( ) ( )m
ukn

m
uk ASfAV ∆⊂∆ ,,,,, 00 ϕϕ θθ  dir. 

 

Đspat: Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 ise 0>v  ve Nn ∈  için ( ) α≥vf n  olacak şekilde bir 0>α  

sayısı vardır. ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕθ  olsun. 
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( ) ( )
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 ≥∆∈≥
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=

∞

=
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=
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=
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1

1

1

1
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k
k

m
uknkr

r

k
m
uk

k
nk

k

In
n

rIn k
k

m
uknkn

r

xaIn
h

xaf
h

xaf
h

k

m

uknk

rr

xa  

 

dır. ( )m
ukASx ∆∈ ,,0 ϕθ  olur. 

 

Teorem 3.2.3. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 

( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise   ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAS ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ θθ    dır. 

 

Đspat: ( ) ( )vfvT n
n

sup=  ve ( )vTT
v

sup=  olduğunu kabul edelim. ( )m
ukASx ∆∈ ,,0 ϕθ  

olsun. Her Nn ∈  ve 0>v  için ( ) Tvfn ≤  olduğundan  

 

( ) =






 ∆∑ ∑
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=rIn k
k

m
uknkn
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xaf
h 1
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1

1

1
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 ∆+ ∑∑
∞

=
∞

=

∈

<∆∑ 













1

1

1

k
k

m
uknk

k

In
n

r

xaf
h

k

m

uknk

r

xa

ϕ

εϕ

 

( ) ( )εεϕµ TxaInT
h k

k
m
uknkr

r

+

























 ≥∆∈≤ ∑

∞

=1

:
1

 

olur. 0→ε  için limit alınırsa ( )( )n
m
uk fAVx ,,,0 ∆∈ ϕθ  elde edilir. 

 

Sonuç 3.2.1. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 

( 0>v )   ve  ( ) ∞<vf n
nv

supsup   ise ( )( ) ( )m
ukn

m
uk AVfAS ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ θθ    dir. 



 
 
 

 

BÖLÜM 4.  SONUÇLAR VE ÖNERĐLER 

 

 

Bu bölümde, önceki bölümlerde elde edilen sonuçlar özet olarak verilecektir. 

 

Teorem 4.1.1. ( )kϕϕ =  ve ( )kψψ =  iki −ϕ fonksiyonları dizisi olsun.  Bu durumda  

 

1- ϕψ ≺  ve ( )kϕϕ =  yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlar ise 

( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ψϕ λλ   dir. 

2- Yeterince büyük v  için ( )( )vkϕ  ve ( )( )vkψ  dizileri denk ve her ikisi de  

−∆2 şartını sağlar ise  ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ψϕ λλ     dir. 

 
 

Teorem 4.1.2. Her k  ve yeterince büyük v  için −∆2 şartını sağlayan −ϕ  

fonksiyonları dizisi ( )( )vkϕϕ =  olsun. Bu taktirde ( )( )n
m
uk fAV ,,0 ∆ϕλ  lineer uzaydır. 

 

Teorem 4.1.3. ( )kϕϕ =  ve ( )nff = , sırasıyla −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu taktirde ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAV ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ λλ   

dir. 

 
Teorem 4.1.4. ( )kϕϕ =  ve ( )nff =  sırasıyla −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 
( )

0inflim >
∞→ v

vf n

nv
 ise 

( )( ) ( )m
ukn

m
uk AVfAV ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ λλ  

dir. 

 
Teorem 4.1.5. ( )( )vkϕϕ =  ve ( )( )vkψψ =  −ϕ fonksiyonlarının iki dizisi olsun. 
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1- Eğer ϕψ ≺  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕψ λλ   

dir. 

2- Eğer ψϕ ~  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  ve kψ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆=∆ ,,,, 00 ϕψ λλ   

dır. 

 

Teorem 4.1.6. Eğer   0inflim >
j
j

j

λ
   ise   ( ) ( )m

uk
m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕϕ λ     dir 

 
Teorem 4.1.7. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n

n
 

(v>0)  ise    ( )( ) ( )m
ukn

m
uk ASfAV ∆⊂∆ ,,,,, 00 ϕϕ λλ     dir. 

 

Teorem 4.1.8. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 

( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAS ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ λλ  dır. 

 
Teorem 4.1.9. ( )kϕϕ =  ve ( )kψψ =  iki −ϕ fonksiyonları dizisi olsunlar ve 

( )( )vkϕϕ =  yeterince büyük v  için −∆ 2 şartını sağlasın. 

1- Eğer ϕψ ≺  ve ( )( )vkϕϕ =  yeterince büyük v  için −∆ 2 şartını sağlar ise 

( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ψϕ θθ   dir.  

2- Eğer yeterince büyük v  için ( )( )vkϕ  ve ( )( )vkψ  dizileri denk ve ( )kϕϕ =  ve 

( )kψψ =  dizileri −∆ 2 şartını sağlar ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ψϕ θθ    dir. 

 
Teorem 4.1.10. ( )( )vkϕϕ =  her k  ve yeterince büyük v  için −∆ 2 şartını sağlayan 

−ϕ fonksiyonları dizisi olsun. Bu taktirde ( )( )n
m
uk fAV ,,0 ∆ϕθ  lineer uzaydır. 

 
Teorem 4.1.11. ( )kϕϕ =  ve ( )nff = , sırasıyla −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının birer dizisi olsun. Bu taktirde ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAV ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ θθ   

dir. 
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Teorem 4.1.12. ( )kϕϕ =  ve ( )nff =  sırasıyla, −ϕ fonksiyonlarının ve modülüs 

fonksiyonlarının birer dizisi olsun. Eğer 
( )

0inflim >
∞→ v

vf n

nv
 ise 

( )( ) ( )m
ukn

m
uk AVfAV ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ θθ   

dir. 

 
Teorem 4.1.13. ( )rk=θ  bir Lacunary dizisi ve ( )nff =  bir modülüs fonksiyonları 

dizisi olsun. 

1- 1inflim >rq  ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ θ , 

2- ∞<rqsuplim  ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕθ , 

3- ∞<≤< rr qq supliminflim1  ise ( )( ) ( )( )n
m
ukn

m
uk fAVfAV ,,,,,, 00 ∆=∆ ϕϕθ  

dir. 

 
Teorem 4.1.14. ( )rk=θ  bir Lacunary dizisi, ( )( )vkϕϕ =  ve ( )( )vkψψ =  

−ϕ fonksiyonlarının iki dizisi olsun  

1- Eğer ϕψ ≺  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆⊂∆ ,,,, 00 ϕψ θθ  dir. 

2- Eğer ψϕ ~  ve yeterince büyük v  ve her k  için kϕ  ve kψ  −∆2 şartını sağlarsa 

( ) ( )m
uk

m
uk ASAS ∆=∆ ,,,, 00 ϕψ θθ  dir. 

 

Teorem 4.1.15. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 

( ) 0inf >vf n
n

 ( 0>v )  ise ( )( ) ( )m
ukn

m
uk ASfAV ∆⊂∆ ,,,,, 00 ϕϕ θθ  dir. 

 
Teorem 4.1.16. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer 

( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise   ( ) ( )( )n
m
uk

m
uk fAVAS ,,,,, 00 ∆⊂∆ ϕϕ θθ    dır. 

Sonuç 4.1.1. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 

(v>0)   ve ( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise ( )( ) ( )m
ukn

m
uk ASfAV ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ λλ  dir. 
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Sonuç 4.1.2. ( )nff =  modülüs fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ( ) 0inf >vf n
n

 

( 0>v ) ve ( ) ∞<vf n
nv

supsup  ise ( )( ) ( )m
ukn

m
uk AVfAS ∆=∆ ,,,,, 00 ϕϕ θθ  dir. 
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