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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTES

: Dogal sayilar kimesi

R : Reel sayilar kiimesi

C : Yakinsak diziler uzayi

Co . Sifira yakinsak diziler uzayi

W : Tum reel veya kompleks sayi dizileri uzayi
X(A) : Fark X dizi uzay!

AT (X) () dizisinin m. farki

A= (ank) : Sonsuz matris,k =1,2,3,....

f=(f,)) : Modulus fonksiyonlarinin dizisi

¢=(9) : @ fonksiyonlarinin dizisi

No : Kuvvetli yakinsak lacunary diziler uzayi
0 = (k) : Lacunary dizisi

N : A=(A,) dizilerinin kimesi



OZET

Anahtar Kelimeler: ¢ —fonksiyony modulis fonksiyonu, de la Vallee-Poussin
ortalamasi, lacunary dizisi, istatistiksel yakirigak

“ @ —Fonksiyonlari Yardimiyla Tanimlanan Bazi Dizi Uzay!l isimli bu tez

calismasi dort bolumden ojmaktadir. Bu bolumlerde daha once yapgimlan
calismalar derlenngtir. Ozellikle Metin Bagarir ve Selma Atunda [13], [24]
tarafindan yapilan ¢cama tzerinde durulmytur.

Birinci bolimde sonraki bolimlerde kullanilacak mléemel tanim ve teoremler
verildi.

ikinci bélimdeg —fonksiyonlari dizisiyle tanimli bazi fark dizi uzay verildi.

Uctincti bolimde & - fonksiyonlari dizisi yardimiyla lacunary kuvvetli —yakinsak
dizi uzaylari” calgildi.

Son bolumde ise ikinci ve Gguinct bolimden eldesedsionuclar verilngtir.

Vi



SOME DIFFERENCE SEQUENCE SPACES DEFINED BY A
SEQUENCE OF #— FUNCTIONS

SUMMARY

Key words: ¢ —functions, modulus function, de la Vallee-Poussieam lacunary
sequence, statistical convergence.

This study which is entitled “Some sequence spatafmed by ¢ —functions”

contains four chapters. The first three chapteescammposed of a compilation of
some studies, especially Alturidand Baarir [13], [24] on this subject.

In the first chapter, some basic definitions andotems which are used in the
following chapters are given.

In the second chapter, some sequence spaces defirged functions are given.

In the third chapter, lacunary strongly—convergent sequences according to the
sequences of — functions sequences are studied.

The last chapter gives some general results whilolatained from second and third
chapter.
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BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1 Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu bolumde, dier bolimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoemkrilecektir.

Tanim 1.1.1. X bos olmayan bir kiime veK , reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.

+: XXX - X SKXX - X
(x,y) - x+y (a,x) - ax

ikili i slemleri aagidaki o6zellikleri sgliyorsa X kimesineK uzerinde bir lineer

(vektor) uzay adi verilir [1].

Oa,BOK ve[Ix,y,zOX igin
1- x+y=y+x
2- (x+y)+rz=x+(y+2)
3- OxOX igin x+e=¢€+ x=x olacaksekilde bire] X vardir.
4- OxOX igin x+(-x)=(-x)+ x olacak bigimde- x(1 X vardir,
5- 1x=X
6- ax+ty)=ax+ay
7- (a+B)x=ax+px

8- a.(Bx)=(a.8)x



X bir lineer uzay veM de X’in bir alt kiimesi olsun.x,y(OM ve a,f skaler

olmak Uzerea.x+ S.y[OM ise M ye X'in bir lineer alt uzay denir [1].

Tanim 1.1.2.X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsyn|: X - R fonksiyonu,

asagidaki ozellikleri sgliyorsa ||.| fonksiyonunaX tizerinde bir norm ve(X||||)

ciftine de bir normlu lineer uzay denirlx, yO X ve Oa OK igin

1 20
2+ =0~ x=0
o=l

e v+ 1y i 21

w
1

I
1

Tanim 1.1.3.(X, || ) bir normlu uzay vex=(x,) de X uzayinda bir dizi olsun,
Eger Oe>0 icin On>n, iken |x, - x| <& olacaksekilde bir ny(e)ON sayisi
varsa x=(x,) dizisi X,’a yakinsaktir denir.x=(x,) dizisi x,’a yakinsak ise

limx, =0 veyax, - X, seklinde yazilir [2].

Tanim 1.1.4.(X, [.]) bir normlu uzay vex=(x,) de X uzayinda bir dizi olsun,
Eger O > 0 icin Om,n>nyiken |x, —x,|< & olacaksekilde n, =n,(¢)ON sayisi

varsax = (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [2].

Tanim 1.1.5.(X, || ) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak isenbrmiu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir [2].



Tanim 1.1.6.x=(x) (k=123..) seklindeki reel veya kompleks terimli biitiin
sinirli veya sinirsiz dizilerden glan uzayw ile gosterilsin.x =(x, ), y =(y,)Ow

ve A bir sabit sayl olmak tizere
x+y = (x +w), Ax=(Ax)

seklinde tanimlanansiemler altindaw bir lineer uzaydirlyi bilinen c,, c, I, dizi
uzaylar sirasiyla, sifira yakinsayan diziler uzagkinsak diziler uzayi ve sinirh

diziler uzayl, w dizi uzayinin alt uzayidir vé.| =sup|x| normuyla birer Banach

uzayidirlar.

1, ={x=x: sup x| < oo}
sinirh diziler uzay,

c={x: X, :lim, X, mevcu}
yakinsak diziler uzayi ve

c, ={x=x:1lim, x =0}

sifira yakinsak diziler uzayidir.

Tanim 1.1.7.8 = (k) pozitif tam sayilarin bir dizisi olmak tizere
1- k,=0
2- 0<k <k,
3- h=k-k, -0 (r-o)

sartlarini sglasin. Bu durumdaf ya Lacunary dizisi denir [3]. Buradd ile

, K : N
belirlenen arallklarlr=(kr_l,kr] ve kf orani da q, ile gosterilir. Lacunary
r-1

kf
dizisinin toplam formu)_x, = > x, seklindedir.

nol, K+l



Tanim 1.1.8. x = (X, ) kompleks veya reel terimli bir dizi olsun.

K:{ksn:|xk—L|2£} olmak Uzere ger her £>0 igin Lin;lo%,u(K):O ise

X=(x,) dizisine L sayisina istatistiksel yakinsak denir ge—limx=L olarak

gosterilir. Buradau(K), K kidmesinin eleman sayisini gosterir [4] .

Tanim 1.1.94 ,, <A + e A =1 olmak Uzere azalmayan, sonsuza giden bir pozitif
say! dizisiAd =(4,) olsun. Bu dizilerin kiimesi\ ile gosterilsin. Geneligirimis de
la Vallee-Poussin ortalamadi, = [n -A, +1 n] olmak tzere

()= %, 1

/1n kOl

seklinde tanimlanir. ger n - o iken t (x) ~ 1 oluyorsa bir x=(x,) dizisi |
sayisina(V,1)- toplanabilirdir denir [5]. Ber A, =n ise, (V,A)- toplanabilirlik ve
kuwetli  (V,1)- toplanabilirik sirasiyla (CJ1)- toplanabilirik ve [C]]-

toplanabilirlige indirgenir.

Tanim 1.1.10.f:[0e) ~[Q) olsun. Aagidaki 6zellikleri sglayan f fonksiyonuna

modulus fonksiyonu denir.

1

f(x)=0 = x=0

2- f(x+y)<sf(x)+f(y) (x=0y=0)
3- f,artan

4- f, 0 da sadan sureklidir [6].

[F(x)-f(y) < fo—;d) oldugundan 4sartindan f 'nin [0,00) da siirekli oldgu

cikar.ilaveten hemON icin f(n.x)< nf (x) dir.2sartini kullanirsak

i () o 301

n n n



elde edilir.

Bir moduilus fonksiyonu sinirli veya sinirsiz olabiOrnesin f (x) =x", 0<p<l

icin sinirsizdir, amaf (x)=—)_i1 sinirhdir. Ruckle [7] ve Maddox [8], bazi dizi
X

uzaylarini olgturmak icin modulis fonksiyonlarini kullandilar. Aga modulis
fonksiyonlari [9], [10], [11], [12] ve pek cok gkr kaynaklarda c¢alilmistir.

Tanim 1.1.11v>0 igin taniml, strekli, azalmayar(0)=0, v> 0 igin ¢(v)>0

Ve v - o icin ¢(v) - oo sartlarini sglayan fonksiyonap —fonksiyonu denir.

Tanim 1.1.12.¢=(¢k) ve l/l=( k) @ —fonksiyonlari dizileri olsun. ger yeterince
(buyik veya kugik)v degerleri igin cy, (Iv)<bg, (nv) esitsizligini saslayacak
sekilde c,b,n,I > O sabitleri varsag , ¢ ’den .daha zayif dgldir denir ve ¢ <¢

(veya herk icin ¢, < ¢, ) seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.13.¢ =(¢,) ve ¢ =(,) iki @ —fonksiyonu dizisi olsun. ger yeterince

biiytk veya kugikv icin bg, (kv)<cw, (v)<bg, (kv) ssitsizligini saslayan
b,b,,c,k k,,| .pozitif sabitleri varsag ve ¢ birbirine denktir denir veg ~ ¢

(veya herk icin ¢, ~ ¢, ) seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.14. Birg = (@, ) fonksiyon dizisi verilsin. Eer herk icin ¢, (2v)<I4,(v)
esitsizligini sgglayacaksekilde | > 1 sayisi varsa ( her buyik veya kugukcin ) ¢

dizisine A, —sartini s&lar denir.

Eger bir ¢ —fonksiyonu A, —sartini sglar ise yeterince blyulk igin

. (cv)< Ly, (v) 12



olacak sekilde L >0 sayisi bulunabilir. Ayrica hec> @in c<2°® ve yeterince

blyuk V icin

s ()< (2°v)<1°0, (v) w3

olacaksekilde bir s tam sayisi vardir.



BOLUM 2. @ — FONKSIYONLARI iLE TANIMLANAN BAZI
DiZi UZAYLARI

2.1. Girig

Bu bolimde Bgarir ve Altundg [13] tarafindan tanimlanan bazi dizi uzaylari

caligilacaktir. w tum reel ve kompleks sayi dizilerinin uzayi kg c ve ¢, sirasiyla

sinirl, yakinsak ve sifira yakinsak=(x,) dizilerinin || = sugx,| normuna gére
k

Banach uzaylari olsun.

Fark dizi uzay1 X (&) Kizmaz [14] tarafindanX =1, ¢ ve C, ve AX, =X, = Xy
(kON) olmak tizere

X(8)={x=(x)0Ow: (ax)Ox}

seklinde tanimlandi. Ayrica fark dizi uzaylari Et @elak [15] tarafindanX =1_, ¢
ve C, icin A’ =x, ve her kKON igin A"x, =A™'x -A""x,, olmak uzere

asagidaki gibi genellgtirildi,
X (am)={x=(x)ow: (a"x, )ox}.

Bu uzaylar Et ve Banr [16] tarafindan X =1_(p), c¢(p) ve c,(p) alinarak
paranormlu uzaylara geneiteildi. Genellsstirilmis farkin binom temsili, her KN

icin

oon =5 T



seklindedir. Ayrica fark dizi uzaylari ¢@li yazarlar tarafindan ¢afidi.

[17], [18], [19], [20], [21] de ¢ —fonksiyonu kullanilarak tanimlanan bazi dizi
uzaylari tanimlandi. Bu bélimdg - fonksiyonlari dizisi ve modilus fonksiyonlari

dizisi kullanilarak tanimlanrgifark dizi uzaylarinin bazi 6zellikleri verilecekti

A=(A)OA, ¢=(g,) ve f=(f,) sirasiylag —fonksiyonlari dizisi ve modiiliis
fonksiyonlari dizisi vem bir pozitif tam sayi olsun. Hek icin u, # 0 olmak Uzere

u=(u,) dizisi alahm. AyricaA=(a, ) matrisi

1- A negatif dgildir, baska bir ifadeylea, 20 n,k=123 ..

2- Herhangi birn ( ya dak ) pozitif tam sayisi i¢in bik, ( ya dan, ) pozitif tam
sayisi vardir oyleki sirasiyla, #0 (yadaa,, # 0O)dir.

3- k=12,...i¢in IiEn a, =0 limiti vardir.

4- supy a, =K <o,

n k=1

5- supa, -0 k- o

sartlarini sg@lasin. Aagidaki dizi uzayini tanimlayalim.

vi((ag.m) 1, )_{x:(xk ow: L 31 3,0, (005 - }

J nal
Burada Afx, =i(_1)n(nmjuk+nxk+n’ Kx =(ux) ve Ax = (U = UysXen) OIMaK
n=0
tizere A"X, =u A", = (U, A" X, U, A" x,,,) dir. Aynica f=(f,) modulus

fonksiyonlari dizisilim supf,(v) =0 sartini sglasin.
v-0" p

Simdi bu uzayin bazi 6zel durumlara gak gelen dizi uzaylari verilecektir.

1- Herx ve k icin ¢,(x)=x ve herk igin u, =1 oldusunda



vo((aam) )= {xmw: lim Ai 3 fn( o; a, GA’“xk\)j - o}

DAy \K
dizi uzay elde edilir.

2- Herx ven icin f (x)=x ve herk igin u, =1 alinirsa

V(A g,,am)= {xmw: im /‘i z(i a. QAmkaj = o}

jonon; \ k=1
olur.

3- A=1 ve herk i¢in u, =1 oldugunda

vo((i.g,.0m) 1,)= {xmw: limij%:i fn(¢nquxn )= o}

J

uzay! elde edilir.

4- A=1,herx vek icin ¢,(x)=x ve herk icin u, =1 oldusunda

vo((r.am) 1,)= {xmw: |irjn/]i 3 1,(ax)= 0}

j nol;
uzay elde edilir.

5- Eger A=1, herx ve k igin ¢, (x)=x ve herk igin u, =1, hern igin f, =f

alinirsa Et, Altin ve Altinok [22] tarafindan tarianan
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vO((r.am) f)={wa: Iirjn/]—l_g farx, )=o}

dizi uzay! elde edilir.

6- A=1, her x ve k igin ¢,(x)=x, her x ve n igin f, (x)=x ve herk igin

u, =1 alinirsa

J

Al ,A’"):{XDW: IimA—lj%:iquxn )=o}

dizi uzay! elde edilir.

7- A=(a, ) matrisi

3 1, nx>k ise
Ay =9N
0 n<k ise

seklinde tanimlanirsa

vo(c..am)1,)= {xmw: Iirjn/‘i D f,{%i@ QATxk

j onol,

x

dizi uzay! elde edilir.
Simdi su teoremi verelim.

Teorem 2.1.1¢ =(¢,) ve ¢ = (y,) iki ¢ —fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda
1- y<¢ ve ¢=(4,) vyeterince biyik v igin A,-sartini sglar ise

ve((Aag.an) f)ove(Aw,.am)f,) dir.
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2- Yeterince biyikv icin (4, (v)) ve (¢, (v)) dizileri denk ve her ikisi de

A, —sartini sglar ise Vf((A,¢k,AT]), fn)zvf((Awk,A"J), fn) dir.

ispat: 1- x=(x )OV°((A4,.A")f,) olsun. ¢ <¢ oldugundan b,c,v,> 0 ve
% | > Vv, sartini sglayan herk igin
v, (x|)<bg, (c|x]) (2.2)

dir. x dizisini x=x + X" olarak gosterelim. Burada hen igin X =A7Xx, <V,

icin Afx, =A7x, ve k’'nin diger deerleri icinAlx, =0 olarak tanimlansin.
x’DVf((A,wk,A“J), fn) oldusunu gormek kolaydir. L sabiti f ve

@ —fonksiyonunun Ozellikleri ile h#antii olmak Uzere kabulden ve (2.2)

esitsizliginden,
2 Sewlanc])< ol (650 acx)
SALDZ (ganmkﬂﬁﬂxz\)j

elde edilir. A, —sartini sglayan bir ¢ —fonksiyonunun (1.2) ve (1.3) 6zelliklerini
sglayac&ini hatirlatalim.  Sonug oIarakx”=(><K')DVA°((Al//k,A’S), fn) olur ve
xOV2((Aw,.am), f,) elde edilir.

2-V((Ag.am) £, )=V ((Aw,..a") f,) esitii gi aynisekilde ispatianir.

Teorem 2.1.2. Herk ve yeterince buylkv igin A, —sartini sglayan ¢ -

fonksiyonlari dizisig = (¢, (v)) olsun. Bu taktirde/°((A ¢,A"), f. ) lineer uzaydir.

ispat: ilk olarak x=(x, )0V ((A.#,A") f,) ve a keyfi bir sayi olmak iizere

a.xdVe((A ¢,,am) f,) oldusunu gosterelim0<a <1 igin

)

—Z f (Zank¢k(

J nal;

"(ax,) )]<—Zf (Zamk(

j nci
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dir.

Eger a >1 ise a < 2° olacaksekilde pozitif bir s sayisi vardir vad ve L, ¢ ve f

fonksiyonlari ile b@lantili sabitler olmak Gizere

; (d Skzz A Py QATXK‘)j

—Zf (Z a, P, qu(an)‘)j Ai
3zt Z e leon)

J ndl;

IN

elde edilir. A, —sartini sglayan ¢ —fonksiyonu (1.2) ve (1.3) yi gerektirir. Boylece
axOV e (A 8,,47) £, ) elde edilir.

Ikinci  olarak x,yDVf((A,qﬁk,A"J), fn) ve a, [ keyfi sabitler olsun.
ax+,8yDVA°((A,¢k,A"J), fn) oldusunu gosterelim. L, L, yukaridaki gibi

tanimlanan sabitler olmak Uzere

PSRN IETS wADRWATER)

J nal ] nal

+ 23 f (Z a, P, quyk‘)j

] ndl

olur. ax+ gyOVY((A 4,.47), f,) elde edilir.

Simdi teorem 2.1.3’Un ispati icin gerekli 6nermegrelim.

Onerme 2.1.1.f bir modilis fonksiyonu ve0<d < Ilsun. Herv=J igin

f(v)<2f(2)ov dir [23].

Teorem 2.1.3¢ = (g, ) ve f =(f,), sirasiylag — fonksiyonlarinin ve modiiliis
fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu taktirdé®(A ¢,,A") OV ((A ¢,.4") . )
dir.
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ispat: xOV? (A, #,,A") ve supf, (1) =M olsun.s >0 verilsin. Herx3[0,3] ve her

n icin f,(x)< & olacaksekilde 0< d < 1segelim.

A Z f (Zank% QA"”XKD] =S +85,

J nI]I

yazalim. Burada

s= 1 Tt Sau o)

ncl

ile verilir ve
Zank¢k qATXk‘)S o
k=1
Uzerinden toplam alinir.
1 m
_2 Zank¢k GA Xk‘)
/]- ncl k=1
ile verilir ve bu toplam da

Zank¢k GA"JXk‘) >0

tzerinde alinir.f modulus fonksiyonunun tanimindan

ve Onerme 2.1.1’den
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s, s2M Y S a4

j nol; k=1
elde edilir. Sonug olarak OV, ((A B ,AT), fn) dir.

Teorem 2.1.4.¢=(g,) ve f =(f ) sirasiyla ¢ —fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. ger liminf f”—(v)

Voo n V

>0 ise

ve((ag.an)f.)=ve(Ag,.am)
dir.
fa(v)

Ispat: Ber liminf -2

Voo n V

>0 ise herv>0 ve nON igin f (v)>cv olacaksekilde

bir ¢ >0 sayisi vardirx OV, ((A, ¢k,A"J), fn) olsun. Acik olarak

el z f (z a, P QA’"

] nal

)j%Z Z%M

ndl

)]fZi AN

Ol k=1

dir. Boylecex OV, (A, ¢k,A’S) dir. Teorem (2.1.3) kullanilarak ispat tamamlanir.
2.2.8) (A, P, ,Aum) - Istatistiksel Yakinsaklik

A=(a,) sonsuz matrisx=(x )Ow, ¢ =(p,) ¢ -fonksiyonlar dizisi olsun ve

£ >0 pozitif sayisi verilsin.

K (((A¢k,A”J),£)):{nD 1 ZankMA‘gxk\)z 5}

alahm. ,U(Kj (((A ¢k,A’f}), 5))) K, (((A, ¢k,A’S), 5))'a ait eleman sayisini belirtmek

Uzere ger here > Ove herkicin
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i L sl (ag, az)el) =0

j
ise x dizisi sifir saylsme(A b ,AT)-istatistikseI yakinsaktir denir. Slfn(a\ b ,A”J)-
istatistiksel yakinsak olam = (x, ) dizilerinin kimesiS? (A, ¢, ,A") ile gosterilir.

Yani

Sti)= () ) (a g ) =of

J
dir.
A, =n allnlrsaSj’(A,qﬁk,A’S) uzay!i SO(A, ¢k,AT) uzayina indirgenir.

Eger A=1 ve herk ve x igin ¢, (x)= X ise Sf(A,¢k,A’S) uzay!

Sj’(A’S)={x= (x.): Iirjn/‘ip{kD I GATXK‘)Z 5}20}
i
uzayina indirgenir.

1- Eser ¢y < ¢ ve yeterince buylk ve herk icin ¢, A, —sartini sglarsa
SHINTRN IESH NN

dir.

2- Eger ¢ ~ ¢ ve yeterince buyuk ve herk igin ¢, ve ¢, A, —sartini sglarsa
SHINESHEN WY

dir.

Ispat: 1-xDSj’(A,wk,A’f}) olsun. Kabuldeny, QA"JXKDS bg, (CA"JXKD ve L sayisl

@ fonksiyonunun 6zellikleri ile Gdantili olmak Gzereb,c > 0 ve herm igin
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)

0. o)< 55 g e )< L o
k=1 k=1 k=1

dir.

)2 & olmasini gerektirir. Sonug

Boylece > a, ¥, GA"Jxk

)2 ¢ olmasi,) a, @, QATXk
k=1 k=1

olarak

<i((agoat)e)oki((av,.ar)e)

elde edilir ve

olur.

2-S) (A,zpk,Arf})= N (A, ¢k,A’3) &sitli gi benzersekilde ispatlanir.

A
Teorem 2.2.2. Ber liminf - >0 ise S°(A¢,,A")0 S0(A ¢,,A") dir.
: J

Ispat: Verileng >0 igin

{ns ji: ganmkq&]xk)z 8} O {nD i g%%qﬂnﬂxk

)2}

dir. Boylece

%,u({ns j: ganmkq&]xk)z g}jzlu({nﬂlj: Z%MKQA’S&

J

-

:ﬁ%ﬂ({nmlj : g%k¢kqATxk)2£}j

1A

A
olur. j — oo icin limit alinir ve liminf — >0 oldugu kullanilirsa
! J

(A g,.07) 08 (A 6,,7)
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elde edilir.

Teorem 2.2.3.f =(f,) moduiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsungé inf f_(v)>0

(v>0) ise Ve((Ag.a7)1,)08)(Ag, A7) di

ispat: Eer inf f (v)>0 ise v>0 ve nON icin f (v)=a olacak sekilde bir

a >0sayisi vardirx Vv, ((A P, ,AT}), fn) olsun.

rxu(Sanlasr xn (Sasla)

j nol;

éankqpk [‘A"‘uxk\]ze

2%;{{n Oty i;anmk GATXK‘)Z 5}}

]

dir. Buradanx Sj’(A, ¢k,A’[]) elde edilir.

Teorem 2.2.4. f =(f ) moduliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. g&

supsupf,(v) < oo iseSf(A, ¢k’AT) 0 VAO((A' ¢k!AT)' fn) dir.

ispat: T(v)=supf,(v) ve T =supT(v) oldugunu kabul edelim.x0S2(A g,,A")

olsun. HernON ve v> Oigin f (v)<T oldugundan

/]i > f[kz; a,d, qATXkDJ =% > f, [; 2y P GA"JXk\)J

j oo n0l

élankqbk[\A’jka >&

s (Saalx)

j nol

élank¢k[‘ATXkU <€

< %T(p({n o1, ganmk QA':]xk\)z g}D +T(e)
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olur. £ - 0 igin limit alinirsa xDVf((A,q)k,A"J), fn) elde edilir.

Sonug 2.2.1f =(f,) modiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsungé& inf f_(v)>0

(v>0) vesupsupf,(v)<o iseV2((A g,.A") f,)=S¢(A g,,a") dir.



BOLUM 3. @-FONKSIYONLARI TARAFINDAN TANIMLANAN
LACUNARY KUVVETL I A -YAKINSAK D iZi UZAYLARI

3.1. Girisg

Bu boélimde Bsgarir ve Altundg [24] tarafindan tanimlanan bazi dizi uzaylari
calgilacaktir. Lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin yzaN, @&agidaki gibi
tanimlanir,
N, :{x: (%): imh™> |x -§=0 bazs'lerigin}
TS

dir [3].

6=(k ) bir Lacunary dizisi,¢ =(#,) ve f =(f,) sirasiylag —fonksiyonlari dizisi
ve modulus fonksiyonlari dizisin pozitif bir tam sayi ve hek i¢in u, # 0 olmak
tizere u=(u,) herhangi bir dizi olsun. Bununla birlikteA=(a,) matrisi 2.

bolumdeki 6zellikleri sglasin. Bu takdirde

Fn0I, k=1

A ((A P, ,AT}), fn)= {x =(x.)Ow: Ii{nhi > fn(i a, P, qA’Sxk‘)j = O}

uzay! tanimlansin. ger xDVBO((A,¢k,A’S), fn) ise x dizisine bir f modulis
dizisine gore sifira Lacunary kuvve(ld\, ? ,A’S) - yakinsaktir denir.

Bu bélum boyunca f =(f,) moduliis fonksiyon dizisinin lim supf,(v)=0

v-0"
ozelligini sagladigini kabul edegéz.
Simdi bu uzayin bazi 6zel durumlara gak gelen dizi uzaylarini verelim.

1- Eger 8= (Zr) alinirsa



V°((A,¢k,A’f}), )_{XDW lim — Z;f(Zanmkquxk

o

uzay! elde edilir.

2- Herx ve k icin ¢, (x) = x ve herk igin u, =1 oldusunda

ndl, k=1

vo((aan) 1 )_{XDW lim -~ my Zf [Zankqka‘)j }

uzay elde edilir.

3- Herx ven icin f (x)=x ve herk igin u, =1 alinirsa

VHO(A’ ¢k,Am): {XDWZ |i[T‘I % Z(i a, P, quxk‘)j = 0}

olur.

4- A=1 ve herk icin u, =1 alindginda

V(1. 4,.8m) t )_{xmw lim = %:f( QAmxn\))=o}

uzay elde edilir.

5- A=1, herx vek igin ¢,(x)=x ve herk igin u, =1 alindginda

vo((r.am) 1, )_{xmw im— r%:f qu =0 }

20
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olur.
6- A=1, her x ve k icin ¢, (x)=x, her k i¢in u =1 ve herx ve n igin

f (x)= f(x) alinirsa

vo((r.am) f)={xDW: limhiz f QAmxn\)=o}

rondl,

dir.
7- A=1,herx vek igin ¢, (x)=x, herk igin u, =1 ve herx ve n igin f (x)=x

alirsak

IWUE {xmw: Iifn%zqwxn‘)= o}

ndl,

elde edilir.

8- A=(a, ) matrisi

1, n=k ise
ank =4qNn
O’

n<k ise

seklinde tanimlanirsa
vo(c.g.am) fn)={wa: im =" fn(iznlqﬁkka
rh oo N\

uzay elde edilir.

s

Teorem 3.1.1.¢=(p,) ve w=(w,) iki ¢-fonksiyonlar dizisi olsunlar ve
¢ = (¢, (v)) yeterince buyuk igin A, —sartini sglasin.

1- Eser w<¢ ve ¢=(p.(v) yeterince biyikv icin A, —sartini sglar ise

Vo(Agem) 1) Vo (Aw) 1)

2- Eser yeterince biyiikv igin (¢, (v)) ve (¢, (v)) dizileri denk veg=(g,) ve

@ =(w,) dizileri A, -sartini sglar iseV, (A g,,47), £, )=Vv2((Aw,.am) f.) dir.
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ispat: 1- x=(x,)OVS((A¢..A") f,) olsun. @ <4 oldugundan b,c,v, > 0 ve
x| > Vv, sartini sglayan herk igin
i qu|)S b, (C|Xk|) (3.2

dir. x dizisini x=x + X" olarak gosterelim. Burada hen igin X =A}X,,

uxk‘ <VO
icin Alx, =A7x, ve k'nin diger deerleri igin Afx, =0 olarak tanimlansin.
X' DVHO((A,l/Ik,AnJ), fn) oldusunu gormek kolaydirL sabiti f ve ¢ fonksiyonunun

Ozellikleri ile balantili olmak tzere kabulden ve (3.X)tsizliginden,

o))

<o 31 S o)

r ndl,

EMADEWA L |EES WA A

r ndl, r nOl,

elde edilir. A, —sartini sglayan bir ¢ —fonksiyonunun (1.2) ve (1.3) 6zelliklerini
saslayac&ini hatirlayalim. Sonug olarakx”:(><K')DV£((A1//k,A’S), fn) olur ve

x0OV2((Aw,.4m) f,) elde edilir.
2-V9°((A,¢k,A“J) ) VO((A(//k, ) n)e;itligi aynisekilde ispatlanir.

Teorem 3.1.2.¢ = (g, (v)) her k ve yeterince buyiikv igin A, —sartini sglayan
¢ —fonksiyonlar dizisi olsun. Bu taktiravgo((A, ¢kA“u"), fn) lineer uzaydir.
ispat: ilk olarak x=(x )0 VL((A ¢,A") f,) ve a keyfi bir sayi olmak tzere

a.xov.((A ¢,.am) f,) olduunu gésterelim0<a <1 igin

—Zf (Zankqbk QAm(axk)‘)j<—Zf (Zankqﬁk QAmxk\)j dir.

r ndl, r ndl

Eger a > lise a < 2° olacaksekilde pozitif birs sayisi vardirved ve L, ¢ ve f

fonksiyonlari ile bglantili sabitler olmak Gizere
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elde edilir. A, —sartini sglayan ¢ —fonksiyonu (1.2) ve (1.3) yi gerektirir.
BoyleceaxOV, (A 4,,47), f,) elde edilir.

Ikinci olarak x,yDVBO((A,qﬁk,A’S), fn) olsun ve a, [ keyfi sabitler olsun.
ax+,8yDV6°((A,¢k,A"J), fn) oldusunu gosterelim. L, ve L, yukaridaki gibi

tanimlanan sabitler olmak Uizere

Ly [Sa o ml)< b (Se, kmxk\)j
e

M s
é
:'>3
<

P
N’

olur. ax+ gy0OV2((A 4,.47), f,) elde edilir.

Simdi teorem (3.1.3)’Un ispati icin gerekli 6nermegirelim.

Onerme 3.1.1.f bir modilis fonksiyonu ve0<d <1 olsun. Herv=J igin

f(v)<2f(2)ov dir [23].

Teorem 3.1.3.4=(p,) ve f =(f,), sirasiyla ¢ —fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin birer dizisi olsun. Bu taktird\e‘;’(A,¢k,A“J)DVHO((A,¢k,A”J), fn)
dir.

ispat: xOV2 (A, ¢, ,A") ve supf, (1)=M olsun.e > Overilsin. Herx0[0,3] ve her

nigin f,(x)< e olacaksekilde 0<J < 1segelim.

Lyt [Salom))-s+s,

r ndl,



yazalim. Burada

S = hi Z fn(g Ay Py GATXk‘)j

rondl,

ile verilir ve
z ank¢k QATXKDS o
k=1

Uzerinden toplam alinir.

s, =hiz f(za¢ QA“Jxk\)j

r nQl,

ile verilir ve bu toplam da

a0l

tzerinde alinir.f modulus fonksiyonunun tanimindan

ve Onerme 3.1.1’den

S, <2M %hiziankgbk GA“Jka

b nOl, k=1

elde edilir. Sonug olarak DVBO((A¢k,A"J), fn) dir.

24
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Teorem 3.1.4.4=(p,) ve f =(f,) sirasiyla, ¢ —fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin birer dizisi olsun.gér liminf f“—(v)

Voo N V

>0 ise

Vi((As..a7) 1) =V (Ag,.07) dir.

Ispat: Ber liminf f”—(v)

Voo n V

>0 ise herv>0 ve nON igin f (v)>cv olacaksekilde

bir ¢ >0 sayisi vardirx DVHO((A, ¢k,A“J), fn) olsun. Agik olarak

o S

_Z f [zank¢k Amxk hi
%;i AP, GATXk

ndl,

TTMs

)

dir. BoylecexOV,) (A, ¢k,AT}) dir. Teorem (3.1.3) kullanilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5.0=(k, ) bir Lacunary dizisi vef =(f,) bir modiliis fonksiyonlari
dizisi olsun.

1- liminf g, >1iseV°((A g,.a7) f,)OVO((A g,.7) £,),

2- limsupg, <o iseVS((Ag,,a7) f,)OVO(Ag.A") 1),

3- 1<liminf g, <limsupg, <o iseVC((A 4,.47) f,)=V°((Ag..A") 1)
dir.

Ispat: Bu teorem [9]'da verilen teknikle ispat edile. Bu nedenle ispat burada

verilmeyecektir.

Sonug 3.1.1Iimf”—(v)

>0 vel<liminf g, <limsupg, <o ise
V- 00 Vv

vil(ag.ar)f)=vo((as,.a7)t,)
dir.
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3.2.5) (A, P, ,A"J) - Istatistiksel Yakinsaklik

A=(a,) sonsuz matrisg = (k, ) bir Lcunary dizisi veg = (#,) ¢ —fonksiyonlari

dizisi olsun vee >0 sayisi verilsin.

i((as a)e)= o, S o))

yazalim. /J(K;(((A,qbk,A’S),e))), K;(((A,¢k,A’S),£))’a ait eleman sayisini belirtmek

Uzere, ger here > Ove herkicin
im - iy (g, 2))) = 0

ise x = (x, ) dizisi sifir sayisina LacunalﬁA, ¢k,A’S) - istatistiksel yakinsaktir denir.
Sifira Lacunary(A, ¢k,AT) - istatistiksel yakinsak olam = (x,) dizilerinin kiimesi

Sy (A, P, ,AT) ile gosterilir ve

stnoat)= (0 m Ll (. 25)e)=of

yazilir. 8 = (2’) allnlrsasg(A, ¢k,AT) uzay! SO(A,¢k,A“J) uzayina indirgenir.

Eger A=1, herk ve x icin ¢, (x) = x ise SS(A 4,,A7) uzayi

S[S(A’S): {x =(x,): Iirrn%/,l({kD I, qA’f}xk

)2 )=o)

uzayina indirgenir.

Teorem 3.2.1.0=(k, ) bir Lacunary dizisi, ¢=(4.(v)) ve ¢ =(w.(V)

1- Bger ¢ < ¢ ve yeterince buyuk ve herk igin ¢, A, —sartini sglarsa
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So(Aw,.07)0S)(Ag,.A7)

dir.

2- EBser ¢ ~y ve yeterince buyuk ve herk icin ¢, ve ¢, A, —sartini s@larsa
So(Aw.07)=S)(Ag,.7)

dir.

) ve L sayisi

)<bg, (c

@ —fonksiyonunun 6zellikleri ile kdantili olmak tzereb,c >0 ve herm igin

Ispat: 1-xDS§(A,t,Uk,A’S) olsun. Kabuldeny, QAT]XK

m
AuXk

)

m
AuXk

> aui (7% )< B an feax, )< L an (.
k=1 k=1 k=1

)25 olmasini gerektirir.

dir. Boylece iankt/lkqA"Jxk)zg olmasi iankqﬁk GA"Jxk
k=1 k=1

Sonug olarak

G((agoat)e) ok ((avar)e)

elde edilir ve

Ii[nh—lru(K;(((A, $. A7) g)) < Ii[nhi/»l(Ké(((A'wk,A"J)' £))

r

olur.

2- Sy (A,z//k,A"J)z Sg(A, ¢k,A”J) esitli gi benzersekilde ispatlanir.

Teorem 3.2.2.f =(f,) moduliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsungé inf f_(v)>0

(v>0)iseVy((Ag,.a7) f,)0S)(A g, A7) di

ispat: Ber inf f (v)>0 isev> Ove nON igin f, (v)=a olacaksekilde bira > 0

sayisi vardirxV, ((A, P, ,A’S), fn) olsun.
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hi Z f”(g a, P, QATXK\)j 2 h_lr Z fo [g A Pi GATXK‘)J

rondl, ndl,

éank¢k HATXKU >¢

,u({n 01, : ganmk GATXKDZ g}]

2

=N

dir. xO SS(A, ¢k,AT) olur.

Teorem 3.2.3. f =(f,) modiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. g&

supsupf, (V)< ise SO(A g,,a")OV2((Ag..A") ) dir.

ispat: T(v)=supf,(v) ve T =supT(v) oldusunu kabul edelim.x0SS(A ¢,,A7)

> f, [kZ; 2y QA’SXK

olsun. HernON ve v>0 igin f (v)<T oldugundan
ndl,

%aﬂk;ﬁk[‘Amuka =
k=1

+% > f, (kZ 2, QA”JXK

ndl,

Ly g[S anloix

nl,

)
)

;||—\

éanmk[‘A”:ka <¢

< %T(/{{n 01, : ganmk GATXKDZ S}D +T(¢)

olur. £ - 0 igin limit alinirsax DVE,O((A,¢.<,AT), fn) elde edilir.

Sonug 3.2.1.f =(f,) modiiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsung& inf f (v)>0

(v>0) ve supsupf, (v)<e iseS)((A4.A") f,)=Vo(A4,.A") dir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu bolimde, dnceki bélimlerde elde edilen sonuitat olarak verilecektir.

Teorem 4.1.1¢ = (¢, ) vew = (i) iki ¢ —fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda

1- w<¢ ve ¢=(p) yeterince biyik v icin A,-sartini sglar ise
ve((ag.am)f)ove(aw,.an) ) dir.
2- Yeterince biyiikv icin (¢, (v)) ve (.(v)) dizileri denk ve her ikisi de

A, —sartini s@lar ise VAO((A,¢k,A’S), fn):VAO((A,t//k,A”J), fn) dir.

Teorem 4.1.2. Herk ve yeterince buylkv igin A, —sartini sglayan ¢ -

fonksiyonlari dizisig = (#, (v)) olsun. Bu taktirde/?((A,¢,A"), f. ) lineer uzaydir.

Teorem 4.1.3¢ = (g, ) ve f =(f,), sirasiylag — fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu taktirdé®(A ¢,,A") OV ((A ¢,.4™), . )
dir.

Teorem 4.1.4.¢=(g,) ve f =(f ) sirasiyla ¢ —fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. ger liminf f“—(v) >0 ise

Voo n V

vi((ag.an)t,)=ve(Ag,.am)
dir.

Teorem 4.1.5¢ = (¢, (v)) ve ¢ = (i@, (v)) ¢ —fonksiyonlarinin iki dizisi olsun.
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1- Eser ¢ < ¢ ve yeterince buylk ve herk icin ¢, A, —sartini sglarsa
SHINTRN IS

dir.

2- Eger ¢ ~ ¢ ve yeterince buyuk ve herk igin ¢, ve ¢, A, —sartini sglarsa
SHNESHEN Y

dir.

A
Teorem 4.1.6. ger liminf —->0 ise S°(A,¢k,A’S)D Sf(A,¢k,AT]) dir
: J

Teorem 4.1.7.f =(f,) moduliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsungé inf f_(v)>0

(v>0) ise Ve((Ag.a7)1,)08(Ag,. A7) di

Teorem 4.1.8. f =(f ) modiilis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. g&

supsupf,(v) < oo iseSf(A, ¢k’AT) 0 VAO((A' ¢k’AT)' 1tn) dir.

Teorem 4.1.9.4=(p,) ve w=(w,) iki ¢-fonksiyonlar dizisi olsunlar ve
¢ = (¢, (v)) yeterince buyik igin A, —sartini sglasin.

1- Eser w<¢ ve ¢=(p.(v) yeterince biyikv icin A, —sartini sglar ise

vi(as )t )ovi(Ag.a) f,) i

2- Eger yeterince buyikv icin (g, (v)) ve (@ (v)) dizileri denk veg=(g,) ve

@ =(p,) dizileri A, —sartini sglar iseV, (A g,,47), £, ) =Vv2((Aw,.a") f,) dir.

Teorem 4.1.104 = (g, (v)) her k ve yeterince biiyiikv igin A, —sartini sglayan

¢ —fonksiyonlari dizisi olsun. Bu taktird‘e‘go((A, ¢kA“J), fn) lineer uzaydir.

Teorem 4.1.11.46 =(g,) ve f =(f,), sirasiylag —fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin birer dizisi olsun. Bu taktird\éeo(A,¢k,A“J)DVBO((A,¢k,A”J), fn)
dir.



31

Teorem 4.1.12.¢ =(¢,) ve f =(f,) sirasiyla, ¢ —fonksiyonlarinin ve modiiliis

fonksiyonlarinin birer dizisi olsun.gér liminf f_(v) >0 ise

Voo N V

Veo((A’ P, ,AT), fn):VHO(A’ P, ’AT)
dir.

Teorem 4.1.138 = (k, ) bir Lacunary dizisi vef =(f,) bir modiiliis fonksiyonlari
dizisi olsun.

1- liminf g, >1iseV°((Ag,.A") f.)OVo(Ag..A") 1),

2- limsupg, <o iseV2((A g,.a") f,)OV(Ag,.A7) ).

3-1<liminf g, < limsupg, <o iseV2((A g,.47) f,)=V°((A¢,.27) 1)
dir.

Teorem 4.1.14. 8=(k,) bir Lacunary dizisi, ¢ =(g.(v)) ve ¢ =(w. (V)

1- Eser ¢ < ¢ ve yeterince buylk ve herk icin ¢, A, —sartini sglarsa
so(Aw,,a") 0 SY(A g, A7) dir.
2- Eger ¢ ~ ¢ ve yeterince buyuk ve herk igin ¢, ve ¢, A, —sartini sglarsa

so(Aw,.A")=sS(A 4,7 dir.

Teorem 4.1.15. f =(f,) modiilis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. g&

inf £,(v)>0 (v>0) iseVy((Ag,.47) 1,) 0 S)(Ag,,A7) dir

Teorem 4.1.16. f =(f,) modiilis fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. g&

supsupf, (v) < ise Sg(A’¢k’AnJ)DVHO((A'¢|<'AT)’ 1tn) dir.
Sonug 4.1.1f =(f,) modiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsungé inf f (v)>0

(v>0) vesupsupf,(v)<o iseV2((A g,,A") f,)=SS(A g,.A") dir.
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Sonug 4.1.2.f =(f,) modiiliis fonksiyonlarinin bir dizisi olsung& inf f_(v)>0

(v>0) ve supsupf, (v) <o isesg((A,¢k,ATj), fn):vgo(A,¢k,A’:j) dir.
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