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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTESI

C[a,b] :[a,b] OR uzerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi
S (%) . %, merkezlir yaricaph agik yuvar

||A|| : Anin normu

D(A) : A operatoriiniin tanim kimesi

A(F) . F in ters goruntisi

(X,||.||) : Normlu uzay

§( %) . %, merkezlir yaricaph kapall yuvar

L(X,Y) : X denY ye sinirli lineer operator kiimesi

||f|| . f fonksiyonelinin normu

F - : Freshe turevi

dF(x,; h : Freshe diferansiyeli
F"(%,) : 2. dereceden freshe tlrevi

(HessQ( ¥) :Hesse matrisi



OZET

Anahtar kelimeler: Yakkak C6zim, Newton Metodu, Freshe Tirevi, Gato Tirevi

Bu calsmada Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ygiklagcoziminde
Newton metodu incelenstir.

Birinci bolimde Newton metodunda kullanilacak fogksellerin tirev alma
islemleri icin gerekli olan Freshe ve Gato turevlage ilgili ayrintili bir calisma
yapilmstir.

Ikinci bolimde ; Newton metodunun lineer olmayan egifsiyel denklem

sistemlerine ve integral denklemlere uygulanmaslatamistir. Ayrica ekler
kisminda birka¢ problemin Newton metodu ile math&graazdzimi mevcuttur.
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APROXIMATE SOLUTION OF NON-LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH NEWTON METHOD

SUMMARY

Key Words: Aproximate Solution, Newton Method, Hret Derivative, Gateux
Derivative

In this study Aproximate solutions of non-lineaffeliential equations with Newton
method were analysed.

In first Section a detailed study about Freshe @ateaux derivatives that we will
use in Newton Method, were made.

In second section; Application of Newton Method ttee non-linear differential

equations and integral equations were presentedadthtion, in the appendices
section, there are mathematica solutions with Newtethod for some problems.

vii



BOLUM 1. L INEER OLMAYAN OPERATORLER iN
TUREVLER i

1.1. Giris

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin incelenmasygun lineer olmayan
operatdrlerin yerel olarak lineer operatérlerle lggiknlari yardimiyla yapilabilir. Bu
nedenle normlu uzaylarda lineer olmayan operatorletiferansiyel hesabinin

argstirlimasi 6nem tamaktadir.

Bilindigi gibi, bir f :(a,b) - R fonksiyonunun herhangi bix,[I(a b) noktasinda

tireve sahip olmasi

Esitligini saslayan bir f'(x,) reel sayisinin vagii demektir. Bu gtligin
f:R" - R™ seklindeki fonksiyonlar (genel olaraX ve Y Banach uzaylari olmak
tzere f X - Y seklindeki operatorler) icin bir anlami yoktur. Adcaygun bir

ifade deisikligi ile bu eitlige genel durumda da anlam kazandirilabilir.

A(h) = f'(x%,) h seklinde tanimlanam : R - R lineer dongumu igin (1.1) eitli gi

jm {02 10= F0D=A(H g 12)

esitli gine denk olur.



(1.2) waitligi, f(x,)+A(h) fonksiyonunun x, noktasi komgulugunda f

fonksiyonuna cok iyi yakkan bir fonksiyon oldgu seklinde yorumlanabilir.

Dikkatimizi A:R - R lineer dongimui Gzerinde toplayip, turev tanimini yeniden

formuile edebiliriz.

Bir f:(a,b) - R fonksiyonunun birx,d(a b) noktasinda tireve sahip olmasi

F % +h)—-A(h
h

demek Ihlrrg) =0 seitligini saglayacaksekilde bir A IR - R lineer

donsiminun var olmasi demektinx=x,+h ve w(x) = f(X)— f(x)-A(x= %)
dersek f :& b )- R fonksiyonunun birx,[(a b) noktasindaki tlirev kavraminin

su sekilde denk ifadesi de verilebilir.

f :(a,b) -~ R Fonksiyonunun birx, [I(a b) noktasinda tirevlenebilir olmasi demek

FO=T06)+A(X= %)+ W %), XJ(ab

olacaksekilde bir A ‘R - R lineer donglimuntn ve

veya

lim ——=0
=% X = X

Kosulunu sglayan birw : @ b)- R fonksiyonunun var olmasi demektir.

Bu sekilde tanimX ve Y Banach uzaylari olmak tUzefe X:- Y operatorleri igin

kolayca genellgirilebilir.



1.2. Lineer Olmayan Operatorlerin Freshe Turevi

Tanim 1.2.1: X veY Banach uzaylari ve lineer olmay&n D 1 X - Y operatéri

verilmis olsun. EBer [Ox0 IOD icin
F(X) = FOQ) + Alx= %)+ W x ) (1.3)

kosulunu sglayan A L(X,Y) operatdru ve

ool
Siypery

=0 (1.4)

olacak sekilde w:D - Y operatorl varsaF(x) operatorinex,JD noktasinda

Freshe turevilenebilir & - tirevlenebilir)denir.

(1.3) deki A operatorineF(x) operatorininx, noktasinda Freshe tireviF(-
threvi) denir veF'(x,) veya DF(x,) ile gosterilir. x—x, = h alinirsa (1.3) ve (1.4)

esitlikleri sirasiyla

F(x +h) = F(x)=F(x)h wh (1.5)
ve
- why] _
lim =71l =0 (1.6)
o

seklinde yazilabilir.



Tanim 1.2.2: Eger F(x):DO X - Y operatéri x,0JD noktasinda F

tirevlenebilirse

dF(x; h) = F(x%)h
ifadesindeF (x) operatorinling, noktasindah artimina uygun Freshe diferansiyeli

(F - diferansiyeli) denir.

Boylece dF(x,; ) F diferansiyeli,h elemanininF'(x,) lineer operatéru altindaki
gorantusuadur. ger F(X) operatort x, noktasindaF - turevienebilir ise F(x)

operatorix, noktasinda sureklidir. Gergekten de

lim w(x-x) =0
X %

oldugundan (1.3) e gore

lim F(X) = F(X,)
X=X

elde edilir.

Not: ADL(X,Y) olmak Uzere F(x)=A(X ise F(x) operatoru Ux,0 X
noktasindar - tirevlenebilirdir ve onunf - tirevi F'(x,) = A dir. Gergekten Tanim

1.1.1 dolayisiyladx, O X i¢in

Fix+th-F(x)=Ax+th- A= Al
Oldugu elde edilir.

Turev almadagu genel kurallari g6z dntine alalim.

1) DO X acik kiimesi sabit biF X - Y operatori icinD UzerindeF' x F 6.



2) F:X - YveG:X - Y x0OX noktasindaF - turevlenebilirdir operatorler ve

a, S birer skaler olmak tzere

(aF +BG) (Y =aF(X+ L3

Operatoru dex, noktasindar - turevlenebilirdir ve

(aF + BG) (%) =aF'(x)+BG(x)

dir. GergektenF ve G operatorlerix, noktasindaF - tirevlenebilir oldgundan

sirasiyla

F(% +h) = F(x%) = F(x) h+ w(h,
G(x%+h-G(%x)=G(x%) W h

ve

dir. Bu durumda

H(X) =aF(x)+BG(%
w(h) =aw(h+Lw(h

olmak uzere

H(%+h)—HOg) =a F(x) ht BG(x) hra w h+5 W )
=H'(x) +W(h)

Ve |h| - 0 iken |[#(h)||= of|H) oldusu elde edilir. DolayisiylaH operatériix,

noktasindaF - turevlenebilirdir ve



H'(%) =aF' (%) +BG(%).
3) X, Y ve Z Banach uzaylanG 7 )Z - X operatort z,[JZ noktasinda

F(x): X - Y operatorit x,=G(z)U X noktasinda F turevlenebilir ise

(F-G)(2= F[ J z)]: Z- Yoperatoriiz, noktasindar - turevlenebilir ve

(FG)(z)=F(%)G(2)
dir.
Ispat: F(x): X - Y operatorii(x,) noktasindar - tirevienebilir oldgundan
F(x) = FOo) + F o) (X~ %)+ v x %) (1.7)

w(@) =68 kabul edebileggmizden dolayr w(h) operatéri @ noktasinin
komsulugunda sureklidir. Daha sonr® z ( ¥:» X operatoriiz, noktasindar -

turevienebilir oldgundan
G(=F2)+G(A(z @+ Wz ¥ (1.8)

ve |z-z| - 0 iken |w(z- z)|=¢(| z g). (1.8) den dolayi (1.7) ifadesi

F(G(2)-Hd3)= F(x) G a( z g+e( z ¥ (1.9)
seklinde yazilabilir. Burada

gz-2)=FOwWz 9+ W& J( z p+ vz ok
I(z= )| - 0 iken |F'(x,)w(z= 2)|=<(| z g|) olac&indan|z~ z|| - O iken

IG(z)(z= )+ W z Q= & H 2z o+ W-Z )P
=o(|z- 7)



olur. Dolayistyla|z- z| - 0 iken

le(z=2)][=<(| z &)
olur. Bu aitlik ve (1.9) dan

(F°G)'(z) = F'(%)G(x)

oldugu elde edilir.
Ornek 1.2.3: D O R? bir acik kiime veF D — R operatorii
FOO=X+x%+ %, X=(X,%)

seklinde veriimg olsun. D ye ait olan x=(x,%) ve x+h=(x+h, x+ h)

noktalari igin
F(x+h)—F()=(2x+ %) h+(x+2%) b+ wh

seklinde yazilabilir. Burada

()= 17 + i+ B ve [ = iF+ 1 0

iken w(h) =o(|H)) oldugundan verilenF D — R operatorii herx=(x,x,) F -

tirevlenebilir ve

F'(X)=(2% + %, X+ 2X),
F'(X)h=(2x%+ %)h+(%+2x)h.



Ornek 1.2.4: D OR" bir acik kiime ve

F:D-R"™ f()=(f(x,.... T, (X)) x=(X,....,%)I D

f,..f f,(x),..., T, (X) fonksiyonlari D den R ye tanimli reel dgerli

m

fonksiyonlardir.f,(x),..., f, (X) fonksiyonlarinin D Uzerinde surekli

of, (x) i
ox,

J

X=(X,....% ) ve x+h=(x+h,...,x + ) noktalari i¢in

=1,..m,j=1..n kismi tdrevleri varolsun. Bu durumd® ye ait

f(x+h,..x+h)- f.()-(u__.')é): (1.10)
a,h+.+a h+w(h,i=1...m

seklinde yazilabilir. Burada

w(h) = (w(h,..., w, (D), = (..., B

=g+t [ =

olmak tizerdh| - 0 iken [[w(h)| = (| H)

of (X)

“Co

),i=1,..m;j=1..n

J

matrisine f D - R™ operatériniin jacobi matrisi ya da fonksiyonel isatienir.
AOLMR",R™  operatort f D - R™ operatériininxOD  noktasinda F -
tirevidir, yani A= f'(x). lleri analiz dersinden bilgimiz gibi f:D - R"
operatoru xdD noktasinda diferansiyellenebilirse bu noktada

o (%)

3 i=1..m;j=1..n kismitdrevleri vardir ve (1.10) daki, ler
X

i



A

¥ Jd=1..m:;j=1,..n
G e J

gibi tanimlanir. Eger

g:AOR® ~ R, g(2=(g( s §(I), Z (2., 2]

operatori  2°=(Z,...,Z2)0A  noktasinda f DOR" -~ R" operatori
X=g(2)ODXX=(R, X)), = 9(20s 2) R Ly noktasinda

JF —turevlenebilirse

( )

0(2) =2 10)= (af(x)

) j=1,...,n;k=1,...,p;i= 1,..¢v

J

olur. Bu durumda fog X ¥ f ¢ £))A -~ R™ operatorii z° noktasindaf —

tirevlenebilir ve onunF - tirevi

af(x) ag, (2)
0%

(fog)(2)= (X)) g(2)= (Z YO KRP,R™) operatérii olur.

i

Ornek 1.2.5: f :R® . R? operatorii

FO)=(00, L(X), h(9=x+ %+ % B(¥= x%% *( x ¥ 3
seklinde verilmg olsun.

of (x) _
16)4

of,(0 _, , 95(X _
=1,j=1,2,3-2~ ; =
j ox, X, X5 9% X %

]
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0f,(x)

ve 3 =x.X, kismi tirevleri R® (zerinde surekli oldtundan verilen
%

f :R® - R? operatoriR® tizerindeF — tirevienebilirdir ve onun jacobi matrisi

, 1 1 1
f(x):( )
XX X% X%

olur.
Problem 1.2.6: f :R® -~ R? g:R? - R? operatorleri
f(X) = (sin(} + %+ %),cos(X+ %+ %), %% %)

X=(X: %, %), (9=(2+ 2z z Z z% 2Z( ,z, seklinde veriim§ olsun.
2° =(0,/1)0R? noktasinda(f - g)'(2) F - tiirevini bulunuz.

Cozim: x° = g(2) = (m1,-m,0),

1 1
g'(?)=|1 -1
a7 0
ve
11 1
f'\x>=[0 0 0
0 0 -7

oldugundan
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2+m O
(feq)(2)= f(X).g(2)=| 0 0
- 0

elde edilir.

Problem 1.2.7: D =[a,b|xR ve f(x,u): D - R, D uzerinde sirekli bir fonksiyon

olsun.

Fu®=f(xu(uw ¢ ab
seklinde  taniml lineer olmayan F operatori  verilmi  olsun.

u(x) 0 C[ a Joldugunda F(u)(x) 0 C[ a H oldugunu gosteriniz.

Cozum: f(x,u) fonksiyonu D (zerinde surekli oldtundan O&>0 icin

[0 >000(x, %), (X%X%)0 Digin
X, = X[ <3 |u-uf<d=| f(x, u- f(x uf<e

olur. udC[al ise >0 sayisi icin 6yle c>0 sayisi vardir ki, her bir

%, % O[ a1 igin
=% <o=[ux)-Ux)|<d
olur. Dolayisiylau1C[ a b durumundale >o00 >000x, % 0[ a4 icin
%= x|<o=[F0) - HU(x)|=| (% ¢ 9)- (% ¢ P<e

olur. BuiseuC[ a i i¢in F(u)(x) 0 C[a  olduzunu gésterir.



12

Problem 1.2.8: D:[a, b]XR ve f (x,u):D - R fonksiyonunun f (x,u) surekli

kismi turevi olsun. Bu durumda

FwM=f(xu):dab- ¢ ab
operatdriniin her bil C[a, b| noktasindaF - turevlenebilir oldgunu gésteriniz.
Coziim: Her u, + hO C[ a H icin

Flup+h) - F(w) = f(x y(3+ HN- Txy( ¥

(1.11)
= f,(xyp( R +a(y, h

buradaO< € <1 olmak tzere

AU (9= [ £(x u(I+OHP- f(xp( ] DX (1.12)
r >0 olmak tizereR? nin kapali ve sinirli

D ={(xuOR*: XO[a, (3= r< U ¥< y( ¥+ J

kiimesini g0z 6nune alalimf (x,u) fonksiyonu D, U(zerinde dizgin surekli

r

oldugundanUe > 000 > 000 (%, ,u, ), (%, ,u, )0 D igin

J =% +H(u-w) F<o=| £(% - §(% W <e

olur.

(1.11) ve (1.12) ddh|_<r olsun. Bu durumda her bixO[a b ve #0[0,] icin

X U(XN+ENRT D olur. x =x%=xu=y(R+0 I{ ¥ y= y( X denirse her bir
xO[a b igin, |n|_ <J<r olacgindan
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lexu,, h|, < max{J.Ol| f, b ()+Eh(X)- F(xy(R) K% @: X[ al
<elh],

oldugu elde edilir. Dolayisiyla|h| — 0 olur. Buradan |a(u,, h)||, =<(|H|,)

operatdriniinu, JC[a i noktasindaF - tiirevlenebilir ve F'(u,) = f, (X, t,(X)

oldugu gorular.

Problem 1.2.9:D =[a, b]ZXR ve f (x,s,u):D- R fonksiyonu ve onunf,(x,s, u)

kismi tirevi D Uzerinde surekli olsunlar. Bu durumda
b
Fu(=u-[ f(xsy¢y d (1.13)

seklinde tanimlanan F:C[a bl - (Jal] operatérinin Ou,(XYOC[a 4

noktasindaF - tirevlenebilir oldgunu ve

F'b)h=h)-] t(xsy(P e (1.14)

esitli ginin dogrulugunu gosteriniz.

Cozim: Her bir (X0 C a { igin

F (U +h) - F(y) = HX

b (1.15)
aCEIOLEXCRUTS

burada0< <1 olmak lizere
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w(uo,hxx):—j{j[ f(xsy(3+0 b
~f,(xsu (91 3 @ ds

(1.16)
oldugu aciktir.
r >0 olmak tizereR® iin kapali ve sinirli

T={(xsy:x ab w(F £ & Y }h

kimesini gbz oOnine alalimf, (x, s, u) fonksiyonu T, Uzerinde dizglin surekli

oldugundanUe > 0,005 (¢)> 0 dyle ki O(x, s, u), (%, s, y)d T

\/(Xl_xz)ZJf(Sr s)’+(y- uy?’<o
=|f,(6,5, W= (%, s, u)<e

olur. (1.15) ve (1.16) dfh|_ <o olsun. Bu durumdalx,s0[ a  ve 00,1 igin

(X, s y(9+é K30 Tolur.
X =X%=%9= 8= su= YW B0 0)s & {)

denirseCx,s0[ a { igin || <o olacgindan

[w(w, W, < max{]{jl (xS y(9+6 (3

al o

s (9 Ky @] ds [ alp<e| |n

oldugu elde edilir. Dolayisiyla|h|, — 0 iken |w(u, h|=o(|H,) olur. Buradan

(1.13) ifadesiyle tanimli F operatdrinin uo(x)DC[a,t] noktasinda F -

turevlenebilir oldgu (1.14) sitli ginin dogrulugu goruldr.
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(1.13) ifadesindef (x,s,U) = M(x 9§ f('s ) olsun. Eer M (x,s) fonksiyonu[a,b]’

tzerinde, f (s, u) fonksiyonu ve onurf, (s, u) kismi turevi
D={(s,yOR?: s a §, WIR}
tzerinde surekli fonksiyonlar iseler,

RO =uR-[Mx3 (se) c

seklinde tanimlanan F,:C[a bl operatérii Ou,0C[a ] noktasinda F -

tirevlenebilirdir ve
b
Fi(U)h=h~[ M(x 3§ f(s B 0)s
esitli gi dogrudur.
1.3. F — Turevlenebilir Operatorler icin Ortalama Deger Teoremi

Tanim 1.3.1: X Banach uzayi vef :[O,]] - X fonksiyonu verilmg olsun. [O]]

aralgini
0=t <t <..<t _ <t =1

Ozelligini saglayan

ty,t;,...t, noktalari yardimiylan tane [t_,t] (i=1...n) alt aralga bélelim. O

n

Zaman
P={t,t,...t}

kiimesine[0,1] aralginin bir pargcalanmasi denir.
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At =t ~t,|P|=maxq{At, k=1,..84 7,0[t, t] k= 1..n

olmak uzere

limiti sonluysa, f , [O]] aralginda Riemann anlaminda integrallenebilir denir ue b

limit
j f (t)dt

ile gosterilir.
Bdylece tanima gore

1 n
jf(t)dt: lim > (z,)At, dir.
) IPl~0 &

Burada yaklgm X in normu anlamindadir. Analizdeh:[o,]] - R fonksiyonlari

icin Riemann integralinin bilgimiz tim 6zelliklerinin ispatlari yukarida tanimkam

integral igin de gecerlidir. Burada onlarin bir kagyosterelim.

(@ AOL(X,Y)(X veY Banach uzaylaridir) ise

Jl'A( f(0)dt= AU £ dt}

(b) ¢:[O,]] -~ R Riemann anlaminda integrallenebilir bir fonksiya x, 1 X sabit

bir eleman olmak tzeré (t) = @(t).x, ise
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j f(t)dt = xof¢(t) dt

(€)

j f (t)dt

<[] f®]dt

X veY Banach uzaylari olmak tzere

A%, %+A4 - (X Y)
([%0: % +2X :{ x0 X: x= x+ B X D[O,]]} ) operatori verildiinde tanima
gore

Xo+AX

j A(x)dxzf A %+ D JA xdt

% (1.17)

IP-0

= lim ZH:A(% + T, ANAXATL
k=1

A surekli operatér ise (1.17) integrali mevcuttur oreun Y uzayinin bir elemani

oldugu aciktir.

Ozel olarak A=F' ise buradaF,D O X aclk kiimesiniY ye donitiren ve
[xo,xO+Ax]D D kapali aralgi Uzerinde surekliF — turevienebilir operator ise

kolayca gosterilebilir ki integral hesabinin temeloreminin (Newton-Leibnitz

formaltnadn) bir genellgiriimesi olan

%o +AX

[ Fgdx= FOy+A%- K ) (1.18)

X

formalt dggrudur.
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Tanim 1.3.2: Eger F :X - Y operatori x,00 X noktasinin herhangi bir
komsulugunda F — turevlenebilir veF X JF — turevi X, noktasinda surekli is€&

operatorux, noktasinda strekl —tirevlenebilir denir. Eer

F: XY

operatori D O X kumesinin her bir noktasinda strek#i — tirevienebilir ise F

operatoriD Uzerinde surekliF — turevlenebilir denir.

Analiz dersinden bilingi gibi eger f :[a, b] >R fonksiyonu[a, b] uzerinde surekli

ve (a,b) Gzerinde tirevlenebiliyorsa, 6y (a, b) noktasi vardir ki

f(o)-f(a)= f(g(b- 9

esitli gi (diferansiyel hesabin ortalamagde teoremi) dgrudur. Kaydedelim ki bu
iddia f:R" -~ R™(m>1) fonksiyonlari icin genellikle gecerli @gdir. Ornegin
f:R* 5 R*,F(X)=(x, X), x= (%, %) fonksiyonu icin a=(0,0) ve b=(11)

oldugunda
f(b)-f(a)=F'(9(b-9
olacaksekilde cO[a, b ={ (1~ t,1- t): 0< t< } O R? noktas! yoktur.

Teorem 1.3.3: (Ortalama Dger Teoremi) F X - Y operatori dbuikey bir

DO X kumesinde strekliF — turevlenebilir olsun. Bu durumda her big, xOO D

noktalari igin
F()=F() = | FOs+60(x= x))(x %) @ (1.19)

Lagrange formulu dgrudur.
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Ispat:  x=G(6) =% +6(x- %),0<0<1G]0,4 - D) olmak  Uzere
FoG:[0,] - Y operatérinii géz 6niine alalifs'(d) = x— %, olacaindan zincir

kurali dolayisiyla
(F-G)'(6) = F(G(9)).G'(6)

veya

%F%W(x— %)) = F(O+8(x= %)) x %)
= F'(%, +0(x— %)) d( % +6( % X))

olur. O zaman (1.18) e gore

1

[F 00 +0(x=%))(x= %) &=[ F(%+6( x ¥) d ¥+6( x 3)

0

F'(t)dt = F(x)— F(x%)

X ey X

oldugu ve dolayisiyla (1.19) formulinin grmlugu elde edilir.

Sonu¢ 1.3.4:F: X - Y operatori dbikey bir D 0 X kumesinde surekliF -

tirevlienebilir olsun. Bu durumda herhangi] D ve x, 0 D noktalar igin

|F (%)= FOQ|<supf||F ‘04 +6 (= %] #0[ 0.3}] x~ ¥ (1.20)
esitsizligi dogrudur.

Ispat: Dis bikey DO X kimesine aitx, ve x, noktalar igin (1.19) Lagrange

formulu dolayisiyla
F)=F(0) = [ F(x+6(%= 9)( %~ %) &

dir. Buradan
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[FO0) = FOQ|l < [ FOx+ 8%~ X)]| &) -

<sup{|[F 't&+8 &%) #0[ 0.3 %~ ¥
oldugu ve dolayisiyla (1.20)s#sizliginin dogrulugu elde edilir.

Sonug¢ 1.3.5:F: X - Y operatéri dibiikey bir D 0 X kiumesinde surekliF -

tirevlenebilir olsun. Bu durumdg, + AX[] D noktalari igin

[F % +8%) = F(x) = FORA | < sup{|F ‘6 +@x)- F ‘6§ #0[ 0. A% (2.21)
esitsizligi dogrudur.
Ispat: (1.20) aitsizliginde x, = x, [0 D ve X, = %, +Ax0 D konuldyunda

|F (% +80%) — F'(x)| < supf|| F '0x + @ x)- 4 60[ 0.3]|a §

oldugu elde edilir. A L(X,Y) operatoru iGinA(x, +AX — A %)= AA Y ve A'= A

olduguna gore sonsésizligi F — A operatdru igin uygularsak
|F (% +A%) ~ F(x) - AAR| <suf{| F'(x+an ¥~ A:00[0,]}]a k
olur. BuradaA yerine F '(x,) yazarsak (1.21)sésizliginin dogrulugu goralir.

Sonug 1.3.6:F: X - Y operatort @i bikey bir D0 X kiumesinde surekliF -

tirevlenebilir olsun veD tizerinde|[F '(x)|< | olacaksekilde | >0 sayisi mevcut ise

F operatoriD Uzerindel katsayisi ile Lipschitz koilunu sglar.
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Ispat: (1.20) aitsizliginden bulunur.

Ormek 1.3.7: F:R" - R™F(X)=(f/(X),..., f, (X)) operatori xOR" noktasinda

JF — turevlenebilir olsun. Bu durumda Lagrange Ortaldbmger formili 0<8<1

olmak lzere
fOth g+ h)= (%% )=
Zjal‘(le?hl >§1+Hn)d9h i=1..m
i=1 o

seklinde olur.

Teorem 1.3.8: F: X - Y dig bukey bir EJ X kimesindeF - tirevlenebilir bir

operator veE Uzerinde
IF(x)=F'00)| < L% - % (1.22)

olacak sekilde bir L >0 pozitif sayisi var olsun. Bu durumda herhangix, [ E

noktalari igin

[Fo0)-FO) - FOx- s 5] %= o (129)

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Once (1.19) Lagrange formiiliinden, sorfd(x) F —tirevi icin (1.22)
Lipschitz kgulundan herhangk,, x, [ E i¢gin
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IF(%) = F(%) = FOu) (%~ %) =

[[F(x+6(% %)~ B Q] @ (x >9H
< [IF 0 + 604 =) = FOo) ] %= ¥

1
L
<L[6d6]x - x| =[x~ ¥’
0

oldugu ve dolayisiyla (1.23)s#sizliginin dogrulugu goéralur.
1.4. Lineer Olmayan Operatorlerin Gato Turevi

X ve 'Y Banach uzaylar olmak Gzepg J X noktasininS komsulugunda tanimli

F:S - Y operatort verilng olsun.

Tanim 1.4.1:Eger Oh[O X igin

t-0

jim =% ”? —FOO) - 5 (x,,

limiti varsa, bu limite F operatorunlink, noktasinda Lagrange anlaminda birinci

varyasyonu denir. Burada yakia Y nin normu anlamindadir.

Elbette,hO X olacaindan yeteri kadar kiictlk icin X, +thO S oldugundan (1.24)

te F (X, +th) ifadesi anlamhdir.

Tanim 1.4.2: ADOL(X,Y) olmak Uzere F operatorinin x,[J X noktasinda
OF (x,,h) = Ah seklinde birinci varyasyonu varsaF X:- Y operatori x,

noktasinda Gato tirevlenebilir (G- turevlenebildgnir, A operatoriine iseF

operatorunin Gato Turevi (G- turevi) denir #e= F'(x,) seklinde yazilirSu halde

OF (%, )= F'(%)h
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birinci varyasyonunaF operatorintnx, noktasinda Gato diferansiyeli denirgeg
F:X Y ve H:X Y operatorleri x,[J X noktasinda G- turevlenebilir ise
herhangia SOR sayilari igcinaF + Sh operatorix, noktasinda G- turevlenebilir

ve
(aF +H) (%) =aF'(x) + BH(X)

dir.

F: X - Y operatoruniinx, 0 X noktasindaF - tirevlenebilir olsun.x, da G-

tirevi de vardir.x, noktasindar — turevlenebilir ise yeteri kadar kugikigin

F(% +h) - F(x) = F(g) t W x, b

olur. Buradd|hl| - 0 iken |w(x,, h)|=°(|H) ve F'(x,),F operatériniin

X, noktasindaF - turevidir. Su halde0 <|t| <1 igin

F(x% +th) = F(%) = F() th W %, th

buradat — 0 iken |w(x,, th)| =<(|H). Son sitlikten

lim
t-0

FOo+th) - F(%) _ .
" =F'(x)h

oldugu elde edilir. (1.24) ve (1.25) dolayisiyle operatoru X, noktasinda G-

tirevlenebilir ve onurx, noktasinda G- tirevr '(x,) olur.
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Ornek 1.4.3:

Xy
F(6Y) =1 X+ Y@y (x,¥)#(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

seklinde tanimlanarf : R* - R* operatorii(0,0) noktasinda G- tiirevienebilir, fakat

F — turevlenebilir olmadiini gorelim.

Gergekten de,f fonksiyonununR? (izerinde sirekli oldtu aciktir. Her hangi
h=(h, h)OR? igin

jm LOOFOR)- FO.0)_, CRh
t-0 t t-0t°h’+h

oldugundan f fonksiyonu (0,0) noktasinda G- turevlenebilir vé '(0,0)= O olur.

Fakat (|h| = /K + )

im J(0.0+tk 1 )- (0,0_ . Fh
-0 t[|h| N0 (e + by TE+ 1

limiti varolmadgindan f fonksiyonu (0.0) noktasind — turevlenebilir dgildir.

F — tlrevi igin mevcut olan Zincir Kuralh G- turevi iig genellikle dgru
olmayabilir.

Ornek 1.4.4:

Ko(% %)% 2 0.0
f (%, %) ={|(0¢ +x2)%+ X2’ (%, %)% (0,

O! (Xl’XZ):(OIO
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seklinde g:R* - R? operatorii ise

g(t.t,) = (9,(t, t,), 9,(t, ) = (t, 122)

seklinde verilmi olsun. (f o g)(t,,t,) = f(g(t,t,) = f(t,£):R* - R* operatdrinin

(0.0) noktasinda G- turevlenebilir olmgohi gosterelim.

Flt) = ety =| @+ D700
0, t,.t,)= (0,0)

fonksiyonuR? Uizerinde sureklidir.

F(th, thz) F(0,0) _ (th tzh';) [ (I + € 1)
t (' +t°)°+ K

oldugundan

_ . F(th,th)-F(0,0)_ KK
dF((0,0),( ,h )= lim i hi+h

oldugu elde edilir. dF((0,0),(h ,h,) birinci varyasyonuh=(h, h,) ye gore lineer

olmadgindan f o g:R? - R* operatoriix, noktasinda G- tiirevienebilir gidir.

Teorem 1.4.5:Eger x, J X noktasinin birS X komsulugunda

operatorii G- turevlenebilirse véd'(x) G- tirevi S Uzerinde surekli iseH
operatoriix, noktasindaF - turevlenebilir veH 1n (0,0) x, noktasindaF ve G

turevleri aittir.
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Ispat: H'(x) G- turevi S uzerinde strekli oldundan Oe>0,00>0 |h|<o
olacak sekilde her bir x,+hOS igin |H'(x,+h)=H(x)|<& .Su halde

P(x) = H(X — H'(%)( x= x) operatori igin (1.20)sésizligini kullanilirsa

H(% +h) = H(x) - H'(x)h
<sup{[H ' +6h)-H 0, | :0s6< }|H <e| {

oldugu elde edilir. BuradarH operatOrintink, noktasindaF — turevlenebilir ve bu

noktada onunF — tirevi ile G- turevinin gt oldugu gorulur.

1.5. Yiksek Mertebeden Turevler

X veY Banach uzaylanp [0 X acik bir kime veF X - Y D uzerinde(Yani D

kiimesinin her bir noktasinda¥ — ttrevlenebilir bir operatodr olsun. Bu operatdrtin,
F'(x) - turevi OxOD igin L(X,Y) wuzayinin bir elemanidir. ger

F'(X): D - L(X,Y)herhangi x,0D noktasinda F - turevlenebiliyorsa F
operatorl x, noktasinda 2. mertebededr — tlrevlenebilirdir denir. F'(x)
operatoruniinx, noktasindakiF — tlrevine F operatorinunx, noktasinda 2.
mertebedenF — turevi denir veF "(x,) ile gosterilir. EBer F'(x,):D - L(X,Y)
operatori x,JD noktasinda F - diferansiyellenebiliyorsa F  operatori 2.
mertebeden F — diferansiyellenebilirdir denir ve onun 2. mertebed F -

diferansiyelid*F(x,, h) ile gosterilir. Boylece

d*FO6, N =[FOg)h | = F(x)h

L(X,L(X,Y)) uzayinin elemanlarinin acik olarak tanimlanmasteryekadar

muimkun olmadiindan yeni bir kavramin sunulmasi amaca uygundur.

B: Xx X - Y operatdru igin
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1) Ox, X, %, X, %X, xO X ve Oa, B sayilari igin

Blax +B8%, X)=a B x N+L8 R % X,
B(xax+pBX)=aBx X)+L8 R xY¥,

2) Oyle M >0 sayisi vardir kix X 0 X igin
[B0x < M| 4 (1.26)
kosullari sglaniyorsaB ye bilineer operatér denir. Lineer operatorlertibugu gibi

(1.26) eitsizligini sgglayan en kiucikM >0 sayisinaB bilineer operatérin normu

denir ve|B| ile gésterilir.

[B] =sup{|B (%} { 4= 1§ §<} (1.27)
oldugu aciktir.

X denY ye biitiin bilineer operatorler kiimesiB{ X?,Y) ile gosterelim.B(X?,Y)

uzerinde toplama ve say! ile carpmdB, B,(J B( X*, Y) ve @ OR olmak lizere

(Bi+B,)(x X)=B(x 9+ B(x ¥

ve
(@B)(x X)=a B(% X)

biciminde tanimlarsakB(X?,Y) kiimesi lineer bir uzay oluB(X?,Y) uzayi (1.27)
normuna goére bir Banach uzayidB(X?,Y) uzayl L(X,L(X,Y)) uzay: ile siki
baghdir. Bu uzaylarin lineer senetrik uzaylar oldgunu goésterelim.OJAOL(X,Y)

elemanina



28

B(x x)=(AY(X) (xxd X (1.28)

seklinde bir BOB(X?,Y) elemanini kan koyalim. Bu operatoriin lineer olgu

(yani B operatorinun 1. kolu saladigl) aciktir. Bu donguimun L(X,Y(X,Y))

den B(X?,Y) ye bir izometrik déngiim oldygunu gosterelim.

Gergekten,y = B(x X) = ( AY( X) ise

I < A4 ]

<A1

dir ve dolayisiyla da
[Bl<A (1.29)

oldugu elde edilir. Ote yandarB B( X?,Y) bilineer dongimi verildginde sabit
xO X igin X' - A(XYX= B % X) donumi X denY ye bir lineer dongiimdur.
Boylece, [x[0 X elemaninaL(X,Y)uzayinin Ax elemani kanlik getirilebilir. O

Zaman

A9 =suef] AGox] § ¥l }
= sur[B 6} {x< }
<[Ell

olur. DolayisiylaAO L( X, Y( X, Y)) ve

[Al=<[4 (1.30)

oldugu elde edilir. (1.29) ve (1.30) d4@| = | B| oldugu géruliir. Boylece,

B(X?,Y) ve L(X,Y(X,Y)) uzaylari arasinda mevcut olan (1.28§ibasi lineer ve

izometrik, dolayisiyla birebir ve drtendir.
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Ikinci mertebedenF % — tirevinin L(X, L(X,Y)) uzayinin bir elemani olgu

goruldi. Bu sdylenenlere gor€é x"EF)- turevi B(X?,Y) uzayinin bir elemani

oldugu agiktir.

Ormek 1.5.1: X=R' ve Y=R" olsun X uzaymnini. koordinati 1 ve der

koordinatlari sifir olan vektor (i =1,...,n) olsun
y, 0Y(j=1,...,m)

vektorleri de benzer 6zelliklere sahip vektorlesunl. BO B( X?,Y) operatérinii goz

ontne alalim.

B(x. x)= (g, d,...d")
= a®¥y i, j=1,..n

dersek keul 1 dolayisiylalx, x'0 X(X= (&,..-,., ), X'= €&, ,...¢€, ).igin
y=B(x X)
=B Ex. 3¢ %)
i=1 j=1
=Z &6B(%. %)

[y

Q. &)y
k=1 i.j=1
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no=Y a¥eE k=1,...m (1.31)

i.j=1
oldugu gorular.

Uc girisli herhangi

@“).i,j=1..nk=1..m (1.32)
matrisi verildginde (1.31)seklinde tanimli herB operatdrindn lineer bir operator

oldugu aciktir. Boylece, bu durumda her bilineer oper§td32) biciminde ¢ gigli

bir matris tanimlar ve tersin® operatoriniin normX ve Y uzaylarinda verilen
normlara bghdir. X=R ve Y=R' durumundaq (1.31) de Holdesitsizligi

yardimiyla

7] =

Zaﬁk’ﬁﬂ‘
ij=1

12
vz

<lef) &

i=1

n

2.8

j=1

)

= Al

oldugu elde edilir, burada

n , 12
A= a0

ij=1

Bdylece

m , 12
I¥=20md)
k=1

m 12
<A XX

ve dolayisiyla
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2

m 1/
[Bl< A0
1

2

=Y [a%)

m n
k=1i.j=1

oldugu elde edilir. X =R' veY = R" durumunda
IB| < max{z g k= 1,...,m}
i.j=1

oldugu kolayca gdosterilebilir.

Problem 1.5.2: Ornek 1.2.4 de verilenf D — R™ operatérinin 2. mertebeden
F - turevlenebilir olmasi igin f :D - R'(k=1,...,m) fonksiyonlarinin 2.
mertebeden tim kismi tlrevlerinid Uzerinde strekli olmasi gerek ve yeteglo
oldugunu gosteriniz. Bu kwllar salandginda f =(f,...,f,):D - R"

operatorununf "(x) F — turevini bulunuz.

Cozum: f =(f,...,f,,):D - R™ operatdruniing, 0 D noktasindaf "(x,)F — tlrevi

var olsun. O zaman bu tirev bilineer operatdr glochalan

0,0)={xO0R":| =1

Uzerinde duzgun olarak

f'(x% +txX)x= f'(%) x (1.33)
" :

(%) (% X) = lim

olur. Ote yandanf "(x,) bilineer bir operator olmak tizere

BOB(R'x R, R)
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olmak zere f "(x))(x, X)= B(x X))(&°), i j=1,....,n;k= 1,...,n Uc girigli matris
yardimiyla tanimlangindan (1.33) e gore

X = ( (0)! .,qﬁ?),X: (Crla ﬁ( )X 61 ye n vektorleri |Q|n

SLRGRAPIE TG
D T 25
age =lim i= i = 0§ (1.34)

k=1,..m

olur, burada f(¢;)=f(g,....§,) biciminde notasyonlardan kullanilghr. (1.34)
esitliklerinde x ve x' vektorleri olarak sirasiyla. ve j. koordinatlar 1 ve der
koordinatlari O olan vektor segifginde f, fonksiyonlarinin 2. mertebeden kismi

trevlerinin varlgl ve

(k) — 0*f 071, (%)

¢ d,1=1,..nk=1,..
i dE0E j N .m

oldugu elde edilir.

g: D - R ikinci mertebeden tirevlenebilir bir fonksiyorsah.

029(X0)

(hessg( ¥ = ( XX ), i EL...,r

matrisine g nin X, noktasinda Hesse Matrisi denir. Bu durmidah [JR' olmak

uzere

9"(%)(h 1) = (h,(hessy 3 ¥

", 5°g(x,)
Al

ve
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d*g(%; H=(h(hessy N )}
- 2000
520808,

olur. f =(f,...,f,)D - R™ don&Uminun her bir koordinati igin

f06)(h ) = (1, hessf)( & 7
=230

ve

d” £, (; 1) = (hessh( & ¥
=2.a°hh

oldugundan f = (f,,...,f_):D — R" déniimii igin

f(6)(h, )= ((h, hessh( Q h....( h hegsj(, X))
ve

d* f (%; D(h(hessj( @ h....( h hessk ,Xx)) olur.
1.6. Kapali Operatorler

X ve Y iki Banach uzayl olmak uzereXxY={(x y: >3 X yJ ¥ olsun.

Bilindigi gibi z =(x, ¥,), 2=(%, YO X Yve a,,a,00R olmak lzere

0,2, +0,Z,=(a,%0, )+ (0 %0 ,Y)= (@ 5T %0 YT ,Y)
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tanimi altindaX xY kimesi bir lineer uzay ve

[ =4 ol (1.35)

normuna gore X xY bir Banach uzay! olur. Bu uzayX ve Y uzaylarinin

Kartezyen (veya dik) carpimi denir.

Problem 1.5.1: (1.35) ve

[l = A Y Co=2) [0 9l = max{] , [ %}

biciminde tanimlanan normlarin denk olduklarinitgdsiz.

xO X ve @,,Y uzayinin sifir elemani olmak tzefe &,) bicimindeki ikilileri X

uzayinin elemanlari ile Ozglestirildi ginde X ve benzer olarakl’ uzayini X xY

uzayinin bir alt uzay! gibi diinebiliriz. O zamand, = X y [} Xx Y elemani tek

olarakz= (x 8, *+ 6, ,y )= x+ ybiciminde gosterilir.

Z bir Banach uzayr olmak uzerélU OL(XxY, 2) surekli lineer operatbru

U,(X)=U(x8,)),U,(y)=U@,, y) biciminde tanimlanan

U, OL(X,2),U, 0L(Y, 2
surekli lineer operatorlerinin(U, ,U,) operatorler ikilisini olgturur. Tersine

U,.,U,) operatorler ikilisi verildginde

U((x y)) = U (9 + U, (y)

biciminde tanimlanatJ operatoriX xY den Z ye sirekli lineer bir operatdr olur.

D [0 XxY kumesini Z Banach uzayina dostiiren lineer olmayanF D - Z

operatori verilmi olsun. y, Y elemanini sabit tutara :{XD X:(x w)O Ij
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kiimesini Z ye doénigtiren F®? =F(.,y,) operatériinii gbz 6niine alalim. Benzer
sekilde D* ={y0Y:(x, YO O kumesini Z ye donitiren F® =F(x,,.)

operatoru tanimlanir.

Eger x, 0 X noktasiD® kiimesinin bir i¢ noktasi ve
FU2 () = F(x y)

operatoru F(y")‘(xo) F — turevine sahip ise bu turevé&(x,y) operatorinin
(%, ¥,) O Xx Y noktasindax e gore kismiF — tirevi denir veF (x,,Y,) seklinde

gosterilir. Benzesgekilde Fy'(xo, Y,) Kismi F — turevi tanimlanir.

F, (% Yo) O L(X, 2), (%, %)O LY, 2
oldugu acikti. EBer DOXxY - Z operatori (X, Y,)JD noktasinda

F (X, ¥o) = U F —tirevine sahip isd, (X, ¥,) = Uy ve F (X, ¥,) = U, olur.

F((x,y)) vyerinde F(x,y) vyazidginda F :DOXxY - Z operatdrini iki

desiskenli bir fonksiyon gibi dilinebiliriz. O zaman ¢ok geskenli fonksiyonlarin
esas Ozellikleri bu tarlii operatorler icin gengildebilir. Simdi bu 6zelliklerden

birisini inceleyelim.

(%, ¥,) 0 D noktasinin herhangi bir kamlugunda F, (X, y), Fy'(x, y) kismi turevleri

var olsun. Bu durumda

[FOo+0% v+ A0~ FOp )= B3 W@ X H % YA Y
ssup{ F, (&, +@X,y,+Ay)- F (>g,yJ||A# x0< } (1.36)
+sup{HF; & Yo+ AAY)- F, (% %ﬂ”A)H 0 0< }

esitsizligi dogrudur.
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Gergekten de

A=|FOu+Ax % +AY - Fx ¥)- ECx WO ¥ F % Y@ ¥
<|FOo+% Y +A0 = FO4 % +A Y= E(% YA Y
+HF O Yo+ AV = FOB )= KO 9@ Y|

oldugu aciktir. (1.20) gtsizligini her iki toplam icin uygularsa

Assup{HFx' (% +AAX, y+AY)- E(%%H =0< }-”A#
+sup{ F, (.Y tAAY)- F, (X)%H 1=0< }-”A)H

oldugu ve dolayisiyla (1.36)s#sizliginin dogrulugu goéralur.

X,Y ve Z Banach uzaylari v& XxY - Z olmak tzere

F(x,y)=0 (1.37)

bicimnde bir denklem verilmi olsun. Eer tanim kimesiG[O X olan y(X)
operatori OxO G igcin F(x, y(X)=0 denklgini saslaniyorsa, y ¢ )G0O X - Y
operatoru (1.37) denkleminin ¢ozumudur denir.

(1.37) denkleminin y=y(X) bicimindeki her ¢6zimine (1.37) denkleminin
tanimladgl Kapali operatér (veya Kapall fonksiyon) denil{d..37) OxOG igin

denkleminin tek bir veya birden fazla ¢6zumu oliabil

Teorem 1.6.6: F(x,y): R - R fonksiyonu (x,, y,)J R noktasinin birD 0 R?
komsulugunda surekli ve bu kognlukta F(x,y) fonksiyonunun (x,,Y,)C D

noktasinda sureklF, (x, y) kismi tlrevi var olsun. ger

F(%: ¥%)=0,F, (%, %)% 0
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ise 0yle p>0 ve r >0 sayllar vardir kiOxO(x, - p, %, +p) i¢in F(x,y)=0
denklemininy, = y(x%,) olacaksekilde teky=y(XO(y -1, ¥+ r) ¢cozuma vardir
ve y(x) fonksiyonu (x,—p, X, + p) Uzerinde sureklidir. EK olaral nin (x,,Y,)
noktasinda surekliF, (x,y) kismi turevi varsa,y(x) fonksiyonu x, noktasinda
turevlenebilirdir ve

F,(%: Y)

YOO = e ve)

dir.
Genellikle Teorem (1.6.6) Banach uzaylari icin ghde.

D(%, %) ={ X0 X, YO ¥: X0 $( . 9 & oY
kimesi Gzerindd= Xy )XxY - Z operatdru verilm olsun.

Teorem 1.6.7:F(Xx,y): XxY - Zoperatoru

D(%, ¥o) ={(x WO Xx Y: X $( . ¥ K o)
kimesinde surekli ve bu kiime uzerin8€x, y) operatorinin(x,, ¥,) noktasinda

surekli olanF, (x, y) kismi F - turevi var olsun. Daha sonra,

F (% ¥o) =0 ve F, (X, ¥,) : L(XXY, 2

operatorunin surekli tersi var olsun. Bu durumdde 6§<p<p, ve O<r<r,
sayilari vardir ki,lx0 S (%) igin F(x,y)=0 denkleminin§ (y) yuvarinda tek
bir y=y(X ¢ozumu vardir, hem dg(x): S,( %) — Y operatoriS,(x) Uzerinde
surekli ve y(x,) =y, dir. Yine,F(x,y) operatorininD(x,,Y,) uzerindeF,(X,Y)
kismi F — tlrevi varsa ve bu tlrex,, y,) noktasinda surekli ise, kapali= y(x)

operatoriix, noktasindaF - tirevlenebilir ve



38

Y00 ==[ K% W] F(% %) (1.38)
dir.

Ispat: xOS, (%) 0 Xigin

ANy =y-[F 060 )] F(xY:S(¥Y) - 2 (1.39)
operatdriini goz 6nune alalim. O zaman
y=¢r)y (1.40)

denklemininF (x, y) =0 denklemine denk oldiu aciktir.

gosterecgiz. Her z, yOl S(y) ve

x0'S,(y) (0<p<p,0< 1<)
icin
F(x¥)=F(x )= F (%, y)( z y{[ F(yo(z Y- Rx ] & 2)
esitli ginden
[FOn=-Fx 9= K% y)(z Y < Co. )| z }

oldugu elde edilir, burada
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C(p,r):sup{ua &Y F %) odS (%), w‘sw}

F, (X, y) operatorl(x,, Y,) noktasinda strekli olgundan

lim C(p,r)=0.

(p.r)-(0.0)

Dolayisiyla, oyle p,J(0,p0,)ve r,00(0,r;) sayilart bulunabilir ki, her,O(O,,Oo] ve

Or 0(0,r,) icin
H[ Py yO)]_lH C(o,r)<g<1l

olur, buradaq sayisi,p ve r den b&msiz, fakato, ve r, ile bggimlidir. O halde

(1.39) formiilis yardimiyla tanimli
Ao =y-[F,06 W] F(% Y

operatorl icindz, yO S, , ve xOS,(%)(0< p< p,,0< r< ) igin

20D =, = KOs W] [ Rx 9= 5w (2 Y

[F,005)] | cto. 0l 2- o
<qfz-

<

oldugu elde edilir. DolayisiylaS(y) yuvarinda ¢, : S(y) - Z operatori

daralma operatori olurSimdi gosterelim ki, yeteri kadar kagukr igin

AS (%) 0 S(y) olur.
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QMWJ—MMﬂ[RO&MﬂﬂME(x%M
[F, 06 0] I FOx )

<

oldugu agiktir. F(X,y,) operatori x=x noktasinda surekli olgundan

lim F(x y,) = F(X, }) =0 ve su halde oyle p'l](0,p,) sayisi vardir ki, her
X=%

x0S,(%) icin H[Fy(xo, yo)TH” F(% )| < (1~ g r olur. Bu durumda

OxOS, (%) ve yOOS(y) icin

B (N~ B (0) + By ()~ ¥
B (N) = B ()] * A0 () = %
<qly-w|+@-agrsr

B (V)= %] =|

<

oldugu ve dolay|S|yIa(qx)(§r(y)) 0 S( Y oldusu elde edilir. Buradan bildimiz
gibi
Y=4,(y)

denkleminin, dolayisiyla F(x,y)=0 denkleminin tek bir y*=y %0 S( y)

¢6zUmuU vardir.

A operatériniinS (y) =0 yuvarinda sabit noktasi tek ofglina gorey(x,) =Y,

esitli ginin dogrulugu aciktir. Nihayet, hex S,(%) igin

[YO) = YO)| = @0 (9~ ¥
<gfy(9- y|+

[FO6 9]l Fox v

oldugundan
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ly(¥-w|<@- 9™

[ 00 0] Fox w)

elde edilir. Son gtsizlikten lim y(X) =y, = Y %) oldugu ve dolayisiyla kapaly(X)
X=X

operatoruniing, noktasinda strekli olgw agiktir.

Simdi y=y(X kapali operatorinuer — turevlenebilir oldgunu ispat edelim

Y= Y%

1 141
=Yo [ F,0%6: %) | RO% %O %) (40

olsun. F, ve F, kismi F - turevleri (x,, y,) noktasinda surekli olacaklarinddn

operatoru turevlenebilirdir. Ayrica,
F(% %) = FOG %)+ K06 W= W+ B(x Y+¥(xy

burada (X, y,) - (%, %) iken [W(x y)|=ofx= %||+| y ¥- y icin (1.41)
formaltnden veF (X, ¥,) = 0 ssitli gine goreF (X, y,(X) =W, y(¥) oldugundan

|F(x %.(0)] = O(H[ RO %] ROs I+ x o)
oldugu ve dolayisiylax — X, iken
[F O %09)]| = o x x]) (1.42)

oldugu elde edilir. Nihayet
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Iy=ll=[y-%-[ 5O w]* Rxy
<R 06 v I FO6 9= KOs 0y ]
[F, 06 %) | [[IFCx W

[F, 06 ¥ ] [ FO6 9= F(x )= B W)y )

(1.43)

IN

IN

olur. Ortalama dger teoremi dolayisiyla

OxOSs(%) vey, y 0 y)
icin
[F = Fx )= KOs w)(¥ < Qo ) v

oldugu elde edilir. O zaman (1.42) ve (1.43) ifadeledlayisiyla x — X, iken

ly(¥ = %(X] = d| x ¥|) olur. Baka bir deyjle bu formiilx — x, iken

Y- % =-[EO6 W] EO% WO 9+ 4§ x f)

biciminde yazilabilir. Bu durmday(x) kapali operatbrix, noktasindaF -

turevlenebilir ve (1.42) nin dpu oldusu goruldr.

F:XDOY - Z operatoriD(x,, y,) Uzerindex ve y ye gore kismiF — turevlere

sahip olmadii durumdasu teorem ispat edilebilir.
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Teorem 1.6.8: p<p,,r <r, olmak tzerey,ud S( y), XJ $( & icin

[Fx ) -F(x - Ay df<d(o, 9] y- §

ve

lim &(p.r) <A

(p.r)-(0.0)

olacak sekilde surekli tersi olan A L(X,Y) operatori verilny olsun. Eer
F((%,Y,)=0 ve F(x,y,) operatori X, noktasinda surekli ise 0&yle
p'U0(0,p),r 'O (0r ) sayilar vardir ki, hex1 S, (x) icin F(x, y)=0 denkleminin
S.(y) yuvarinday = y(x) ¢6zimu vardir, hem dg(x,) = %, dir ve y(X) operatoru

X, noktasinda sureklidir.
Problem 1.6.9: x ve y reel dgiskenler olmak lzere
f(x,y)=0 (1.44)
denklemi verilmg olsun. f (x, y) fonksiyonu
D(% %) ={ (% WOR?| x x| <o y- ¥< }

dikddrtgeninde tanimli, f (X,, y,) =0 ve f(Xx,y,) fonksiyonu x, noktasinda stirekli

olsun. Ek olarak, her(x, y) O D(x,, y), (% W0 D%, ¥), ¥ ugin

fx )= f(x ) _ (1.45)
y-u h '

ms<
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olacak sekilde m ve M(0<m< M) sayilari var olsun. Bu durumdgx,, Y,)
noktasinin yeteri kadar kicik keutugunda (1.44) denklemininx, noktasinda

surekli ve y(x,) = Y, olacaksekilde tek biry = y(x) ¢ozumunin var§ini gosteriniz

Cozum: Teorem 1.5.8 e gor®(x,, y,) Uzerinde

fy-f(xY-ay Y < gay L (1.46)

esitsizligini sgglayanallR ve 0< <1 sayilarinin variinin gosterilmesi yeterlidir.

Her allR sayisi icin (1.43) a gére

fy)= (0 _

m- a<
y—u
<M -a
olur.
m+ M
a:
2
olmak uzere

M-m_f(xy-f(x3___ M-

2 y-2z 2

oldugu ve dolayisiyla (1.46)s#sizligi

m+ M M-m
a= ,g=

2 q_M+m

sayllari icin sglanir. Benzer olarak,D(x,, y,) Uzerinde
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M<tXN-T(x3__
y-2z

hali incelenir. Bu durumdaf fonksiyonu—f fonksiyonu ile dgistiriimek Gzere bir

once incelenen hale getirilir.



BOLUM 2. NEWTON METODU

2.1. Giris

Lineer olmayan fonksiyonel(cebirsel, diferansiyahtegral vb.) denklemlerin
incelenmesinde en ¢ok kullanilan metodlardan krNetwton metoduduilk kez bu

metod reel dgskenli ve reel dgerli F:R —» R fonksiyonu
F(x)=0 (2.1)

seklindeki denklemler icin Newton tarafindan iletirgélmis ve Banach uzaylarinda

verilen operatérlii denklemler icin L.V Kantoroverafindan geneligrilmi stir.

Newton metodunun (9.Xeklinde olan skaler denklemleF( R:- R halinde) icin
tanimlayalim. (9.1) denkleminix’ kokii konsulugunda F kesin artan ve yukari

dishlikey bir fonksiyon olsunx kokine yeteri kadar yakin olaw, balangig
yaklasimi  segilerek M,(x,, F(X,)) noktasinda y=F(x) egrisine gizilen
y=F(x%)+ F'(x)(x- X%) teget denklemlerini yazalimF'(x,) #0 oldugunda bu

dogru ile x ekseninin kesiigi nokta xl:xo—% olur. Sonra M, (x,, F(x,))

noktasinday = F(X) egrisine gizilen tget denklemi
Y =F(x)+ F(O)(x )

yazilir ve F '(x)) # 0 oldugunda bu dgrunun x ekseni ile kestigi
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_ _F()
TR TR
nokta bulunur.F'(x _,)# 0,n=2,3.. olduzgunda bu proses benzeekilde devam
ettirildiginde
F (%)
=X, ————=-,n=12.. (9.2)
TR

biciminde tanimlanang, ) R alt dizisi kurulmy olur. ‘xo—x*‘ yeteri kadar kucuk

oldugunda (x,) dizisi X kokine yuksek hizda yakia. Skaler denklemler igin

verilen bu yonteme Newtongetler metodu adi verilir.

2.2. Banach Uzaylarinda Lineer Olmayan Operatérlii @nklemler Igin Newton
Metodu

X veY Banach uzaylari v& X - Y lineer olmayan bir operatér olmak tzere
F(x)=0 (9.3)

sekildeki denklemi gz 6ntne alalink. operatortr >0 yarigcaph S (%) yuvarinda

F — turevlenebilir olmak tzere sonraki yagialarin
%, = %y [ F(x)] " F(%.), n=12... (9.4)
formdulleri (iterasyon prosesi) yardimi ile hesaphasi onerilir.

Sonsuz boyutlu uzaylar haIindEF '(xn_l)]_1 ters operatorlerin bulunmasi, yeteri

kadar karmak bir problem oldgundan (9.4) formulleri yardimiyla bulunafx,)

dizisi yerine terimleri
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%, = % [ F'OR)] ™ F(%o0), n=1,2... (9.5)

biciminde tanimlanan(x,) dizisinin géz Ondne alinmasi daha uygundur. (9.5)

dizisini bulmak i(;in[F '(.)]_l ters operatori her adimdagdeyalniz x argumantinin

tek bir x=x, degerinde bulunur. (9.5) dizisi (9.4) dizisiyle mukagele daha yaya

hizla yaklamasina rgmen hesaplama aggma gore (9.5) algoritmasindan daha

faydalidir. Kaynaklarda (9.4) yerine esas, (9.5ntginine isesekli degistirilmis

Newton metodu adi verilir.

Teorem 2.2.1: X ve Y Banach uzaylari olmak lzer& X:- Y operatéri

asagidaki kasullar salasin:

1) r>0 ve x,0X olmak lzere F operatort S(x)J X yuvarinda F -

tirevlenebilirdir.

2) F'(x) turevi S (%) yuvarindal >0 katsayisiyla Lipschitz koilunu sglar.

3) F' (X):S(x%) - L X Y) operatorintin sirekli tersi var ve
Ox0O S (%)
icin

H[F '(x)]‘lH <m (9.6)

olacaksekilde bir m>0 sayisi vardir.

4) [Foo) <
Bu durumda ger

=1n12£n<1
2

ve
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r'=mny < (2.7)
k=0

ise (2.3) denkleminin (2.4) Newton iterasyon prasasyaklsstigi bir

x"0S (%)

¢Ozumi vardir ve terimleri (2.4) biciminde tanimdan(x ) dizisinin x” a yaklgma

hizi

q2 1
1- q2n

fx=xfsm

esitsizligi yardimiyla verilir.

Ispat: Teoremi tiimevarim yontemi yardimiyla ispatlayaliislemlerde kolaylik

sglanmasi igin

r) =[F'] " =rx,),
F,=F(X,),
F'=F'(x)

seklinde notasyonlar kullanalim. (2.4) Newton itgq@s prosesi bu notasyonlar

yardimiyla
X.=X%-rF,n=012. (2.8)
seklinde yazilabilir.

Once (x,)0s.(%) olduunu  gosterelim. x-x =rF,  olduundan

1% = %[ < | || Fol| < mn ve (2.7) dolayisiylag O's.( %) oldugu elde edilir.
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Fo + Fa(%,= %) =0
oldugundan
Fl = Fl_ I:0 - Fé(x1_ Xo)

=F (%)= F(%) — F(x)(X%= %)

yazilabilir. Buradan (1.23)s#sizligi dolayisiyla
1
[Fl<5 =l
elde edilir. Herhangin >1 dogal sayisi i¢inx, Js.( %) oldugunu ve

%, = X[ < mng ™ (2.9)

1
[Full= 5 2l = %l (2.10)

esitsizliklerinin dogrulugunu varsayalim§imdi x.,, 0s.( %) oldugunu ve

[0 = % < mng (2.11)

1
|Fall= 5t %o = %I (2.12)

esitsizliklerinin dogrulugunu gosterelim. (2.8), (2.6), (2.10) ve (2.9) saydeb

%0 =% = F
<m|(F)|

1
<omefx =%

1 2 -2
SEW(W) of
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oldugu ve bu sebepten (2.11gitsizliginin dogrulugu goruldr. (2.7) ye gore

i %s = %o < [ %= %+ %= %]+ %= o +] = o
sm+mar g G+..+ m g

sméf*

I

=r
oldugundanx,,, 0 S.( %) olur.
(2.8) e goreF, + F.(x,,, — x,) =0 oldugundan

Fn+l = Fn+l - Fn - Fr:(xni-l_ Xn)
=F (X)) = F (%) = F(X)( %1 = %)

olur ve (1.23) gtsizligi gerezince

[P

1
<=

ssitsizliginin dogrulugu elde edilir.

Simdi (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldiunu gosterelim. (2.11) sisizligi

kullanilarak her birp=>1 dogal sayisi icin

||Xn+1_xn||su)g%p_ Xy p—1H+H Xy p1™ % l5,2H‘|'...+
el (2.13)
+Mfm5m;d*

oldugu elde edilir.z qzk‘1 serisi yakinsak oldiundanUp [ N igin

k=0
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m\
n - co

Xop = % =0

oldugu ve dolayisiyla ve (2.4) bigciminde tanimlan@q) dizisinin bir Cauchy dizisi

oldugu goralur. X tam bir uzay oldgundan (x,) yakinsak bir dizidir.lim x, = x

n-o

diyelim. (x,) 0 S.( %) ve S.(x) yuvari kapali oldgundanx’ 0 S.( %) dir.

Simdi x” elemanininF(x) =0 denkleminin bir ¢ézimi olgunu gdsterelim. Bu

nedenle (2.8) gliginden n - o iken limite gecilmesi yeterlidir. O zaman
x?=xX'-r(X)F(x) olduu ve r(xD)=[F'(xD)]_l operatorinun  tersi var

oldugundanF (x”) =0 oldugu gorulir.
(2.13) aitsizliginde p — oo iken limite gecersek
o] =m3: ¢

=y o
s=0
_ e 2 (F-1)
nmfgf

olur. Her s=0 tam sayisi icin 2- %s ve dolayisiylag® ® < g** ve 0<q<1

oldugundany g”* <> ¢*° =1% olur. Bu durumda sorsiesizlikten
s=0 =0 —q

-1
-4 25

ifadesinin dgrulugu elde edilir. Boylelikle teorem ispatlanir.
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Teorem 2.2.2 X Banach uzay! olmak lUzerds X:- X operatoriS(x) 0 X

yuvarindaF — turevlenebilir velx, yOI S ( %) igin

IF' ()= F'(y)|| < ¢]|x= (2.14)

olacak sekilde ¢>0 sayisi mevcut olsun. AyricaF '(X,) 0 L(X) operatorinin

[F'(%)]" tersi mevcut ve

[F o™

<m [[FO] ™ Foo) <n (2.15)

olacaksekilde m>0,7 > 0 sayilari var olsun. ger 2m¢n <1ve

ise (2.3) denkleminink’ §, (%) tek bir ¢c6zimu vardir ve terimleri (2.5) biciminde

tanimlanan Newton iterasyon prosesicoziimiine

1-1-2m¢
[x, - x]< Jivlzm’? L (2.16)

hizla yaklair.

Ispat: Once, ga(x)=x—[F'(>g))]_l F(X operatorining (%) yuvarini kendisine
donistirdigunt  gosterelim. (2.15) kallann ve (1.23) gtsizligi dolayisiyla
OxO§, (%) icin
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|30 = %] < %) - gO0)] + [ %) -
=|[F 0] (FOo - FOR = FORO= )+ FOoI™ R )

<[F 0= FO0) = FORO 9+ 2 e o+

1 2
S—mlry +
5 n

oldugu elde edilir.r, sayls%rnw2 —r+7 =0 denkleminin kiicik kokd oldimndan

son aitsizligin sas tarafi r, a it olur. Boylece, herxd S (%) icin |@(X) — x| <,

ve dolayisiyla

AS,00)) U S %)

olur. Simdi ¢(x) operatérining (%) yuvarinda bir daralma operatori obduu

gosterelim. Herhangk, yU1 § (%) icin

A -Ay) = x=y-[ FOR] (R ¥~ R Y)
=[F0o)] " [F () (x= V= F(Y+ H Y]

=[F )] [[F(x) = F(y+8(x- 9] (% ¥
esitli gi dogru olduzundan (2.14) kqulu gereggince

[0 - @< M| FO%) = FCOy+60x 9)| @) x )

<mef |- y+8(x= )| B x

< /g [(x= y)|
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bulunur. Dolayisiyla,m/r, =1-v1-2m¥n< 1 oldugundan ¢(x) operatoru s (x,)

yuvarindaq =1-+/1- 2nv n katsayisiyla Lipschitz koilunu sglar.
1-q=+1-2n¥n

ve

letx) - = [ FORl™ Foo) <

oldugundanx = ¢(X) denkleminin veF (x) =0 denkleminin tek birx" [ S, (%)
¢6zUmi vardir ve (2.5) bigiminde tanimlangq) dizisi x” ¢6zimune (2.16) hizla

yaklagir.

Simdi  F(x) operatorinin F(x)=F(X)+ F(X seklinde gdsterilebildini
varsayalim. Ber F,(x) operatériniinF/(x) F tirevinin [F,(x)]" tersi varsa ve

kolayca hesaplanabiliyorsa Vg (x) operatorti norma gore yeteri kadar kicuk bir

operator ise
F(X)+F(X)=0 (9.17)

denkleminin yaklgik ¢ozimunun bulunmasi igin terimleri

X, = % ~[ KX 0] (R(X, )+ (%)), F1,2,.. (9.18)

biciminde veya

X, = % ~[ FOO)] " (R(%-) + F( %)), =1,2,.. (2.19)

biciminde tanimlanan iterasyon proseslerinden ibinskullanmasi faydali olur.

Ornegin, (2.19) prosesinin yakinsagina dairsu teorem ispatlanabilir.
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Teorem 2.2.3: X bir Banach uzayiF, : X - X operatoruS (%) X yuvarinda

JF — turevlenebilir vellx, yI S ( %)
IR0 -F ()| <04 x| (2.20)

olacaksekilde ¢, >0 sayisi veF/(x,) 0 L(X) operat('jr'unulﬂFl(x0)||_l tersi mevcut

ve

[FOOI™ = m|[ ROQT™ RO9|= 4 (2.21)

olacak sekilde m >0,7,>0 sayilart var olsun.F,: X - X operatori igin

OxO S (%) olmak tzere

R0l R <. (2.22)
ve Ox, yO S( %) i¢in
|F(0 = F(y)]| < £, %= (2.23)
olacaksekilde 7, > 0,¢, > 0 sayilari var olsun. ger

mfﬁi <1- 2”141071“72)

ve

50 =1_\/1_ 27151?71+/72)S r
me,

ise (2.17) denkleminin tek birx’0S (%) ¢ozimi vardir ve terimleri (2.19)

bicimnde tanimlanan iterasyon prose&sicozimiine
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q =1-/1-2m¢, @7, +77,)+ Ny,

olmak Uzere
e _
% —x] < g ) n=12. (3.24)

hizla yaklair.
Ispat:

a(x) = x=[F]™ R(3,

B9 =~[F0Q)] " F(9
ve

@x) =@ +@ (3, xJ S( ¥)

olmak Uzere (2.17) denklemi

x=@X)

denklemi seklinde yazilabilirgXx)  operatorinin S (%) yuvarini kendisine

dongsturdiguint gosterelim. Heflx”0 S (%) igin

@A) - % =[ E()] (RGO %) - K 3+ K )
—[F0)] " Fi(x) [ ] FLX)

esitli gi dogru olduzundan (2.20)- (2.22)s#sizlikleri kullanilarak

1
”(dx) - X)” SE nlﬁléf, 1,11,
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oldugu elde edilir. 5, say|5|%rnl£152—5+/71+/72=0 denkleminin kugik koku

oldugundan songtsizligin s& yani J, a ait olur. Bdylece

x'O S, (%)

icin |g(X) = %,| < &, ve dolayisiyla dag(S; (%)) O S, ( ¥) olur.
Simdi ¢(X) operatoriiniin S, (%) yuvarinda bir daralma operatorii obtuu

gosterelim. Herhangk, yUI §; ( %) icin

@A) - @ly) = x= y-[ FOO] ™ (K(3- B(Y)
—[F )] (F() = F(Y)

oldugundan (2.20), (2.21) ve (2.23)sdlar1 gergince
| -y < (meg,+ me )| =

esitsizligi ~ bulunur.  Dolayisiyla  mf¢2<1-2m/,(@7,+7,)  durumunda
m/,0,+ m¢ ,<1 oldusundang(x) operatoriS; (%) yuvarinda,

Q. :1_\/1_ 2”151Q71+/72)+ rn.[€ 2

katsayisiyla Lipschitz kalunu s&lar.

1_Ch :\/1_ 2”151Q71+/72)— rn.[€ 2

ve

(%) = %g|| < (1= o),
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oldugundan, (2.17) denkleminin tek bix”0 S, (%) ¢ozimd vardir ve (2.19)

seklinde tanimlanarfx ) dizisi x” gozimune (2.24) hizla yakla

2.3. Newton Metodunun Uygulamalari

2.3.1. Lineer olmayan cebirsel denklem sistemine M¢on metodunun

uygulanmasi

Newton metodu lineer olmayan cebirsel denklem msist® ¢6zUmunin

bulunmasinda kullanilabilir. Bunun igin

f,(X,....%,)=0
f,(X,.%,)=0 (2.25)
f(X,....%,)=0

denklem sistemini goz 6éntine alalim. boyutlu X =R™ uzayinda

FO) = (500 %0 ) T 00X D)0 O,
biciminde tanimlanark X — X operatori yardimiyla (2.25) sistemi
F(x)=0

operatdr denklemieklinde yazilabilir. xX® = (x,...,X?) baslangi¢ yaklaimi olmak

uzere

F'(xX)(x= X"+ F(X") =0

denklemi
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o, (x)

F'(x©) = B
X.

di,j=12,..m (2.26)

oldugundan

n, of (X7,..., X0 |
SO () = {0 40, 2 D

i=1

biciminde yazilabilir ve bu denklem sistemink=(x,...,%,) ¢0zimui 1.yaklgm

olarak kabul edilebilir vex® =(x®,...,x) seklinde gosterilir. Benzesekilde
sonraki yaklaimlar bulunur. Banach uzayinda Teorem 2.2.2 ye §&125) denklem

sistemi icingu teorem dgrudur.

Teorem 2.3.1:x¥ = (X?,...,Xx?) balangi¢ yaklaimi ve

fonksiyonlari igin;
1) (2.26) matrisinin determinanf = detF '(x® )# 0 ve

Alj=L..m

sayllari elemaninin kofaktdrt olmak tGzere

of, (X))
0x

13, . .
w;|A,||s m, j=1,...m;

2)

Dx,yDS()QO)):{x:(;( ..... XOR™ | x- ®|< rEL.., r}1
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noktalari igin

of of.
F - F (], =m {z{ L0 aﬂ =1. m}

< Lolx=.;

<o

3) H[F (COINCO )

4) 2myl 47,<1
olacaksekilde my, 7,77, sayilart mevcut olsun. Bu durumda

romogo :1_\/1_ 2md€ o< rm(f 0

ise (2.25) denklem sisteminin tek bir =(X,...,%x,)0 S (X ) ¢dziimii vardir ve bu

¢6zUm terimleri

] =1...mn=12.. veya kisaca

0 = [ FOO)] FO), 1=1.2,.

biciminde tanimlanan

X = (40, ) n=1,2, .

dizisinin limiti olarak bulunabilir.(x™) dizisi X ¢oziimiine

< (1_\/1_ 2rT’bg(ﬁo)q my

" Hw ) \/1_ 2myl 7,

M _
X 0
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hizla yaklair.

Problem 2.3.2:Baslangig yaklaimi x© = (x?x®) =(0,0) olmak tizere

2 432 +30%, - 31= C
{Xﬁxfr % (9.27)

X —2x,—-16%+1= 0
denklem sisteminin Newton metodu ile ¢6zUmunU budun
Cozum:

F(Q) = (X +% +30% - 31X~ 2%~ 16x+ 1), (X%
operatorii yardimiyla (2.27) denklem sisteR(ix) =0 operatorli denklengeklinde

yazilabilir. F operatorinunF — tlrevi,

2%, 2%,+3

FI(X):(—la 2, - 2

0
j,x=(>s, %)

matrisi old@gundan

F'(x(o))=(o 30 j

-16 -2/’
-1 -1
FIX(O) _1= 240 16’
[Foen]=| %
30
- 1 -31
Fx ] F(x© =(——j
(o] Fo (5. 55

olur. Buradan



froer]

axd L+t 1 _1
240 16’3 m

H[F(xmb]iF(%m)m—

:,70

olur.

f.(x) =X+ +30%— 31,
f,(X) =X -2x,-16x+1R* - R

fonksiyonlari icin

oldugundan’, =4 olmak tizere

||F-<x>—F-<y>||w=ma{ $[2h O 1,2}

_1‘ 0x 0x ‘
<lofx=l,
oldugu elde edilir.
2myl /1, = 26—225< 1,
eSS
My,
_15-4/101

4
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oldugundan Teorem 2.3.1 dolayisiyla (2.27) denklem sistin (R%]|]|.) uzayinin

S, (X”) yuvarinda tek bir ¢6zimui vardir. Bu ¢6zimir= (1,0) oldugu agiktrr.

2.3.2. Newton metodunun integral denklemlere uygulamasi

Lineer olmayan Fredholm integral denklemini goz aialalim. Buradaf (t,s, X)
surekli ve x desiskenine gore 1. mertebeden sirekli kismi tlrevepsafan bir

fonksiyondur. X = (C[ a .||, ) Banach uzayinda

FOOM=x0-[ f(ts X9 ds & & |

biciminde tanimlanarF X — X operatort yardimiyla (2.28) denklenft(x) =0
operatorli denklengseklinde yazilabilir. Bu denklem icin (2.5) Newtoterasyon

prosesku sekilde kurulur.x, O C[ a t] balangi¢ yaklaimi olan x,(t) fonksiyonu

F'(%)h ==F(X) (2.29)

denkleminden g (t) = x (1) = %,(9 bilinmeyen fonksiyondur) bulunur.

Problem 1.1.9 dolayisiyla

FOo)h=h(O-[ f(ts x(9) d (2.29)

oldugundan (2.29) denklemi ¢ekirgiek(t,s) = f (t s %(9) olan

h(t) - [kt 9h($ ds g

lineer integral denklemi bigiminde yazilabilir, lawala
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h(®) =% (0= %), %()=] (tIh(3 ds g,()
dir. Sonrakix,,, n=2,3,.. yaklgimlar
h®-[kEt9n(9 ds ()

denkleminden bulunur, burada

(1) = %,(9 = %19,
Gha() = F(6S %4(9) ds X, (X w2,

r >0 olmak Uzere

G={(t;s YOR*:as t < b- 1< x|

olsun. Teorem 2.2.2 dolayisiya teorem ispatlanabilir.

Teorem 2.3.8:x,(t) 0 C| a b baglangic yaklaimi ve f (t, s, x)fonksiyonu igin:

1) f(t,s,x) ve f (t,s, X)fonksiyonlariG Uzerinde surekli ve

D(t,S)D[a, qzve X1,X2D[—r,r]
icin
|fx(t,5,)g)— fx(t,S, )5)|S€0| X~ )EI;

2) R(t, 9 fonksiyonuk(t, s) = f (t, 5 %(9)cekirdesinin resolvantasi olmak tzere

max{z|R(t,s)| ds: O] a l}}s m;

3) g, = p,:
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4) g, =2(b-a)l+ m)l, p<1

olacaksekilde negatif olmayam,, 7, ve p, sayilari mevcut olsun. Bu durumda
(0 -a)(L+ m)l,=1-/1- g, < r(b- A)(L+ MY,

ise (2.28) denkleminink O § (%) tekbir cozimi vardir ve bu ¢oztm terimleri

() =] f(ts %, (9) ds | re,t{j €§ x€) & x( )}

n=1,2,..biciminde tanimlanan (x,(t))dizisinin limiti olarak bulunabilir
ve(x (1)) dizisix (t) ¢ozimlne
x|, <820 oy
J1-q,
hizla yaklair.
Gergekten, Teorem 2.3.8 qdlari altindallx, yOO § ( %)icin

[F00=F., < (b= 3L x|,

ve
[F o] <2+ m,
[[F o)™ Foo)|, < @ my n
ifadeleri d@ru oldwundan Teorem 2.2.2 dekim,/,nsayilari sirasiyla

1+m,,(b—a),,(1+ m) g sayilar olarak alirsak, Teorem 2.2.2 ninsidtarinin

saglandigl ve dolayisiyla Teorem 2.3.8 in galugu goralur.
Q(t,s, )= f(t s ¥— H(t s 3

ve

b

F.(0)(1) = x() - [ H(t s, x(9) ds

a

F,()(t) = -[Q(t,s, x(9) ds

olmak Uzere (2.28) denklemini
F(X)+F,(X)=0 (2.30)
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seklinde yazalim. Bu denklem icin (2.19) iterasyorogesi su sekilde kurulur.

XODC[a,tjherhangi bglangic yaklaim olmak Uzere birinci yakiam olan
X, (t) fonksiyonu

F1'(Xo)hi: Fl(XO)_ Fz(xo) (2.31)
denkleminden bulunur.h(t) = x () — x,(9) bilinmeyen fonksiyondur)

F ()N = () = [ H(t s %(9) h( $ d

oldugundan (2.31) denklemi (;ekirgief((t, )= H.((ts %(9) olan

b

h () - [k(t,)h(9 ds= g(}

a

lineer integral denklemjieklinde yazilabilir, buradi, (t) = x,(t) = X,(t) ve

() =[H(ts %(9) ds | QtsH B ds &)

dir. Sonrakix (t),n= 2,3,...yaklasimlar

b

h, (1) = [ k(t, ) h(9 ds= g.(X

a

denkleminden bulunur. Burada,, (t) = x,(t) - x,_,(t) ve

gD = [H(ts, x (9 dst [ Atsx, (B ds x()f 72,3,

Teorem 2.2.3 dolayisiylau teorem ispat edilebilir.

Teorem 2.3.9: X, ()0 C[a, b] baslangic yaklaimi ve
H (t,s, x),Q(t, s, X
Fonksiyonlar igin

1) H(t,s, X)ve H,(t,s, X fonksiyonlari G lzerinde surekli ve

0(t,s)0[a, b]*ve Ox,, x, O[-r,r] igin

[H, (t,s, %)= H (ts, %)< o] x= %|;
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2) |52(t, 9 fonksiyonu I;(t,s) = H,(t, s x%(9)cekirdginin rezolvantasi olmak

uzere

max{Jlz Ii(t,s* ds: 0 a t}}s m;
3) [FO). < po
4) max{“Q(t,s,xj ds:O[ a B x x(3§< }SI]},;

5) O(t,s)0[a, b]*ve Ox,, x, O[-r,r]icin

Q(ts %)= Qt s %)< L] x= x;

6) g, =1-2(1+m,) (b- a),(p+7,)> (m L)?olacak sekilde negatif
olmayanm, ¢, p,./7 o, L, sayilari mevcut olsun.

Bu durumda (1+m)(b-a/d,=1-/1- g < r(+ m)(b- &, ise (2.30)

denkleminin tek birx' O S;, (%) ¢6zumu vardir ve bu ¢oztm terimleri

X, ()= [H(t s x. (9 ds [ Atsx, (B o

+[R(L9[H(SE, 1. @) &+ A, 6 €) 8- (s

n=12,...

biciminde tanimlanarfx, (t)) dizisinin limiti olarak bulunabilir ve

d, =1-4/1-q,+ 1+ my)(b- a)L,
olmak tzere(x (1)) dizisinin X ¢ozimiine yakkma hizi

d,

e )R )

-] <

esitsizligi yardimiyla verilir.

Gergekten, Teorem 2.3.9'ungdlar altindall x y O S, ( X, ) i¢in
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|F. () = Fi ()|, < (b= @),
ve

<1+ m,,

0

H[ Fl'(xo)J_1 < 1+ m, p

olur. Ayrica,x, yO S ( %) icin

[F ()] F(%)

0

[F ] Rt = @ mom,
vellx, yO S( %)icin
70 = R0l < oo alx= .
Ifadeleri d@ru oldusundan Teorem 2.2.3 teki,ms,,n7, ve ¢, sayllar olarak
sirasliyla
(b-a),, 1+ m,(+ m) g, &+ M), ve (b-a)L, sayllarini alirsak Teorem 2.2.3 {in

kosullarinin sglandigl ve dolayisiyla Teorem 2.3.9 ungtalugu goralir.

Teorem 2.3.8 in kaillar x, balangi¢ yaklaimin (2.28) denkleminin ¢éziimiine

yeteri kadar yakin oldiu durumunda sdanabilir. Benzer durum Teorem 2.3.9 igin
de gecerlidir. Bu nedenle s6z konusu 6gellisahip bglangic yaklaimlarin iyi
secilmesi 6nem tamaktadir.

Eger Teorem 2.3.9 da adi geceéh(t,s, X) fonksiyonu f (t, s, X)fonksiyonuna yeteri

kadar yakin bir fonksiyon ise
b
X(t) = [ H(t,s, x(9) ds (2.32)

denkleminin ¢oziminidn (2.28) ve (2.30) denklemilgn baglangic yaklaim olarak

kabulli faydal olur. Orngn, H(t,s, X)fonksiyonu olarak f (t,s, X) fonksiyonunun

herhangibir tam ortanormdt, (s)),., fonksiyonlar sistemine gore

f(t,s, x):kil £(t )W (9
Fourier serisinin m. Kismi toplami, yani
H(s 9= f(L w9
fonksiyonu secilebilir. Bu durumda (2.32) denkledgjenere cekirdekli bir lineer

integral denklem oldgundan bu denklemirl%{(t, g resolvantasi kolayca bulunabilir.
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Ornek 2.3.10:
t 1
x(t) :J[1+Ex2(s)sints} ds (2.33)

0

integral denklemi igin birx,(t) baslangi¢ yaklaim bulalim.

S
+

sints = st- - ...
6 120

Taylor formulinden yararlanarak(t, s, X) = 1+% ¥ sintsfonksiyonuna yakin olan

H(t,s, x) = 1+%tsx2

fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda (2.32) denklemi

1

x(t) = J[1+%tsx2(s)} ds (2.34)

0

biciminde olur. (2.34) denkleminin ¢b6zimu

1 ¢ )
cC = Z_J; sx“(s) ds (2.35)

olmak Uzere x(t) =1+ ctseklindedir. x(t)'nin bu ifadesini (2.35) te vyerine

koyarsak

3c’-16¢c+6=0
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denklemi elde edilir. ¢=0,405887 bu denklemin bir ¢ézimi ol@gundan
%, (t) =1+ 0,40588T fonksiyonu (2.33) denklemi i¢in bir Blangi¢ yaklaim olarak

secilebilir.

Problem 2.3.11:x,(t) =0, 9%t baslangic yaklaim olmak tzere;
h 3
x(t) = j ts¥( 9 ds--, (2.36)
0

integral denklemini Newton metodu ile ¢6ziniz.

C6zim: Teorem 2.3.8 in kaullarinin gerceklengini gésterelim.

f(t,s, x) =tsXvef (t,s, X) = 2tsxfonksiyonlari

G ={(t,s, )OR*:0< t< 1,05 s< 1700 < X< oo}
tizerinde strekli oldgu ve 0(t, ) 0[0,1° ve x,, x, 0 (-0, )igin

[f (ts, )= f(ts %)=2t3 x— x<2 x ¥

oldugu aciktir. Boylece ¢/, =2oldugu elde edilir. Simdi x,(t) =0,9tbaslangi¢
yaklasim olmak uzere  k(t,9)= f(t s %(9)=1.8t5¢ekirdeinin R(t, 9

rezolvantasini bulalim. Bu nedenle

F(x)(t) = x(t)—J(l:tsxz( 9 ds—% 1

biciminde tanimlanafk :C[0,1] -~ C[0,] operatériiniin,(t) =0.9%t  noktasinda

F —turevi

F'(x)h=h(t)-2[tsx(9 K $d
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=h(t) —1.8Jl'ts2 h(9 ds
0

oldugundanq(t) O C[O,]] herhangi bir fonksiyon olmak tzere

h(t)—1.8i ts’h(s)ds= 9 (2.37)

0
lineer integral denkleminin ¢Ozimundn bulunmasieger (2.37) denkleminin
QGZUml','C:j.SZF(Q d¢ olmak Gzeré(t) =1.8ct+ q(t) biciminde oldgu gorulir. Bu
0

c sayisini bulmak igin

h(s) =1.8cs+ q( 9

esitli gini s°ile carparak bulunansideligin[o,]] Uzere integrali alinmasi gerekir.

iszh(s)dszl.Sq% S K 3 dsi ’s Q)s ¢

oldugu ve dolayisiyla

20
cC=—

s?q(s) ds
1 q( s)

ot—r

bulunur. Béylece, (2.37) denkleminin ¢6zimu

h(H) = a(n)+ > [ ts7a( 9 d

olur. BuradarR(t, ) :i_(ls t$ oldusu goriilir.

¢ 12
J;|R(t, s)| ds= 11!

oldugundan
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max{ﬂk(t sjdsofo, ]]} o

olur. Ote yandan

9 811+_3t: 21t

t —_— =
9.(V) = 10 100 4 4 400

oldugundan
21 21
= maxy——=t:td]o0, —
Boylece/, =2,m, = 1—2 po-ﬂveb a=1 oldugundan
400
_ 11109 _
=2(b-a)(l+ my)*/
o = 2( ) 0) Lo P = 5705
110-v991

oldugu gorultr. Bu durumda Teorem 2.3.8 dolaylswga;Tolmak Uzere

(2.36) denkleminin (t) O §, (%) tek bir ¢6zumu vardir ve bu ¢ozum terimleri

x(t)-—+tjsy€ (9 ds+ f 8| = xi( B+ & X(8) @+§ }s (

biciminde tanimlanar(x, (t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir v, (t))
dizisi X (t) = t¢dzimiine

X, — X

n

460 ,110-+/ 99])

<
‘ ® \/991( 110
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hizla yaklair.

Problem 2.3.12: x,(t) = 0,01+ cos 27t balangic yaklaimi olmak tzere
T 1
x(t) = —Ejtsin 2rsx’ (s)dst cos 27 (2.38)
0

integral denklemini Newton metodu ile ¢ozunuz.

COzum: Teorem 2.3.8 in kallarinin gergceklengini gosterelim.
f(t,s, x) = —%tsin 2T s¥

ve
f . (t,s, X) = —mtsin 2 sX

Fonksiyonlari

G={(t.;s,)OR®:0< t< 1,0 s 1w < X< +w)}

tizerinde strekli oldgu ve 0 (t, s) 0 [0,1]" ve x,, x, O (-, +w ) igin

fot,s,x)= f(ts x)=misin2r §| x- ¥<m| x- ¥

oldugu agiktir. Boylecé, = 77 olur.
Simdi k(t,s)= f(t, s x(9)=-m78in27 0,0k cosZ scekirdesinin

R(t, 9 resolvantasini bulalim. Bu nedenle
T 1
F (X)(t) = x(1) +EJ' tsin 277s¥ () ds- cos a1
0
biciminde tanimlanaf& : C[0,1] - C[0,] operatoriiniirx () noktasinda’ - tiirevi

1
F ‘(%)= h() + 7z tsin 27 s h( 9 d
0



75
1
=h(t)+ nj tsin 27s(0,0% cosZs h 6 )
0
oldugundanq(t) O C[O,]] herhangibir fonksiyon olmak tzere

h(t)+njl'tsin 2rs(0,01+ cosZrs h 6)ds q(t (2.39)

lineer integral denkleminin ¢Ozimundn bulunmasieger (2.39) denkleminin
¢ozumi

Cc =

O =y

sin 2rs(0,01+ cosZrs h (s)d¢s

olmak lzereh(t) = —7rct+ t) biciminde oldgu gorulidr. Buc sayisini bulmak igin
h(s) =—mcst  $esitligini sin27s(0,0H cosZs ile carparak bulunan siligin
[0,]] Uzerinde integrali alinmasi gerekir. O zaman

Jl.sin 2rrs (0,01 cos@s h 6 Xs

1
= —ncj 9(0,01+ cos 2rs )sin Z sd-
0

1
+ j (0,01+ cos 2rs )sinZsq 6 X (2.40)
0
oldugu ve

1 1 1
J's(0,01+ COS Zrs )sin sds= O,qls sime Sd-BI SCOF2 S SiT2 ¢
0 0 0

1 1
=0,01.6— )} (—
( 271) € 871)
13
1007



oldugundan (2.40) gtli gi dolayisiyla

100J'(O 01+ cos2rs )sin 2Zrsq (5 )ds

olur. Boylece, (2.39) denkleminin ¢bzimiu

h(t) = q(t) —Mzaﬂt(o 01+ cos2rs )sin Zrsq (s)ds

olur. BuradanR(t, s) = —%T 0.0+ cos2rs)sin & soldugu goraldr.

10077 101

§|O 01+ cos2r § sinZ § ds —— 57

1
I|R(t, g ds= -
0

oldugundan

i : 101
max{£|R(t,s)| ds: t0 [0]]} <57

ve dolayisiylam, :18171 oldugu gorular. Dger taraftan,

ﬂl

g, (t) = xo(t)+5jtsin 27rs¥ (9 ds- cos2r t
0
n_l

= 0.01+Ej't sin2rs (0.0% cos2s’)s
0

T 1 1

=0.01+ (0.0lﬁztj' sin Zrsds+ 0.0itJ' sinves cos2sd
0 0

1
+ +7—27J'tsin2nsco§ 2rsds
0

=0.01

oldugundar||g .||, = 0.01

76
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Boylece/, = m,m, = 18171 P, = 0.01,b- a= loldugundan;

35344 <1

=2(b- a)(1 20 =
gy =2(b-a)l+ m)/, R 378450

olur. Bu durumda Teorem 2.3.8 dolayisiyta= 87 (1—‘/17155§olmak lzere
1887 18922

(2.38) denkleminin tek bix (t) 0 S (%) ¢dzumu vardir ve bu ¢dzum terimleri

1
x, (1) = —%tjsin 2rrsx._, (s)dst cos 27 t
0

100
+
87

1
tJ' (0.01+ cos 2rs )sinZrs
0

xn_l(s)+%jsin 27 X (£ )dE - cosm% ds,re 1,..

biciminde tanimlana(x,(t)) fonksiyon dizisinin limiti gibi bulunabilir ve disi,

X" (t) = cos 2Tt ¢oziimiine

R 47 189925 174555
xn—xH < él— n=1,...
» 2175V 17455 189225

hizla yaklailr.

Problem 2.3.13: x,(t) = Obaslangi¢ yaklaim olmak tzere

n — 2:

x"(O)=[x(]" = f(t),0st<1, (2.41)
x(0)=x(1)=0

sinir-dger problemini Newton metodu ile ¢6ziniz. Burade(t),[O,J]Uzerinde

surekli bir fonksiyondur.
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Cézum: Bilindigi gibi
—-x"(t) = g(t), x(0)= x(1)=0

sinir-dgger problemininC?[0,1] den olan ¢dziimi

S(1-1), 0< s< t< lise

M(t,s) = .
t(1-9S), 0< t< s< lise

olmak uzere

2(t) = [ M (t,5) g(9 ds
biciminde oldgundan (2.41) problemC[0,1] uzayinda
x()=-[M(t9)[x(9] ds-[ M1t3 (¥ d (2.42)

lineer olmayan integral denklemine denktif.(t,s, X)=—M(t, ) X fonksiyonu ve

onun f (t,s, X) =—-2M(t, s) xkismi turevi,
G={(t,;s,X):0< t<1,0< s 170 < X< o}
tizerinde stirekli oldgu ve 0(t, ) 0[ 0,1 vex,, x, 0 (-e0,00) igin
[ fo(tis %)= f(ts %)= 2M(t 9] x= H<| ¥

vel, =1 oldugu agiktir.

FOOM) = x()+[M(t9[x9]" d-[ Mt} € d
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biciminde tanimlanan F:C[0,1] — C[0,joperatériiniin  x,(t) = Onoktasinda

F —turevi
1
F (%) h(t) = h(t)+2f M(t,s)x(9 H $ ds Q)
0
oldugundanF '(x,) = | birim operatdrdir. Dolayisiyla

R(t,9=0vem,=0

olur. Diger taraftan,

go() = ~F(%,)() == M(t, 9) f(9 d

oldugundan
1
lgal., <. max{f M (t,s)ds.: 0< t< J}
0
olur.
1 1 1 1
[M(t;s)ds=] €1- dsr | @ 3 ds > (1- X
0 0 0 2
oldugundan

1
ool < Sl

ve dolayisiylap, = %” f ||, olur. Boylece,

1 1
A = 2(b- )1+ m ) pto = 22 Al =2 .
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olur. Eger%” f|., <1 ise Teorem 2.3.8 dolayisiyld ||, < 4 ise (2.42)

[

denklemininr, =1- 1_T olmak iizere tek birx O § (%) ¢O6zimu vardir ve
bu ¢6zim
1 ) 1
() =-[M(ts)[x.(9] ds-[ Mt3 ( pdsnLz2,.
0 0
biciminde tanimlana(x, (t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir v, (t))

dizisi X' 0§ (%) gbzimine

[T
4 )1

\/_Ilfllw 8
4

X, = X|_ < | fll..n=1,2,...

hizla yaklair.

Problem 2.3.14:
1
P 1
O() = [etel ™) gs+ / t- —[ &1 -1 2.43
(t) j Vi —| ] (2.43)

integral denklemini Newton metodu ile ¢ozunuz.

COzum: D(t):\/t_ fonksiyonu(2.43) denkleminin bir ¢6zimU ofgundan

X(t) = 0fonksiyonu
1
X(t) _ J‘ es(tD) [ e—2«/§(s)- (9 _1j| ds= 0 (2_44)
0

denkleminin bir ¢ozimu oldiw acgiktir.

H (s, x) = e2Vs* % 1,
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Q(t, s, X) = (1- 8V (e>/sx % _1)

ve

F.() = x() = [ H(s x(9) ds

F,(0(1) = x() - [ Q(t s X 9) d:

olmak Uzere (2.44) denklemini
F(X)+F(x=0 (2.45)

operatorli denklergeklinde yazabiliriz. Teorem 2.3.9 unskdlarinin gerceklgigini

goOsterelim.0<r <1 olmak Uzere
%05, (6) = { x1 0.4 | 4, < %}
2

ve
G :{St,s, X)OR®:0< t,s< 1, % (s)—%s X x( $+r_2}
olsun.

H (s, x) = e2Vs*x ¥ 1,
H, (s, x) = —2(s+ x) e?Vs~

fonksiyonlarinirG  Gzerinde surekli olduklar aglktlr.g(x)=—2x/§<— X olmak
tizereJs[0,]] verl,XZD[xo(s)—%, % ( $+L2} icin

Ho(s,%) = Ho(s ) = 26/ s+ (&% = EY)+2( e ¥ €

olur.
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9(x) - 9(%)=-2vs(x- %) - ( x- %( x+ ¥ olduzundan,

herxl,xzﬂ[xo(s)—%, x%( $+L2} (0 €1icin

eg(xz) Sl,

[90%) = 9(%)| < 21+ Nx = x|,
‘eg(xl) - eg(xz)‘s 2(1+ r)| X - X2|

bulunur. Bu nedenléls0[0,1] ve icin Ox, XZD[XO(S)—LZ, %( $+L2} (0< 1) igin

[H, (s, %)= H,(s %)< 2(1+ 2(1+ rf ) x— %]

olur. B('jyleceﬁ_'O =2(1+ 2(1+ 2(2r § Jolur. x, 00 S (8) bir baslangi¢ yaklaim
2

olmak iizerek(s) = H, (s %(3)= -2 s+ x( B &°* ¥ cekirdaginin

Igz(s)rezolvantasml bulalim. Bu nedenle
1
F.O0() = x() = [ H(s X(9) d
0
biciminde tanimlanarf, : C[0,1] - C[ 0,1 operatériiniinx, (t) noktasindar - turevi
1
F (Xo)h(t) = h(D) +2[ (V's+ % (9) &V |y 5 d
0
oldugundamg(t) 0 C[0,1] herhangi bir fonksiyon olmak tizere

h(t)+2f (Vs+ % (9) €240 I 5 ds @) (2.46)
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lineer integral denkleminin ¢ozumunin bulunmaseger (2.46) denkleminin
1
goziimic = 2[ (/s + %(9) g2 % (803 1 ¥ ¢ (2.47)
0

olmak Uzerda(t) = q(t) — ¢ bicimindedirh(t) ‘nin bu ifadesini (2.47) denkleminde

yerine koyarsak
1 1
0 0
denklemi elde edilirx, O S (6) bslangi¢ yaklaim igin
2

T(%) =1+ Zf (Ws+ % (9) ¥*7%0 dg 0 (2.48)

kosulu sa&lansin. Bu durumda

= Tix )j(ﬁ+ X(9) e ¢ 3 d

oldugu gorulir. Boylece(2.46) denkleminin ¢ozumu

R(s) = (N s+ x(3) e i0

T (%)

olmak Uzere
h®) =[F0o)] " a)=a9+[ R3¢} d

bulunur.



84

ﬂ(\/—s+ x( );)‘ BYsx(9-%(9

= 2
ﬂmahmsh“mo

oldugundan Teorem 2.3.9 daki, sayisi olarak

H(\/—S-'- % ( 9)‘ g2Vsx (9-%8(9 (.

= ]
alabiliriz.
P = max{ X, (t)—j (250 (97 £ (3 _ l)d% : E[O,i}}
0
ne -max{‘l— s(t= 1)‘ g 2Vsa- K03 _ j(ds:ﬁ][o,i | x(sk }
diyelim

Her(t,s)0[0,4" ve Ox, x, O[-r,r]igin

Q(ts, %)~ Q(t s %)= |- &)~ g*))
< 2(e-1)(1+ r)x = x|

oldugundan Teorem 2.3.9 dakj sayisi olarak'o = 2(e—1)(r + 1)alinabilir.

Boylece, Teorem 2.3.9 dolayisiygl] S () baslangi¢ yaklaimi igin (2.48) kaulu
2

ve
— 7% 7, o7
dp =1-2[ 1+ my) | (P, +77%)
> (Mg ()%,
(1+m_(’))E50:‘\/1_q_'0

A
<r(1+m))—=2
( )2
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esitsizlikleri gergekleniyorsa (2.45) denkleminin ték x (t) =0 ¢cozumu vardir ve

bu ¢6zim

R(s) = s+ 52V5% (9 % (9
(s) T(Xo)( %(9)
olmak lzere terimleri
1

x (t)= - J’ e (1 - g2V (975" (9 gg
h 2
- [R(9)| %4 5)+I gD (1- @l ai} ds 7 1,2,...
0 0

biciminde tanimlana(x,(t)) dizisinin limiti gibi bulunabilir vex, (t)) dizisinin

x*(t) = 0goziimiineg, =1-/1- d, + (1+ n,) L, olmak tizere

Ix, Il = (q L

2

(L+my)(py+ny),n=1,2,

hizla yaklair.

Problem 2.3.16:

-x"(t)+ f(t,x(t))=0,0<t< 1
{x(O)(z) a,, E((l)(=)2/ (2:49)
sinir-dger problemini Newton metodu ile ¢oziinlz. Buraddt,x)ve f, (t,x)
fonksiyonlari

G ={(t, X)OR?:0<t<s1l-w<a < +oo}

Uzerinde surekli fonksiyonlardir.
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Cozim: X =C?[0,]] ve Y =C[0,1] *R?olsun. xO X ve

y=(q d, d,)0 Yelemanlarinin normlari sirasiyla

X, =1+l I =ldl. +v o + &
biciminde verildginde(X, |l ) ve (Y, ) Banach uzaylar oldu agiktir.
F(x)={-x"()+ f(t,x(1); x(0)-a,, x(1)-a,} (2.50)

biciminde tanimlananF X - Yoperatori yardimiyla (2.49) probleff{x)=0
operatorlti denklemngeklinde yazilabilir.F X - Yoperatoérinunlx, J X noktasinda

F - tlrevlenebilirdir ve
F(x)h={-h"()+ f,(t % (9) h(9: hO), h(L}
olur. Heru vO X igin
Fr(uyh-F'(vyh={[ f(t u(9) - f(t 9] (9:0,0}
Oldugundan
|F "(uyh= F'(v)h|< L||h| (2.51)

olur, burada

L=max{|f ¢.ut)-f ¢ve):t0[0]}
X uzayindar >Qyaricaph

S (%) ={xa x:|x ¥, +| %~ Y.<}
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yuvarina bakalim. ger herhangii, v S, ( %))

| (tu(0) — f (L V(D) < Ju()) - (D)

olacaksekilde | > 0sayisi varsa(2.51)ksizligi geresince Ou, v S ( %) igin

[F )= FWll .y < £flu- iy

bulunur. 77=0yeteri kadar kiiglk sayr olmak UzerdF ()|, <7 olacak

sekildex, 0 X fonksiyonu mevcut olsun. (2.50) dolayisiyla bu

%"+ £ O, +4/ 06 (0)=ao ¥ + (6 W)-a, F <7
olmasi demektir. Hey = (q,a,,a,)0Y igin

—h"(t) + f,.(t, X, (1)) h(t) = a(t)
h(0)=a,,h(1)=2a,

lineer sinir-dger problemininh { )1 X ¢6zUmu icin

Il < mdldl) + Va5 +ay = m|

olacak sekildem>0 sayisi Varolsun. BMF'(XO)]_lH <m olmasi demektir. Bu
XY

durumda

< mng
X - X

I[F )] F o)

olur. Bser g =2n7n¢ < lise Teorem 2.3.8 dolayisiyla
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h=0A-+/1-q)/mi<r

olmak tizere(2.48) sinir ger probleminin tekx" 0 S, ( %) ¢ozumu vardir ve

=X () + (6 %) X, () = (6 %(0)%()- f(t x,(D),
x,0)=a,x%,,O=a,,n=0,1,..

lineer sinir-dger problemlerinin ¢ozimlerinden ghkn(x,(t)) fonksiyon dizisi

x'0 S (%) ¢ozUmune

(1-1-q)" m?n

1-q

X —XDH <
X

n

hizla yaklair.



BOLUM 3. SONUC VE ONERILER

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢ozimdilEiaMuhendislik vb. gibi bir
¢cok alanda temel bir sorundur. Bu denklemlerin =i ¢ozimindeki zorluk
yaklasik ¢6zum yontemlerini 6ne cikarghr. Newton metodu bu denklemlerin
yaklasik ¢coziimlerinde kullanilan laca yontemlerden biridir.

Yaklasitk ¢O6zim yontemleri gunumuzde pratik anlamda da blprolere
uygulanmaktadir. Bu sebeple yaytla sonucun gercek sonuca yakgnlioldukca
onem kazanngtir. Newton metodunun bu anlamda kuvvetli bir yomtelduzu
gozlenebilmektedir.

Bu calsmada 6nce Newton metodunun operatorli denklemhggalanabilmesi igin
gerekli olan operatdrlerin tirevlenmesi izah edildaha sonra Newton yonteminin
lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemlewgygulanmasi teoremler
yardimiyla ifade edildi ve birka¢ problemle uygukangdsterildi. Ayrica ekler
kisminda birtakim problemlerin  ¢bzimu igin  Matheiweat programlari da

bulunmaktadir.
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EKLER

Problem 1:

y"(t)+siny(t)=0 y(0)=1 vy '(0)= Odiferansiyel denklemini Newton metoduyla
¢Ozunuz.

Problem 1 i¢cin Mathematica programi:

result=NDSolve[{y"[t]+ Sin[y[t]]==0,y[0]==1,y'[0]=0},y.{t,0,10}]
Print["Mathematica C6zimu"];Pgercek=Plot[y][t]/.rést,0,10}]

(************************* 1 . yakl a SI m***************************)

r1=NDSolve[{h"[t]+Cos[Cos[t]]*h[t]==Cos][t]-Sin[CoH]],h[0]==0,h"[0] L 0},h,{t,0,10}];
gl[t_J=h[t]/.r1;y1t J=gl[t]+Cos]t];

Plot[y1][t],{t,0,10}]

e RV Y IRk kR kAR
r2=NDSolve[{f"[t]+Cos[y1[t]]*[t]==-y1"[t]-Sin[y1[t]],f[0]==0,f[0]==0},f,{t,0,10}];
g2t _|=f[t)/.r2;y2[t_]=g2[t]+y1[t];

Plot[y2][t],{t,0,10}]

e RV N Y GIM*FFHR Rk kR )
r3=NDSolve[{h3"[t]+Cos[y2[t]]*h3[t]==-y2"[t]-
Sin[y2[t]],h3[0]==0,h3'[0]==0},h3,{t,0,10}];

g3[t_|=h3[t}/.r3;y3[t_]=g3[t]+y2[t];

Plot[y3[t],{t,0,10}]

(********************4 yakl a s | m****************************)

r4=NDSolve[{h4"[t]+Cos[y3[t]]*h4[t]==-y3"[t]-
Sin[y3[t]],h4[0]==0,h4'[0]==0},h4,{t,0,10}];
g4[t_]=h4[t]/.r4;yAlt_]1=g4[t]+y3[t];
Plot[y4][t],{t,0,10}]



(****************'k************ FAR K G RAF IK L E R1************************)

Print["Mathematica ¢ozimu ile 1. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t]/.result)-y1][t]],{t,0,10}]
Print["Mathematica ¢ozimu ile 2. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t]/.result)-y2[t]],{t,0,10}]
Print["Mathematica ¢ozimu ile 3. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t]/.result)-y3[t]],{t,0,10}]
Print["Mathematica ¢6zimu ile 4. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t])/.result)-y4[t]],{t,0,10}]

4. Yaklagsim Newton ¢6zimu:

1.0

05

10+
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Mathematica ¢ozumi ile 4. yaklenin mutlak farki

2.7710 6+

157710 6

1.710 6

5.0710 7

2 4 6 8 10

Problem 2:
BAVASHOESS
y(0)=0 O<t<1
y)=0

diferansiyel denklemini Newton metoduyla ¢ozlnuz.

Problemin Mathematica C6zumu:

result=NDSolve[{-y"[t]+ t*y[t]*2==t"3,y[0]==0,y[1F=0}y.{t,0,1}];
Print["Mathematica C6zumu"];Pgercek=Plot[y[t]/.réss,0,1}]
i YU Ik k)
ri=NDSolve[{-h"[t][1t"3,h[0]==0,h[1]==0},h,{t,0,1}];
g1[t_]=h[t}/.rL;y1[t_]=g1[t];

Plot[y1[t],{t,0,1}]

i RV Y IRk kR
r2=NDSolve[{-h2"[t]+2*t*y1[t]*h2[t]==y1"[t]-
t*y1[t]*2+1"3,h2[0]==0,h2[1]==0},h2,{t,0,1}];g2[t_Fh2[t)/.r2;y2[t_]=g2[t]+y1[t];
Plot[y2[t],{t,0,1}]

(FrkmrrRkRrkR 3 yakla IRk kR
r3=NDSolve[{-h3"[t]+2*t*y2[t]*h3[t]==y2"[t]-
t*y2[t]"2+t"3,h3[0]==0,h3[1]==0},h3,{t,0,1}];g3[t_Fh3[t]/.r3;y3[t_]=g3[t]+y2[t];
Plot[y3[t],{t,0,1}]

(********************4 yakl a s | m******************************)

r4=NDSolve[{-h4"[t]+2*t*y3[t]*h4[t]==y3"[t]-
try3[t]"2+t"3,h4[0]==0,h4[1]==0},h4,{t,0,1}];94[t_EhA4[t]/.r4:y4[t_]=g4[t]+y3[t];
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Plot[y4[t],{t,0,1}]

(****************'k************ FAR K G RAF IK L E RI*************************)

Print["Mathematica ¢6zimu ile 1. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs][(y[t]/.result)-y1][t]].{t,0,1}]
Print["Mathematica ¢6zimu ile 2. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs][(y[t]/.result)-y2[t]].{t,0,1}]
Print[*"Mathematica ¢6zimu ile 3. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t])/.result)-y3[t]],{t,0,1}]
Print["Mathematica ¢6zimu ile 4. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t]/.result)-y4[t]],{t,0,1}]

4. Yaklagsim Newton ¢6zimu:

0025;
oozo;
0015;
0010;

0.005

0.2 04 0.6 0.8 1.0



Mathematica ¢6zimd ile 4. yaklenin mutlak farki:

50110 7*
4.1110 77
3.0110 7*
2.0110 77

1.010 7+

0.2 04 06 0.8 1.0

Problem 3:

% (1) =%T.[tsin orrs¥ (3) ds cos 2r

integral denkleminix,(t) =0.01+ cosZit balangi¢ yaklaimi ile Newton metodu ile
¢Ozunuz.
Problemin Mathematica ¢ézimu:
a=0;b=1;NN=5=1;h=(b-a)/(NN-1);d=h/2;k[x_,y_]:=1-3*x*y;f[x_]:=x3;
KK=Table[0,{NN},{NN}];Do[KK][i,1]]=d*k[a+(i-1)*h,a] ,{i,1,NN}];
Do[KK][i,NN]]=d*k[a+(i-1)*h,b]{i,1,NN}];
Do[

Do[

KKI[[i,jl]=2*d*k[a+(i-1)*h,a+(j-1)*h]

{i,2,NN-1}]

{i,1,NN};
ff=Table[0,{NN},{1}];Do[ff[[i,1]]=f[a+(i-1)*n],{i,1 ,NN};
A=KK- X\ *IdentityMatrix[NN];
sol=N[Inverse[A].ff]; z=Table[0,{NN},{2}];Do][z[[i,1]]=a+(i-
1)*h;z{[i,2]]=sol[[i,1]].{i,1,NN}I;
Print["C6zim=",z//MatrixForm];
Print["Katsayilar Matrisi=" MatrixForm[A]];Print["8g Taraf" MatrixForm[ff]];
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Print["Katsayilar matrisinin inversi=" MatrixFormjVerse[A]]]
ListPlot[z,PlotJoined->True] Plot[z,{x,1,5}]

03-
04
05 -

0.6

Problem 4:
y')-y@®=t
y(0)=0 O<t<1
yd)=0
Diferansiyel denklemini Newton yéntemiyle ¢6zinuz.
(* Baslangi¢ yaklaimi yO[t]=t *)
result=NDSolve[{y"[t]-y[t]*3==t"2,y[0]==0, y[1]==0,y,{t,0,1}]
Print["Mathematica C6zumu"];Pgercek=Plot[y[t]/.résis,0,1}]

(*************************1 yakla sl m************'k**************)
r1=NDSolve[{h"[t]-3*t"2*h[t]==t"3,h[0]==0,h[1]==0}h,{t,0, 1}];

g1t J=h[t}/.rLy1]t |=g1[t];
Plot[y[t]{t,0,1}]

(********************2 yakl a s | m******************************)
r2=NDSolve[{h2"[t]-3*y1[t]*2*h2[t]==-
y1"[t]+y1[t]*3+t"2,h2[0]==0,h2[1]==0},h2,{t,0,1}];

92[t_J=h2[t)/.r2;y2[t_]=g2[t]+y1[t];
Plot[y2[t] {t,0,1}]

(***********************3 . yakl a s | m*******************************)

0.2 04 0.6 08

96



r3=NDSolve[{h3"[t]-3*y2[t]*2*h3][t]==-
y2"[t]+y2[t]*3+t"2,h3[0]==0,h3[1]==0},h3 {t,0,1}];
g3[t_I=h3[t}/.r3;y3[t_]=g3[t]+y2[t];

Plot[y3][t],{t,0,1}]

Ny Y PO ————
r4=NDSolve[{h4"[t]-3*y3[t]*2*h4][t]==-
y3"[t]+y3[t]"3+t"2,h4[0]==0,h4[1]==0},h4,{t,0,1}];
ga[t_I=h4[t]/.r4;y4[t_]=g4[t]+y3][t];

Plot[y4[t] {t,0,1}]

(***************************** FA R K G RA F IK L E R 1**************************)

Print["Mathematica ¢6zimu ile 1. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t]/.result)-y1][t]],{t,0,1}]
Print["Mathematica ¢6zimu ile 2. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs[(y[t]/.result)-y2[t]],{t,0,1}]
Print["Mathematica ¢6zimu ile 3. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs][(y[t])/.result)-y3][t]].{t,0,1}]
Print["Mathematica ¢6zimu ile 4. yaklenin mutlak farki"];
Plot[Abs][(y[t]/.result)-y4][t]].{t,0,1}]

4. yaklaim Newton ¢ozimu:
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Mathematica QO%UmU ile 4. yaklenin mutlak farki
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