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ONSOZz

Fark denklemleri, tabiattaki oyumlarin dgal tanimlamalari olarak ortaya cikar.
Cunkl; zamanin dgsim gegiren dgiskenlerinin ¢gunun 6lguimleri ayriktir ve bu
tur denklemler matematiksel modeller olarak kendjldyina 6nemlidirler. Daha
onemlisi ise; fark denklemleri diferansiyel denklerde ayriklatirma
problemlerinde de ortaya cikar. Fark denklemlewritendeki sonuclarin gm
diferansiyel denklemlerdeki ilgili sonuclarisag yukari benzerdir. Bu 6zellikle
Liapunov’un denge teorisinde glmdur. Yine de fark denklemleri teorisi diferandiye
denklemler teorisinden c¢ok daha zengindir. @mmebirinci mertebe diferansiyel
denklemiyle ayriklstirlmasindan elde edilen denklemi -ghost- ¢6zirye diabir
edilen veya vyalnizca yuksek mertebe diferansiyelkianlerde gorilen kaotik
yorunge sonuglarini garabilir. Sonug olarak, fark denklemi kendi icemide ilging
bir teori olup yakin gelecekte bulylk ilgi toplaggmi gormek mumkindir. Dahasi
fark denklemi teorisi uygulamasi, sayisal analamtkol teorisi, sonlu matematik ve
bilgisayar bilimi gibi ¢gitli alanlarda hizla yayillmaktadir. Bu nedenle faldnklemi
teorisini ciddi birsekilde ¢alsmak i¢in birgok sebep vardir.

Calismalarim boyunca yardimlarini benden esirgemeyennSasof. Dr. Abdullah
Yildiz’a tesekkir eder, saygilarimi sunarim. Ayrica maddi venewa destgini
benden hicbir zaman esirgemeyen aileme ve meslgktaBuket Sannav'a

destginden o6turd tgekkir ederim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Fark denklemi, dizi, Uretici f@iyon

Bu calsma, fark denklemleri teorisi ve uygulamalarinintesisatik bir sekilde
analizini verecektir. Orngn iteratif islemler sireci ve diferansiyel denklemler igin
sayisal metotlara 6zel bir ilgi gosterdik. Bu kamal fark denklemleri baki
acisindan bakmamiz, fikirlerin sistematize edilmesve genellgiriimesine olanak
sgilar ve sonu¢ olarak bu da bize; bu konularin dagwamli ve daha Ust dizeye

tasima yolu agmytir.

Tezde fark denklemleri teorisinin farkitsizlikleri ve c¢aitli kiyaslama sonuglari
verilmistir. Bununla Stabilite teorisinin Liapunov fonksiylar ile incelenmesine
imkan verilmgtir. Sayisal analizde fark denklemlerinin ve konatorik hesapta
onemli uygulamalarina yer verilgtir. Son olarak gunlik hayatta fark denklemleri
modelleri 6rnekleriyle verilerek tez tamamlagtmi
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DIFFERENCE EQUATIONS AND APPLICATIONS

SUMMARY

Key Words: Difference Equation, Sequence, Geneggdtimction

This research offers a systematic treatment ofttbery of difference equations and
its applications with special emphasis on numeealysis. For example, we devote
special attention to iterative processes and numalemnmethods for differantial
equations. The investigation of these subjects ftloenpoints of view of Difference
equations allows us to systematize and clarifyitleas involved and, as a result,
pave the way for further developments of this falitinion.

Furthermore, in this thesis; we explain developmeihthe theory of difference
inequalities and the various comparison resultdfjathtreatment of stability theory
through Liapunov functions and the comparison matleonphasis on the important
role of the theory of difference equations in nuceranalysis and some basic
notions of combinatorics (the Pascal matrix angitgperties); demonstration of the
versatility of difference equations by various misde the reel world and timely
recognition of the importance of the theory of elifnce equations and of presenting
a unified treatment.



BOLUM 1. AYRIK MATEMAT iK

1.1. Ayrik Matematik ile ilgili Bazi Kavramlar

n, JZ tamsayiolmak Gzere,

Ny ={n,,n+1..ngxk,}={..n—k ,.n,— Hyn,+ L.n,+k }

*
o

ifadesinin Uretici elemamn ile gosterilir. N,fo Uzerindeki tanimli fonksiyonlari bazen

R de, bazen d€ de kabul edeg@gz ve bu fonksiyonlara dizi diyege. Bu

fonksiyonlarif > veyaf, ile gosterecgiz. Bununla birlikte N,fo ile birebir tekabl

eden bgka ayrik noktalar kiimesi de tanim kiimesi olarakaddilirler. Orngin, 6zel

kosullar agagidaki kiimelerin kullanimini gerektirir.

Buradax, 0 R’dir. Uretici elemanx ile gosterilir. Fonksiyonun ilk dere bl gi
gosteriimek istenginde J, , kullanilabilir. J;  ifadesini kullanmanin avantai

parametresine de piaik gostermesidirh parametresine adim uzugludenir. Bu

bolimde genellikle\];0 ifadesini tanim kiimesi olarak kullangea xR veya

xOC noktalarina baimliligi vurgulayacgiz. Ornegin turevin x’e gore alindgini

belirlemek gibi.



Diziler Uzayi

Vile N/ - C(R) fonksiyonlarin diziler uzayini gosterelim.

X=[%, Xy, X1 -]

Y=[Yi ¥or Varo]

keyfi iki dizinin elemani olsunlar.

ile diziler uzayinda ikiglem tanimlayalim.
Toplama(x+y) =x, +Y, ve skaler ile carpinfAx) =Ax,
seklindedir.

0= [0,0,0,..]. olmak Uzere bu ikislem V dizi kimesine vektor uzayi yapisini

kazandirir.

V sonsuz boyutlu bir uzay olsun.

¢ =[10,0,..,0, .
e, =[0,1,0,...,0,].
:%:[0,0,0,...,1,.].

e..=[0,0,0,..,0,1,]



lineer b&msiz elemanlary 'nin bir baZ|d|r.(V, D,D) vektdr uzayindan kendine

L:V -V lineer operatorleri ile grasacagiz.

BunlardanE o6teleme operatorix elemanlnlx:[><l,x2,x3,..] dizisi olmak uzere,

Ex=[%,,%;,X,,..] dizisine cevirir.

(Ex)_=x,., genel terimi byekilde gosterilir.

(EEX) =X.., (E"x)n =x ., olacgindan, E nin lineer bileimiyle olusan

operatorler,L = Zq E' genel formuyla lineer fark denklemleri operatotirak
i=0

bilinirler.

Lx =0 homojen fark denklemil. -operatorinin sifir uzayini belirler(Nullspace).

N(L)={x:Lx=0} olarak tanimlanir.
Ornek 1: (E2 -3E'+ 2E°)x: 0 bir homojen fark denklemidir.
X., —3X.,,+2x,=0,n=12,3,.. olarak da yazabiliriz.
P(E)=E?-3E'+2E° dersek,P(E)x=0 olur.
P(A)=A*-31+2

karakteristik polinom olarak bilinir.

X, X, bastan belli ise,x;, X,,... degerlerini bu denklem vasitasiyla elde ederiz.



[1,0,-2-6~ 14+ 30,]
[11,11.]
[2,4,8,16,.].

¢6zumleri bu yolla elde edilebilen dizilerdir.

Bu ¢6zimler nasil bulundu?
A bilinmeyen bir say! olmak lzere, ¢c6ziim dizisixj,=A" olarak teklif edelim.

Buna gore,

AM2 3"y 24" = 0
/1“()12—3/1+2):o olur.
AI(A-1)(A-2)=0

A=0 alinirsa,0=[0,0,0,.] ¢6ziimu bulunur. Bu adi ¢6zim énemligddir. 1 =1
alinirsa, [1,1,1,.] ¢6ziimi bulunurd =2 ise x, =2", [2,4,8,.] ¢dzimunii verir.

Bu iki ¢cozum 6bur ¢ézumlerin bazi olur.
Tanm1.1.1:y=J, - IR olsun.
A operatoru,
Ay(x) = y(x+1)-y(x) (1.1)

seklinde tanimlanan fark operatdoruddr.

E operatora,
Ey(x)=y(x+1) (1.2)

seklinde tanimlanan 6teleme operatoridiir. Bu kuaak Ornek 1’de basit bir fark

denklemi nasil kurulur goralngtiir.



A ve E nin lineer oldgunu gostermek kolaydir v& ve E desisme Ozellgi vardir.

Herhangi iki fonksiyony(x) ve z(x) ve herhangi iki skalea ve 3 igin
A(ay(x)+Bz2(x)) = ady(x)+ Arz(x).
E(ay(x)+Bz(x)) = aBy(x) + BEz(x),

ve AEy(x) = EAy(x) tir. y(x) in ikinci farki,

A?y(x) =A(Ay(x)) = y(x+2) - 2y(x+1) +y(x)
seklinde tanimlanir.

Genel olarakdk ON* igin
A%y(x) = 8(2"y(x))

ve
Ey(x) = y(x+k)

A°y(x) = E°y(x) =1y(x) dir ve | ya birim operatér denir véy(x) = y(x)
seklindedir.

Bu durumda tanim k[]me$i|,f0 oldusundaAdy, =vy.,, -y, ve Ey, =y, dir.

BuradanA ve E arasindaki temel iganti, A = E-1’dir. A, E’nin kuvvetleri
cinsinden ve tersin& de A’nin kuvvetleri cinsindensagidaki sekilde ifade

edilirler.

Gergekten,
k k i [ K
At =(E-1) =2 (-1 (]E (1.3)

ve



_ G(JA (1.4)

k 0 0
burada(i j binom katsayllarldlr(oj =1, [J =0 (j#0) dr.

Yukaridaki (1.3) ve (1.4)sélikleri genellikle ayrik fonksiyonunun genel terinin

bir dnceki noktalardaki dgsimi cinsinden ifade eder. Bu gatilarin bir kag tanesini
orneklerle gosterelim. Bu tarz gatilari gecrmgte cok dnemli sayilngive birggu
anli matematikgcilerin adlariyla 6zdesmistir. Bu 6zdslikler el hesaplarinin

kolaylasmasini ve zaman tasarrufuzkamistir.

Teorem 1.1.1: u,, N, Uzerinde tanimli olsun.
n n .
u =E"y, = Z(I jA'uo (1.5)

Au, = Zn“(—l)“‘l(in] E'u, (1.6)

Ispat : (1.3) ve (1.4) formiilleru,’a uygulanarak ispat goralr.
Teorem 1.1.2 (Ayrik Taylor Formuld) :

k,nON, , k<n veu,, Ny Uzerinde tanimli olsun.

Oyleyse,

k-1 _ nk(n—s—k
un=z(i”]A'uo+z(E_j ]A"us’dir. (L.7)



Ispat : (1.5) aitli ginden,

k-1 n-k
u, =y’ A +>° Ay
n | 0 k+] 0

i=0 =0

i imo\K+ ]

S (L e

ve buradan da,
”Z"i(_l)j_s n J|_(n-s-1 Ay
= k+j/)\s k-j-1 s

denkligi kullanilarak (1.7) elde edilir. Teoremin gengtiglmesi su sekildedir.

Teorem 1.1.3:j,k,nON,, j<k-1,k<n veu,, N, uzerinde tanimh olsun.

Oyleyse,

) k-1 n ) n-k+j n—S—l .
Alu, :Z(i B j)A'uo+ Z(; (k— j _JA"US dir. (1.8)

1=]

1.2. A nin Negatif Kuvvetleri

Tanim 1.2.1 :w:J; - IR olmak tizere; ger w(x+k) = w(x) ise, w(x)

fonksiyonu periyoduk olan bir fonksiyondur denir.



Ornegin, w(x) =€ periyodu 1 olan bir periyodik fonksiyondur. Sabit
fonksiyonlar 6zel periyodik fonksiyonlardir. Perdw 1 olan fonksiyonlar icin

Aw(x) =0 oldugu kolayca gérulebilir.
Asagidaki denklemi gbz 6nuine alalim.

Ay(x)=g(x) (1.9)
buradag: J;O - IR bilinen bir fonksiyondur. Ayni noktalar kiimesintgimlanan
y(x) fonksiyonu bilinmeyen fonksiyondus(x) = A™g(x) yukaridaki denklemin

ozel cozUmUni verir. Bu ¢oziim tekgddir, cuinku y(x) = y(x) +w(x) tir. Burada
w(x) periyodu 1 olan keyfi bir periyodik fonksiyondukyrica (1.9)'un bir
cozumudurA™ operatoru anti-fark operatori diye adlandirilidiveerdir. Bununla
birlikte, A ve A™ operatorleri dgisme 6zellgine sahip dgildir ve

AN =1 ve AA™ =1 +w(x) elde dilir.

Son ifade formel olarak g@ou dezildir, ciinki a)(x) operator dgidir. Bununla
birlikte kullanshdir ¢linkii bu ifadeA™ operatoriniin keyfi bir periyodlu fonksiyon
ilavesiyle vermektedir.

Eger f,g:J; - IR, Af (x) =Ag(x) olacaksekilde iki fonksiyon ise,

f (x) = g(x)+w(x) dir. Ozellikle ger f (x) ve g(x) polinomlar ise, Af =Ag, ¢
sabit olmak tizeref (x) = g(x)+c anlamina gelir.

Simdi Zn: f (x+i) ve A™f (x) arasindaki bantiyr belirtecgiz.

i=0



Teorem 1.2.1 :AF (x) = f (x) olsun.

i=n+l

.Z:):f (x+i)=F(x+n+i)=F(x)=F (x+i)_ ~ dir. (1.10)
ispat : Hipotezdenf (x) = AF (x) tir.
Buradan gorulur ki;
S f (x+i)= > AF (x+i)
i=0 i=0
:zn:[F(xH +1) - F (x+i)]
i=0
=F(x+n+1)-F(x)
(1.10) denklemi ayni zamangasekilde yazilabilir.
N i=n+l
D of(x+i)=A7F (x+i )l_0 (1.11)

i=0

Eger toplami sonsuza kadar alirsak ve ayilesiskenini hesaba katarsak, (1.10)
denkleminisu sekilde ifade edebiliriz:

D f(x)=07 (x)+w(x),
Belirsiz integraller icin de benzer notasyon vardir

Tanim kUmesiN; ise, yukaridaki formuller indirgenerek sirasiyla,

>y =aty
i=n

i=n+l -1 .
= + .
. ve Yy, =A™y +w seklini alir

X, da balangi¢ dgeri y, yerine koyarsakw=y, olur ve (1.9) denkleminin

¢Ozumu,
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y(x)=y,+> 9(s) (1.12)

seklindedir.

1.2.1.Basit forma indirgenebilen denklemler

Daha zor lineer fark denklemleri ya da lineer olarayark denklemleri, bir veya
daha ¢ok uygun dogim kullanilarak, yukaridaki basit lineer denklermfioina

indirgenebilir.
Ornegin,
z(x+1) - p(x)z(x) =q(x), z(%) =1z (1.13)

denklemini g6z dnlne alirsak,

=

P(x) :|X;| p(t) , P(x%)=1 ve (1.13) denklemP(x+1) ile boliintrse,

-

elde ederiz.

Eger y(X) :? ve g(x)= p((q>(<)i)1) yazilirsa, (1.13) denklenty(x) = g(x)

formuna dongir.

(1.13) denkleminin ¢oztmgu sekilde verilebilir:

2(x) = P(x)a" P‘E')((i)l) +2,P(x)
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+7,P(x) (1.14)

Ornek 2 : Asagidaki denklem ardik-iteratif- islemlerle hata yayilmasi problemine

karsilik gelir. Basit lineer forma indirgeme ¢ok kolayd
Yoer = &5 -
Cozum,
Yoer = &5
Iny,,,=Ina+plny,
z,=Iny,

2,1 = Pz, +Ina

1 i pl‘l
Yo =3 {yoal“’J
at®

Ya =§(ay0)2n seklindedir.

Denklemina =2 degeri icin genel ¢oziminu vg, =1 baslangi¢ dgeri igin

¢6zimun ilk yirmi be degerinin matematica programi ile grgfii cizelim.

{{a[n] _}2-1+2‘1+n} {a[n] _}J_‘eﬁZ'l*'n (Zx—ﬁL-:lg[Z])}}
’ z
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3551000 |

3031010 |

251010 |
201010 |
1551010

10100 b

50107
_'..................TT
3 10 15 0 25

Sekil 1.1. Ornek 2 Cozium Grafi

Ornek 3 : Y., =2y: -1 (1.15)

Bu denklemy, =T, (2) ile ¢ozlur. Buradd, (z) ler birinci ¢ait Chebyshev

polinomlaridir vez daha sonra tespit edilecek bir komplekgetdir. Bu iddiay!

dogrulamak icin Chebyshev polinomlarinin yari grupliilerine intiyacimiz vardir.
Yani, T,,(2) =T, (T, (2)) gibi. Gergektendd, (z) = 2z° -1 oldugu hesaba katilirsa

bunlardan biri,
yn+1 =T2n2(z) =T2 (Tzﬂ (Z)) =T2(yn) = 2yr2] _1 dll’
Ustelik y, =T,(z) alinirsa,z='y, elde edilir ve buradan

Y, =T, (Y,) bulunur.
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Tum | degerleriicin, |7 <1 ve ‘Tj (z)‘sl iken, y, nin salinimli hareket e

acikca gorular.

Y, In ilk kosulunun kiclk dgisimleri ¢6zimu aniden ggstirebilir.

Denklemin genel ¢ozimini matematica programidlalim ¢6zUmun ilk yirmi bg

deserinin grafgini cizelim.

[{aln] = cos[2"C[11]}]}

laof L

I =

sl T 15J"‘m IE

ok . e .

Sekil 1.2. Ornek 3 Cozim Grafi

Asagidaki drnekte (1.15) denkleminin kaos halini goggze
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Ornek 4 : Yoer =1Yn (1Y)

Bu denklem, ¢c6zUmu karmi& davrang gosteren en basit denklemdir.nin genel

bir degeri icin ¢ozumu kapal formda yazmak mumkugitter. Fakatr =2 ve

r =4 degerleri igin bu mimkindury, :l_TZ” donumauyle yukaridaki denklem,

r
Zn+l =1+§(ZZ§ _])
haline gelir.
r =2 durumu birinci 6rnge déner.r =4 durumu ikinci 6rnek igin gecerlidir. Bu, iki
¢6zUmun denklemin farkli davragtarinin gorilmesini gdar.
r =2 igin goziimy, =~ (1-(1- 24,)"") dir. 0<y, < ¥, icin im y, == oldugu
(; Q yn 2 yO . yO 2 g yn 2 L‘g

aciktir.Ikinci durumda davragisalinimhidir. Asil sorunm =2 degeri karmaiklik

aralginin dsinda, r =4 degeri icindedir.

Asagidaki denklem algoritmalar teorisinde sikcaskamza cikar, 6zellikle de

bolunebilme ve modiler algoritmalarda g«amza cikar.

a) Cozumir =2 degeri icin genel ¢c6zUmunl matematica programi ilabor ve

A :é baslangic dgeri icin c6zUmUunun ilk on edezerinin grafgini gizelim.

{{a[n] = ;—_ - % eznc[l]}}



Ujﬂ_
U#S:
U#D:
035:
UED:

025

15

2

4

Sekil 1.3. Ornek 4-a Gozum Grfi

10

12

14

b) C6zUmUr =4 degeri icin matematica programi ile bulalim \x@:% baslangic

degeri icin ¢c6zumun ilk elli dgerinin grafigini cizelim.

1.0 L
L ] & 1 *
. ®
0.8
L
L
0.6
. L ]
0.4 L
0.2
".’T T[ .’x !T[
10 20 30 40 A0

Sekil 1.4. Ornek 4-b Cozum Grfi
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Diferansiyel denklemler strekli hallerin modellelmasina kagin, fark
denklemleri bazi -ayrik modellemeler- tipi problemicin daha uygundur. B
faizin surekli hali ve ayrik hali gibi. Her ikisiedsik¢a kullaniimaktadir.

dy ()
dx

=ry(x), y(0) =y, aninday, ilk yatirilan parar faiz orani vey(x), x

zamaninda biriken mel@alarak bu diferansiyel denlemidar. y(x) =y,e™ aranan

¢6zUmduar. Eer k miktar para yatirildi veya cekildi ise strekli &&am;

dy

ol k, y(0) =y, halinde y(x) = y,&" +$(erX ~1) ¢6zimiine sahiptir.

Ornek 5 :

25 yainda bir ki 6zel sigortssirketine 2000 lira bgangi¢ yatirimi ve %8 den faiz
orani ile her ay 2000 lira yatirarak 65yada emekli olmak istiyor. Sonunda biriken

parasi kag liradir?

Y, =2000, r =0,08, k =2000, y(40) =7

alarak, denklemde yerine konursa,

y(40) =(2000€** +( 2500)(e**~ Ji= 6373 elde edilir.
Yatirilan 82000 lira ve 555378 lira faizdir.

r ve k degisken olursa ¢6zim daha da zor olabilir.

P _ (x,y), y(0) =y, birinci mertebe diferansiyel denklemine Kk,

dx

Yo = F(N,Y,), ¥(0) =Y, n=0,1,2,.. birinci mertebe fark denklemidir.

Burada f fonksiyonu dgiskenlerine gore surekli bir fonksiyonduf. lineer ise fark

denklemine lineerdir denir. Aksi taktirde non-lindark denklemi olarak adlandilir.

En basit lineer fark denklemi,
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Yo =Y., N=0,1,2,.. ‘dir ve ¢6zUm olarak day, =r._...r,y, dir. r, =r ise,

y, =r"y,’ dir.

Bir indisten itibaren hen icin ayni dgeri alan ¢ozimlere denge ¢6zUmu denir.

y, = f(ny), y(0) =y, olarak hesaplanirlailk deger sifir alinirsay, =r"y,,

y, =0 denge(equilibrium) ¢oztmi bulunur. Sonsuzdaki dayra

0, |r|<1
limy, =4y, r=1 olarak belirlenir.
n-oco
mevcut degil
20 »
L5k
L L 4
05
' .
, R
2 | G = 10

sekil 1.5.y, =(0.5)"y,, Y, = 2 Grafigi

0 ¢6zUmi denge ¢ozumadar.

Yo =Y, +b,, n=0,1,2,.. lineer fark denklemini ele alalm.
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Y, =1yothy
Y, =ry,th =r (ryo+b0) +b,=r?y +rby+b,

Y5 =1y, +b, =r’y,+r%,+rb,+b,
n-1 )

Yo =1"Yo +Zrn_l_1bj
i=0

bulunur.

b, =b sabit ise,

1-r"
1-r

y,=r"y, + b olur. Ya da daha kullagh olarak, y, =r" (yo —Lj+_

formunda yazilir.

Bu bize sonsuzdaki davraniy, — 1L r| <1 olaca&ini soyler.
-r

r=lisen - o,y =y,+nb olarak sinirsiz olur.

Bu model bazi finans problemlerinin ¢6zimuinde dulabilir.

Ornek 6 :

Bir araba alan birisi, 10.000 birimlik kredi al#.yilda geri 6deyecektir. %12 faizle

her ay it olarak 6deyecekse, aylik 6demeleri ne kadar btm&

b aylik 6deme miktari, aylik faiz %23, =10.00C, r =1.01, y, n. periyotta kalan

bor¢ miktaridir.

¥, =(1.09"(10006- 100)- 10f.

101"
Y,s =0 olmali, buradarb = —100(7) —263.3¢bulunur. 10000 yerine

(100 - 1

12640,32 ddenrgiir. 2640,32 faizdir.
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Lineer olmayan bir 6rnek:
_ B T : dy _ (1-y), . 5
U, =ru, (1-u,) Lojistik diferansiyel denklemld— =ry| =~ | min kasili g1,
X

%D Yo~ Yo yazilinca ayrik fark denklemi elde edilii, =0 ve u, =rT—1 denge
X

¢ozumleridir. Aagidaki grafikler Paremetrelerin ggiminin ¢ozumleri ¢cok fazla

desistirmekte old@gunu gosteriyor.

Baslangs kosullari ok kuglk dgisirse ¢6zimler denge ¢ozumlerinden ayrilacak
mi, yoksa eninde sonunda denge ¢ozuimlerine yadd& mi1? Bu soru denge

c6zUmleri stabil mi, dg@l mi dGnemli sorusudur.

Asagidakisekillerde r 'nin bazi dgerlerinde fark denklemlerinin ¢oztmlerinin

grafikleri verilmistir.

05r

"Il

|
|~|H| |

pel ‘ _ ‘

m-ll'l

—_——

0. f

o4 ‘

0 40 4] 0 100 120 L40
sekil 1.6. y,,, =1y, (1-y,), r =3.65, y, = 0.3 Grafigi

sekil y,,, =ry,(1-y,), r =3.65, y, = 0.3 balangic deeri ile kaotik ¢ozuim

olusmaktadir.
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., .
.

. . ) ) A0 2 B Y

2 4 i 8 1 1z 14

sekil 1.7.y . =ry, (1-v,), r =0.8, y, = 0.3 Grafigi

sekil y,,, =ry,(1-y,), r =0.8, y, =0.3 sifir ¢oziim denge ¢oziimiidur.

0340 |
0335 |
o0 tPPPesn0e0ss000 000
0.330 | .
.
0,325 |
*»
T 5 10 15 20 25 30

sekil1.8.y,,, =ry,(1-v,), r =1.8, y, = 0.3 Grafig

Sekil y,., =ry,(1-v,), r=0.8, y, =0.3, y=1/3 denge ¢dzumudiir.
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0.8}

LU

06§

":".5 [

o4t

1;3 IID EIII] -'llﬂ 5;3
sekil 1.9.y,., =1y, (1-v,), r =3.2, y, = 0.3 Grafigi

sekil y,,, =ry,(1-y,), r =3.2, y, =0.3 ve 2 peryotlu ¢ézimiidur.

FE [

07

e

5t

4t

1-0 2-0 3Il2= 4I0 5;0
sekil 1.10.y,,, =ry, (1-v,), r =3.5, y, = 0.3 Grafigi

sekil y,,, =ry,(1-y,), r =3.5, y, =0.3 ve 4 peryotlu ¢ézumiidur.



0.50 -

045 -

035 F

10 20 30 40 50

sekil1.11.y , =ry, (1-vy,), r =2, y, =0.3 Grafigi

Sekil y,.. =ry,(1-v,), r=2, y,=0.3, y=0.5 ¢oziim denge ¢dzumudur.

1<r<3iginy, _r-t asimptotik stabildir.
r

0<r <1 igin y, =0 stabildir.

y
05| /
I 3 3 7 :
05|
10}
_15]

r-1
Sekil 1.12 y =——"nin Grafigi
r

1 ile 3 arasr deserlerinde stabillik var.

22
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28x(1-x)

02 04 06 08 L0
Sekil 1.13. y = 2.8x(1- X), y = X'in Grafigi

y=2.8x(1-x), y=x kesim yeri stabilite ¢vzumu belirler.= 2.8 igin bu

y =0.642<dr.

Ornek 7 : y, =ky, + f (n) ozel tatbikatlarina kg olarak f (n) farkli formlardasu
2
sekilde kabul edilebilir:

1. k=1, f(n)=1;
2.k=2, f(n)=nlog,n;
3.k=7, f(n)=r?.

Birinci durum, y_ ikili arama igin olgan maksimum maliyetini gosterikinci

durumda bir ¢ok farkli uygulama ortaya ¢ikar, @ndek ve cift parcalar
olusturmak. Ugiincli durumda matris carpimlarinin geajgkritmalarinin

karmaikliginin deserlendiriimesi ortaya ¢ikar. Tum uygulamalardainair vy,
degeri bilinir. Cozimn=2", z =y2" veg, = f (2"‘) yerine konularak elde

edilir. Sonug denklemi,



2, = K21+ G-
C6zumu de,
m-1 ‘
z,=Kk"z,+> g,,,k™'™ seklinde elde edilir.
i=0
Ornesin,

— |loezn ST IDER
Yo = y,+ > f(2))k | dir.

j=1
Yukarida bahsedilen durumlar sirasigliag6ziimlere uymaktadir.

1.y, =y, +log,n;

(log, n)(Iogzn+])j_

2 )

2' yn = n[yl-'-

{2
7

3.y, =7"| y, =147 3 |= ((n7).

Yukarida verilen 6rn@n matematica programi ile genel ¢6zumu ve verilen

sartlardaki cozumleri sirasi ile,

n

{{a[n] - fn+ka[5]}]

1. k=1, f(n)=1;

(. Log [n] 1)
a =1 i
1[ [n] +L|:.g[2]JI,

24
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2.k=2, f(n)=nlog,n;

_q Loz[n]
© Log[d]

[:a[ﬂ] ~n+2n 7 ~2 M nrag |z, 2'“'1]]}]
x £[1]=0

3.k=7, f(n)=n’

. f Log[n] Togln] ¢
‘{a3n1+ l|-411mqlﬁl+?lmglzl ]}
. 3 ]

seklindedir.

Ornek 8 : (n+1)(n+2)yn+l—n(n2—n—1)yn+(n—il)3 Y..=C,
n>2vey,=y,=1.

X, =ny, desisimiyle denklem,

X1 "% _(n—l)M =0 haline dongur.
n-1 n-2

ve siraylaz, =% konarak,
z,-(n-1)z,,=0
elde edilir ve bunun ¢6ztuimg, = (n-1)! dir. Buradan orjinal denklemin ¢dzumd,

(n-1)+1

Yy, = olarak bulunur.

Sayilar Teorisinin (Wilson Teoremi) bir teoreminyp degerinin n in asal say!

degerleri icin bir tamsayi oldgunu belirtmek icin kullaniimasi ilgingtir.
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1.3. Faktoriyel Kuvvetler ve Stirling Sayilari

Faktoriyel kuvvetler ayrik matematiktgagidaki gibi tanimlidir vex" kuvvet
fonksiyonlarinin diferansiyel ve integral matemegikullanimlariyla ayni

roldedirler.

Tanim 1.3.1 : xOR olmak tzerex’in n. faktoriyel kuvveti
X = x(x=1)..(x-n+1)
seklinde tanimlanir. dagidaki formaller tanimdan kolayca gorulir,
A" = nx™Y (1.16)

ve
A =Ly 4 g (1.17)
n

Son béluimde yapilan gézleme gore, (1.16) nin aftala polinom oldgundan,

periyodik fonksiyon bir sabittir. Bununla birlikted™" = x{ )(x—m)(n) dir.m=0
iken, X" = x9%" ifadesi de gosterir kk® =1 dir. Ustelik m=-n icin,
1=x = (x+ n)( ) ifadesine g(‘jrex('”) in negatif faktoriyel kuvveti,

1) = 1

_(x+1)(x+ 2)..(x+n)

seklinde tanimlanir. Buradan @™ == ifadesinden,

S|

(-x)™ =(=1)" (x+n-2)" (1.18)
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elde edilir.(1.16) ve (1.19) Bantilarindan dier fonksiyon ifadeleri uygun
durumlarda faktoriyel kuvvetleri cinsinden ifaddledtilirler. Ornegin, polinomlarla

ilgili asagidaki sonuclara varilir.

Teorem 1.3.1 :n0ON, olmak tzerex" kuvvet fonksiyonu ile faktoriyel kuvvetleri

arasindaki banti

X" = Zn: s'x" (1.19)

i=0

seklindedir. BuradaS™ ler Stirling sayilari(ikinci cins) olmak Gizere kmandaki

baginti S'=5'=1, § =0, nZ0 i¢in,
S™=9",+iS" seklindedir.

Ispat: n=1 igin (1.19) sglanir. Bazin’ler icin dogru oldugunu kabul edelim.

(2.19)’un her iki yaninix ile carparsak,

x"x= > )
i=1
— Snx(l) + [Isn + Sn—1] X(i) + n:llx(n+l)
i=2

bu da gosterir ki, (1.190 +1 icin dogrudur. Boylece ispat timevarimla gostergmi
oldu.
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Stirling sayillanS", i =1,2,...,€icin Tablo 1.1'de verilmiitir. (1.19) b&intisi

kullanilarak bir polinomun dgrudan farklari ve anti-farklari turetilebilir.

Tablo 1.1.ikinci Cins Stirling Sayilari

% 1 2 3 4 5 6
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 9 65 15 1

Teorem 1.3.2 :k dereceli bir polinomun birinci farkk —1 dereceli bir polinomdur

ve genel olarak bir polinomus inci farki k —s derecelidir.



Ispat : k inci dereceden polinomunun yeriré alinmasi bir kisitlama d#dir.

(1.19) ifadesinden,

k k

Asxk - z SkAsX(i) =z i (S)Skx(i—s)

i=1 i=1

derecesik —s olan denklem elde edilir. (1.16) denklemi kullanak x O N, igin,

oldugu gorular.

Son sonuglar genellikle Stirling 6zdiegi olarak adlandirilir. Genellikle binom

katsayilarinin olgturulmasinda kullanilir.
X X x-1
(.J_( . j:( . j (1.20)
J -1 J-1

Ornek 9 : (1.11) ve (1.20) den kolaylikla

b b+1
Z(Xj{ ]—[ 2 jelde edilr.
wara) \q+1) \gq+1

1.4. Bernoulli Sayilari ve Polinomlari

(1.19)ydannON, ve xOR igin,

)

X(I+ l 21
" +Q .

A—lxn — z S

n
i=1



elde edilir. Buradaw,, x ile iliskili bir sabittir. cw, =——C,,, olsun ve yerine

n+1
koyarsak,
n X(i+1)
B, (x)=(n+1)a7X" =(n+1) §' =—+C,., (1.22)
i=1
elde edilir.
B,(x), B,(x) polinomlarisu bagintiya kasilik gelir.
AB, (x) =nx"" (1.23)

C, sabitlerinden dolay! bunlar tek turlii belirleneteezGenellikle; B, (X)

belirlenmesinde Stirling sayilarindan kacinmak daygundur. Aagidaki gibi
yapilir.

Teorem 1.4.1 :nON; icin By(x) =1 ve B, (x) polinomlari (1.23) denklemini

sazlayan polinomlar olsun. Oyleyse iki fonksiyon sdhitkiyla,

F, (%) =§ma (%) (1.24)

o\
ve
G, (x)=nx"" (1.25)

seklindedir.

Ispat: (1.23) den

ve

30



birbirine ssittir.

Burada,AF, (x) =AG, (x) ve F,(x), G,(x) ifadeleri polinomlarsa,

(1.26)
elde edilir. Buradakd, 'ler x’e gore sabitlerdir.

d, sabit tutuldgunda (1.24) B,(x) polinomlarinin igasina musaade eder.

B, (x) 'lere bir ilavesart daha sganmalidir. Busart,

=nB,,(X) (1.27)
veya

B,(x)dx=0, n=1,2,.. (1.28)

O =y

olmaksartiyla gagidaki sonug dgrudur.

Teorem 1.4.2 :Eger OnON” igin B, (x) polinomlari B,(x) =1 ile (1.23)

denklemini sgliyorsa, (1.27) veya (1.28) ganir. Oyleyse,

nz_l(,njs, (x) = nx™ (1.29)

i=o \

elde edilir.
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Ispat : (1.27) ile balayalim. (1.26)'nin diferansiyelinden ve (1.27)kgallanilarak,

nF,_ (x)=F,(x) =G, (x) =nG,_,(x) elde edilir.d,, =0 ifadesi

0=n(F,,(X)-G,,(x)) =nd,_, anlamina gelir. Farz edelim ki, (1.28)zkmsin.



32

1 1 1
(1.24)ten [ F, (x)dx = [ B,(x)dx=1 ve [G,(x)dx =1 elde edilir. Guinkii (1.26) dan
0 0

0

d, =0 ifadesine kanlik gelen 1= 1 d, elde edilir.

(1.29), B, (x) polinomlarinin tek olarak belirlenmesinigéar. Bernoulli

polinomlarinin ilk bg tanesi gagida verilmitir:

B, (x) = Xt =250 + 32—

B,(0) degerleri Bernoulli sayilari olarak adlandirilirlar & ile gésterilirler.

(2.29)’un bir sonucu olarak, Bernoulli sayilariginbaintiya kagilik geldigi

goralar:

i=o\

ni(”ja =0, n=2.3,.. (1.30)

Oyle ki; B' kuvvetleri B 'lerle yer deistirdiginde yukaridaki bainti (1+B)" - B"
bagintisina kagilik gelir. Bu 6zellik genellikle Bernoulli sayilam tanimlamak igin
kullanilir ve gosterir ki; tek indeksli Bernoullagilari B, harig sifirdir.ilk on sayinin
degeri,

1 5

,B:_, - -
30" ° 42I38 30Blo 66
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(1.23) denkleminde her tarafs™ uygulanarak,

ate = B (X (1.31)

elde edilir.

Asagida (1.31)’in basit bir tatbikatini yapalim. Katadelim ki; (1.11) ve (1.29)
ifadelerinden,

x=m+1

=%[Bn(m+1)—Bn:|

$ o =B ()

x=0 n

x=0

(n—l) inci kuvvetten bir tamsayinin toplamlarini eldegzl Orngin; n=3

oldugunda,

32 =3 (me1)' - 3(me1)'+ 2(me )| = Im(me Y (an+ §

x=0

elde edilir.

1.5. Matris Formu

Ayrik matematgin bircok uygulamasi vardir ve nimerik analiz, analgoritma
teorisi, dalgaciklar gibi bircok eski ve yeni bilidalinin temelini olgturur. Vektor
ve matris kullanimlari sadece kisa ve daha kaiarfarmlar basitce ifade etmenin
yaninda ayni zamanda bu gibi sonuclar genellemesailar. Bu bélimde bu

yaklasimi gelitirecesiz.

Tablo 1.2 dea)(x) periyodik fonksiyonu dindaki basit fonksiyonlarin farklarini ve

anti-farklarini listeledik.



Tablo 1.2. Farklar ve Anti-Farklar
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f(=) Af(x) A f(x)
¢ cr
c* (e — C%Z c# 1
e (¢ — Dazc® + =1 5 (:r — Fi—l) el
( + b)) n(x + b)Y e
(2) (ni1)
cos(ax + b) | —2sin § sin (ax + bz + §) ?L{;-::i;%

sin(fac +0) | 2sin§cos (ar+b+3)

£
log(x + ¢) log (1

2

ws{a:: +h-2

2sin 5

Dnqilx
Botll®) 2 —1

Th=1

log T(x + ¢)

1.5.1. Pascal Matrisi ve Kombinasyon hesaplari

Bircok uygulamalarda Pascal matrisinin sayisizlieti rol oynar. Bu matris

bilinen en eski matrislerden olsa dahi, sistegnd# ilgili calismalar ¢ok yenidir.

Gecmi bélumlerde matris formunun kullaniimasi -6zellidascal matrisinin

kullanilmasi- bircok sonuc elde etmemizglsall. Burada matrislerin temel

Ozellikleriyle alakali matris uygulamalarini birkégekle veregéz. n>0 igin, n

boyutlu Pascal matrisinin elemanlgdiyle ifade edilir:
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AEEY
o=l a5

P ;, alt Gggensel matristir. Onun her bir satir binoatskyilarindan olmus alt

Ucgensel matristir. #gagidaki sekilde tanimlanarH matrisi ile yakindan igkilidir.

H = 2 . (1.33)

e— 1 0

i =L

Iki matris arasindaki gkiyi gérmek icin H matrisinin bazi 6zelliklerini ifade

edelim.e’ler i =0,1,...n— , R"’de birim vektorler olsunlar. Boyle vektorlerin
indeksin-1'den daha fazla sonug verir. Buna tekabul edendriktsifir vektorleri

kabul edilirler. H matrisinin tanimindae = (i +1)e,, ve H'e = (i + j)(j) g, dir.

Teorem 1.5.1 :Pascal matrisP = e" olarak tanimlanir.
Ispat : H" =0 (sifir matrisine denk) olsun. Buradan,

n-1 Hi

o I!

e =
elde edilir.

P matrisinin elemanlariyla ayni elemanlara sahipotris;

robe n-1 qTHSe_ n—1(j +S)(S) .

9
S_O S! S_O S!

]+s
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n- (J + S)(S)

1
per

J .

s

seklindedir. Gergekten de) ; Kronecker semboludir. Benzer olarak yukaridaks sif

olmayan elemanlar kolayca kontrol edilebilirlegdg i < j ise, yukaridaki tanim

sifira edegerdir.

Aksi taktirde,

(i-i) i
(e” ) :_I—_: I_ ve bu da ispati tamamlar.
i (i=0)

PP" matrisi simetri Pascal matrisi olarak adlandiriilemanlari:
i+
(PPT):( _’), i i=0,1,..n- (1.34)
J
seklindedir.

Bu bainti bilinen Vandermonde konvolusyon formulini iceYani,

e

P*’in kuvvetleri OxOR icin P* = exp(xH) seklinde tanimlanir. Yukaridaki benzer

ifadelere gore, sifir olmayan elemaniarnlardir:

(PX)U =X (ij] (1.35)

P ’nin negatifleri de dahil buttin kuvvetlerii kolaycspatlanabilir. Bu kuvvetleri
uygun birsekilde birlstirirsek, kombinasyonla ilgili bilinen bir¢cok 6z&di

gosterebiliriz. Bununla ilgili birka¢ 6rnek verelim

)20
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) (7 J=e.

buradac 'ler Katalan sayilaridir.

Birinci 6zdsslik (1.35) denklemi kullanilaral.P = P? ifadesinden elde ediliikinci
0zdslik benzer olarak (1.35) denkleminde= -1 alinarakP ve tersinin
carpiimasiyla elde edilir. Rer 6zdglikler bu kadar kolay d&ldir fakat ispatlarini
matris formunda kanitlamak daha kolaydir. Daha letkrsonuclar icin 6rnek olarak
ikinci boliumde kullanilacak olan bir 6zgdgsin ispatini verelim. Bunu yaparken
otelenm§ Pascal matrisine ihtiya¢ duydga. s bir tamsayi olsun. OtelenmiPascal

matrisi P, ,

i+s A=
(R), = (J'+Sj (1.36)

seklinde tanimhdir.

Bu matrislerin terslerinin elemanlarini veren ifade
- _ i-j . .
(P 1)ij =(-1)"'(R.), seklindedir.

Oteleme matrisi g6z 6niinde bulundurularak,

K — .' ) (1.27)

TL™ T

asagidaki 6zellikler hemen goralir.
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Teorem 1.5.2 :Her s degeri icin, aagidakiler dgrudur.
(i) p=e";

(i) Ra=(1-K)PR;

(iii) R =P_(1+K).

Ispat : Birinci bagintinin ispati Teorem 1.5.1 de verilgarta benzerdir. Geri kalan
iki tanesi kolaylikla Stirling 6zdgiklerinden Stirling 6zdgigi (1.20)’'nin sonucu

olarak kolaylikla goruldr.

Bunlara gore, sagidaki ba&intilar hers tamsayisi icin elde edilebilir.
P=(1-K)°R,
P=(I-K)R(1+K),

AR =R (K"),
PK -KP, =KPK,
KR =R.K,

(1-K)" =P(1+K)' P™.

e=(L1,..,3" olsun.(ii)'den P_P*e=¢, olur.ilk béliimde kullanilan g@gidaki

Ozelligi ispatlayalim. Yani,

ém('nj(q_ﬂjfn]:(‘ﬂmji(—Dmﬂ[n:Trjsekﬁndeyaznabmn
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Bu ssitlik matris formunda,
m - m - -1
(-1)"(P"e)m=(-1)" (PP P ie, ) m=(-1) (F;_lleo)m=(2_1]

seklinde yazilabilir.

P 'nin daha bircok 6zelii R"’de asagidaki diferansiyel denklem gdz 6nline alinarak

belirlenebilir.

Yoy (1.38)
dx

Bu denklemin ¢ozuimiy(x) = P*y(0) dir. Baslangi¢ kaulu degistirilerek,

yukaridaki denklemi ggayan bir strl bilinen fonksiyon elde edilir.

Ornegin; &(X) :(xo,xl ..... x”‘l)T béyle fonksiyonlardan birisidiry(0) =, segimine

gore bulunmaktadirPé (x) = exp((x+ ) H) e, =&(x+ I ve genel olarak;
P&(x)=¢&(x+j)dir.

Bu cok basit bir ilgkidir. Bu basit b&inti bircok faktoriyel 6zdgi gi belirlemek icin
kullanilir. Ornggin, x=1 ve j =1 i¢in Pe=¢(2) elde edilir. Bu da,

k (k
Z(' jzzk’ k=0,12,..
izo\

yaziminin kisa halidir.

Benzer olaraké (x—j) = P7'é(x) ifadesinden bir ¢ikarim elde edilir. Ofie
£(0)=P7¢(1). Yani,

(9[-

i=0

Kolay olmayan bir problemsagidadir.



(1_ y)n+k+l

Omek 10: F(y)= i( 1) ( j i1 +Zn:( )" [ ]L:l ifadesi;

k=0 k=0 m+k+1

F(y)=> ( j | x“+kdx+z J':x””kdx

1-y Y
=(=1)" e P [ (%) x"dx+(~1)" el P [ £(x) x"dx
0 0

0

merTnjEx 1) x"dx+(-1"e] ff — 1) x"dx

1-y y
= j (1-x)" x"dx +J'(1— x)" x"dx seklinde yazilabilir.
0

0

F'(y) =0 oldugunu kanitlamak kolaydir. Yarf (y), y'nin bagimsizidir. Orijinal

ifade,

0)=]x (1" =

ifadesine git olur.

Eger x reel sayisi yerind tanimindak veyaA operat6ru kullanirsak; (1.5) ve

(1.6) baintilarindanA ve E operatorlerinin arasindaki iliski elde edilir.

¢(E)=Pé(n) (1.39)

40

Uy, Us, ..., dizisinin s inci satirina yukaridaki gki uygulanirsa,s—1 inci terimi A'u,

i =0,....s— 1terimi olur.

A e ppr (1.40)
dx

ifadesindeP”, (1.38) icin temel matristir.
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1.5.2. Pascal Matrisi ve Bernoulli polinomlari

B (x), Bernoulli polinomlarini g6z éniine alalim.

seklinde olsun.

(1.27)'den vektor (1.38)'i g@ar ve b(x) = P*b(0) dir. b(0)’in elemanlari
bilindiginden polinomlarin dgerleri kolayca elde edilebilir. Bununla birliktent j

tamsayilari igin,
b(x+j)=P'b(x) ssitli gine sahip oluruz.

Asagidaki L matrisi tanimlanarak, (1.28) 6zgllimatris gbz dnune alinarak,
Lb(0) =&, ve b(0) = L™, halini alir. Yani; Bernoulli sayilarL™ matrisinin birinci

sttun elemanlari olur.

+

1 n-1 i
L= I Pdx=>" H seklinde uygulanir.
0

= (i +1)!

Bununla birlikte P ve L, ayni H matrisinin polinomlaridir ve ggsme 6zellgine

sahiptirler. Bu ise @gidaki 6zellgi yazmamiza misaade eder.
b(x)=P*b(0) =P*L"e, = L"'P"g, = L"¢(X).

Bu da gosterir kiL matrisi Taylor acilimi ve Bernoulli agilimi arasand

transformasyon matrisidir. Bla bir ifadeyle, ger bir f (x) fonksiyonu aagidaki

Taylor acilimina sahipse,

f (x) = f7&(x) +ylksek mertebeden terimler

seklindedir.
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Burada, fT vektoru acilimin katsayilarini iceren bir vektard@ bu ifadenin

Bernoulli terimleri cinsinden ifadessagidaki sekilde olur.

f (x) = fTLb(x) +ytksek mertebeden terimler

L 'nin tanimindan
LH =HL=P-I (1.41)
elde edilir.

Bu 0zellik bize bir¢ok bilinen antiy! elde etme imkani verir.gagida birkag¢ 6rnek

verilmistir.

Ornek 11 : b(x) ifadesinin arduk iki vektor arasindaki farki,

b(x+1)-b(x)=(P-1)b(x)=(P-1)P*Le, =(P~1)L¢(x) = H&(X) seklinde

hesaplanir.

Bu (1.23)'teki ifadenin vektor formundan ¢ka birsey degildir .

Ornek 12 : Sgs tarafi b(x) ile garparak{P-1)b(x)=HLb(x) =H&(x) elde
ederiz, bu da (1.29) asktir.

Ornek 13 : Sgs tarafi b(0) ile garparak{P-1)b(0) = HLb(0) = H&(0) = He, elde
ederiz, bu da (1.30) asktir.
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1.5.3. Pascal Matrisi ve Bernstein polinomlari

Pascal matrisinin bir Bga uygulamasi modern bilgisayar grafiklerinin telerhi

olusturan Bernstein polinomlari tGizerinde olacaktir.

Bu polinomlar B’ (x) ile ifade edilir ve gagidakisekilde tanimlanir:

0 ,diger durumlarda, i j,= 0,.n;

B.(x) Bernstein matrisin(Be(x))ij =B/ (x) seklinde tanimlayabiliriz. Pascal

matrisi kullanilarak;B, matrisinin basit bir formu olan
B, =PD,P™ (1.42)

seklinde yazilabilir. Buraddx = diog (1,x,x2 ,...,x”‘l) olarak tanimlanir. (1.42)

esitli ginden Bernstein polinomlarinin 6zellikleri basitgeetilebilir. Ornegin; B, ’'nin

degerleri, D, ’in kdsegen elemanlaridir. Birinci 6zger olan 1,e= Peg, 6z vektorine

karsilik gelir. Pnin birinci situnue=(1,1,...3" "dir. Buradan,

Be=e (1.43)

elde edilir.

Yukaridaki vektor formundaki ifade iyi bilinen Bestein polinomlarinin birimin
parcalanmasi formunu cliwrmasidir. Alt bélinme 6zedli denilen

B,(ct)=B,(c)B

e

(t) Ozelligi aciktir. H ve P matrisleri arasindaki ¢cok kullagi ve

ilgili ili ski asagidaki D, matrisi ilesu sekilde verilir:

P*=DPD_, D,HD_, =xH .



Bundan bska,

1 1
[B.(x)dx=P[D,dxP" =P
0 0

ifadesi gbz onune alinarak,
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elde edilir. BuradaP,, 6telenmg Paskal matrisidir. Teorem 1.5.2’nin sonucu

kullanilaraksunlar elde edilebilir:

i B, () dx :f D,dxPP™*
0 0

1 1 0 1}
! ~
: 0
E 1 1
1 0 0
1 1 e
_ 5 3 :
: 0
1 1

Bu ise, Bernstein polinomlarinin 6nemli bir 6zghin kompakt formunda

yaziligidir.

Yani,

Son olarak, daha az bilinen bir sonug,

(1.44)
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(B.(x)) " =B.(x), OxOR/{ 0} (1.45)

(B.(x) =B.(x') (1.46)

1.5.4. Pascal Matrisi ve Stirling sayilari

Stirling sayilari bir matris formunda yazilabilfani,

5§ o 0 0
0o s -

S=1 o 8§ 53
: : . 0
o sr¥' ... ... sl

S’nin sifir olmayan elamanlari Bolim 1.3'te tanimdanikinci cins Stirling
sayllarndir.

Yukaridaki tanimlanan vekt('if(x) g6z 6nlne alinginda, benzer bir vektor

faktoriyel kuvvetleri cinsindegdyle tanimlanir:
n(x)= (x(o),x(l) , ...,x(”‘]))T .

Bolum 1.3'te g6z dnlne alinan Stirling dgiind matris formunda

seklinde yazilabilir.

Ters iligki, elemanlari birinci cins Stirling sayilari olé&rs matris tarafindan
tanimlanir.
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Sutunlarisu sekilde tanimlanmiVandermonde matrisi gbz ontine alinarak,
W, =(£(x),£(x+1) s (XN :I))

ve benzer matris,
v, =(2(x),7(x+2), .2 (x+n-9)

seklinde tanimlanarak yukaridaki ifade,
W, =SV,

seklinde yazilabilir.

BuradakiV, matrisi bir Ust tiggensel matristir. Buradé&f Vandermonde matrisinin

LU tipinde carpanlara ayrilmhali elde edilir.

Diagonal faktoriyel matriD, =diag (1,1!,2!,...,n ) tanimlanarak sonuclagoyle

yazilabilir:
V,=D,P".
Diger taraftan, madem KV,

AW =Hw, (1.47)
dx

diferansiyel denklemini gar, dyleyse (1.38)sili gini saglayanW, ’'in her sttunu

bulunabilir.
W, = PW, = P*D, P’

Yukaridaki ifadeLDU tipinden carpanlara ayrilmasi anlamina gelir. Bipanlara
ayirma nimerik analizde ¢cok boyutlu Vandermondesiterinin ¢éziminde ¢ok

kullanilir.

Bununla birlikte,
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V, =STP*SV, (1.48)
alinabilir. Oyle ki, bu g6z 6niinde bulundurularak,

iVX =g* —W, = S‘lHS\/X
dx dx

elde edilir ve bu da
e5 i = 51p*g jfadesini verir.

S ve P arasindaki daha derin birski asagidakisekilde verilebilir. (1.16) ilgkisi
vektor formundadz (x) = Hi(x) 'dir. V,’in stitunlari;7(x) vektérunun argik

terimleridir. Ve biz,
AV, = HV,
esitli gine sahibiz. Buradan,
V, =V, +HV, ve VV,* = | +H
bulunur.
x =1 i¢in (1.48) g6z 6nlne alinarak,
S'PS=1+H (1.49)

veya P -1 =3HS™ elde edilir. UstelikD;'"HD, = K oldugundan gagidaki ifade,

(so,)" P(sD,)=1+K (1.50)

seklinde elde edilir.

Bu bir teoremlesu sekilde ifade edilebilir.

Teorem 1.5.3 :SD, matrisi P Pascal matrisini Jordan iki k&genli forma

dondstardr.
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1.6. Mukayese Prensibi

Fark denklemlerinin davragiari hakkinda bilgi elde etmenin en etkili yollagtam bir
tanesi, fark denklemleri kolayca ¢ozulemgdiaman kullanilan mukayese
prensibidir. Genel olarak mukayese prensibi, ik fienklemine tekabll eden
¢6zUmun fark gtsizligini saglayan fonksiyonun tahminine dayanir. Bu bolimde bu

prensiplerin dgisik formlariyla ilgilenecgiz.

Teorem 1.6.1 :nON;, r=0 ve g(n,r), r’ye géren sabit tutuldgunda

azalmayan bir fonksiyon olsun. Farz edelinnkt n,,

Yo S 9(NY,) (1.51)

U, 2g(nu,) (1.52)
esitsizlikleri olsun. O zaman,

Yo, S Uy (1.53)
oldugunda,

Y, <U,, nzn, (1.54)

olmasini gerektirir.

Ispat : (1.54) ifadesinin dgru olmadgini varsayalim. (1.53)'tery,,, =u,,, olacak

sekilde bir kKON, vardir. (1.51), (1.52) ve 'nin monotonluk 6zelki kullanilarak,
g(k.t ) SUa <Y< g(kw) < g (k)

elde edilir. Bu bir cekkidir.

Genellikle, (1.52) bir denklemdir ve buna tekabdie sonug ise mukayese prensibi

olarak adlandirilir.
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Sonucl.6.1:nON,, k, =20 vey,,, <ky, +p, olsun.n=n, igin,

n-1 n-1 n-1
oS Vo [Tk + 22 P[] & (1.55)
s=n, s=n, 7=s+1

elde edilir.

Ispat : k, >0 olduzundan Teorem 1.6.1'deki hipotezgtalanir.
Yy, <u, oldugundan,u, lineer fark denkleminin ¢ézimuddir.
u,, =k.u,+p,, Uy =Yy - (1.56)

(2.12)'den goralur ki, (1.55)sésizliginin sg tarafl (1.56) gtsizliginin ¢ozamadur.

Teorem 1.6.2 :g(n,s, y), N;XN;OXR tzerinde tanimli olsun vg'ye gore

azalmayan bir fonksiyon olsun.
Farz edelim ki,nON_ icin,

n-1

¥, =Y. g(ns,y)+p, olsun.

S=ny

O zaman,y, <p, ifadesiy,<u,, nzn, anlamindadir. Burada,,

=

n-

un:zg(n’s’y)+pn’ un():pn0

2]

denkleminin ¢bzimauddr.

Ispat : Eger yukaridaki iddia dgru desilse; s<k igin y,,, >Uu,,, ve y, <u_ olacak

sekilde birk O N, vardir. Fakat,

Vg —Upyy < E [9(k+Ls,y)-g(k+1su,)]< 0celiskisi vardr.

$=y



Sonug 1.6.2 (Ayrik Gronwall Kitsizligi) : nON, , k, =20 olsun ve

n-1 n-1 n-1
o< v [10+k) + 3 b [] (14K
s=ny s=n,  r=stl

Ispat : Kiyaslama denklemi
n-1
u, =u, + Z [k, + p.] ., U, =Y.

seklindedir.

Bu ifade Au, =k u, + p, ifadesine gittir.

COzum,
n-1 n-1 n-1
=u (1+k,)+ A 1+k.),
[l 2 n ] ()

0

1+k, < exp(ks) ifadesi g0z Oniine alinarak ispat tamamlanir.

Asagidaki sonucta benzer olarak hesaplanir.

Sonu¢ 1.6.3:n0ON,, k, 20 ve

You S n+1+zksys, Yo <P olsun.
s=ro

Oyleyse,q, = AP, iken;

Y, <Prb|_|(1+k5)+ ol (1+k)

50



<P exp(nz ksJ"Lqu ext S k j dir.

n, Ny r=s+1

Yukaridaki sonucla ilgili bir dier sonug sagida verilmitir.

Sonu¢ 1.6.4 nON,, k. >0 ve

n
yn+l s Pn+1 + Z ksysl yno < R10 0|Sun.
s=n,

Oyleyse;
<P+2Pks|_| 1+k, <P+2Pkex ZKTjdw
7=st+l r=s+1
. n-1
ispat : V, =D kY, Vv, =0 (1.57)
olsun. Oyleyse,
A (1.58)

elde edilir. (1.57) ifadesinin iki tarafin& operatéri uygulanirsa,
AVn = knyn s knPn + ann

elde edilir. Buradan Sonug 1.6.1'e gore,

Burada, (1.58)’in kassindaki istenen ger elde edilmy olur.
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Sonug 1.6.5 k(n,s,x) :N; xN; xR" — R", x’e gore monoton azalmayan ve

g(n.u):N;xR" — R", u’ya gore monoton azalmayan olsun.

Farz edelim ki,

Y, < g(n,nz_lk(n,s,ys)J (1.59)

olsun.

ifadesindekiu,,

yn s g (n’ un)
ifadesinin ¢ozumudur.

Ispat : (1.59) baintisi y, < g(n,r,) seklinde yazilabilir. Burada

n-1

r,= > k(ns,y,) dir.

s=n

o

n-1
r,< Y k(nsg(sr,)) ssitsizligini saglar. Teorem 1.6.2 kullanilarak <u,

S=n

o

bulunur. Bu da sgidaki sitsizligi verir.

y,<g(nr,)<g(nu,).

52

Teorem 1.6.3 :Farz edelim kig, (n,u) ve g,(n,u) N, xR" tizerinde tanimli ve

u’ya gore azalmayan fonksiyonlar olsunlar ve
6, (ny,) Y < gy (nu,)

olsun. Oyleyse,
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P, <u, <r, dir.

BuradaP, ve r, asagidaki fark denklemlerinin ¢ozimleridir.

rn+1=gl(n'rn)' My = Uny »
Pn+1:gz(nlpn)' I:)nozuno

Ispat : Teorem 1.6.1 iki defa uygulanarak istenen soniesalw.

Teorem 1.6.4 (Ayrik Bihari Esitsizligi) : Farz edelim kih, , N; Uzerinde tanimli

negatif olmayan bir fonksiyon olsuiM >0 ve W, R" (izerinde tanimh pozitif

kesinlikle artan fonksiyon olsun.

Eger n=2n, igin,

ise,V,;

seklindedir. O halde,

N le{nD N /M nZ_fhsse(oo)—G(Xo)}

s= nO

iken,

elde edilir. Buradas,



ifadesinin ¢ozumudur.

ispat: AV, =MhW(y,) < MhW(V,) ssitli gine sahibiz. Buradan;
G(V,..)<G(V,)+Mh,

elde edilir.

Teorem 1.6.1'den,

n-1
G(V,)<G(Y,)+M > h elde ederiz.

s:no

Bundan dolaynUN, igin,

Teorem 1.6.5:y,, j=0,1,... dizisi

n-1 n-2

Yo < g[yn,z YD, yjj ifadesini sglayan pozitif bir dizi olsun.
=0 =0

Burada,g(y, z,w) argumanlarina gére azalmayan bir fonksiyondur.

Eger, y, <u, ve

tum n=>0 degerleri igin,

y, <u, dir.
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Ispat : Ispat tiimevarimla gosterilebilin= 0 icin iddiamiz dgrudur. n=Kk igin

dogru oldysunu kabul edelim. Buradan,

n n-1 n-2
Vo1 G (yn Zy, Zy,}g(un ZU, U,J=un+1
j=0

elde edilir.

Teorem 1.6.6 :y,, 1 =0,1,... dizisi

Vo1 S 9( Vi Yoors - Youi ) Esitsizligini saglayan bir pozitif dizi olsu

Buradag, argimanlarina gére azalmayan bir fonksiyondur.

Ut S 9 (U Upseonllyy ) U 2, j=0,1,..K
ifadenin ¢6zUmu olmak Uzere,

y, <u,’dir.
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n.

Ispat : Farz edelim ki sonug gou desildir. m>k olacaksekilde bir indis vardir.

Oyleyse,y.., <Uu,,, ve y; €u;, j<m’dir. Buradan,

g(ym! ym—l""!ym—k) 2 ym+1 > um+1 = g(um 'um—li"'um—k)

bu bir ¢elskidir.



BOLUM 2. L INEER FARK DENKLEMLER 1

2.1. Giris

Bu bolimde, lineer fark denklemlerinin ¢ézimlermigerekli teknikleri
inceleyecgiz. Bolum 2.3 ile lineer fark denklemlerinin esastisine bglayacaiz

ve sabitlerin dgisimi metodunu vereggz. Daha sonra sabit katsayili lineer fark
denklemlerini veregéz. 2.4-2.6 bolumleri icerisinde fark operatorlernne Uretici
fonksiyonlari kullanarak belirli fark denklemlermimikemmel ¢6zen iki yontem
verecgiz. Bolum 2.7 de sabit katsayili fark denklemlemistabilite-kararlilik
teorisinden bahsedegie. Bolum 2.8 de lineer ¢cok adimli metodlarla difiesiyel
denklemlerinin ¢ézumlerini, uygulamalarini ve slisdditeoremini vereggz. Bolum
2.9 da daha sonra gerekli olacak olan singederoblemlerinden okur. Bolim 2.10

da bu konuyla ilgili problemleri tamamlayaga.

2.2.1lk Kavramlar

Gecmi bolimde, basit olarak verilefty = g(x) denkleminiA™g(x) operatéri

belirleyerek ¢c6zmgiiik. Genel olarakk ninci mertebe fark denklemi,

F (x,y(x),Ay(x),...,Aky(x) ,g(x)) = 0 seklinde fonksiyonel bir

ili skidir ve buraday,g:J; - R dirler.

Genellikle, A operatdri yerinde operatort kullanilir.
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Oyleyse fark denklemi
G(x,y(x),Ey(x) ..... Ey(x) ,g(x)): C
formunda yazilabilir.

F (veya G) fonksiyonuy(x),Ay(x),...Ay(x) (veya y(x),Ey(x),...Ey(x))
ifadesine gore lineer ise, fark denkleminin linektugu sodylenir. Lineer fark
denklemleri teorisi bu bolimde daha sonra gostssker.

Bazi 6zel durumlar harig, fark denklemleringagdaki normal formunda
Ey(x) :CD(x,y(x),Ey(x),...,Aky(x) ,g(x)) (2.1)
yazilabilir oldy@unu kabul edeggz.

BuradaCD:J:OxDx...xD - D, D OR fonksiyonu tek tirlt taniml bir fonksiyondur.
(2.1) denklemik tane bglangi¢ kaullar verilerek,
y(%)=c,y(x+1) =c,,..y(X,+*k=I=c,, c OD belirlenir. (2.2)

(2.1)-(2.2) problemlerinin varlik ve teklik sonuegagidadir.

Teorem 2.2.1 :(2.1) fark denklemi (2.2) Bkangi¢ kaullari ile, tek ¢c6ziime sahiptir.

Ispat: (2.1) ve (2.2) deny(x, +k) elde edilir. x, ile x, +1 i degistirerek ve (2.2)

nin son(k-1) deserleri kullanilaraky(x, +1+k) elde edilir. Bu kural tekrarlanarak
tim n ler igin y(x, +n) tek ¢ozumu bulunur.

Ardisik olarak fark denklemelerinin ¢oztumlerini ilk viemler ile elde etme yolu
oldukca 6nemlidir. Bundan dolayi strekli problemigygun ayrik problemlere

donistardalur. Bununla beraber bu yontem ¢oézimler eldeegticin her ne kadar

etkili olsa da, dier bazi problemler icin uygun gitdir. Ornegin, bu ¢coziim
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asimptotik davraglar hakkinda bilgi vermez. Boylece kapali form-atitacoztumler
elde edilir.

Bazen lineer olmayan denklemleri lineer denklemierga daha diilk mertebeden
denklemlere indirgemek mumkunddr. Bu tarz drnekléitinci bélimde

karsilasmistik. Burada onlara iki tane daha 6rnek verelim.

Ornek 14 : Riccati tipi diferansiyel denklemlere benzer otgagidaki fark

denklemini g6z énune alalim.
y(x)y(x+12)+p,(x) y (x+2)+ p, (%) y(x) + ps(x) = 0 (2.3)

Buradap, (x), p,(x), ps(x), J; datanimli keyfi fonksiyonlardir. (2.3) denklemi

y(x) = - p,(x) donisiimiyle lineer denkleme indirgenir.

Sonug,
z2(x+2)+[ p,(x) = p(x+D) [z(x+ D +[ py(x) = py(X) Po(x) |2(x) = 0. (2.4)

Asagidaki ornekte lineer olmayan bir denklem lineerdenkleme indirgenemez,

fakat daha diilk mertebeye dostiirilebilir. Bu da dnemli bir avantaj gar.

Ormek 15: vy, =

(2.5)

fark denklemini gz 6niine alalim.

Y, =2, 2., z, =0 alarak, (2.5) denklemini,



59

1 2
_ +2(Zn_zn—l) >
Ln=14 ? (2.6)

ikinci mertebe denklemine indirgeyebiliriz.
Simdi birinci mertebe fark denklemyg sabit iken

,(2-2)

= 2.7)

AR
seklindedir.
(2.7) ¢6zUmUnun (2.5) denkleminigadigini gormek kolaydir.

Gergekte (2.7) yiz,_, ile carparak,

1, 1, 1, 1
Zn+12n_zn+1+52n+1__22n+_22n+1__2a

elde ederiz. Buradan,

elde edilir.

z, In ilk iki degerinin ayni oldgunu farz edersekr = 2z, olur ve (2.7) denklemine

(2.5) in birinci integrali denir. (2.7) nin ¢dzimda,

1-u,

z, = yazilirsa,

u,,, =Uu’ yazilir. Buradan,

_A[ (o0, )
z = 2[ (1-2z) } olarak bulunur.
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2.3. Temel Teori

Bu bolimde tanim kiimesi oIaraﬂtr; kullanac&iz. Diziyi {yn} ile gosterec@z.

Tanim 2.3.1: p,(n) =1, p,(n),...p(n), g,, N, tzerinde tanimlk +2

fonksiyon olsun.
yn+k+ pl(n) yn+k—1+"'+ pk(n) yn :g(n) (28)

Bu formdaki bir denklenk inci mertebe lineer fark denklemi olarak adlaridive

pc (n) #0 olmalidir.
Asagida k baslangic kaullari,
ynO :Cl’yn0+l2027""yn0+k—1:Ck (29)

¢ reel veya kompleks katsayilari, tek bir ¢6zim eitheek icin (2.8) ile birlikte ele

alinir.

Teorem 2.3.1 : (2.8) denklemi, (2.9) un biangi¢ kagullariyla tek bir coziime
sahiptir.

y(n,ny,c) ile (2.8)-(2.9) un ¢dzuminii ifade edebiliriz. Biaa
c=(c,C,, ... ) OR  dir
ve

y(ro +J,np,€)=c,,y, j =0,1,...k - elde ederiz.



Tanim 2.3.2 :Her n[J N; icin, g, =0 ise, (2.8) denklemi homojendir denir.

L operatorunu

Ly, = z B (n)yn+k—i
seklinde tanimlayalim.
(2.8) denklemi,

Lyn = gn
formunda yazilir ve homojen denklem,

Ly, =0 olur.

a,FOR vey,, z, ikidizi alinarak,

L(ay,+Bz)=aly,+pBLz,

(2.10)

(2.11)

(2.12).
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oldugu gosterilerekL operatorinin lineer olgu kanitlanir.S, (2.12) nin ¢ézum

uzayi olsun.L operatérinin lineeginden 6tlrd, sagidaki sonucu elde ederiz.

Lemma 2.3.1 : S nin elemanlarinin herhangi lineer kombinasy@uwzayinda

bulunur.

y(nn,,E),...y(nn, ), (2.12)nin ¢oziimleri olsun. Burada

E =(10,..9 E,=(0,1...p ,.E.=( 0,0,.).

ve bu nedenle,

Ly(n,n,,E)=0,i=12,..k.

(2.13)
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Lemma 2.3.2 :cOR“ baslangig kaullari verilsin. (2.12) niny(n,n,,c),
(i=1,2,...n) gibi herhangi bir ¢ozimiy(n,n,,E ) nin lineer kombinasyonu olarak

ifade edilir.

Ispat : Eger y(n,no,c), c,GC,,...,.G, baslangigsartlarina sahip bir cozum ise,

z,= 2 6y(nn,E) (2.14)

toplami Lemma 2.3.1 den dolayi (2.12) nin bir ¢ogdiir ve bglangi¢ kaullar
Z, =C, 2, =Cy,.iZy -1 = G YI SEBlar. Teorem 2.3.1 den iki ¢6zimin ayni gidu

gorular.

Simdi N da tanimlik tane f; (n) fonksiyonlarini alalim vesagidaki matrisi

tanimlayalim.

f,(n) f,(n) ... f(n)

f,(n+1) f,(n+1) .. f(n+])

(nek-1) f(n+k-1) £, (n+k-1)

Tanim 2.3.3 : f,(n) fonksiyonlari,i =1,2,...k tim n ler igin lineer bgimsiz

olmasi igin,
k
> af(n)=0 (2.15)
i=0

denklemindea; =0, i=1,2,...k olmalidir.
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Teorem 2.3.2 : f,(n), i =1,2,...k lerin lineer bgimsiz olmasi iginn > n, igin
detK () 0 olacaksekilde n, sayisinin var olmasidir.

Ispat : Eger (2.15) sglanirsa,

2. afi(n+1)=0 (2.16)

k bilinmeyenlik denklemden olan lineer homojen sister (n) matrisinin

katsayilarina sahiptir. Bu nedenigee n=n, detK ()% 0 ise sistemin tek ¢6zimu

a =0,i=12,..k ve fonksiyonlar lineer amsiz olurlar.

Teorem 2.3.3 ‘Farz edelim ki,f, (n), i =1,2,...k (2.12) nin ¢éziimleri olsun.

Oyleyse,detK (n,) # Qise, n=n, igin detK (n) # Odir.

ispat : K(n) matrisinin tanimindan

detK (n, + 1) = de fi(n+2) fo(ne*+2) ...f(n,+2)

f(ny+k) f,(ng+k) ...f (ny+k)

elde ederiz.
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Sutunlar (2.12) nin ¢gozumleri oldundan, son satir dnceki noktalarda ayni

¢6zumlerin kombineleri olarak yazilir ve sifir debénantlari inmal edilerek,
detK (n, + 3 =(- 3" p(n,) deK (n,) sonucuna utalir.

p () # 0 oldugundandetK (n, +1) # 0 dir. Genel olarak, henON, icin
detK (n+1) =(- :I)k p (n) dek (n) (2.17)

elde ederiz ve bdylece timevarindatk (n) #z 0dir.

Sonug 2.3.1:y(n,n,,E), i =1,2,...k ¢coziimleri lineer bamsizdir.

ispat : Bu haldedetK (n,) = 1 dir.

1 0
K(n)=| : . i | oldugundan,

Sonug 2.3.1 deny(n,n,, E;) tabani kanonik taban olarak adlandirilir. LemngaZ22.

ve Sonug 2.3.1 kullanilaraksagidaki sonug elde edilir.

Teorem 2.3.4 :(2.12) nin ¢dzUmleri olars uzayi k boyutlu bir vektér uzayidir.

Eger a OR*, i=1,2,...k lineer b@gimsiz ise gergekten bu haldg(n,n,,a )
¢cOzumlerinin kiimesi ayric® uzayinin tabani olarak kullanilabilir. Gergektanler
K (n,) matrisinini. sttunlari oldgu taktirdeK (n,) =(a,...,a,) dir. Bunlar lineer

bagimsiz oldgundan, timnON, icin K(n)Z0 dir.

K (n) matrisi Casorati matrisi olarak adlandirilir vekfdenklemleri teorisinde,

lineer diferansiyel denklemler teorisindeki Wrarmskimatrisiyle ayni gérevi gordr.
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Tanim 2.3.4 :(2.12) nink tane lineer baamsiz ¢éztmleri verilsin, bunlarin
herhangi bir lineer kombinasyonu (2.12) nin gerigigni adini alir. Genel ¢6zumun
anlami herhangi bir B&ngi¢ kagullari kimesini sglamasidir.

Lemma 2.3.3:y, vey. (2.11)in herhangi iki ¢ozimii arasindaki fark @'y

saglar.

Ispat : Gunki, Ly, =g, veLy, =g,

L(yn - gan =0 ifade eder.

Teorem 2.3.5:y(n,ny,a), i =1,2,...k (2.12)'nink tane lineer baimsiz ¢oziimii

olsun vey, (2.11)in ¢6ziimi olsun. Buradan, (2.11)irgei ¢oziimleriu sekilde

yazilabilir:

Yo = Yot 2 ay(nny.a) (2.18)

Ispat : Lemma 2.2.3 den bir tang, —y_ [0S vardir ve bu nedenley(n,no,a,.) nin

bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

Onceki teorem ayrica, (2.11) in genel ¢cézumuniub22nin genel ¢ozimiine (2.11)

in herhangi ¢co6zimunin katilarak elde edilebigge@mlamina gelir.
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2.3.1. Adjoint ve transpoz denklemler

L operatori ile ilgili adjoint operatorli

Kk

Ly, =D b (n+i)y,.,

i=0
seklinde tanimlanir ve adjoint homojen ve homojanayan denklemler
L'y =0 (2.19)
Ly =g, (2.20)
seklindedir.

(2.11) ve (2.12) denklemlerinin ¢ozumleri ve omeadjoint denklemlerinin
¢ozumleri arasindaki ilging 6zellikler ile birbirlae balidirlar. Nimerik analiz

kullanilirsa, L transpoze operatérigagidaki gibi tanimlanir.

k
LTyn :z pi (n_k+i)yn+i (221)

i=0
ve transpoz denklemi,
L’ Y, =0, (2.22)

seklindedir.

Teorem 2.3.6 :u,, Lu, =0 olarak homojen denkleminin bir ¢6zimdi olsun ve Zp.2
nin (LTyn = gn) Yy, ¢6zimu,y,,; =0, j=1,2,..k ve N >k olmak Gzere verilsin.

Bu halde,

N k-1
> u,g,=> v, > p (i -k, dir.
n=0 j=0 =0



Ispat : iungn :iunLTyn :izk:un p (n—k+i)y,. ssitligine
n=0 n=0

n=0i=0

sahibiz.
j=n+i ve s=min(j,k) alarak,
N-+k s

N
> ug, =2y, > p(i-ku._, p=0,i>k icin elde edilir.
n=0 j=0 =0

j>N, y;=0icinve p(j-ku,; =0, s>k alinarak sonuca wdir.
i=0

2.4, Sabitlerin Dggisimi Metodu

(2.11)'deki 6zel ¢ozimi (2.12) deki genel ¢ozumdiBimizde bulabiliriz.
Sabitlerin dgisimi metodunu kullanarak bu 6zel ¢ozugayle bulabiliriz.
y(n.ny.C), (2.12) nin bir gozami v (n,n,, E, ), (2.12) nin ¢ézimining
uzayindaki kanonik tabani olsun.

Oyleyse genel ¢ozium,

k

y(n,ny,c) :Zij(n,no,Ej) (2.23)

=1

seklindedir.
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Simdi kabul edelim ki,c; n nin ¢, (ny) =¢; sartini sglayan fonksiyonu olsun ve

k

y(nne.c(n))=>c (n)y(n,no,Ej) (2.24)

=1
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diyelim. Bu fonksiyon (2.11)'deki denklemi @amasini isteyelim. (2.24)tesu

denklem cikar.

k

y(n+1,nO,C(n+])) => ¢ (n+ ])y(n+ 1n, Ej)

=1

alinarak,

k

y(n+Lny.c(n+3)=3c, (n)y(n+1n, ;)

i=1
yazalim.

Benzer olarakj =2,...k -1 alinip ilerleyerek,

k

y(n+inc(n+i)) =3¢, (n)y(n+i.n, )

j=1
elde ederiz.

Eger,

ici (n)y(n+i,n,E;)=0,i=1,2,..k- 1

j=1
alinirsa en sonunda,

k

= Zk:cj (n)y(n +1,n,,E, ) +JZ:ACJ. (n)y(n+ 1, E ) :

(2.25)

(2.26)

(2.27)

y(n+kmp,e(n+k))=>c (”)y(”J’k’”o’Ej)J’jZ:ACj (n)y(n+k.n, E;)

=1

buluruz.

(2.11)'de yerine koydtumuzda sonuc,
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io p; (n)y(n+k=i,ny,c(n+k—i))
:g o (n)[gc]— (n)y(n+k—i,nO,Ej)+]Zi'{Acj (n)y(n+k,nO,Ej)j
=g..

y(n,no, Ej)’ler (2.12)'nin ¢6zumleri oldgundan denklem,

k

2. Ac, (”)y(”+k,no,E,-) =0, (2.28)

j=1
halinde yazilir.

(2.25), (2.27) ve (2.28) denklemleki tane,Ac, (n) bilinmeyenleri igin k tane

denklem katsayilari Casorati matrii(n+1) olan bir lineer denklem sistemine

dondsur.

C0Ozumsu sekilde verilebilir:

A (n) 0
,ACZ(n) =K™(n+1) :0 (2.29)
Ac, (n) o

K (n+1) adjoint matrisinin(i,k) elemanlariM,, (n+1) ile gosterilirse,
(2.29) denklemi,

16 (n) = 1)

_Wgn ,i=1,2,..k (2.30)

seklinde yazilabilir. Buradan,



_pt Mi(n+1)

c¢(n)=24 Wgnﬂq , ¢ (n,)=¢ yazilabilir.

G (n) degerlerini (2.24) te yerine koyarsak géririz k{n,n,,c) = y(n,n,.c(n))

esitli gi (2.11) denklemini sgar.

Ormnek 16 : y,, —ay, =g, denklemini cozelim.
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Ornek 15'ten homojen denkleminin genel ¢ozuom! dir. Sabitin dgisimi metodu

uyguladginda,

(c(n+1)~c(n))a™ =g,

ve
n-1 1
yn = yoan + Z g (131)
j=0 @
buradan,
n-1 ) )
Yo = Yo"+ g(j)am™
j=0
elde edilir.

Yukaridaki 6rngin ¢c6zUmuni matematica programi ile bulalim.

[ g(l-k"-n+kn) g0 1
[la'n] ek o V[_]J]



2.5. Sabit Katsayili Lineer Denklemler

Eger (2.8) denklemindekp, (n) katsayilarin ye bali olmayan sabitlerse, fark

denklemlerinin gagidaki onemli sinifini elde edilir.
k
2 P Yo =9(n) , B =1. (2.31)
i=0
Bu sinifta uygun homojen denklem,
k
D B Y =0 (2.32)
i=0

seklindedir.

Teorem 2.5.1 :(2.32) denkleminin ¢ozimgIC, z#0igin,
y,=2" (2.33)

formundadir ve bu ¢bzim,
k .
p(z)=> pz" =0 (2.34)
i=0

denklemini sglar.

Ispat : (2.33) denklemini (2.32)'de yerine koyarsak,
k

2"y pz" =0 elde ederiz.

i=0
Buradaz, (2.34) denkleminin bir kokadur.

(2.34) denklemi bir polinomdur ve kompleks dizlemdéane ¢oziime sahiptir.
Buna (2.32)’nin karakteristik denklemi de denir péz) polinomu karakteristik

polinom olarak adlandirilir.



Teorem 2.5.2 :Eger p(z) nin z,2,,....z, kokleri farkliysa,z", ,....2" ler

(2.32)'nin lineer b&imsiz ¢ozumleridir.

Ispat : Bunu d@grulamak kolaydir. Bu durumda Casorati determinanatrisin

determinantiyla orantihdir.

1 1 1
Zl Z2 ...Zk
2 Z2 cee 2
Viaza)g 2% E @3
Zf_l 751 --Z:_l
2

matrisi Cauchy-Vandermonde matrisi (Vandermondeisipblarak adlandirilir.

Onun determinantu sekilde verilir.

det\/(zi,zz,...,zk):n(;—zj) (2.36)

1>]

Eger tumi ve j lericin z # z, ise determinant sifirdan farklidir.

asagidaki bicimde ifade edilebilir.

k

y,=>.cZ (2.37)

i=0

Eger p(z) polinomu kath koklere sahipse:;1 ¢ozumlerinin farkh kokleri lineer

bagimsizdir. Fakat bu kokle® de bir taban kil etmek icin yeterli dgildirler.

Bununla birlikte, taban icin der céztmler bulunabilir.

12
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Teorem 2.5.3 :m,, p(z) fonksiyonunun kékii olarz,'nin katliligr olsun.

¥s(n)=u,(n)Z (2.38)

fonksiyonlarlnda,us(n), n cinsinden Uretici polinom fonksiyondur derecesi-1

derecesini gecmez ve (2.32)'nin ¢cbzumleridirletimeer bg&msizdirlar.

ispat : Eger z, p(z) nin m, kath bir kokii ise,

p(z)=0,p(z)=0,.,p""(z)=C (2.39)
elde edilir.

(2.38) degerini (2.32)'de yerine koyarsak,
k .
> pu,(n+k=i)z" =0 (2.40)
i=0
elde ederiz. (1.4)teki gkiden,
: ki SILEAN
u (n+k=i)=Eu(n)=> " " |Alu,(n) (2.41)

elde edilir ve (2.40)'den,

elde edilir.

(2.39)'a gore, (2.42)ninj =0,1,...m- e bal terimleri ttmu,(n) fonksiyonlari
icin sifirdir. Aius(n) =0, m, < j <k oldugundan dger k -m, +1 terimleri de sifira

esittenmelidir. Bu, u(n) polinomunun derecesiy -1 den daha bilyiik alinmamak

sartiyla gerceklgtirilebilir. Lineer bggzimsiz oldgu da ayrica ispatlanabilir.
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Sonug 2.5.1 {2.32) ‘nin genel ¢ozumgbyledir.

d d m-1 d m-1 _
V.= au(n)z'=>a> cn'z'=> > An'z (2.43)
i=1 i=1  j=0 i=1 j=0

Burada, A, =ac; ve d farkl koklerin sayisidir. Ber bir y, dizisi nON, icin fark

denkleminin ¢6zumu isesasidaki teorem kullahidir.

Teorem 2.5.4 :Bir y, dizisi, nON, olmak Gzere, hen[d N; icin (2.33)

denklemini sglar ancak ve ancak,

yn yn+1 o yn+k

D(yn’yn+1""!yn+k): de =(

yn+k yn+k+1 e yn+ 2k
Ustelik,
D ( yn; yn+]_| ---,yn+k_1) * O |Se.

Ispat : Farz edelim ki;y, , (2.32) denklemini ggasin. Oyleyse,

k
yn+k+j :_z p|yn+k+]-_i ) ] :0,1,...,k
i1

ifadesi dgrudur.

D(Ya: Youas - Youe ) 'NIN sON satirinda yerine koygumuzda,D (Y, ..., Yy, ) = 0

oldugu gorulir. Tersineger bu determinant O ise, birinci satira gore iksatira ve
tum satirlara goreliem yaptgimizda sonuc¢ aynekilde sifir bulunur. Bu elemanlar

birinci satirin elemanlarina plaolarak,

k
> Vouiei A (n) = 0 seklinde elde edilir.
i=0
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Burada, j =1,2,...k - 1iken, A (n) k-i.inci elemanin kofaktoridur.ger, D ‘ye

birinci satir, ikinci satir ve derleri ilave edilirse determinantin sifir ofglugoralir.

Aln)
A(n)

Hipoteze goreA, (n) determinanti O dgldir. p,(n)= koyarsak,

yn+l = _z pi (n) yn+1+k—i '

i=0

k-1

Vorkes = —Z p (n) Ve ok-1i

i=0
olur. n yerine n+1 koyar birinci b&intidan ikinci bg&intiyi ¢ikarirsak,
k-1
0=->"Ap,(n) Y, elde ederiz ve benzer olarak ilerleyip denklemidii
i=0

homojen sistemini elde ederiz.

k

=

Ap (n) Yoeksjai » 1 =1 2,.k= 1

i=0
bu denklemlerinA, (n) determinanti hipoteze gore Ogilelir.

Ap, (n) =0 olarak ¢ozum ¢ikar, burada’ler n’ye gére sabittir ve sonug bulungu

olur.

Omek 17: vy, -ay =0,alC (2.44)
denklemini digtinelim.

p(z) = z-a karakteristik polinom ve onun tek kokiFa dir. (2.44)'in genel

cozumu ise)y, =k.a" dir.
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COzumiu matematica programi ile bulalim.

{{aln] = k™" cr11}]

Ornezin k = 2 degeri icin, fark denklemini matematica programi idutar ¢cézelim
ve y, =1 balangi¢ dgeri icin ilk yirmi bes degerinin tablosunu yapalim ve grgifni

cizelim.
[{a[n] =2 c(1]}]
{1, 2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768,

65536, 131072, 262144, 524288, 1048576, 2097152, 4194304, 8388608, 167
77216}

25108 |

20 %108
1.5%108
105106 | L

500000

_'................#TT L
5 10 15 20 25

Sekil 2.1. Ornek 17 Cozim Grfi

Ornek18: vy ., -V,,-Y,=0 (2.45)

denklemini dgtinelim.



Karakteristik polinomp(z) = z* —=z-1 ve koKleri

olarak bulunur.

1+5 _1-+5
2

2 ’

Buradan (2.45)’in genel ¢6zimui,

RS

olarak bulunur ve bu Fibonacci dizisi olarak adlarha.

77

Bu dizinin ¢6zimUni matematica programi ile bulabenlk yirmi bes teriminin

tablosunu yapalim ve grgfni cizelim.

{{a[n] = C[1] Fibonacci[n] + C[Z] LucasL|n]}}

{1,1,2,83,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181

, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025}

zjnnne
20000
15000:-
1nnnn;
5nnn;
—:—i—t—i—i—i—i—t—t—i—i—l—l—'—. 0o ? T T
3 10 15

Sekil 2.2. Ornek 18 Coziim Grafi

20

25
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Ornek 19 :

a) Y., —4y,,, + 3y, = 0 fark denkleminiy, =1 ve y, =5 balangi¢ dgerleri igin

¢Ozunuz.
Karakteristik denklem

r’=4r+3=0

(r-1)(r -3)=Oise, koklerr, =1 ver, = 3 dir.
Buradan ¢6zim,

y,=¢l"+¢,3 =¢ +¢,3" seklindedir.
Lineer sistemdeki gangi¢c dgerlerinden,

Y, =1liginy,=c+c,=1

y,=51i¢in y,=c,+3c,=5
ve bu iki denklem sistemi beraber ¢ozilirses -1 ve ¢, =2 elde edilir.
Buradan ¢6zim,

y, =—1+ 2.3 olarak bulunur.

Ayni fark denklemini, ayni bdangi¢ kagullari icin matematica programiyla ¢ézelim

ve ¢c6zumun ilk otuz deeri icin grafigini cizelim.
f{a =+ Punction|[{n}, -1+ 3%]11

{5,17, 58, 161, 485, 1457, 4373, 13121, 39365, 118097, 354293, 1062881, 3
188645, 9565937, 28697813, 86093441, 258280325, 774840977, 232452293
3, 6973568801, 20920706405, 62762119217, 188286357653, 564859072961
, 1694577218885, 5083731656657, 15251194969973, 45753584909921, 137
260754729765, 411782264189297}



2w 1012 L
™
15= 1012 |
Lx10? |
s 10ll b
—++ s s s b eesdssesbeeepse@® hd T e
3 10 13 20 a5 e

Sekil 2.3. Ornek 19-a Cozum Grifi

b) y.., —4y,., +4y, = 0 fark denkleminiy, =1 ve y, =5 balangi¢ dgerleri icin

¢Ozunuz.

Karakteristik denklem,
r2—4r+4=0
(r-2)°=0

birbirine ait iki reel kok vardir.r, =r, =2 oldugundan genel ¢ozim;
y, =¢ 2" +¢,n2" seklindedir.

Baslangicsartlari kullanilarak,

Y, =1igin, y, =c,+c,.0.2 = lisec =1

y, =5 igin, y, =c.2+c,.1.2 = Eisec, :g bulunur.

79
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Buradan da ¢6zim,
y, =2" +g.n.2“ = 2'+ 3n.2" seklinde bulunur.

Ayni fark denklemini, ayni bdangi¢ kagullari icin matematica programiyla ¢ézelim

ve ¢c6zUmun ilk otuz dgerinin grafgini cizelim.
{[ r.—]-'H'l L |
[a[n] = 27" (243m) ]}

{5, 16, 44,112, 272, 640, 1472, 3328, 7424, 16384, 35840, 77824, 167936, 3
60448, 770048, 1638400, 3473408, 7340032, 15466496, 32505856, 6815744
0, 142606336, 297795584, 620756992, 1291845632, 2684354560, 55700357
12, 11542724608, 23890755584, 49392123904}

30107
2.5 %107
203107
15107
10x10%

50108 F

_:....................!TT
5 10 15 20 25 30

Sekil 2.4. Ornek 19-b Cozum Grafi

C) Yoo —4Y,., + 5y, = 0 fark denkleminiy, =1 ve y, =5 balangi¢ dgerleri igin

¢ozunuz.

Karakteristik denklem
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r’—4r+5=0
—-2a=-4ise,a=2 ve b=5"ir.

Buradab > a’ ve dolayisiyla reel kok yoktur. Kokler kompleksti bu kokler,
r=a-ivb-a? =2-i/5- 4= 2-i
r,=a+ivb-a? = 2+i/5- 4= 2+i bulunur.
Denklemin ¢6zimd,
¥, =¢ (2+i)" +c,(2-1)" seklindedir.
Baslangic dgerleri kullanilarak,
Yo=G+c,=1
¥, =¢,(2+i)+c,(2-i) = 5 ve bu iki denklem beraber ¢oziiliirse,

C, ve c, sabitleric, :I;r—_s vec, =I;—_3 seklinde bulunur.
| |

C, ve ¢, sabitlerini ¢oziimde yerine koyarsak, denkleminigoi

Y, :i+__3(2+i)” +i%3(2—i)n seklinde bulunur.

2i

Ayni fark denklemini, ayni bdangi¢ kagullari icin matematica programiyla ¢ézelim

ve ¢c6zumaun ilk elli dgerininin grafgini cizelim.

1

{{a—)FunctiDn[{n}, JZ—_+ | (5 (2 —J'1]|—l+n_ (1+2 1) I:2+Ji.:lnj|]}}
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{5, 15, 35, 65, 85, 15, - 365, - 1535, - 4315, - 9585, - 16765, -

19135, 7285, 124815, 462835, 1227265, 2594885, 4243215, 3998435, -
5222335, - 40881515, - 137414385, - 345249965, - 693927935, -
1049461915, 728207985, 2334477635, 12978950465, 40243413685, 960789
02415, 183098541235, 251999652865, 92505905285, - 889974643185, -
4022428099165, - 11639839180735, - 26447216227115, -

47589669004785, 58122594883565, 5457965489665, 312444836376485, 12
22489518057615, 3327733890348035, 7198487971104065, 1215528243267
6085, 12628689875184015, - 10261652662644365, 104190060026497535, -
365451976792768315, - 940857607038585585}

51012
19600060000 0000000000000000000000, .
| i 20 T 40 5
-5x10t2 ¢
-1x10t b

Sekil 2.5. Ornek 19-c Coziim Grafi

Ornek 20 : y,., —gyn+l+ y, =0 fark denkleminininy, =0 ve y, =1 balangi¢
kosullari icin ¢6zUmunt bulalim.
Karakteristik denklem,

rz—gr +1=0
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2
A=b?-4ac= (—§j —411=-2c ¢
5 25

oldugundan kompleks iki kok vardir. Bu kokler, = formulayle,

-b+/A
2a

— A + 4
r, -3-4 ver, = 3+ 4 seklinde bulunur.
5 5

Genel ¢6zim,

y. =¢ 2" +¢,n2" seklindedir.
Baslangicsartlari kullanilarak,

Y, =0 i¢in, y,=c,+¢c,=0

y, =5 icin, y, =§(c1+c2) +%(cl—c2) =lisec = —E‘E: ve ¢, =§ seklinde
bulunur.

Buradan da ¢6zim,

y, = _E(ﬂj +—5(3+—4j seklinde bulunur.
8\ 5 g 5

Ayni fark denklemini, ayni bdangi¢ kagullari icin matematica programiyla ¢ézelim

ve ¢c6zUimun ilk otuz dgerininin grafigini gizelim.

[{a = Punction[{n}, ngl‘n ((3-21)"-(3+21)™]}}
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Sekil 2.6. Ornek 20 Coziim Grfi

Ornek 21 : Asagidaki denklem sik sik ikinci mertebe diferansiyehllemlerin

ayriklastirlimasinda olarak ortaya cikar.
Yorz T2 t Y = fn (2.46)

BuradaqOC dir. Homojen denklemin genel ¢ozinyjj =c,z' +c,z;, 7 ve z,

ikinci derecez® — 2gz+1= 0 denkleminin farkli kdkleridir. Uygulamada genel

¢6zUmu iki farkh formda yazmak kullaghidir.

Birinci formda lineer bgimsiz ¢ézumler,

yo = L4 27, Yo = -7
-2 z,-

AN

seklindedir ve bu ¢bziimlere glahomojen denklemin genel ¢ozumi

y, oy + e,y (2.47)
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seklindedir.

Ikinci durumdaT, ve U, (q) Chebysev polinomlarinin lineer @iansiz olarak

kullaniimasi ile,
Y, =cT,(a)+cJ,4(q) (2.48)
elde edilir.

(2.47)’yi kullanmanin avantaj|y,(f) ve yff) bazlarinin kanonik bazlar olmasidir.

Buradan (2.47)’nin bgangi¢ dger problemi igin,
y. =y, ¥ +y,y? elde edilir.

(2.48) in formunun avantajT,, (q) ve U, (q) fonksiyonlarinin 6zellikle Nimerik

Analiz ve Yaklgim Teorisinde kullanilan bire surt 6zgihin olmasidir.

(2.46) nin ¢ozuma,
n-2
Yo = YoVu! + Yy + 3 YA E,
i=0

seklinde yazilabilir.

Ayni denklemin ¢oziimiing =1, f (n)=2ve y, =1, y, =2 baglangi; dgerleri

icin tekrar matematica programi ile ¢ozelim ve ga@i ilk elli dezerinin tablosunu

yapalim ve grafiini gizelim.

Ha|n] > l+nZH
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{1, 2,5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, 82, 101, 122, 145, 170, 197, 226, 257, 290, 32
5, 362, 401, 442, 485, 530, 577, 626, 677, 730, 785, 842, 901, 962, 1025, 109
0, 1157, 1226, 1297, 1370, 1445, 1522, 1601, 1682, 1765, 1850, 1937, 2026,
2117, 2210, 2305, 2402, 2501}

2500 I ]
2000 - L
1500 - ]
1000 - ®

200

_;....,-ﬂlg?ﬂmmn

20 30 40 50

Sekil 2.7. Ornek 21 Cozim Grafi

Ornek 22 : y,., =2y, - 3y,_, =(n+1) sonlu fark denkleminin ¢ézimiinu bulalim.

Bir 6zel ¢cbzim,

y, = a, +a,n seklinde aranir. Clnku gdaraf birinci dereceden bir polinomdur.

Varsayilan ¢6zimi denklemde yerine yazarsak,
a,+a,(n+1)-2(a,+an)-Fa,+a,(n-1)|=n+1

Polinom aitli ginden,

a,+a,-20,-30,+ ;=1
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4a, - 4o, =1

ve n nin katsayilar gtli ginden,
: 1
a,-2a,-3a,=1ise, qa, :_Z
a, degerini 4a, - 4a, = 1 denkleminde yerine yazarsak,
a, = 1 bulunur.
2
Ozel ¢6ziim,

n’dir.

N~

1
p__~_*
Yn 4

Lineer b& msizligl 6zel ¢ozumden irdelemek igin homojen denklemirakgeristik
denkleminin koklerine bakilir.

r’-2r-3=0ise;r,=-1,r,=3
ya' = A(-1)"+B(3)

ve bu da 6zel ¢ozumlerin pansizlgini ifade eder. Genel ¢6zim homojen ve 6zel

¢6zUmun birlgimi olarak yazilr.
Yo= Yo *¥n'

A ve B katsayilari genel ¢cozimungb@ngicsartlarindan bulunur.

Ayni fark denklemini,y, = -1 ve y, =0 baglangi¢ kaullari icin matematica

programiyla ¢6zelim ve ¢co6zimun ilk yirmigdeserininin grafgini gizelim.
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{{a[m 3 % (-1-n) + (-1)*c[1] +3“r:[2]}}

1
{{a + Function| {n}, m (-12+27 (-1)" +3" - 12 n)

)

{-1,0,1,1, 3, 14, 43, 135, 407, 1228, 3687, 11069, 33211, 99642, 298931,
896803, 2690415, 8071256, 24213775, 72641337, 217924019, 653772070,

1961316219, 5883948671, 17651846023}

sx108 |
4><103;
3><1|33:—
2><103; ?
1><1|33;
B 3 10 13 Tzn B

Sekil 2.8. Ornek 22 Coziim Grafi

Ornek 23 : Bir 6nceki problemif (n) =(3)" icin tekrar inceleyelim.

Yani, y,,, =2y, =3y, =(3" fark denkleminin ¢dziimiini bulalim.



Varsayilan formdaki

y? =a(3)

¢6zumu 6zel ¢coziimlerden lineergoasiz dgildir.

Buradan lineer amsiz bir ¢6zim olan,
yP = pn(3)"

¢6zUmU denklemde yerine yazilirsa,
B(n+1)3*-26n3-3Jn-3 3= 3

Her iki taraf 3" ile bolinirse,
38(n+1)-28n-B(n-1 = 1elde edilir.

Katsayilarin gitli ginden S bulunabilir.

3[i+,8:1ise,ﬁ’:%r

Ayrica n nin katsayilari tamamen denktir.
36n-26n-13=2C
Oyleyse, lineer bamsiz 6zel ¢ozum,
(3)
4

Yy =n=——

n

ve genel ¢ozum;

y,=A(3)"+B(-1)"+ ng olur.

89
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Ayni fark denklemini,y, = -4 ve y, =1 balangi¢ kaullari icin matematica

programiyla ¢ézelim ve ¢c6zimun ilk yirmigdezerininin grafgini cizelim.

1
{{qn]+IEa*”¢-3+qn3+{4J“cuq+3“cw]H

{{eln] - % (147 (-1)* - 193" + 43" n) }}

{-4,1,-7,-2,2,79, 407, 1780, 6968, 25837, 92261, 321082, 1096094,

3686875, 12256355, 40356304, 131830580, 427776793, 1380185489, 44311
21846, 14165061626, 45110273191, 143176084463, 453064048108, 142979
9528432}

3551010 |

30x10!0 |

2.5 %10'0 :
20 % 101"
BE xlDl':';
1.0 %1010

sox10® b

I P T T .
5 10 13 20 25

Sekil 2.9. Ornek 23 Coziim Grfi
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Ornek 24 :

a) y.., —6y,,, +8y, =3 fark denkleminiy, =1 ve y, =3 balangi¢ kaullari icin

matematica ile ¢c6zelim ve ¢ozumin ilk yirmiskaezerinin grafgini cizelim.

{{a = Functic\n[ {n}, 20 +2%0_ SH]}}

{1, 3, 10, 36, 136, 528, 2080, 8256, 32896, 131328, 524800, 2098176, 83906
56, 33558528, 134225920, 536887296, 2147516416, 8590000128, 34359869
440, 137439215616, 549756338176, 2199024304128, 8796095119360, 3518
4376283136, 140737496743936, 562949970198528}

1><1nl3;
8><1012;
6><1I]12:-
4><1|312; ?
zxmlz:—
B 3 10 15 1rzn T

Sekil 2.10. Ornek 24-a Cozim Grgifi
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b) y.., —6y.., + 9y, = 2' fark denkleminiy, =2 ve y, =1 balangi¢ kaullari igin

matematica ile ¢c6zelim ve ¢ozumdin ilk yirmiskaezerinin grafgini cizelim.
1 1
{[a - Functinn[{n}, 5 [3 ol 4 gl _ g qn n] ]}}

{2,1,-11,-73,-335, -1345, - 5039, - 18097, - 63167, - 216001, - 727247, -
2418961, - 7967519, - 26032417, - 84482735, - 272596465, - 875217791, -
2797905793, - 8910409103, - 28281171409, - 89493084383, -
282427439329, - 889125827951, - 2792905916593, - 8755298853695, -
27395631484225}

~1x10M |

—2x10t L

—3x1011 ¢
—4x10'! b
—sx10tl |

—6x10t ¢

—7x10M1

Sekil 2.11. Ornek 24-b Cozim Grgffi
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C) V,., —6Y,., +10y, = 2™ fark denkleminiy, =1 ve y, =4 balangi¢ kaullari igin

matematica ile ¢cézelim ve ¢ozumin ilk yirmiskaezerinin grafgini cizelim.

Ln

Ha 3 Functiun[{n}, 1(3-1)"-1 (3+1)%+ ; - ]5-1: (34 ﬁj“”]

{1, 4, 16, 60, 208, 664, 1936, 5040, 11008, 15904, - 14144, - 242880, -
1313792, - 5449856, - 19553024, - 62803200, - 181256192, - 459439616, -
943944704, 1069009920, 3025911808, 28846618624, 142822690816, 56847
4152960, 1982626398208, 6211033636864}

71010 |
6 %1010
5 %1010
431010
3 %1010 °
2 %1010

151010 |

B —
- 3 10 13 20 25

Sekil 2.12. Ornek 24-c Cozim Graifi
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Ornek 25 PyYp + P ¥ P2Y,=0 (2.49)
denklemini digtnelim.

Cozum yukarida soylengligibi p,z° + p,z+ p, polinomunun kokleri cinsinden

yazilabilir. C6zumun Chebyshev polinomlari cinsinderilmesi de enteresandir.

Farz edelim ki,p,p, >0 ve p :(—

P'T.(q) ve p"U, (), (2.49)'un ¢dzumleridir. Buradan,

¥, =¢,0"T,(q) +¢c,p'U, . (a) genel ¢ozimdiir,

Yukaridaki denklemin genel ¢c6zimuni matematica qamog ile bulalim.

51
|

1] -/ Z_4p[0]pl2
{{a[n] L 2] pll] -y ell] p[0] p[2]

r[0]

k1
|

(pii] +4/p[1]2 -4 p[0] p(2] 1)

2R o2
pl(0]

Ayni denklemin ¢ozimiinp(0) =2, p(1)=1, p(2)=-2vey, =0, y,=2

baslangic dgerleri igin tekrar matematica programi ile ¢ozelieng6zimin ilk sekiz

deserinin grafgini cizelim.

{{a < Function|{n},
1 (1o i)t — (1 A\ (1 ) — (1 177
E‘”‘_— +4 17T |- - +17 |-+ -4 17 | =+ ”}

4 4 4 4 4 4 4 4
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Sekil 2.13. Ornek 25 Coziim Grafi

Ornek 26 : Asagidaki fark denklemlerinin verilen blangigsartlari icin cozumun

bulunuz.
a) y..,—~2y.,+y, =0, balangicsartlari y, =2 ve y, =+/2.
Karakteristik denklem,

r2-J2r+1=0

A =(—x/§)2 -4.1.1= 2= 4 - X (oldugundan kompleks iki kok var. Bu

kokler:
_(H2)+iv2_aeiv
L 2 2
)2 e

2 2
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Cozim,y, =q(@] +c2[\/_2;2i\/_2] olarak bulunur.

Baslangicsartlari kullanilirsa,

J2+i/2

0
Y, =2 sartina gore,y, = cl(—J +c2( =2

2 2

J’z—N’z]O

. 1 . 1
y, =~/2 sartina gore, y, = c{@] + c{*/_z_T'\/_zj =2,

Yo=C+C=2
¥;=¢-C,=0
denklemleri ortak ¢ozilirse, =1 ve ¢, =1 bulunur.

¢, ve ¢, degerleri yerine konarak denklemin ¢ézumd,

Yy, = V2+iy2 + J2-iy2 olarak bulunur.
2 2

b) y..,—2y..,+V, =0, balangicsartlar y, =0 ve y, =+/2.

Karakteristik denklem,

r2-yJ2r+1=0

A= (—\/5)2 -4.1.1= 2 4 - X (oldugundan kompleks iki kok var. Bu

kokler:
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-(—V2)+iV2_ z+iv2
2 -2

rn=

(<2 _5-i2
2 2

r,=

Gozum;y, =q(@j +C{@ZJ olarak bulunur.

Baslangicsartlari kullanilirsa;

Y, =0 sartina gore,y, =¢,| ———— | +¢C,

2

Mjozo
2

. 1 - 1
y, =+/2 sartina gére, y, = c{@] + c{*/_z_T'\/_zj =2,

c+c,=0
c,—C,=-2i
denklemleri ortak ¢ozullrse, =—i ve ¢, =i bulunur.

¢, ve ¢, degerleri yerine konarak, denklemin ¢6zimu

Yo = —i.(@}n +i.(\/_2_Ti\/_2jn olarak bulunur.
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2.6. A ve E Operatérlerinin Kullanimi

Sabit katsayili fark denklemlerinin ¢6zim metoduye E operatdrleri

kullanildiginda ¢ok kolaydirE operatort kullanilarak (2.31) ve (2.32) denklemmler
P(E)Y, =9, (2.50)

p(E)y,=0 (2.51)
formunda yazilabilir.

Burada,

p(E) :Zk: p.EX" dir. (2.52)

p(E)z" =7Z’p(z) ve p(E)=[](E-2!) (2.53)
seklinde yazilabilir.

Burada,z,z,,...z, p(z) nin kokleridir.

Kathliklari m, olan, j=1,2,...s s tane farkl kok olsun. O zaman,

s m
p(E)=[](E-31)
seklinde yazilabilir ve (2.519u hale gelir.
s m
I_J(E-Z') Y, =0 (2.54)
Burada goralur ki, homojen denklemtanem, mertebeli fark denklemine

ayrilabilir. Gercekten de operatorleringdgme 6zellginden ve(E— zl )

operatdrunun dgsme 0Ozellginden dolay gagidaki sonug ortaya cikar.
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Teorem 2.6.1 : (E-z1)" %, =0 (2.55)

denklemindekix, ¢6zimu (2.54) denkleminin de ¢6zimi @dndan problem daha

basitlgtirilebilir. (E-zl1), i =1,2,...k ifadesinin tersini bulmak kolaydir.

Teorem 2.6.2 :{y,} bir dizi olsun vef (z) = Zm:qzi m dereceli bir polinom olsun.
i=0
Buradan,
t(E)(2y,)=2"f ()Y, (2.56)

elde edilir.

ispat: f(z) nin tanimindansagidaki sonuglar elde edilir.

Tanim 2.6.1 :(E-z!) operatdriiniin ters operatofE -z 1)~ seklindedir ve

(E-z1)(E-z1)" =1 seklinde tanimlanir.
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Teorem 2.6.3 :z[JC olsun.E -zl ifadesinin tersi
(E-zl) =z"a"z" (2.57)
seklinde verilir.

Ispat : (2.57) nin iki taraflnda(E—;I) uygulanirsa ve Teorem 2.6.2’nin sonuglari

kullanilirsa,
(E-z1)(E-zl)"=(E-zl)z""a"z"

=2"z(E-1)AT'2"

=7"7"l =1
ifadesi elde edilir.
Sonug 2.6.1 :m=1,2,...,i¢in
(E-2)"=z""a"z" (2.58)

ifadesi vardir.
(2.58) denklemi, (2.55) ve (2.50) ¢ozumlerini kalayoulmamizi ggar.

Gergekten (2.55) ve (2.58)'den
X, :(E—zjl )_mj 0=2".0
elde edilir.

FakatA™.0=q, (n) oldugunu biliyoruz. Buraday, (n) derecesim, den kiigiik olan

bir polinomdur. Bundan dolayx, ¢ozimiix, = z?_m"qj (n) seklinde verilebilir ve bu

j =1,2,...s icin tekrarlanabilir.
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Genellikle m, n den b&msiz oldgu icin dnceki gszm[‘z}”" ile garpmayi tercih

ederiz. z; kath koklerine gére ¢oziimgq, (n) seklindedir. Béylece (2.51)'in genel
cozumui isey, = > a,q;(n)Z dir ve (2.43) ifadesine denktir. Genel olarak (3.5
j=1

homojen olmayan denklemin ¢ozimu bulunurken, dalcaki bolimlerde
tanimlanmg olan sabitin dgisimi metodu uygulanabilir. Genellikle bu yol cok

uzundur ve bazi haIIerdp’l(E) kullaniimasini tercih ederiz.

Teorem 2.6.4 : f (z) derecesk ve zOC, f(z)#0 olan bir polinom olsun.

Oyleyse,

(2.59)

elde ederiz.

Teorem 2.6.5 : f (z) derecesk olan bir polinom vez, JC m Katli kok olsun.

9(z)=(z-2z)™" f(2) konarak,

(2.60)

elde edilir.
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Ispat : (2.59)'un iki tarafinaf (E) uygulanarak,

elde edilir.

Teorem 2.6.6 : f (z) derecesk olan bir polinom vey, bir dizi olsun.
Her nON icin, f*(E) 2"y, =2"f *(zE)y, dir.

Bu sonuglar,p(E)y, = g(n) denkleminin 6zel ¢éziimiinii elde etmek icin kullanil

Cok kullanilan bazi halleri hatirlatalim:

(@) g(n) =g sabit. Ber p(1) # 0 ise, (2.59)'dan,

Y.=p " (E)g=gp*(E).I" =$=

g

Zk:pi

i=0

elde edilir.

(b) p(z)=#0 igin g(n)=zs:a,.zi” olsun.

i=1

(2.59)'dan,

elde edilir.

(c) (b) ile ayni olarak fakat, , p(z) nin m katli koku olsun. (2.59) ve (2.60)'dan,

s n n-m (m)
- az Zj n
y, = E +a

Zp(z) Q(Zj)m!




103

elde edilir. Buradag(z) =

(d) g(n)=€" olsun. Bu husus (c) de=€“ konarak elde edilir.

(e) g(n) =cosna, g(n)=sinna (d) de oldgu gibi reel ve imajiner kisimlar

alinarak ilerlenerek elde edilir.

Ornek 27 : y,., —=5Y,., + 6y, =n fark denkleminin ¢cozumunu irdeleyelim.

Bu denklem satarafli bir fark denklemi olup, burad§, = n seklinde birinci
dereceden bir polinomdurf,, = (d0 +d1n).1 olmak tzere, bu ifadeyle

Yo —9Y.., T 6Y, =n denklemine gidilecek olursa,

d, +d,(n+2)-5[d,+d,(n+1) ]+ §d,+dn)=n

(2d,-3d,)+ 2d,n=n
buradan katsayilarirsidi ginden,
2d,—-3d,=0

2d, =1

d, :% ve d, =§ bulunur ve bunlarin yardimiyla

elde edilir.

n

3 n
f =—+—
4 2
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Y.., —5Y,,, + 6y, = 0 fark denkleminin karakteristik denklemi® —5r + 6= 0 olup,
A >0 oldugundan farkl iki reel kok vardir. Bu kokler =2 ve r, =3'dir ve

denklemin homojen ¢ézimdi,

n n

v, =A(2)"+B(3)

seklindedir. y,,, —5y,,, + 6y, = n fark denkleminin genel ¢6zimu ise,
n n 3. N
=A(2) +B(3) +—+—

olarak elde edilmiolur. Yani homojen olmayan fark denklemlerinin geedzim,

sifir ¢6zumu ile partikiler c6zumun toplami olaakunur.

Ayni fark denkleminin ¢ozumung, =0 ve y, =1 baglangi¢ dgerleri igin
matematica programi ile bulalidtk yirmi bes degerinin tablosunu yapalim ve

grafigini cizelim.
{{a = Functiun[{n}; % [[9 —gztm 73y g nj] ] }}

{0, 1,6, 26, 97, 333, 1088, 3448, 10719, 32915, 100270, 303870, 917741, 27
65497, 8321052, 25012292, 75135163, 225602079, 677199434, 2032384714
, 6098726985, 18299326661, 54904271416, 164725397136, 494201357207}
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Sekil 2.14. Ornek 27 Cozum Grafi

a5

Ornek 28 : y,., —=5Y.., + 6y, = 2'n fark denkleminin ¢6zUmUnu irdeleyelim.

Bu denklem satarafli bir fark denklemi olup, burad§, = 2"n seklinde birinci

dereceden bir polinom ve Ustel fonksiyondarswlaktadir.

f, =2"(d, +d,n) alinir vey,,, =5y, + 6y, = 2'n fark denkleminde yerine

konursa,

22 d, +d,(n+2)]-5.2"[d,+d,(n+ 3]+ 6.2[d,+dp| = 2n

ve buradan,

-2d,=n

elde edilir.



106

Fakat buradaml, ve d, bulunamaz. Bir 6nceki 6rnekten farkl olan bu duayuf,
fonksiyonunun farkl formda olmasindan kaynaklaBirinci 6rnekte tstel

fonksiyon1" (= 1) olmasina kalik ikinci érnekte Ustel fonksiyor2" formundadir.
Bu 2" ise y,,, —5Y.,, + 6y, = 0 homojen denkleminin bir cdzimudur. Dolayisiyla

f, =2"(d, +d,n) dénisimunden vazgegilir.
Eger Ustel fonksiyort",

yn+2 + a1yn+l + azyn = O

homojen denkleminin bir c6zimu veya ayeay olant nin karakteristik denkleminin

bir koku olmasi halinde,
t?*+at+a,=0

olarak alinir ve denklemde her iki taraftaki li terimlere gore yazilacak olursa,
d"n" (t2 +at +a2)+...: c,n" +...

elde edilir.t” +at +a, =0 ifadesinin sifira gt olmasindan 6tiirii parantez igindeki

ifade sifir olacgindand, ler icin denklem elde edilemez.

d"n" (t2 +at+ az) +...=c,n" +... denkleminden goriilegegibi sol tarafta(n—-1)
inci mertebeden bir tam rasyonel fonksiyon yer &taae sg taraftaki fonksiyon
ise n inci mertebeden olmaktadir. Her iki tarafti@kiksiyonlarinn inci mertebeden

olmasi gerekgiine gore f, i¢in (n+1) inci mertebeden bir tam rasyonel fonksiyon

kabul etmemiz gerekir.

n+1
n+1n

f,=d,+dn+...+d.n"+d
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Bu ifade denklemde yerine konacak olursa,

tz[dnﬂ(n+2)n+l +d,(n+2)"+..+ do}

+a1.t[dn+l(n+1)n+l +d,(n+1)"+ .+ do}

n+l n _ n
+a,[ d, " +d,n" +..+dy | =c,n" + .+

veya,
nMdM(ﬁ+%+aJ+wDﬁ%+ﬁ¢ﬂm+gmﬁmag¢+agqﬂm+;+aﬂJ+.;%w+.iq
elde edilir.n™ terim digecezinden sol taraftan” li terim,

n" [dn (t* +at+a,)+d,,.t.(n+1)(2 +al)} =n"[d,.,t(n+3(2+a)]

olarak elde edilir. Bu suretle daha 6nce soylgngibi her iki taraf icinden inci

mertebeden birer tam rasyonel fonksiyon elde egithuir.

Yukaridaki y,,, —=5y.,, + 6y, = 2'n fark denkleminin ¢6zimunu tekrar irdeleyecek

olursak, f icin lineer bir fonksiyondan ziyade kuadratik fanksiyon se¢mek

uygundur.
f,=2"(d, +dn+d,n?).

Bununlay,,, —5y.., + 6y, = 2'n denklemine gidildiinde 2" ile bélundikten ve

basitlatirildikten sonra,

-4d,n—-2d,+ &, =n
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elde edilir ve buradan,

-4d,=1
-2d,+6d,=0
3 1 T
d, = 2 ved, = 2 olarak bulunurd, ise bilinmeyen olarak kalir.

Buna gorey,,, —5y,.,, + 6y, = 2'n fark denkleminin partikiler ¢6zimd,

olarak bulunur. Fark denkleminin genel ¢6zUmu isdikiler c6zime sifir coztmu

eklenerek bulunagandan,
y =A2"+B.3+ 2 (do —§n—én2j
4 4
seklindedir. Veya yeni birA sabiti yardimiyla,
3 1
=2"| A-=n-=n* |+B.3
Yn (A A" 2 j

seklinde elde edilir.

Ayni fark denkleminin ¢ozimungy, =0 ve y, =1 balangi¢ dgerleri igin
matematica programi ile bulalitk yirmi bes degerinin tablosunu yapalim ve
grafigini gizelim.

[{a » Function|{n}, % [-152'* 4283 -92*n-32"n?)]}}
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{0,1,7,37,167, 677, 2543, 9037, 30823, 101941, 329375, 1045469, 327362
3, 10144453, 31187023, 95297773, 289858247, 878553173, 2655844607, 80
12622589, 24138006775, 72635269861, 218392348847, 656242399757, 197

1050843687}

ax10t? |
531010
431010
31010 |
231010

131010

5 10 15

20

Sekil 2.15. Ornek 28 Cozium Grafi

Ornek 29 : y_,, +2y_=n.sinn fark denkleminin ¢ozimna irdeleyelim.

25

Bu denklem satarafl bir fark denklemi olup, burad§, = n.sinn seklinde birinci

dereceden bir polinom ve trigonometrik fonksiyonaddugmaktadir.

f, =(a+bn)sinn+(c+dn) com

ifadesi ile fark denklemine gidilirse,

[a+b(n+2)].sin(n+ J+[c+d(n+ J] .cofn+ P+ fa+bn) sin+ (2+dn) cos=n

.S
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elde edilir.sin ve cos i¢in toplam teoremleri kullanilarak vesinn, sinn, ncosn
ve cosn li terimler bir araya getirilerek her iki tarafkatsayilar gitlenecek olursa,

a, b, c, d sabitlerini tayin etmek icinsagidaki

b.cos2-d .sin2 B=
(a+2b).cos2-(c+ 2) .sinz &=
b.sin2+d.cos2 @=
(a+2b).sin2+(c+ 21) .cos2 @=

denklemleri elde edilmiolur. Buradan da,

a=-0,35;:b=0,47; c=-0,49; d =-0,27

bulunur. Buna gore aranan partikiler(6zel) ¢oziem is

f,=(-0,35+ 0,47) .sim—( 0,49 0,2 co

olarak elde edilir.

2.7. Uretici Fonksiyonlar Metodu

Uretici fonksiyonlar metodu sabit katsayili lindark denklemlerini gozmek icin

kullanilan giizel bir metotdur.
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Tanim 2.7.1 :{y,} dizisi verilsin. Aagidaki formda,
Y=>yx (2.61)
i=0

X bir sembol olmak lizere, ifadesine formel seri deni

Eger x kompleks bir dger ise, (2.61)’in yakinsama problemi ortaya cilkarmel

serilere genellikle{ yn} 'in Uretici fonksiyonlari ismini veririz. Tum formeseriler
kiimesinde,slemleri cebirsel olarak rasyonel sayilar kiimesieezer olarak

tanimlayabiliriz.

Tanim 2.7.2 :Y ve Z formel serileri verilsin. Bu serilerin toplami

Y+Z= i(yn +2,)x" seklinde tanimlanir.
n=0

Tanim 2.7.3 :Y ve Z formel serilerinin garpimi

G = z YiZn-i :z Z Y- (262)
i=0 i=0
olmak tzere,
YZ=3 X" (2.63)
n=0

ifadesiyle verilir.

Formel serilerin bazi 6zellikleri:
(i) iki formel serinin carpimi dgsme ozellgine sahiptir.

(i) Y, Z, T formel serileri igin(Y +Z)T =YT +ZT .
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(iii) Formel serilerin birim elemarii=1+ 0x+ Ox + ...

(iv) Formel serilerin sifir elemar@+0x+ O + ....

(v) Y=>yx olsun. Ber y, #0 ise,YY™ =1 seklindeY™ formel serisi vardir.

i=0

Polinomlar sonlu sayidaki terimleri ile 6zel fornserilerdir.

k
> B Yo =0, pp =1 (2.64)

i=0
fark denklemini dgtinelim.

P=py+ pX+..+ px’

Y =y, +yx+... (2.69)
P karakteristik polinomdan farklidir. Gergekten,

P=xp()=p(x (2.66)
elde edilir.
Burada p(z) karakteristik polinomduriki serinin carpimiQ,

Q=YP=0q, +qXx+..+q_XT+qgx +... (2.67)
seklindedir. Burada,

%= R (2.69).

n>k icgin (2.64)'tenq, =0 oldugu kolayca gorilir. Bunun anlami d@, nun sonlu
sayidaki terimleri olan formel bir seridir. Bunartirlikte P, tersi alinabilir

oldugundan( p, =1)

Y=PQ (2.69)
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elde edilir.

Eger x sembolini kompleks dizlemindeki larelemani gibi dglintrsek, (2.69)

ifadesine goreY nin degerleri iki polinom orangeklinde yazilir.

iy

1 k-1
V4

Burada p( j karakteristik polinom vey(z) => qZ 'dir. Z ler p(z) nin kokleri

i
i=0

iken z* ler p(z) nin kokleridir. Kompleks dgskenli fonksiyonlar teorisine gore,

(2.70) tipindeki ifadeler kutuplarinin esas kisimian toplamina gt olurlar.

(2.70)’in kutuplar1 paydanin k('jklerid'H1L kokleridir.

Zi
Bdylece,

) s m -l

Y=2 2= a (2-77)
n=0 i=1 j=
s M . B

=>.2.3(-1) 7 (1-22) (2.71)

i=1 j=

elde edilir. Buradas, p(z) nin farkli koklerinin sayisidir ven, kathliklaridir. g
ise, (2.70) ifadesindeki Laurent serilerinin kattaydir. |72 <1, i =1,2,...s igin
(1-z2)" susekilde ifade edilir:
(e boe(n+j-1
(1-zz)" =(Z ;”z”j =Z( rJ] j;”z”. (2.72)
n=0 n=0

(2.72) ifadesi (2.71) ifadesinde yerine konarak,

PR%4 =iz”izaﬁ (-1) (n+ j —1] o

n
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elde edilir.
Burada,
& (n+j-1
an=3a (") '
j=i
yazilarak,

Y =iqi (n)z" (2.73)

elde edilir ve bu da (2.43) sidir.

Teorem 2.7.1 :Farz edelim ki,p(z) karakteristik polinomun kokleri kompleks

diizlemde birim diskin icerisinde olsun. Oyley¥eformel serileri diskin iginde

yakinsaktir.

ispat : p(z) polinomu birim diskin dinda koklere sahip olsun \qa(z)/b(z)

birim disk icinde kutba sahip olmasin. Birim yuieerindeY , Taylor serisi ile

caksir.

Teorem 2.7.2 :Eger p(z) karakteristik polinomu birim diskin ginda koklere

sahip dgilse ve birim gember Uzerinde basit kokleri varsaaman,y, katsayilari ve
Y sinirhdirlar.

Ispat : (2.73)tenq (n) lerin, |z| =1'e tekabul edery; (n)’leri n’ye bali

sabitlerdir.

Uretici fonksiyon metodu (2.11) homojen olmayankdeminin ¢oziimlerini elde

etmek icin de kullanilir. Daha 6nce yapgdgibi, q,,q,.,,... farki sifirdan farkli ise,
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k
gercekten (2.68) ve (2.11) dep= Z P Y. = 0, €lde edilirven=1,2,...i¢in

i=0

genel formu,

k
qn+k = z p| yn+k—i = gn (274)

i=0
seklinde elde edilir.

i >k i¢in p =0 seklinde yazilir.

Q= zz BYei t2.9,2" (2.75)

dyz = (2.76)

Burada,Q,(z) polinomu sadecsy,y,,...,Y,., baslangig dgerlerine balhdir. Q,(2)
ise,{gn} dizisi tarafindan tanimli formel bir seridir. (B)7 (2.71) ve (2.72)
ifadelerden{ yn} ¢6zUmu elde edilir. Bullem yakinsaklik bdlgesinin icinde
distunuldgiinde daha da basi§teilebilir. Bu f (z) fonksiyonu ile gosterilir ve
buna{ yn} dizisinin donigum fonksiyonu denir. Orrgn, birim disk icerisindeki

(1-2)™ fonksiyonu{Z} dizisinin dénitim fonksiyonudur. Giinki,

(1- z)_l = ,Z:;‘ Z 'dir.

Farz edelim kiQ,(z), {g,} dizisinin donigiim fonksiyonu olsun. Gerekli cebirsel

islemler yapilirsa (2.76) dan,



g;yizi =G(z)
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elde edilir. BuradaG (z), (2.76) ifadesinin gatarafini veren fonksiyondutG (z)

Taylor serisine agil@inda ve iki taraftaki @t mertebeli ifadelerin katsayilar

esitlendiginde, {y,} ¢6zumu bulunabilir.

Ornek 30 : v, +Y, =—(n+1) denkleminiy, =1 kosulu icin disuinelim.

Burada,
= 1
z)=1 z)=-) (n+1)z"=-
Q371 Q)= F )7 =~
ve
1- 2
6(7)= (1-2) _ 1-3+7 51 11 1 z
1+7z (1_2)(1_2)2 41+z 41-z 2(1_2)2'
Tablo 2.6’dan,
1 Sy 1 S
m—g( 1) Z 1- ;Z
Z - n
=) nz
(1—2)2 nZ::?
bulunur.

Bundan dolayi,
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elde ederiz.

Denklemin ¢ozumiini matematica programi ile bulalery, = -1 baslangic dgeri

icin ¢ozumun ilk elli dgerinin tablosunu yapalim ve grgifni gizelim.

{{a < Function| {n}, ; (3+5 (-1)" -2 nj]]}

{2,-1,1,-2,0,-3,-1,-4,-2,-5,-3,-6,-4,-7,-5,-8,-6,-9,-7,-10, -
8,-11,-9,-12,-10,-13,-11, -14,-12, -15,-13, -16, - 14, -17, - 15, - 18, -
16,-19,-17,-20,-18,-21,-19,-22,-20,-23,-21, - 24, - 22, - 25, - 23}

. L L L 1

& l l&ll T J 2 b a0 5D

_s5L
'Y ®
—10} 'Y ®
® ®
® ®
® ®

L 'Y 'Y
—15F L L

L ® ®

® ®
'Y ®
® ®

—mk ® L]

L ® ®

L 'Y ®

L ® 'Y

L ®
a5k ®

Sekil 2.16. Ornek 30 Coziim Grafi
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Simdi, bir diziye kasilik fark denklemini yazmada Urete¢ fonksiyonunihgardimci

oldugunu bir 6rnekle gdsterelim.

Ornek 31 : Varsayalim ki, polinomlarin dizisi
n n+J
0 (=30 )1y
j=

seklinde tanimlansin.

Buna gore bu dizi bir fark denkleminigar m1? Eger s&larsa, bu hangi fark
denklemidir? Teorem 2.5.4 kullanarak bulunabilierékli hesaplamalar bir hayli

coktur. Fakat Uretici fonksiyonu kullanmak dahaeeklidir.

Gergekte,

s=0 S
kolayca f, (2) :rlz oldugu goriltr. Bununla birlikte,
f (2) , (2j)!
1( ):0—- ve fo( X 2j+1 dir
(2)! (1-2)
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Buradan,

v () | 1z
f(y,Z)_JZ:(;(l_Z)Zjﬂ_(1_2)2+yz

elde edilir.

Orijinal dizinin zorlyzuna kasl, Uretici fonksiyonu ¢ok basit olarak ortaya cikar

Tablo 2.6’ya bakilirsa, Chebshev polinomlarina leeriakat tamamen ayni olmayan

Uretici fonksiyonlar vardir. ger y = 2(1— x) deziskeni kullanirsak, payda ayni olur.

Gosterilebilir ki,

g,(x)=2T, (x)-U,,(x) olarak Chebyshev polinomlarinin lineer

bilesimi olarak verilir. g,, (x) dizisi de ayni fark denklemlerine kdrk gelir. Orjinal

degisken y igin, g, (y) dizisi,

9. (¥) =(¥=2) 9t (¥) *+ 9.2 (y) = 0 denklemi slar.

Bazi uygulamalarda, 6zellikle sistem teorisinde612 de tanimli dretici fonksiyonu

00

yerine X (z) = z y,Z " seklinde uretici fonksiyonunuz transformu kullanilir.
n=0

X(2) :Y(lj oldugu asikardir ve bu yiizden,
z

-2l el el)eel

BuradaQ, (Ej {g,} in Z dongumudur vep(z) karakteristik polinomdurz
z

donism tablolan kullanilarak 6nceden yapilanlara bemngemler yapilir.



Tablo 2.6. Uretici Fonksiyonlar

Y¥n f(z) Yakinzaklk Arahd
1 {1-2)"T lef=1
n 1 -z ?
(n 4+ m)t™ {1 — z)=m=l
n(m) mlz™(1 - zj~m~!
P (2)(1 — 2)"1()
ko (1 kzy ! 2| < k1
(n + m)™gn mi(l — kz)"™"!
etn (1—a*z)~! |z < &=
k™ sin an T-?L—fi:;rf,lk*;? |z| = &~!
% i 2| < 27
(m) #M(1 = z)"m ! 2] < 1
{:1] (1+ z)* lz] =1
(=1) - () (1- 2k ot < 1

2.8. Cozumlerin Kararlih g

Bu bolimde uygulamalarda ¢cok énemli olan lineek fd@nklemlerinin kararlifi
Uzerinde durulacaktir.

Tanim 2.8.1 : Ly, =g, 'in bir ¢ziimiiy_ olsun.y, kararlidir,sayet ayni denklemin

her y, ¢ozumleri iging, =y —vy, farki sinirli ise.
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Tanim 2.8.2 :Eger (2.11)'in hery_ igin ¢6ziimilime, =0 ise, (2.11) iny, ¢6zimi

asimptotik kararhdir denir.

Tanim 2.8.3 :(2.11) iny, ¢6zimi kararli dgélse, kararsizdir denir.

Lemma 2.2.3'teng, farki (2.12)'deki homojen denkleniiy, =0 denklemini sglar.

Sabit katsayili lineer denklemler icigagidaki sonuglari elde ederiz.

Teorem 2.8.1 :Eger karakteristik polinomun kokleri kompleks dizlesralrim

cemberin iginde ise, ancak ve ancak (2.11yjn¢cdziimii asimptotik kararhdir..

Ispat : (2.43)'ten

. sm1 o
lim|y -y, |=lim Z‘Aj‘n' Z"| elde ederiz.
n-e NS
Eger|z| <1 ise, kagilikli olarak lim|y, -y, =0"dr.

Teorem 2.8.2 :(2.31) denklemininy, ¢dziimii, ancak ve ancak karakteristik

polinomun kdklerinin mutlak dgerleri 1’den kicik ve 1’esé ise ve mutlak dgeri 1

olan karakteristik denklemin kdkleri basit ise khrhr.

Ispat : (2.43)'tenagiktir ki, mutlak dgeri 1'den kiiciik olan modiil kismindan gelen
koklerin n — oo iken sifirlayici bir etkisi vardir. Fakat mutlakggrlerin 1'e git

olmasi halindej =0 oldugundane,’ye sinirlanyirici bir etkilgim s6z konusudur.

Baz! balangicsartlarindan ¢oziamler, birim ¢cember Gzerinde kaik kimasina

ragmen sinirli olabilirler. Bununla ilgili 6rneksagidadir.



122

Omek32:vy.,-2y.. +y, =0, y, =Yy, =c denklemini digtinelim.
Bu denklemy, =c ¢6zumu kabul eder.

Eger g, sabit ise, uygulamalarda sik sik 4ariza ¢ikan sabit ¢cozimun karagihi

incelemek gereklidir.

Denklemin genel ¢6zUminu w =0, y, =1 baslangi¢ dgerleri igin ¢6zimu
matematica programi ile bulalim. Cozumun ilk edgerinin tablosunu yapalim ve

grafigini cizelim.
Genel ¢6zim,

{{aln] > C[1] +nC[Z]}}

Y, =0, y, =1 baglangic dgerleri i¢in ¢ozim

{{a[n] »n}}

seklindedir.
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23

, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42,43, 4
4,45, 46, 47, 48, 49, 50}
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or ]
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Sekil 2.17. Ornek 32 Coziim Grafi

10 20 30 40 50

Omek33:vy.,,- yn+1+%r y. =2 denklemini dgtinelim.

2
p(2) :(z—%j . Sabit ¢c6zumy =8 asimptotik olarak kararlidir. Burada genel

¢ozimy, =(c, +c,n)2" +8 ve lim (y, -8) =0.

n-oo

Tanim 2.7.1, 2.7.2 ve 2.7.3'ten kararlilik ve karrk 6zellikleri y, 6zel gbziimiine

aittir. Bu durumdan — oo iken tiim ¢oziimlerty, tek ¢c6ziimiine yakja ise, bilhassa

Numerik Analizde fark denkleminin asimptotik karasldugunu soéylenir.

Denklemin ¢ozumiindy, =0, y, =2 baslangi¢ dgerleri icin matematica programi

ile bulalim ¢ézamun ilk elli dgerinin grafgini gizelim.

Haln] » 2™ (-4 +25 -an] 1}
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200} 099000000000 0000000000000000900900009
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75|
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775 |
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Sekil 2.18. Ornek 33 C6zum Grafi

Tanim 2.8.4 :Kokleri kompleks dizlemdeki birim ¢cemberin icindian polinoma

Schur polinomu denir.

Tanim 2.8.5 :Komleks dizlemde birim disk icinde koklere satsymirinda ise basit

koklere sahip polinoma, Van-Neuman polinomu denir.

Bu terminoloji kullanilarak Teorem 2.8.1 ve Teor2r8.2 ifadelerini gagidaki
sekilde yeniden ifade edebiliriz.

Teorem 2.8.3 :y. ¢6zUmi asimptotik kararlidir ancak ve ancgérekarakteristik

polinom bir Schur polinomu ise.
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Teorem 2.8.4 :y_ ¢6zumii kararldir, ancak ve ancak karakteristiknpm Van-

Neumann polinomu ise.

2.9. Mutlak Kararlhhk

Lineer fark denkleminin 6nemli uygulamalarindanidbide diferansiyel
denklemlerin ayriklgtirmasidir. Fark denklemleri ard arda rekursitaka
¢c6zllebilir. Fakat bu diferansiyel denklemler igviimkiin dgildir ve genellikle
bunlar uygun ksullar sglandiginda fark denklemleri kullanilarak yakl& olarak

cozalarler.
y=f(ty)., y(t)=y (2.78)
skaler difereansiyel denklemi verilsin.

tO[t,, T) ve farz edelim ki, bu stirekli problem tek hjift) ¢6ziimiine sahip olsun.

h>0 vet =t,+ih,i=0,1,.., N =T;t° olsun.

y = y(ti)+O(hq), q>1vei=0,1..k-1 n+k<N olmak iizere, (2.78)'in

yaklasik ayrik problemi,
I:h(yn!ynﬂ""lymk'.l:n 7""fn+k): c (279)

ifadesiyle gosterilsin. Buradd, = f (ti,yi)’dir. Y, (2.79) ifadesinin tek ¢c6zimu

olsun. Ayrik problemk inci mertebe fark denklemi ile temsil edilmek igZée tane

baslangic kguluyla ¢cozullr. Fakat strekli problemde bigkbverilmistir.
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Tanim 2.9.1 :(2.79) ayrik probleminin (2.78) surekli problenaylyumlu oldgu

sdylenir.

Eger,

Fo (Y(t) Y (tn) oY (to) o F (0 Y (8)) oonf (bt ¥ (o)) = 70 (2.80)
olmak uzere,

r,=0(h"), p=1ise.

r, ifadesine kesme hatasi denir. (2.80) denklemr9)2un bir perturbesi olarak

yorumlanir.

Tanim 2.9.2 :(2.79) ayrik denklemi surekli (2.78) denkleminélgaiyor denir ger

(2.79)uny, ¢cOzimun - oo iken,t —t, =nh<T sartlarini sgliyor ise.

Madem ki, surekli probleminin ¢c6zimu (2.8@rtiniI sglamakta ve (2.79)’un bir
perturbesidir yakinsama ancak (2.79) bu perturbeétag! hassas dglse, yani (2.79)
bu pertirbelere karkararli ise olur. Sonug olarak uyumluluk yakinsgmgaranti
edememektedir. Yakinsama uyumluluk ve kargrhlberaber oldgu hallerde

mumkanddar.
Lineer cok adimli metodu bu agidan derinlemesiceleyelim.
BuradaF, , butiin argumanlarina goére lineer olarak (2.8 nfandadir.

k

iai yn+i - thgl fn+i = O (281)

i=0

a,=1vea,, B katsayilari reel sayilardiE kaydirma operatorii v@ ve o

polinomlar kullanilarak,

“@:i“f (2.82)
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K
o(z2)=> Bz (2.83)
i=0
elde edilen ifadeler kullanilarak (2.81) denklemi,
p(E)y,—ho(E)f,=0 (2.84)
seklinde yazilir.

p(z) ve o(z) polinomlari (2.79) metodunun tegini karakterize eder ve onlari

(p,0) metodu olarak ifade eder.
(2.80) denklemi,
p(E)y,-ho(E) f (t,. y(t,)) =7, (2.85)

olarak ifade edilir.

Teorem 2.9.1 :Farz edelim ki,f yeterince dlzgtin olsum, = O(hz) olmasi igin

asagidaki iki sart sglanmalidir.

p(1) :Zk:ai =0 (2.86)
ve
p'(l)—a(l):iiai —i/}i—:o (2.87)

(2.86) ve (2.873artlan uyumluluksartlandir. Eger f lineer dgilse, (2.84)'Un

kararhliginin calsilmasi genel olarak zordur. Genel olarak, (2.84) tenksiyonlari

denilen f lineer fonksiyonlari ¢cailir.
En cok kullanilan test fonksiyonlari,

f (y) =0 (2.88)
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ve
f(y)=1y, Re(4)< 0. (2.89)

fonksiyonlaridir. (2.88) test fonksiyonunurgkmmasi icin, (2.84)'tekif
degerlerinin h ile carpimih - 0 limit halinde f_,, terimleri digurltr. y =0 basit

denklemi icin sabit ¢oziimlerin kararfilisaslanir. Orngin, onlar sabit ¢ozumleri

uretirler.

(2.89) test fonksiyonlar ise, (2.84)'Un asimptdtéarli ¢cozumlerinin
komsuluklarinda test edilir.

(2.88) test denklemine gore, (2.84)
p(E)y,=0 (2.90)

degerini verir.

Tanim 2.9.3 :Eger (2.90) denkleminiry, =0 ¢ozumu kararli ise(,o, U) metodu

O-kararhdir denir.

Teorem 2.9.2 :Eger p(z) bir Van-Neumann polinomu is¢p, ) metodu 0-

kararhdir denir.

Asagidaki teorem tutarhlik, O-kararhlik ve yakinsakhrasindaki ilgili ilgkiyi
kurmaktadir.

Teorem2.9.3 :Ancak ve ancaK p,o) metodu uyumlu ve O-kararli is€p, o)

(0,T) sinirl aralginda yakinsaktir.
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Ispat icin “Theory of Difference Equations: Numadidlethods and Applications”

isimli kitaba bakiniz.

(2.89) test fonksiyonunun kullaniimasi daha uygunddundan dolayi (2.84)

denklemi,

(@, ~M1B)Y,., =0 (2.91)

k

i=0
halini alir.

hA=q ve n1(z,q) = p(z)-qo(2) (2.92)
koyarsak, (2.91) denklenRe(q) < 0 olmak uizere,

n(E,q)y, =0 (2.93)

denklemine indirgenirn(z,q) polinomu Dahlquist polinomu olarak adlandirilir.

Tanim 2.9.4 :Eger (2.93) denkleminiry, =0 ¢6ziimu asimptotik kararli is¢p, o)

metodu mutlak kararhdir denir.

Teorem 2.9.4 :Eger 77(z,q) Schur polinomu is¢ 0, o) metodu mutlak kararlidir.

Tanim 2.9.5 :(,0, U) metodunu mutlak kararli yapaqlC 'ler kimesi mutlak

kararhlik bolgesi olarak adlandirilir.

Tanim 2.9.6 :Eger (,0, U) metodu mutlak kararlilik bélgesi negatif komplgks

duzlemi iceriyorsa, metot A-kararlidir denir.
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Ornek 34: vy, =y, +h[(1-6)f,, +6f ] (2.94)
0< 8<1 seklinde tanimh metod@-metodu denir.

Buradan,p(z) = z-1 ve o(z) =(1-6) z+6 ifadelerinden (2.86) ve (2.87)'nin

dogrulugu kanitlanir.

Bununla birlikte,
n1(z9)=(1-q-q8)z-1-q6

1+q96
1-g-9¢

ifadesinin tek kokiz = seklindedir.

olan

|7 =1 noktalarinin geometrik yeri, merke(zﬁ,oj ve yaricap

1
(1-29)
bir cemberdir.0< @< % icin mutlak kararlilik bélgesi yukaridaki cemberin

dlslndadlr,%s 6<1icin bolge igeridedirﬁz% icin, cember sanal eksende

bozulur ve mutlak kararlilik bélgesi negatif yaray olur. Sonug olarak§ metodu

0< Bs% icin A-kararhdir.

@ =0 icin 8-metodu kapall Euler metodﬂ,=% icin @-metodu yamuk kurall ve

ve @=1icin d-metodu acik Euler metodu olarak adlandirilir.

Yukaridaki 6rngi matematica programi ile ¢ozelim.

=l

[{a[n] 314 ) -h[-(-1+k) £[1+K[1]] +kf|R[l]]]}]

K[1]=0
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Ayni 6rnesin k =2 ve h =1 degerleri igin ¢ozimunid matematica programi ile

bulalim.

=l4n

(fema1e 3 (2 emia+eieria)) )

Kil]=0

2.10. Sinir Dger Problemleri

Bu bolimde ikinci mertebe fark denklemlerinin ajagkirilmasinda ortaya ¢ikan en

yaygin durumlari detayli olarak ele algca
Yo =22, +Y,,=0 (2.95)

denklemini g6z 6ndne alalim veagidaki U¢ ¢egit sinir kguluyla,

Yo=Yy =0 (2.96)
=0,  Yya—2, =0 (2.97)
Yo=Ynr V1= Vaa (2.98)

problemini ele alalim.

Bu tarz problemleri hesaplamak igin (2.95)'in geg@t imuni segidaki genel
formunda almak faydalidir.

Yo =T, (2)+cV,.(2).
Ik olarak (2.96)artlarini uygularsak,

¢, =0, cU,.(z)=0 (2.99)
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ve

Yo =cU,4(2) (2.100)
buluruz.
Eger z, U, (2) nin bir koki ise (2.9%art sglanir.

yr(wk) =cU n—l(zk) = C_zsink%r

denklemine kasnlik N -1 ¢6zim

z = coskWn, k=1,2,...N - Iifadesiyle bulunur.

c, parametresi genellikle normalize etgaatlarindan belirlenir.

(2.97) deki karmgik sinir kgullarini ele alalim. Bunlari uygularsakagidaki

ifadeleri buluruz.
¢ =0, ¢, (Uy,(2)-2U,,(2))=0
son denklen, (z) =0 ifadesini verir. Bu da,
zkzcoskW”, k=0,1..N-1
oldugunda bu denklem gkanir. Bu da,
n(2k+1) 7

W =c,(2,) = sin

¢c6zimune karhk gelir.

Son olarak periyodik kullariyla (2.98),

C.L(l_TN (Z)) —cUy.4(2)=0
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ve
q(TN+l(z) - z) +cz(—1—UN (z)) =0
ifadelerini s&lar.

Bu , homojen bir sistemdir ve determinantlarin lebikie kagilik gelen adi olmayan
¢cozumleri vardirT, ve U, ozellikleri kullamllllarakz(l—TN (z)) ifadesi elde edilir.

Bu ifade,

zk=cos%T, k=0,1,..N -

ifadesini verir. Boylelikle buna keuitik ¢oztmler,

ygk) - Cl(k) o ZIT\Iﬂn | K= O,%,

y,gw:q(k)cosZkT”Mcgk) sinZKTnn, k=12..N, k#2

olarak bulunur.

2

Uygulamalarda (2.95) denklemi genellik%e% + Ay =0 ayriklastirmasindan elde
X

edilir ve z parametresizzl—%)l (Ax)2 seklindedir. Sonugclar gosterir ki, ¢dzUm

sadece/, =(L2(1—zk) da verilenA dezerleri icin gecerlidir. Bunlar da

AX)

Ozdeserler olarak adlandinlirlar ve ¢ozimleri de 6zKsiyonlar olarak

isimlendirilirler.
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EKLER
Ek A : Bazi Cozulmis Problemler

Ornek 1: y,,, =5y, ,, + 6y, = 0 ikinci mertebeden fark denkleminin ¢ézimunu

bulalim.

Yukaridaki ikinci mertebe fark denkleminin karakstik denklemi r?=5r + 6= 0

olup, A =b*-4ac=16- 4.4.= (oldusundan farkli iki reel kok vardir.

r degerleri r, =2 ve r, =3 olarak bulunur. Genel ¢6ziim,

y,=¢2"+c,3
seklindedir.

Ayni fark denkleminin ¢ozumungy, :% ve y, =1 baslangi¢ dgerleri igin

matematica programi ile bulahrik yirmi bes degerinin tablosunu yapalim ve

grafigini gizelim.

{1/ 2,1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384,
32768, 65536, 131072, 262144, 524288, 1048576, 2097152, 4194304,
8388608}
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Sekil 2.19. Ornek 1 Céziim Grfi

Ornek 2 : y,,, =2y ., +2y = 0ikinci mertebeden fark denkleminin ¢zimunu

bulalim.

Yukaridaki ikinci mertebe fark denkleminin karakstik denklemi r? —=2r +2=0

olup, bunun denklemin kokleri
n=1+i ver,=1-i

seklindedir. Buna gbre genel ¢bzim,
Yo =G (141) +y(1-1)°

olarak bulunur.
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Ayni fark denkleminin ¢ozimingy, =1 ve y, =2 balangi¢ dgerleri igin
matematica programi ile bulahrik yirmi bes degerinin tablosunu yapalim ve

grafigini gizelim.

[{a » FPunction[ {n}, ;—:'1 ((1-2)-(1+1)™)]}}

{1,2,2,0,-4,-8,-8,0, 16, 32,32,0,-64,-128,-128, 0, 256, 512, 512, O,
-1024, - 2048, - 2048, 0, 4096}

1000 ]
500 |
B a?%e .
I 5 10 15 l 20 2k
I ®
—s00 |
—to00 |
—1500 |

Sekil 2.20. Ornek 2 Coéziim Grfi
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Ornek 3: y,,, —4y.., +4y = 0 fark denkleminin ¢6zUmuni bulalim.
Fark denkleminin karakteristik denklemf —4r + 4= 0 olup,
A=b*-4ac=16- 4.4.= (oldugundan bu denklemim =r, =2 gibi gift katli kok

vardir. O halde genel ¢6zim,

¥, =2"(c, +c,n) olarak bulunur.
Ayni fark denkleminin ¢cozuming, =1 ve y, =2 baglangi¢ dgerleri igin
matematica programi ile bulaliiik yirmi bes degerinin tablosunu yapalim ve
grafigini cizelim.

{{a = Fun-::til:nn[-[n}, 2_l+n] ]-}

{1, 2,4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768,

65536, 131072, 262144, 524288, 1048576, 2097152, 4194304, 8388608, 167
77216}

2353108
20x108 | ?
1.53%108
1.0%106 *
500000
—W o ? T - -
5 10 15 20 25

Sekil 2.21. Ornek 3 Coziim Grfi
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Ornek 4 : y. ..y, — Y2, =0 fark denkleminin ¢6zimuniy, =1 ve y, =2 balangi¢
degerleri icin ¢c6zUmUNU matematica programi ile batabie ¢cozumun ilk yirmi be

degerinin grafgini gizelim.

“El.i]'l] _]{_'C':1|1-n3|2]]}

{{a = Function [ {n}, Z'I‘HLJ }}

{1,2, 4,8, 16,32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768,
65536, 131072, 262144, 524288, 1048576, 2097152, 4194304, 8388608,
16777216}

2.5><1|35;
20108 F ?
1.5><1n*5;
1.n><1nr5; .
500000 |-
_:................va .
3 10 15 70 75

Sekil 2.22. Ornek 4 Coéziim Grfi
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Ornek 5 :

a) Vo, — yn+l+%yn =0 fark denkleminiy, =1 ve y, =5 balangi¢ kaullari icin

matematica ile ¢cézelim ve ¢ozimdin ilk yirmiskaezerinin grafgini cizelim.

ik o
[ ™
a4t
I &
3_
I [
2_
]__
T ? ? e . 8 0 990000000000
5 10 15 20 25

Sekil 2.23. Ornek 5-a Cozum Grifi

b) Voo — yn+l+%r Yy, = (;j:j fark denkleminiy, =1 ve y, =5 balangi¢ kaullari igin

matematica ile ¢ozelim ve ¢ozimdin ilk yirmiskisserinin grafgini gizelim.

{{aln] 4 27" (152" 4 163" + 2" ) }}
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Sekil 2.24. Ornek 5-b Cozum Grafi
y 4 2 4 L
Ornek6: vy,,, —45 Yors t 8?3 Yoro ™ 4—5yn+l+ y, = 0 denklemin ¢6zumanu bulalim.

Karakteristik denklenr* —4gr3 + 8§r 2— 4—;'r +1= Cdir.

Bu sekilde orta terimderESérzj ayni derecede farkh Gsleri var olarii terimlerin

katsayilari ayni olan karakteristik denkleme sdhif denklemlerine resiprok fark

denklemi denir. Bu tir denklemlere statik konuldarsik¢a rastlamak mimkandar.

Eger r,, bir resiprok denklemin koki is%,1 de bu denklemin bir kokudur. Orgia
r.1

dordincu mertebeden resiprok bir denklem geneékjar
f(r)=r*+ar®+br’+cr+1=0

seklinde yazilabildtinden f (r,) =0 olduguna gore,
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f (lj Ny (r,) =0 bulunur.

f(r)=r*+ar®+br?+cr +1=0 denklemindep =r o1 seklinde bir déngim
r

yapilirsap igin p>-2+ap+b=0 seklinde bir kuadratik denklem elde edilir.

Bunun kokleri,
0., = —Ei,/a—2+2—b seklindedir.
’ 2 4
f(r)=r*+ar®+br’+cr+1=0 denkleminin aranam kokleri,

1 .
r+==p0,r1 e P, denklemlerinden hesaplanir.
r r

Bu metot denkleme uygulanirsa kokler,

olarak bulunur. Dolayisiyla fark denkleminin ¢6zimu
-\Nn -\N 1 . .
y, =¢ (2+i)" +c,(2-i) +g[c3(2—|)+c4(2+|):|

seklinde bulunur.
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Ormek 7 : y,,, —2y..,—8y =¢€" fark denkleminin 6zel ¢cozimini we =0 ve
y, =1 balangi¢ dgerleri icin ¢ozimuni matematica programi ile butali
ol
{{a[n] -:~ S 2eid +(-2)" (1) + 4“c|2]]]

(_ljn 22+n+21+2n _ (_Z)n E_l_EEn B -G el

6(-8-2e+ef)

Ha = Functiun[{n}; -

I}
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