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OZET

Anahtar kelimeler: Hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari, m. mertebeden
Fibonacci ve Lucas sayilari

Bu calismada hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlariin genel o6zellikleri
incelendi. Birinci boéliimde, Fibonacci sayilari, tekrarli bagintilar ve tekrarl
bagmtilarda genel ¢dziim bulma ydntemi verildi. Ikinci bdliimde m. mertebeden
Fibonacci sayilar1, mertebeli Fibonacci tekrarli bagintilart icin Gazale formiilleri elde
edildi. Ugiincii boliimde Lucas sayilar1 ve tekrarli bagmtilar1 incelendi. Dérdiincii
bolimde m. mertebeden Lucas sayilari, mertebeli Lucas tekrarli bagintilart igin
Gazale formiilleri elde edildi. Besinci boliimde, altin matrisler ve mertebeli altin
matrisler incelendi. Altinci boliimde hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarinin
anlagilmasinda temel kavramlardan olan hiperbolik fonksiyonlar ve grafikleri
incelendi. Son boliimde ise Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlarinin genel
tanimi, elde edilme yontemleri, mertebeli ve simetrik fonksiyon gesitleri iizerinde
duruldu. Grafikleri hiperbolik fonksiyonlarla karsilastirildi. Altin  matrislerle
baglantilar1 incelendi.



HYPERBOLIC FIBONACCI AND LUCAS FUNCTIONS

SUMMARY

Key Words: Hyperbolic Fibonacci and Lucas Functions, Fibonacci and Lucas
numbers with order m

In this thesis, the general properties of hyperbolic Fibonacci and Lucas numbers are
examined. Fibonacci numbers, recurrance relations and the method to derive general
solution of a recurrance relations are given in the first chapter. The definition of
Fibonacci numbers of order m is given and Fibonacci recurrance relations with order
are investigated to derive Gazale formula in the second chapter. Lucas numbers and
Lucas recurrance relations are examined in the third chapter. In the fourth chapter,
the definition of Lucas numbers of order m is given and Lucas recurrance relations
are investigated to derive Gazale Formula. Golden matrices and Golden matrices
with order m are mentioned in the fifth chapter. In the sixth chapter including
hyperbolic functions that consist of the fundamental concepts and definitions of
hyperbolic Fibonacci and Lucas functions and graphics of these functions are
examined. In the last chapter, the general definition, the methods of derivation of
hyperbolic Fibonacci and Lucas Functions are given and different types of functions
as symetric and function with order are examined. Graphics of hyperbolic Fibonacci
and Lucas Functions are compared to hyperbolic functions. The ralation concerning
with golden matrices is investigated.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Fibonacci Sayilari ve Tekrarh Bagintilar

Her bir terimi kendisinden 6nceki iki terimin toplamina esit olan sayilarin dizisine,

Fibonacci say1 dizisi denir. Fibonacci dizisinin her elemani, birer Fibonacci sayisidir,
{1,1,2,3,5,8,13,21,34...}

Fibonacci say1 dizisinin n. elemani, F, ile gosterilir. Baglangi¢ sartlar1 ile birlikte,

n

Fibonacci say1 dizisi n € Z igin,

Fn = Fn—l + anz
Fo =0, Fl =1

bi¢ciminde ifade edilir. Fibonacci dizisi, sadece pozitif tamsayilarla sinirl bir dizi
degildir. n bir tamsay1 oldugu icin, negatif Fibonacci sayilar1 da elde edilebilir ve
negatif indisli Fibonacci sayilari F  simgesiyle ifade edilir. ik 11 n degeri igin

Fibonacci sayilar1 bulundugunda su tablo olusacaktir:

Tablo 1.1 Negatif ve pozitif indisli Fibonacci sayilart




Tablo 1.1 e dikkat edildiginde, pozitif ve negatif Fibonacci sayilari arasindaki baginti

goriilebilir. Tek indisli, F, ve F_ Fibonacci sayilar esittir. Bu esitlik,

Fn = (—1) e I:—n

bigiminde ifade edilir. Ornegin n=3 ve n=4 igin,

F,=(-1)*F,=12=2

F,=(-)°F, = (-1).(-3)=3

olur. Fibonacci sayilarinda her bir terim, kendinden dnceki iki terimin toplamina esit
oldugundan ve bir sonraki islemin icinde tekrar kullanildigindan, baslangig

sartlartyla birlikte, n € Z igin,

F(nN)=F(n-1)+F(n-2)
FO)=0F@)=1

biciminde bir tekrarli baginti yazilabilir. Bu tekrarli baginti, Fibonacci tekrarl
bagintis1 olarak adlandirilir. Daha ayrintili bilgi i¢in Vajda [2] ve Hoggat [3]
kaynaklarina bakiniz.

1.2. Tekrarh Bagintilarin Coziimii

k. mertebeden sabit katsayili, lineer, homojen tekrarl bagintilar,
a,=ca,,+ca,,+...+¢ca,, ; ¢, €Rvec=0 (1.1)
bigimindeki tekrarli bagmtilardir. Lineer esitlikler hicbir sekilde, degiskenlerin
koklerini veya carpimlarini igermezler. Biitiin degiskenler, en fazla birinci dereceden

kuvvete sahip olabilirler ve degiskenlere bagl trigonometrik, logaritmik veya iistel

fonksiyonlar kullanilmaz. Bundan dolayi, (1.1) k.mertebeden sabit katsayili, lineer,



homojen tekrarli bagint1 ifadesi, en fazla birinci kuvvetten a, terimlerini igerebilir.

Ayrica, diger lineerlik sartlarini da saglanmalidir. Bir lineer esitligin, homojen
olabilmesi i¢in, kullanilan terimlerin disinda bagka terim kullanilmamas1 gerekir.
Dolayisiyla, (1.1) esitligi goz Oniine alindiginda, bagintinin sag tarafinda kullanilan

a; terimlerinin disinda, baska bir terim kullanilmamasi gerekir. Her n i¢in, a, =0
esitligi saglanmalidir. Diger taraftan, bir bagtinin ¢éziimii i¢in k tane a, degerine

ihtiyag¢ varsa, bu durumda bagmtinin mertebesi Kk olacaktir. Buna gore k. mertebeden

sabit katsayil1 lineer homojen denklemin ¢oziilebilmesi igin Kk tane,

a, =C,
a, =¢C;
a, =C,

biciminde baslangic sartina ihtiya¢ vardir. Sabit katsayili ikinci mertebeden

denklemlerin ¢oziimiinden 6nce, n >0 igin,

baslangi¢ sartiyla verilen tekrarli bagintinin ¢dziimii olan,

n

a, =cy

esitliginin bilinmesi gerekir. Ayni iglem,

a, =aa,, +bha,, (1.2)

n

ikinci mertebeden sabit katsayili bagintisina uygulandiginda, cy" ifadesinin 0 dan

farkli ¢6zlimii varsa bu durumda,



a,, =cy™ (1.3)

bi¢iminde olacaktir.(1.3) deki ifadeler, (1.2) esitliginde yerine yazildiginda,

n-2

cy" =acy"™" +bey

olur. Esitlikteki C sabit sayis1 sadelestirildiginde,

n n-1 n-2

y'=ay"" +by

bagintisi elde edilir. N = 2 i¢in isleme devam edildiginde,

2
y*—ay—b=0
esitligi bulunur. Bu esitligin koki olan v,
x> —ax-b=0 (1.4)
karakteristik denkleminin de kokii olmalidir. (1.4) esitliginin kokleri, (1.2) tekrarl
bagintisinin karakteristik kokleri olarak isimlendirilir. Siradaki teorem, k. mertebeden
sabit katsayili, lineer, homojen tekrarli bagintilarin ¢oziilmesinde, karakteristik
koklerin nasil yardimci olacagini gostermektedir. Bu konuyla ilgili daha genis

aciklama icin, Koshy [1] ve Mauldin [22] kaynaklarina bakilabilir.

Teorem 1.2.1: y ve 9, x? —ax—b =0 denkleminin farkli kokleri, a,be R ve

b=0olsun. Bu durumda, k.mertebeden sabit katsayili, lineer, homojen tekrarli

bagintisinin,

a,=aa,, +bha,,

a, =Cp,ay =C;



icin her ¢ozlimii, A ve B sabitler olmak iizere,

a, =Ay" +B3"

biciminde ifade edilebilir.

Ispat: Ispat iki asamalidir:
1) a, =Ay" +B3" ifadesinin, her sabit A ve B degeri igin, tekrarli bagintinin bir

¢Ozlimii oldugunun gosterilmesi,
2) Baslangic degerlerini saglayan A ve B degerlerinin bulunmasi.

[k olarak y ve &, (1.4) karakteristik denklemini saglayan degerler oldugundan,

y> =ay+b
8% =ad+b

bi¢iminde yazilabilir. Islemler sirayla uygulandiginda;

1) a, = Ay" +B3" ifadesinin, tekrarli bagintmimn bir ¢6ziimi oldugunu gostermek

i¢in, (1.2) denkleminde,

a,, = Ay"+B3™

a,,=Ay"" +Bs"

esitlikleri yazilarak,

aa, +ba_, =a(Ay"" +B&"") +b(Ay"* + B&"?)

ifadesi elde edilir ve islem yapilarak, A ve B parantezlerine alindiginda,

aa,, +ba, , = Ay"*(ay +b) + B5"?(ad +b)



olur.y* =ay+b ve 8* =ad +b oldugundan,

aa,, +ba , = Ay" + B3"

elde edilir. Sonug olarak, a, = Ay" + B3", (1.2) tekrarli bagmtisinin bir ¢6ziimidiir.

2) a, =Ay"+B3", (1.2) tekrarli bagmtisinin ¢6ziimii oldugundan dolayi, A ve B
degerlerinin bulunabilmesi i¢in baglangic degerlerinin kullanilmasi yeterlidir.
Basglangi¢ degerlerinin, yani a, =C,,a, =C, degerlerinin,a, = Ay" + B3" formunda

yazilabilmesi i¢in sirayla N =0 ve n =1degerleri yazildiginda,

Cc,=A+B=c,c =Ay+Bd

olur. Denklem sistemi ¢oziilerek, A ve B degerleri, vy #§ icin,

elde edilir. A ve B degerleri i¢in a,, baslangic sartlar1 ve tekrarli bagintiyr saglar.
Baslangic sartlar1 ve tekrarli baginti, {a,} dizisini sagladigi icin, gergekten de

a, = Ay" + B3", tekrarli bagitinin tek ¢oziimiidiir.

Ornek 1.2.1:a, =7a,, —12a,, tekrarll bagintisi, a,=4 ve a, =15 baslangig

sartlar1 i¢in incelenirse, iki asamali ¢ozlimden yararlanilarak,
1) Tekrarli bagintinin genel ¢éziimiiniin bulunabilmesi i¢in, ilk olarak karakteristik
esitlik yazilir. Tekrarli bagintinin karakteristik esitligi,

x> —7x+12=0

dir. Karakteristik kokler ise, 3 ve 4 olur. Bunun i¢in tekrarli bagintinin genel ¢6ziimii,



a, = A3" + B4"

olur.

2) A ve B nin degerlerinin bulunabilmesi igin baslangi¢ sartlar1 kullanilarak,

a,=A+B=4

a, =3A+4B=15

biciminde yazildiginda, A=1 ve B =3 degerleri elde edilir. Bunun ic¢in genel

¢Ozlim ifadesi,

a, =3"+34"

olur. Ayni yoéntem Ornek 1.2.2 de oldugu gibi, n. Fibonacci sayisinin bulunmast igin

kullanilabilir.

Ornek 1.2.2: Fibonacci tekrarli bagintis1 ve baslangig sartlari,

I:n = I:n—l + I:n—2

F,=0,F, =1

kullanilarak karakteristik esitlik olan,

x> -x-1=0

denklemi elde edilir ve bu karakteristik esitligin kokleri,

1++/5 B_l-\/g
2 T2




olur. F, =Aa"+Bp", genel ¢oziimdiir. Ikinci asamada ise A ve B degerlerini

bulmak i¢in n=1ve n=2, genel ¢6ziim ifadesinde yerine yazilarak,

F =Ao+Bp=1
F, = Ao’ +Bp® =1

esitlikleri elde edilir. Denklem sistemi ¢oziilerek o ve [ degerleri yerine

yazildiginda,

1++/5

A-—* 2 _ 1
1+a? 5+.5 45
2

bulunur ve ayn1 bigimde,

1-5
=P i

__ 2 _
1+p2 5-J5 5
2

olur. Bulunan A ve B degerleri, genel ¢oziimde vyerine yazildiginda,

o — B = /5 esitligi de kullanilarak,

olur. Veya a ve B degerleri yerlerine yazildiginda,

1 1+45, 1-45,,
Fo= gl -5



¢oziimii elde edilir. Bu genel ¢6ziim, ayn1 zamanda Binet Formiilii olarak bilinir.
Ayni genel ¢oziim, Pell sayilari i¢in de bulunabilir. Pell bagintis1 ve baglangic
sartlari,

P,=2P+P,

P, =0P =1

yazilarak, ilk asamada karakteristik esitlik olan,
x> -2x-1=0

elde edilir ve karakteristik esitligin kokleri,

8=1+\/E,T=1—\/§

olur. P, = Ae" +Brt", genel ¢oziimdiir. lkinci asamada ise, A ve B degerlerini

bulmak i¢in, N =0 ve n =1, genel ¢6ziim ifadesinde yerine yazilarak,

P,=A+B=0

P=Ae+Br=1

esitlikleri elde edilir. Denklem sistemi ¢oziilerek, € ve t degerleri yerlerine

yazildiginda,

A=t p--1

A

olarak bulunur. A ve B degerleri genel ¢6ziim ifadesinde yerine yazilarak ve islemler

diizenlenerek,

1 n _ _ n
P, —m[(uﬁ) 1-v2)"]
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genel ¢oziimii elde edilir.

1.3. Fibonacci Sayilar: ve Binet Formiilii

Fibonacci tekrarli bagintis,

FnN)=F(nh-1)+F(n-2)
F(O=0,FQ =1

baslangic sartlartyla yazildiginda, tekrarli bagitida esitligin her iki tarafi F(n—1) ile

boliinerek,
F(n) 1
F-1) ~ F(-1 49

F(n-2)

bi¢iminde yazilabilir. n—oco sart1 i¢in, (1.5) ifadesi ikinci dereceden denkleme
indirgenerek,

x> —x-1=0 (1.6)
elde edilir. (1.6) denkleminin iki tane kokii vardir,

1+\/§
2

X, = ® = . (pozitif kok)

X, =1-®= # , (negatif kok)

Pozitif koke esit olan @ sayisi, ayn1 zamanda altin oran olarak adlandirilir ve (1.6)

denkleminin koklerinden biri oldugundan bu denklemi saglamasi gerekir ve

P’ =d+1 (1.7)



11

olarak yazilabilir. (1.7) denklemi kullanilip, esitligin her iki tarafi @ ile garpilarak
kuvvet artirma islemi yapilir ve elde edilen denklemlerin katsayilari, Fibonacci

sayilar1 kullanilarak yazilirsa,

PP=D+1=F)D+F()
P =P*+P=P+1+DP=20+1=FB)D+F(2)
D' =D + P =20 +1+DP+1=3D+2=F(4)D+F(3)

D= +P° =30 +2+20+1=50+3=F(5)D+F(4)

ve n. kuvvete kadar islem devam ettirilirse, son asamada,

D" =P"' + D" =F(n)Dd+F(n-1) (1.8)

bagintist elde edilir. (1.6) denkleminin diger kokii olan 1-® degeri de (1.8)

bagintisini saglamalidir;

1L-®)" = (1- D) + (- D)"? = F(n)(L— D)+ F(n—1) (1.9)

Simdi, (1.8) ve (1.9) bagintilar1 taraf tarafa ¢ikartilirsa,

d" =F(nN)®+F(n-1)
-1-®)" =-F(n)1-d)-F(n-1)

" — (1—D)" = F(n)® - F(n)(1— D)

buradan da,

" — (1- )" = F(n)(2P —1)

olur. F(n) yalmz birakilarak islem devam ettirilirse,



D" —(1-d")

F="0o

(2d-1) =5 oldugundan,

" - (1-D)"

J5

F(n) =

olur. Son olarak ® ve (1— @) degerleri bagintida yerine yazildiginda,

F(n) = %[(“f)“ —(“f)"]

Binet Formiilii elde edilir. Daha genis bilgi icin Nalty [24] kaynagina bakiniz.

12



BOLUM 2. MERTEBELI FIBONACCI SAYILARI

2.1. m. mertebeden Genellestirilmis Fibonacci Sayilari

Fibonacci tekrarli bagintisinda bilindigi gibi, her say1 kendisinden 6nceki iki sayinin
toplamina esittir. Eger her sayi, kendisinden onceki saymin m katiyla bir onceki
saymnin toplamina esit oluyorsa, bu sayilara da m. mertebeden Fibonacci sayilari

denir. F, simgesiyle ifade edilirler ve m e R™ i¢gin,

F,(n+2)=mF, (n+1)+F,(n) (2.1)

Gazale [4] de ifade edilen tekrarli bagmtiyla yazilirlar. Baslangic degerleri,

Fibonacci sayilarinda oldugu gibidir:

F.(0)=0,F, (D=1

(2.1) esitliginde m=1 i¢in Fibonacci sayilar1 ve m=2 i¢in ise Pell sayilar1 igin

tekrarli bagintilar elde edilir;

F(n+2)=F(n+1)+F(n) (Fibonacci tekrarli bagintisi)

P(n+2)=2P(n+1)+ P(n) (Pell tekrarli bagintisi)

2.2. m. mertebeden Fibonacci Sayilar1 ve Gazale Formiilleri

m. mertebeden Fibonacci tekrarli bagintisini ifade eden (2.1) bagintis1 kullanilarak,
Stakhov [18] de ifade edildigi gibi ikinci dereceden karakteristik denklem elde
edilebilir. Ilk olarak, (2.1) denkleminde, esitligin her iki tarafi F_(n+1) ile

boliiniirse;
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F,(n+2) 1
E(n+n) | Fo(n+]) (2.2)
F. ()

ifadesi bulunur.n—>oo sarti igin (2.2) esitligi ikinci dereceden bir denkleme

indirgenerek,
x> —mx-1=0 (2.3)

karakteristik denklemi elde edilir. (2.3) denkleminin,

. - m++m? +

4 , (pozitif kok)

' 2
_Im?
X, :m#mﬂl , (negatif kok)

olmak tizere iki koki vardir. (2.3) denkleminin kokleri arasinda var olan birkag

ozellik, ileride kullanilmak tizere yazilirsa,
X, +X, =M, XX, ==1, X, =X, =Vm* +4

olur. (2.3) denkleminin pozitif kokii olan X, ayn1 zamanda m. mertebeden altin oran

olarak adlandirilir ve @, simgesiyle gosterilir. Bu durumda,

olacaktir. @ kullanilarak birka¢ baginti elde edilebilir. (2.3) denkleminde x yerine

@, yazilirsa,

®2 =1+md (2.4)
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biciminde olur. (2.4) esitliginde, her iki tarafinin kokii alinarak ve ortaya ¢ikan

@, degerlerinin yerine kokli esiti yazilarak isleme devam edildiginde,

o =J1+md
D, =\/1+ my1+md
(O =\/1+ m\/1+ my1+md

D, = \/1+ m\/1+ myl+myl+...

sonsuza giden bir koklii ifade bulunur. Ayni sekilde (2.4) esitliginden,

O =m+— 25
(D (25)

esitligi yazilabilir. (2.5) esitliginde, paydada ortaya ¢ikan @, degerlerinin yerine, m

tiiriinden esitleri yazilarak ve bu isleme devam edilerek,

stirekli kesir ifadesi elde edilir. Goriildiigli gibi, m. mertebeden altin oran olan @,
m cinsinden farkli bagintilarla ifade edilebilir. @, kullanilarak, F,(n) tekrarl
bagintisinin X, Ve X, cinsinden genel ¢oziimii bulunabilir. Bunun igin sabit katsayili

genel ¢oziim ifadesi, k;,k, € R olmak iizere,

F.(n) =k x' +k,x; (2.6)
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bigiminde yazilabilir. Burada kullanilan k; ve k, sayilarinin, baslangi¢ kosullar1 olan
F.(0)=0,F, (1) =1 icin de gegerli olmas1 gerekir. Bu degerler kullanilarak k, vek,

sayilariin bulunabilmesi i¢in,

F (0)=kx’ +k,x2 =k, +k, =0 ,
1 1 1
F.,@=kx +k,x; =kd —kch— =1

m

yazilir. Bu esitlikler diizenlendiginde,

1 1
k, =—k, ve k@, +qu)— =k, (D, +q)—) olur.

m m

((I)m+(Di):x1—x2 =+m?+4

m

oldugundan,

bi¢ciminde yazilir. Bulunan k; vek,degerleri, (2.6) denkleminde yerine yazildiginda;

1 1
X; = X;

Vm? +4 m® +4

Frn(n) =

olur. x, ve x, degerleri yerlerine yazildiginda;

1 m++vm? +4 m—-vm? +4
" " 2.7
m[( > )" = ( > )'] (2.7)

Fol) -

veya m. mertebeden altin oran olan @ kullanilarak,
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1 -1
FN)=— [(® )" —(—2)"
(1) = (@) = ()]
E - (@a)' —(CD"(@,)"

vm? +4

bi¢iminde yazilabilir. m. mertebeden genel Fibonacci bagintisi (2.7), Gazale formiilii

olarak adlandirilir. Gazale formiiliinde, m=1 i¢in islem yapildiginda, Binet Formiili;

L @y - hn

F(n)=\/g S

elde edilir. Tablo 2.1 de goriildiigii gibi, farkli mertebelere gore farkli degerler ve

oranlar bulunabilir.

Tablo 2.1 m. mertebeden farkli degerler ve oranlar

r%cl>-5-4-3-2-1012345

' BEECHN I R I B P PN P P IS IR

2 1+42 29| -12 5 -2 11011 2 5 12 |29

J3 @;ﬁ 19|53 4|-V3|1]o]1] 3] 4]543 |19
1 52 | 3] 1 1 |3|5/02
—_ 4 | .2=2= ] — —_ 11011} —&—= — | === 4
2| > 2| %2 AR

Fibonacci sayilarina benzer sekilde m. mertebeden Fibonacci sayilari i¢in,

Fo(n) = (-1)""F, (-n)

esitligi gecerlidir. Ornegin m=2 ve n=2 igin,

F,(2)=(-1)°F,(-2)=2
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olur. Daha ayrintil1 bilgi i¢in Olsen [23] ve Vera [5] kaynaklarina bakilabilir.
2.3. -m. mertebeden Fibonacci Sayilari ve Gazale Formiilleri

(-m). mertebeden Fibonacci sayilarint bulmak icin yeni bir tekrarli bagmnti

olusturulur ve bu sayilar pozitif mertebelilerden farkli olarak F = simgesiyle ifade

edilirse, m e R i¢in,

F.h+2)=(-m)F  (n+1)+F_, (n) (2.8)
biciminde yazilabilir. Baglangic degerleri, Fibonacci sayilarinda oldugu gibidir,
F.0=0F, (D=1

(2.8) tekrarli bagintisinin her iki tarafi F__(n+1) ile boliindiigiinde,

F.h+2)

F_(n+1) (=m)+

F.(n+1)
F.n(n)

F.(n+2)

olarak yazilabilir. N — o0 igin
F..(n+1)

= X almursa, yukaridaki (2.8) esitligi,

x=(—m)+l
X

olur. Esitligin her iki tarafi x ile ¢arpilip diizenlendiginde,
x> +mx-1=0 (2.9)

ikinci dereceden denklemi elde edilir. Bu denklemin,



= —(— ), (pozitif kok)

X, = =—( ) , (negatif kok)

olmak {iizere iki kokii vardir. (2.9) denkleminin kokleri arasinda,

X +X, =-m, XX, =-1

19

esitlikleri vardir. (2.9) ikinci dereceden denkleminin kokleri olan X, ve X, , altin oran

yani @, cinsinden yazilirsa,

Xlz_( 2 ):(D )
m+~+m®+4
X =T o,

olur. Simdi X, ve X, kokleri i¢in genellestirilmis ¢6ziim ifadesine bakilirsa,

k;,k, € R i¢in,

Fo.(n) =k X, +k,x]

(2.10)

olarak yazilabilir. (2.10) bagmtisinda kullanilan k; ve K, sabit sayilarinin, baslangi¢

kosullart olan, F  (0)=0,F (1) =1 icin de gecerli olmas: gerekir. Bu degerler

kullanilarak k; ve k, sayilar1 bulunabilir,

F_(0)=kx) +k,x) =k, +k, =0,

Fa@® =KXt + ks =k, =, (-0,) =1

m

Bu esitlikler diizenlediginde,
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1 1
qu)_+qu)m = kl(q)m +(D_) :1

m m

olur. (@, + q)i) ifadesi kullanilarak k; ve k, sayilart m cinsinden bulundugunda,

m

1 —m+vVm®+4  (-m-vm? +4) 2
((Dm+q)_):X1_X2: > - 5 =Jm?+4

m

olur ve buradan da,

elde edilir. Son asamada, bulunan k; ve K, degerleri, (2.10) da yazildiginda,

1 n 1 o

F.(n)= X, — Xy,
m?id o Amiia

F o (n) 04 —x3) (2.11)

1
JImi+4

olur.x, vex, degerleri (2.11) ifadesinde yazildiginda,

F_m(n)wr[( et hy _cm= T iy (2.12)
+

biciminde (-m). mertebeden Fibonacci sayilari i¢in Gazale formiilii bulunur. Eger

(2.11) bagintisinda, X, ve X, degerlerinin yerine, @, cinsinden degerleri yazilirsa,

Fn(n)= \/—[(—) -(-2,)"]
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olup, gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1 o1,
F—m(n)__\/m[(_q)m) _(q)_m) ]
F () __ (D)o -or

vm? +4

elde edilir. (-m). mertebeden Fibonacci sayilar1 ve (-m). mertebeden Gazale

formiili karsilastirilirsa, (2.8) tekrarli bagintisinda m =1 igin esitlik,

F.(n+2)=(-D)F ,(n+)+F_(n)
F,00=0F,1=1

olur. n=0 degeri kullanildiginda,

F.()=CDF,@Q+F,(0)=-1

bulunur. Bu defa m=1 ve n=0 degerleri, bulunan (-m). mertebeden Gazale

formiiliinde yerine yazildiginda,

-)* _J5+1, 2

F.(2)= 2
@I (_1_£>]
(1) 6+2\/_ ~2.5
F.(2)= \/—[( 1 )]
)., 45

F.2 =1
4(2)= \/—[( )]

bulunur. Gortildigi gibi her iki bagintiyla da ayni sonuglar bulunmus olur.
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) F._(n+2 .
Teorem2.3.1: lm . Faln®2) ~@,, dir.
F.(n+1)
Ispat:
_1\N+2 n+2 -n-2
F_m(n+2)=—( Do, -, ,
Vm? +4
_ n+l(Dn+l _ q)—n—l
F,.n+)=- ) il o oldugundan,
vm? +4
Ilm F—m (n + 2) ~ I (_1) n+2chm+2 _ cD—mn—z

——— =i
N—o F_m (n +1) nN—o (_1)n+1q)nm+l _q)—n—l

m

bi¢iminde yazilabilir. Islem yapildiginda,

(_1)n+2 chm+2 _ 1 S
. F.(n+2) O3
lim .. F (n+1) =lm ., 1
n+ N+l g
o (_1) 1®m ' - q)I'H-l
. F 2) . ~1)®2
||m M — ||m u =-@

m

n—o F_m (n +1) - n—o q):n
esitligi elde edilir.
Tanim 2.3.1: -m. mertebeden altin oran, ®_, olarak ifade edildiginde,

. F.(n+2
im . Fn(n+2) =-®_ oldugundan dolayi,
F.(n+1)

esitligi vardir. -m. mertebeden genel ¢oziimle ilgili birkac deger ve esitlik, Tablo 2.2

de gosterilmistir.



Tablo 2.2 —m. mertebeden farkli degerler ve oranlar
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_@/ D 5] -4 -3 2 l1]o]1 2 3 4 5
n
1 -1-v5 | 5 3 2 1 1101 -1 2 -3 5
2
2 V21 |29 12 5 2 1tlol2]| -2 5 12 |29
Bl-B-VTIlw]|spm |4 3 l1flol1]-v3 | 4| 543 |19
2
Ll oz |22 L o[- L2 ]. 52 ]
J2 2 2 J2 2 | 2 2

Teorem 2.3.2: F__(n) =(-1)"*F__(-n) dir.

. - "o"-o"
Ispat: F__(-n) =—( ) L ™ oldugundan,
Vm? + 4
_ 1(D—n _(_ n+1ch
(_1) n+1 F_m (_n) - _ ( 1) m ( 1) m
m? + 4
-N"o" —o "
()F (=T PP o)
m? + 4

esitligi elde edilir.

Ornek 2.3.2: m=2 ve n=3 icin F__(n) = (-)"™*F__, (-n) esitligi

incelendiginde,

F,(3)=(-1)*F,(-3)=5 olur.

Teorem 2.3.3: F__(-n)=F,(n) dir.

(Do, -0

vm? +4

Ispat: F__(n)=

oldugundan,

D"P, -

Vm? +4

I:—m (_n) ==
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Qp -(D"O

Vm? +4

F—m (_n) =

esitlikte pay (—1)" ile carpilirsa,

e

Nm?+4

F—m (_n) =

elde edilir. Buradan da,

n

o DO g (o

I:—m (_n) =—" 2
m°+4

esitligi bulunur.

Ornek 2.3.3: m=2 ve n=3 i¢in, F__(-n) = F_(n) esitligi incelendiginde,
F,(-3)=F,(3) =5 olur.

2.4. \/—m. mertebeden Fibonacci Sayilari ve Gazale Formiilleri

v-m. mertebeden tekrarli bagintiyr olusturabilmek icin m. mertebeden tekrarl

bagntilarda kullanilan gdsterim uygulanabilir. Bu sayilar F — simgesiyle ifade

edilirse, me Z* i¢in,

F - (n+2)=v-mF_ (n+1)+F(n)

(213)F, (0)=0,F () =1

bi¢iminde olusturulabilir. Esitligin her iki tarafi F —(n+1) ile boliindiiginde ve

diizenleme yapildiginda,
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F n+2
M: Tm+ L (2.14)
Fm(n+l) F—(n+1)
F ()

- .. Fm+2) e

elde edilir m>4 ven—>o igin, —"——=x alndiginda, (2.14) esitligi
F—(+1)

yardimuiyla,
x> —-mx-1=0 (2.15)

ikinci dereceden karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin:

_A=madmm+4  Jmi+Jm-4i _i(Vm+/m-4)

X4 > 5 5
L _N=m-v=m+4 _ Jmi-Jm—4i _i/m-m-4)
2 = > = > = 5

olmak {izere iki tane karmasik kokii vardir. (2.15) denkleminin kokleri arasinda,
X, X, ==L X +X, =+/—M

esitlikleri gegerlidir. Ayrica, elde edilen X, ve X, kokleri i¢in,v—m. mertebeye gore

altin oran, Teorem 2.4.1 den dolay1r ® a bi¢iminde tanimlanarak,

yazilabilir. @ — ifadesi ayni zamanda (2.15) denkleminin koklerinden biri

oldugundan ve
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Q> =-md  _ +1 (2.16)

yazilarak esitligin her iki tarafinin karekoki alimp, @ — yerine yazildiginda,

D =,/1+\/—md>m

O =\/1+\/—m 1+V-m® —

O = \/1+ JEm L Vm ML dom

bi¢iminde, sonsuza giden bir koklii ifade elde edilebilir. Bu defa yine (2.16) esitligi

kullanilarak,

CDH:\/—m+

Q=

bagntis1 yardimiyla, ayni sekilde paydada elde edilen her @ - yerine yazildiginda,

O, =+v-m+ L
V-m+
J-m
1
O - =v-m+
A —
N-m+ —

gibi sonsuza giden bir siirekli kesir elde edilir. x; ve x, kokleri i¢in genel ¢dziim

bulunmak istenirse, k;,k, € C olmak iizere,

F o (n) =KX, +K;X; (2.17)
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olarak yazilabilir. (2.17) de kullanilan Kk;,k, sayilarmin baslangic kosullar1 olan

F—(0)=0F—(1)=1 icin de gecerli olmasi gerekir. Bu degerler kullanilarak

k,,k,sayilar1 bulunabilir:
F - (0)=kx +k,x; =k +k, =0

F o @ =k +kx; =k x +kyx, =1

Bu esitlikler kullanilarak,

kl(xl _Xz) =1

kl(i(\/ﬁ+21/m—4) B i(\/ﬁ—zw/m—4) _k(Jm i) =1

olup m =4 igin tanimli,

1 1
k = Ck, =—
! m — 4i 2 m—4i

elde edilir. Son olarak bulunan k, ve k, degerleri, (2.17) de yerine yazildiginda,

1 n_ yn
Fm(n) - m(xl Xz)

1 i(\/ﬁ+«/m—4)n _(i(ﬁ—\/ﬂ)n]
2

F—(n)= Toa [( 5 (2.18)

V-m. mertebeden karmasik say1 mertebeli Gazale formiilii bulunur. @ — cinsinden

esitlik yazildiginda;
F o) = [(@ )~ ()]
Jem Jm—4i~ T o

O — (-0

Fm(n) B Nm-4i
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olur. /- m.mertebeden tekrarli baginti (2.15) ve elde edilen karmasik say1r mertebeli
Gazale formiilii (2.18), ayr1 ayr1 kullanilarak karsilastirma yapildiginda;

F—(+2)=v-mF —(n+)+F(n)

F—0)=0F—_@0=1
tekrarlt bagintist, m=2 ve n =2 i¢in hesaplandiginda,

52 =V-2F (1) + F - (0)
FE(Z)zx/—_Z.1+O=\/§i

olur. Bu defa m=2ve n =2 sartlari, karmagsik say1 mertebeli Gazale formiilii (2.18)

de yerine yazildiginda;

1 [(u(ﬁ+J_)2 _(i(ﬁ—J—_z)z]

J2 -4 2

F@@):JL[(@”_) —((f 2y,
FFZ(Z):\‘#[(@*JT —((f V=20
Fﬁ(z)zéi(2+4;i—2_2—4;i—2)

F - (2) =i

Fr(2)=

bulunur. Goriildiigii gibi her iki bagintiyla da ayn1 sonug bulunabilir.

F—(+2)

Teorem 2.4.1: m>4 i¢in lim = dir.
F . (n+1)

J-m

Ispat:



n+2 n+2 -n-2
OV (-] D[

F,_(n+2)=—m ,
Jom Jm-4i
q)rHl _ (_1) n+lq)—n—1
F—(n+1) = Jom Jom oldugundan,
m vm-4j
n+2 n+2 -n-2
7 F - (n+) ot — ()™
i Fm(n+2)__ d)f/m_q)
noo = AN noo =1 ¢ m
F yar (n+1) D
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esitligi elde edilir. (2.18) esitliginde farkli mertebe degerleri i¢in Tablo 2.3 de

gosterildigi gibi farkli degerler elde edilebilir. Tabloya dikkat edilirse yaklagim

yapilirken, m>4 sartina dikkat edilmelidir. Ciinkii, N — oo yaklagimi yapilirken 4

den kiiciik bazi pozitif tamsay1 degerleri icin 0 degerleri elde edildiginden dolay1

tanimsizlik ortaya ¢ikmaktadir.

Tablo 2.3 +/—m . mertebeden Fibonacci farkli degerleri ve oranlar

\/—r% o, |5 4 |3 2 110 2 4 5
i+3 4| 5 Lol 4 |10 i i |

1 2
a2 | 4| o | _Lili]o J2i 0o |-

2 2
. ‘/§'Z+l 1| & |2|-vE1]o]1] Ja a1t
) \@;ﬁ 19(-avsi|s|-vai | 1]o|1] vai |5|-avei]u

Teorem 2.4.2: F_(n) = (-1)"*F —(-n)

oS- (1)

J-m

Ispat: F —(-n)=

Jm-4i

n(Dn

esitliginin her iki tarafi (—1)"*" ile carpilirsa,
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D" - (DD

D R = Jm-4i
P e
( 1) Fm( n) - ml - Fm (n)

esitligi elde edilir.

Ornek 242: m=2 ve n=3 icin, F—)= (- F—(=n) esitligi

incelendiginde Tablo 2.3 den de goriilecegi gibi,

F(3)=(D*F,,(-3)=-1olur.



BOLUM 3. LUCAS SAYILARI

3.1. Lucas Sayilar1 ve Tekrarh Bagintilar

Lucas sayilari, Fibonacci sayilariyla benzer 6zelliklere sahiptir. Bir Lucas dizisinde
de her bir terim kendisinden onceki iki terimin toplamina esittir ve bu dizinin her
terimi bir Lucas sayisidir. Lucas sayr dizisinin n.elemani L

., ile gosterilir ve

baslangi¢ sartlariyla birlikte Lucas say1 dizisi n € Z igin,

I-n = I-n—1 + Ln—2

L, =21, =1

bi¢ciminde ifade edilir. Gortildiigii gibi, Lucas say1 dizisinin Fibonacci say1 dizisinden
farkliligi, n=0 i¢in alinan baglangi¢ degerinden kaynaklanmaktadir. Baslangi¢
degerinin farkli olmasi, iki dizideki terimlerin farklilasmasi sonucunu dogurmaktadir.
Dolayisiyla, Fibonacci ve Lucas sayilari, n =1 i¢in harig, alinan tiim n degerleri i¢in

farklidir. ik 11 n degeri i¢in Lucas sayilar1 yazildiginda su tablo olusacaktir:

Tablo 3.1 Lucas Sayilar

L, [2(1|3[4|7|11|18| 29 |47 | 76 |123

L 2|-1|3|-4|7|-11|18|-29 |47 |-76]| 123

Tabloya dikkat edildiginde pozitif ve negatif indisli Lucas sayilar1 arasindaki baginti

goriilebilir. Ciftindisli L, veL_, Lucas sayilar esittir. Bu esitlik,

I-n = (_l) I-—n
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bigiminde ifade edilir. Ornegin N=2 igin,

L, =(-1)%L_, =3

olur. Lucas sayilarinda da her bir terim kendinden Onceki iki terimin toplami
oldugundan ve bir sonraki islemin i¢inde tekrar kullanildigindan, baslangi¢

sartlariyla birlikte n € Z i¢in,

L(nN)=L(n-1)+L(n-2)
L(0)=2,L@Q) =1

biciminde bir tekrarli bagint1 yazilabilir. Bu tekrarli bagint1 Lucas tekrarli bagintisi

olarak adlandirilir.

3.2. Lucas Sayilar: ve Binet Formiilii

Lucas sayilari, Fibonacci sayilariyla benzer ozelliklere sahiptir. Tekrarli baginti
olarak diisliniildiigiinde, daha 6nce deginildigi gibi aralarindaki tek fark baslangi¢

sartlaridir. Lucas sayilari,

L(n+2)=L(n+1)+L(n)
L(0)=2,L(Q) =1 (3.1)

bi¢iminde bir tekrarli bagintiyla ifade edilir. (3.1) bagintisinda, esitligin her iki tarafi
L(n+1) ile boliindiigiinde,

L(n+2) _ 1
L(n+1) " L(n+1) (3.2)
L(n)

olur. n — oo sart1 igin, (3.2) ifadesi ikinci dereceden denkleme indirgenerek,
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x> —x-1=0 (3.3)
elde edilir. (3.3) denkleminin iki tane kokii vardir:

_1+45
2

X, =® , (pozitif kok)

X, =1-® = % , (negatif kok)

(3.3) bagintisinin X, Ve X, cinsinden genel ¢6ziimiiniin bulunabilmesi i¢in L(n) ,

k;,k, € R igin,
L(n) =k, X, +Kk,x; (3.4)

bigiminde ifade edilir. Cozlim i¢in k, ve k, degerlerinin bulunmasi gerekir. Bunun

icinde, baslangi¢ degerleri kullanilirsa,

L(0) = k,x® +k,x =K, +k, =2

L) =k, X; +K, %5 =k, X, +(2-k;)x, =1
islemleri yapilip, X, ve X, degerleri yerine yazildiginda;
K (X, —X,)+2%x, =1

K (1+\/§_1—\/§)+ 1+x/§
2 2 2

esitlikleri elde edilir. (3.4) denkleminde, bulunan k; ve k, degerleri yerine yazilirsa,

L(n) =x' +X;



olur. x, ve X, degerleri yerine yazilirsa Lucas sayilari i¢in Binet formiilii olan,

1475, | A=35),

L(n) = 2

bagintisi elde edilir.
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BOLUM 4. MERTEBELI LUCAS SAYILARI

4.1. m. mertebeden Lucas sayilar1 ve Gazale Formiilleri

Fibonacci Sayilarinda oldugu gibi, Lucas sayilar1 iginde m. mertebeden tekrarli

bagint1 olusturulabilir, me R™ igin,

L,(n+2)=mL, (n+1)+L,(n) (4.2)

Gazale [4] de belirtilen tekrarli bagintisiyla yazilirlar. Baglangi¢ degerleri,

L, (0 =2L,@=m

olup, m. mertebeden Fibonacci sayilarinda uygulanan genel ¢6ziim bulma yontemleri

Lucas sayilarinda da uygulanabilir. Ik olarak (4.1) tekrarli bagintisinda denklemin

her iki tarafi da L (n+1) ile boliiniir ve (4.2) de oldugu gibi diizenlenirse,

L,(n+2) 1
L(+D)  Ly(n+D) (42)
L, (n)

bagintist elde edilir. n—oo sarti igin, (4.2) ifadesi ikinci dereceden denkleme

indirgenerek,

x> —mx-1=0 (4.3)

elde edilir, bu denklemin
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| > , (pozitif kok)
_ 2
X, = mfw , (negatif kok)

olmak iizere iki kokii vardir. Fibonacci sayilarinda oldugu gibi x, ve X, kokleri m.

mertebeden altin oran olan @ cinsinden,

bi¢iminde yazilirlar. (4.3) denkleminin kokleri arasinda var olan birkag Ozellik,

ileride kullanilmak tizere yazilirsa,
X, +X, =M, XX, ==1, X, =X, =/m* +4

olur. (4.1) bagmtisinin, X, Ve X,cinsinden genel ¢oziimiiniin bulunabilmesi igin

L,(n), ki, k, e Rigin,
L, (n) =k X +k,x; (4.4)

seklinde ifade edilebilir. Coziim icin k; ve Kk, degerlerinin bulunmasi gereklidir.

Bunun i¢inde baslangi¢ degerleri kullanilarak,

L, (0) = k,x® +k,x? =k, +k, =2

L, @ =kX +k, x5 =k, X, +(2-k)x, =m
islemleri yapilip, X; ve X, degerleri yerine yazildiginda,

K (X, —X,)+2X, =m
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K (Jm? +4) 4 2=V +4 “2'“2+4) —m

olur. Bulunan k, ve k, degerleri (4.4) bagintisinda yerine yazildiginda,
L,(n)=x+x,
elde edilir. x; ve X, degerleri de yerine yazilarak,

Lo = (7 +“)“Jr(""‘“;” thyn (4.5)

m. mertebeden Lucas sayilart i¢cin Gazale formiilii elde edilir. (4.5) bagmtisinda
m =1 igin, Binet Formiilii bulunmus olur. m. mertebeye gore, altin oran cinsinden

yazilirsa,
L, (n) = (®,)" + (=)
m m @m

olur. Esitlik diizenlendiginde,
L,(n)=(@,)"+(-D)"(D,)" elde edilir.

Ly(n+2)

Teorem4.1.1: lim
L,(n+1)

=0 dir.

Ispat:
L, (n+2)=(®,)" +(-1)"*(@,) ",

L,(n+1) = (@m)”+1 + (_1)n+1(q)m)_n_1

oldugundan,
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L,(n+2)  (@,)" +(-D)"*(®,) "

lim .. = ; : —
L,(n+1) (D))" +(-D"(D,)™"

Ln(n+2) _(@,)°

- )
L (n+) (@)

lim

m

esitligi elde edilir.

Tablo 4.1 m. mertebeden Lucas sayilari i¢in degerler

m _ -

A 5 4 3 2 1 o] 1 2 3 4 5
1 a1 | o7 4 3| a1 2] 1 3 4 7 11
2 82 | 3| -2 6 | 2 |2] 2 6 14 34 82

Bl owim 8] 65 | 5|2l B3] 5 |6 23 |2

Teorem4.1.2: L (n)=(-1)"L,,(-n) dir.
Ispat: L_(-n)=(® )" +(-1) " (P,)" oldugundan, esitligin her iki tarafi (-1)" ile

carpilirsa,

(_1)n I-m (_n) = (_1)n(q)m)_n + (('Dm)n = I-m (n)

esitligi elde edilir.

Ornek 4.1.2: m=3 ve n=3 i¢in, L_(n) = (-1)"L,_ (-n) bagmtis1 yazildiginda,

L,(3) = (-1)°L,(-3) =14 olur.

4.2. -m. mertebeden Lucas Sayilar1 ve Gazale Formiilleri
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(-m). mertebeden Lucas sayilarini bulmak i¢in yeni bir tekrarli baginti

olusturuldugunda ve bu sayilar pozitif mertebelilerden farkli olarak L _ (n)

simgesiyle ifade edildiginde, m € R" igin,
L,(n+2)=(m)L_,(n+)+L . (n) 4.7)
bi¢iminde yazilabilir. Baslangi¢ degerleri,

L@ =2,L,@)=-m
alinir. (4.7) tekrarli bagintisinin her iki tarafi L_ (n +1) ile boliindiigiinde,

L ,(n+2)

L. (n+1) (=m)+

L,(n+1)
L, ()

L 2
olarak yazilabilir. N — o0 i¢in M = X alindiginda, (4.7) esitligi,
L,(n+1)
X=(-m)+ 1
X

olur. Esitligin her iki tarafi X ile carpilip diizenlendiginde,
x> +mx—-1=0 (4.8)

elde edilir. Bu denklemin,

=—( 5 ), (pozitif kok)

_—m+Jm’ +4 m-—+m? +4
2

[ 2
X, = 5 =_(m+ ;1 hl ) , (negatif kok)

a
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olmak {izere, iki kokii vardir. (4.8) denkleminin kokleri arasinda,

esitlikleri vardir. (4.8) ikinci dereceden denkleminin kokleri olan x, ve X,, altin

oran, yani @ cinsinden yazilirsa,

m-+m-+4 1
Xl__( 2 ):cD )
m++m? +4
XZZ_( 2 ):_q)m

olur. (4.7) bagmtisinin X, Ve X,cinsinden genel ¢6ziimiiniin bulunabilmesi igin

L., (n), k;,k, € Rolmak iizere,
L. (n)=kXx +k,Xx; (4.9

seklinde ifade edilebilir. Coziim icin k; ve Kk, degerlerinin bulunmasi gereklidir.

Bunun i¢inde baslangi¢ degerleri kullanildiginda;

L (0)=kx? +k,x? =k, +k, =2

L. (D) =kx +k,x; =KX +(2—Kk;)X, =—m
elde edilir. Bu esitlikler diizenlendiginde,

K (X, —X,) +2X, =—m

[ a2
k,vm? +4 + 2(—%) =-m

olur. Son olarak bulunan k; ve k, degerleri (4.9) da yerine yazilirsa,



L,m(n):(—m_ m +4)n+(_m+\/m +4

2
2 2 )

-m. mertebeden Lucas sayilart i¢in Gazale formiili bulunmus

mertebeden altin oran olan @ cinsinden yazilirsa,

La() = ()" + (-,

L (M) =D"(P,)" +(P,)"

elde edilir.
Teorem4.2.1: Im L,(n+2) =-®_  dir.
L, (n+1)
Ispat:
L (n+2)=(-D)"*(@, )" +(@,) ",
L ,(n+D) = (=)™ (@, )" +(@,)""
oldugundan,
i La+2) L ()(@,)" 4 (@,) "
L, (n+D) R G el (T Ry ()
1
_1 n+2 q) n+2 +
. L, (n+2) DT (Pn) OIS
I|mnﬁwm:"mnﬁoo 1
n+ n+ n+
-m (-1 1(q)m) 1"‘@
_ 2
Iim n—oo Lim (n + 2) = Iim n—o ( l)?m = _®m
L.(n+1) D
elde edilir.

Teorem4.2.2: L  (n)=(-D)"L_,(-n) dir.

41

olur. Esitlik, m.
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Ispat: L__(-n)=(-D)"(®, )" + (D, )" oldugundan esitligin her iki tarafi (-1)" ile

carpilirsa,

(-D"L, (N =& +(-)"®r =L, (n)

esitligi bulunur.

Ornek 4.2.1: m=2 ve n=3 icin, L__(n) = (-1)"L__ (-n) esitligi incelendiginde,

L,(3)=(-1°L_,(-3)=-14 olur.

Teorem4.2.3: L, (n)=L_,(-n) dir.

Ispat:
L.(n)=D)"(@,)" +(D,)"

L,(-n=)"(®,)"+(D,)" oldugundan esitligin her iki tarafi (-1)" ile

carpilirsa,

(_1)2n L—m (_n) = (_1)n(q)m)ﬁn + (cDm)n = Lm (n)

esitligi elde edilir.

Ornek 4.2.2: m=2 ve n=3 igin, L_(n) = L_, (-n) esitligi incelendiginde,

L,(3) =L_,(-3) =14 olur.



Tablo 4.2 —m. mertebeden Lucas sayilari i¢in degerler

43

f% 5 4 3 2 1 o] 12 2 3 4 5
1 11 | 7 4 3 1 |2 1 |3 -4 7 -11
2 82 | 34| 14 6 2 |2 2 | 6| -14 | 34| -8
V3 |29v3 | 23| 643 | 5 V3 | 2] -3 | 5| 643 | 23 |-2943

Teorem 4.2.4:

L. (n)+vm®+4.F_(n) _
2

@"  dir.

Ispat:
_(Dro; -0
Jm?+4

Lo (N)=ED"(DR,)" +(P,)™

Fon(n)=

oldugundan,

L. (n)+vm?+4.F_(n) (D' + D) - (D" Dy + D
2 B 2

L. (n)+vm®+4.F_(n) 20 o
2 o2

olur.

4.3. v—m. mertebeli Lucas Sayilar i¢in Gazale Formiilleri

v-m. mertebeden tekrarli bagintiyr olusturabilmek i¢cin m. mertebeden tekrarl

bagntilarda kullamilan gdsterim uygulanabilir. Bu sayilar L — simgesiyle ifade

edildiginde, m € Z " igin,

L (n+2)=v-mL - (n+1)+L ()

(4.10)
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tekrarli bagintisiyla yazilirlar. Baslangic degerleri,

bi¢iminde olusturulur. Esitligin her iki tarafi L (n+1) ile boliindiigiinde ve

diizenleme yapildiginda,

L—(n+2
@2, (4.11)
L —(n+1) L (n+1)
L ()
.. L\/T(n+2) e
olur. m>4 ve n — o i¢in, - = X alindiginda, (4.11) esitligi,
L (n+1)
1
X=+-m+=
X
olup,
x> —<J—-mx—-1=0 (4.12)

ikinci dereceden denklemi elde edilir. Bu denklemin:

_A-ma-m+d  JmitVm—4i _i(J/m+Jm-4)

Xy

2 2 2
L o_N=m-V-m+d  Jmi-Jm-4i _i(/m-Vm-4)
2 2 - 2 - 2

olmak tizere iki tane karmasik say1 kokii vardir. (4.12) denkleminin kokleri arasinda,

XX, ==L X +X, =+/—m
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esitlikleri gegerlidir. Ayrica, elde edilen x; ve X, kokleri i¢in, v—m . mertebeye gore

altin oran, @ e i¢in,

esitlikleri vardir. x, ve X, kokleri i¢in genel ¢6ziim ifadesi bulunabilmesi igin,

k;,K, € Rolmak iizere,
L (n) =KX +K;,X; (4.13)

olarak yazilabilir. (4.13) denklemindeki k,,k,sayilarinin, baslangi¢ kosullar1 olan
L~ 0)=2L (@) =v-m icin de gecerli olmasi gerekir. Bu degerler kullanilarak

k,,k, sayilar1 bulunabilir:

LM(O)zklxloJrkng =k, +k, =2

L @) = kX + kX3 =k X, +K,X, =+/—m
olarak yazilabilir. Bu esitlikler kullanilarak,

kX, +(2-k)X, =+/—m
K (X, —X,) +2X, =+/—m

oldugundan,

olur. X, —x, =+m-—4i ve x, = '(‘/ﬁ_z"m—‘l)

k Mi=M—2i(m_m)
. 2

elde edilir. Esitligin her iki tarafi~/m —4i ile boliinerek islemler yapildiginda,



olur. Son olarak, bulunan k, ve k, degerleri (4.13) de yerlerine yazilarak,

L (N)=x +x;

genel bagitis1 bulunur. X, ve X, degerleri yerine yazildiginda,

L (n) =(

i(\/ﬁ+\/m—4))n +(i(\/E—\/m—4))n
2 2

v-m. mertebeden Lucas sayilart i¢in Gazale formiili bulunur. Esitlik

cinsinden yazildiginda,

L. =@, ) +(—®i)“
N

LM =(@ )"+ ()"

bi¢iminde ifade edilir.

L n+2

Teorem 4.3.1: m>4 i¢in lim M =@ — dir.
L (n+1) -

Ispat:

L—(n+2)= (CDJ])n+2 +(—1)"CDQ%2,

L—(+D)= (CI)JR)”+l + (—1)”(1)}’;

oldugundan,

i L.(n+2) (@, )" +(-D) "D

im =

neoo—_l n—w N+ N A —n—
L (n+D) (@, )™+ () >



i Lm(n+2) (CIDH)2
M e 7 N T n>o 7 N1

Lm(n+1) (cbm)l
elde edilir.

Teorem4.3.2:L —(n)=(-1)"L —(-n) dir.

Ispat:
Lo (m)=(@, )" +() "

DL () = (DN (P ) "+ P =

esitligi elde edilir.

L)

a7

Ornek 4.3.1: m=4 ve n=3 igin, L—(n)= -D" L — (=n) esitligi incelendiginde,

L (3 =(-1°L (-3)=2i olur.

Tablo 4.3 v—m . mertebeden Lucas sayilarinda farkli degerler

n
1 - 1 -2i 1 i i 1 2i 1 i
4 6i 4 | -2i o | -2i 2i | o 2i 4 | -6i
9 123 | 47 | 18| 7 | -3i 3| -7 | -18i | 47 | 123
+4/m |F n
Teorem 4.3.3: " = () CD”F dir.
2 -m
ispat:
()= CD” —+(-D" d)”
1 d) N
F(n)= O )_
Am - 4j

oldugundan,
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L~ +Vm—4iF —(n) O (DO + O (D) O

2 2
L — +vm-—4i. Fr(n) 207 o
2 2 J=m

esitligi elde edilir.

2n -2n

()
e dir.

vm—4i

Teorem4.3.4: L —(n)F —(n) =

ispat:
L-(M=0"— +(-)"®

el G R
N
oldugundan,
L (MF ()= (@ - CDF)(_CD: D)

2n -2n

_q)m‘ J-m

R N

esitligi elde edilir.



BOLUM 5. ALTIN MATRISLER

5.1. Altin Matris

Altin matris, 2x2 boyutunda olan ve tiim tamsay1 kuvvetlerinin elemanlar1 Fibonacci

sayilar1 cinsinden yazilabilen bir matristir:

(o

Stakhov [18] de ifade edildigi gibidir. Altin matrislerle Fibonacci sayilari arasindaki
bagintinin bulunabilmesi i¢in, altin matrisin kuvvetleri alinarak ve matrisin her bir

elemani, Fibonacci sayilari cinsinden yazilarak isleme devam edildiginde;
G 11 F(2) F@Q
_(1 oj (F(l) F(O)j
G2 1 1)1 1 FB) F(2)
1 OL J ( 1J (F(Z) F(l)J’
1 3 2 F(4) F(@)
Js o)z 3)-lew ra)
Gt = 3 2\1 1 5 3 F(B) F(@4)
|2 1}1 oJ 3 2) F(4) F(3)J’

yazilabilir. Altin matrisin kuvvetleriyle, Fibonacci sayilar1 arasinda goriilen iligki, n.

G®=

kuvvet icin, ne Z olmak iizere,

. =(F(n+1) F(n) j

F(n) F(n-1) (1)
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biciminde altin matris bagintisidir. Altin matrisin kuvvetlerinin determinantlarina

bakildiginda,

11
Det(G) = L o =-1

Det(G?) = (Det(G))* =1
Det(G?) = (Det(G))® =-1
Det(G*) = (Det(G))* =1

cift kuvvetler igin 1, tek kuvvetler i¢in -1 olur. Bu durumda,
Det(G") = (Det(G))" = (-1)"
bagintist yazilabilir. (5.1) bagintisinin determinanti alinarak,

F(n+l) F(n)

F Fey D

Det(G”)=‘

buradan da,
F(n+DF(n-1)-[F()]* = (-1’
esitligi elde edilir ki bu bagint1 Cassini Formiilii olarak bilinir

Teorem5.1.1: G" =G"* + G"? dir.
Ispat: (5.1) altin matris bagintis1 kullanilarak,

Gn—l _ F(n) F(n_l)
_(Fm—l) F(n—2)j

G2 - F(n-1) F(n-2)
(F(n—Z) F(n—3)j
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matrisleri yazildiginda,

G”1+G”2=[ F(n)+F(n-1) F(n—1)+F(n—2)j

Fn-)+F(n-2) F(n-2)+F(n-3)
F(n+1) F(n)j .

Gn—l +Gn—2 =(
F(n) F(n-1

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

5.2. m. mertebeden Altin Matrisler

m. mertebeden altin matris, me Z" i¢in,

G—m:L 5.2

Stakhov [18] ve Gazale [4] de ifade edilen matrisler olup, m =1 i¢in Fibonacci altin
matrisi elde edilir. Fibonacci altin matrisinde oldugu gibi, ayn1 6zelliklerin saglanip
saglanmadig1 gdzlemlenebilir. Oncelikle m. mertebeden Fibonacci sayilariin tekrarli

bagintisi,

F.(n+2)=mF_ (n+1)+F,(n)
F.(0)=0F,1)=1

oldugu hatirlanmalidir. Tlerideki islemlerde kullanilmak iizere, ilk 6 terim,

F.(0)=0,
F.(@)=1,
Fn(2)=m,
F,(3)=m?+1,

F. (4)=m®+2m,
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F . (5)=m*+3m?+1

bulunur. m. mertebeden bir altin matrisin n. kuvvetinin genel ifadesini bulmak i¢in,
kuvvetleri alinarak elde edilen matrislerin elemanlari, m. mertebeden Fibonacci

sayilar1 cinsinden yazildiginda,

Gl _ m 1 _ Fm(2) Fm(l)
"1 0)‘[&(1) Fm(O)j

gz _[m Ym 1) (m*+1 m) (F,G3) F.2
"1 0)(1 oj_ m 1 _(Fm(Z) Fm(l)j

G- m®+2m m?+1 _[Fm(4) Fm(3))
"l m2+1 m ) (F,3 F,(2
Gl m*+3m?+1 m®+2m _(Fm(S) Fm(4)J
"l mP+2m m*+1 ) \F,(4) F,(3

G,, matrisinin kuvveti ile elemanlar1 olan m. mertebeden Fibonacci sayilari

arasindaki bagint1 n. kuvvet i¢in,

F.(n+1) F, (n

g [FOD Fuld) 59
Fo(n)  F,(n-1)

bigiminde m. mertebeden altin matris bagmtis1 yazilabilir. G,  matrisinin

kuvvetlerinin determinantlarina bakildiginda;

m 1
Det(G;):‘ ‘:—1

1
Det(G’) = (DetG, ) =1
Det(G?) = (DetG, )* =-1

Det(G!) = (DetG, )* =1

yani, ¢ift kuvvetler i¢in 1, tek kuvvetler i¢in -1 olur. Boylece,
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Det(G,) = (-1)"
bagintist yazilabilir. (5.3) bagitisinin determinanti alindiginda,

F.(n+1)  F,(n)

F@ Fn-p Y

Det(G,) =

olup,
Fo(n+1)F,(n-1)-F,(n)* = (-1)"

esitligi elde edilir. Bu formiil, Fibonacci altin matrisleri i¢in elde edilen Cassini
Formiilii ile benzer oldugundan, m. mertebeden Cassini formdilii olarak isimlendirilir.
m. mertebeden altin matrislerin, m. mertebeden tekrarli bagintilarla yakin ilgisi

vardir.

Teorem5.2.1: G! =mG'™* +G"? dir.
Ispat:

G n-1 _ I:m (n) I:m (n _1)
i _(EAH—D Fﬂn—aj

G2 = F,(n-1) F.(n-2)
i _(Exn—a FAH—@J

oldugundan,

mG' + G % =

mF,(n) mF, (n-1) F,(n-1) F (n-2)
mF. (n—1) mFm(n—Z)j+ F (n-2) Fm(n—3)]

mF (nN)+F_ (n-1 mF (n-D+F (n-2
mGrrrl]—l+G:1—2 — m( ) m( ) m( ) m( )J

mFE, (n-)+F,(n—-2) mF, (n-2)+F,(n-3)

F.(n+1)  F,(n) j

mG* + G % =
F.(n)  F,(n-1)
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esitligi saglanir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

5.3. -m. mertebeden Altin Matrisler

(-m). mertebeden bir altin matris, m € Z* olmak tizere,

-m 1
G, =
79

bigiminde tanimlanabilir. m. mertebeden matrislerle benzer 6zelliklere sahiptirler.

(-m). mertebeden matrisler igin (-m). mertebeden tekrarli baginti,

F.n+2)=-mF _(n+1)+F_ (n)
F.0)=0F,@=1

kullanilir.

Teorem 5.3.1: G_, matrisinin kuvveti ile elemanlart olan (-m).mertebeden Fibonacci

sayilar1 arasindaki bagint1 n. kuvvet i¢in,

Gnm:(Fm(nJrl) Fm(n)j i
F.(n F,0-1)

Ispat: -m. mertebeden ilk 5 Fibonacci sayisi ;

F..(0)=0,
Fn=1
Fo.(2)=-m,
F.,0Q)=m+1

F . (4)=-m®-2m,

F . (5)=m*+3m? +1,
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olur. (-m). mertebeden bir altin matrisin n. kuvvetinin genel ifadesini bulmak igin,
kuvvetleri alinarak elde edilen matrislerin elemanlari, (-m). mertebeden Fibonacci

sayilar1 cinsinden yazildiginda,

G = -m 1 _ F—m(z) F—m(l)
"1 OJ‘(F_m(l) F_m(O)J

G2 ™M 1IY-m 1) (m*+1 -m) (F,Q) F.(2
™ol 0)(1 oJ_ -m 1 _[F_m(Z) F_m(l)J

G - m? +1 m(—m 1)_ —m®-2m m?+1 _(F_m(4) F_m(3)j
T lm 11 o) [ m+1 -m ) (F,Q F,(2

Gt - m*+3m*+1 m*+2m| (F,() F.,(4)
m® +2m m? +1 F.(4) F,(Q

olup, n. kuvvete kadar islem yapildiginda,

o _[Fa+D)  Fom)
m‘[ F.(n) F_m(n—l)J

bigiminde genel baginti elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 5.3.2: Det(G",)=(-1)" dir.

Ispat:

Det(G%,) =

-m 1‘

Det(G?) = (Det(G_,))* =1
Det(G®,) = (Det(G_,))° =-1

Det(G*,) = (Det(G_,))* =1
cift kuvvetler igin 1, tek kuvvetler i¢in -1 olur. Bu durumda,

DetG" =(-1)"
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esitligi gecerlidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem5.3.3: F (n+1)F (n-1)—[F . (n)]* = (-1)"dir.

Ispat:

F.,(h+1)
F.n(n)

F ()

DetG",, =
F.(n-1)

= (-’

esitligi elde edilebilir. Determinant alindiginda,
F.(n+DF, (n-1)-[F,()]° = (-1’

olur. Bu esitlik, Fibonacci altin matrisler i¢in elde edilen Cassini Formiilii ile benzer
oldugundan (-m). mertebeden Cassini formiilii olarak isimlendirilir. (-m). mertebeden

altin matrislerin, (-m). mertebeden tekrarli bagintilarla yakin iliskisi vardir.

Teorem5.3.4: G '=-mG" ' +G"? dir.
Ispat:

G n-1 _ I:—m (n) I:—m (n _1)
" lF, (n-1) Fm(n—Z)J

Gn—Z_ F—m(n_l) F—m(n_z)
o _(Fm(n—Z) Fm(n—3)j

oldugundan,

- mF—m (n)

-mG" +G? =
-mF__ (n-1)

-mF_ (n)+F_, (n-1)
-mF (n-)+F_ (n-2)

F..(n)
F.(n- 1)J

n-1 n-2
-mG . +G =

F..(n+1)
F . (n)

n-1 n-2
-mG, " +G = =

-mF_, (n—
-mF__ (n—

1) I:—m (n _1) I:—m (n - 2)
2)J+(Fm(n—2) Fm(n—3>]

-mF (n-)+F_ (n-2)
-mF_(n-2)+F__ (n —3)}

n
-m



57

elde edilir ve ispat tamamlanir.
5.4.+/-m . mertebeden Altin Matrisler

v—m . mertebeden altin matris olarak, m € Z " olmak tizere,

\/R1j

G:
m(10

bi¢iminde tanmimlanabilir. +/—m. mertebeden matrisler i¢in, +/—m .mertebeden

tekrarli baginti,

F—-(+2)=v-mF_(+1)+F_(n)

F—0)=0F_@=1
biciminde yazilir.

Teorem 5.4.1 : Gm matrisinin kuvveti ile elemanlarnn olan +/—m. mertebeden

Fibonacci sayilar1 arasindaki baginti n. kuvvet i¢in,

] _Fm(n+1) Fm(n) )
Gﬁ‘[ F.(n) Fm(n—l)] air

Ispat: +—m . mertebeden ilk 5 Fibonacci sayisi,

F—(0)=1,
Fm(l):]-,
F—(2) = J/mi,

F .(3=-m+1

F — (4) = —my/mi + 2¢/mi,
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F, .(6)=m*-3m+1

v—m. mertebeden bir altin matrisin n. kuvvetinin genel ifadesini bulmak igin,

kuvvetleri alinarak elde edilen matrislerin elemanlart ~—m .mertebeden Fibonacci

sayilar1 cinsinden yazildiginda,

Jmi 1 _ F—-@ F@®
Jom 1 0) F.@ F .

G2 - —m+1 Jmi B Frn® F(2)
ool dmi 1) (F (@ F@

“m+l \/Ei] Jmi 1]
Tl Umi 11 o

Frm@ F.Q
Frm@® F(2)

ot [ m-3m+l —mymi+2vmi) (F56) F(4)
o~ mymi + 2mi -m+1 - F—@ F-Q

olup, n. kuvvete kadar islem yapildiginda,

) Fm(n+1) Fm(n)
Gﬁ:{ F,(n) Fm(n—l)J

bi¢iminde, v—m .mertebeden genel altin matris bagntist yazilabilir. G — matrisin

kuvvetlerinin determinantlarina bakildiginda,

Teorem 5.4.2 : Det(G|—) = (-1)" dir.

ispat:

Det(Glm):‘“_lm (1) _ 1

Det(G2) = (Det(G . ))? =1

Det(G*-..) = (Det(G .))* =1
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Det(GY.) = (Det(G,.))* =1
cift kuvvetler i¢in 1, tek kuvvetler i¢in -1 olur. Bu durumda,

DetG|— =(-1)"

Teorem5.4.3: F, _(n+1)F _(n-1)-F,_(n)* =(-1)" dir.
Ispat:

) _Fm(n+l) Fm(n) B )
DetG' . = Fom F (n_l)—(—l)

yazilip, islem yapildiginda,
F—(+D)F —(h-)-F (n)? = (="

esitligi elde edilir. Bu formiil, Fibonacci altin matrislerin i¢in elde edilen Cassini
Formiilii ile benzer oldugundan, +/—m. mertebeden Cassini formiilii olarak

isimlendirilir./—m. mertebeden altin matrislerin, ~/—m .mertebeden tekrarh

bagintilarla yakin ilgisi vardir.

Teoremb5.4.4: G = - mG% + Gj% dir.
Ispat:

G - F—M F—0n-1
A F (=) F-(n-2)

L Fm(n—l) Fm(n—Z)
Cn :(Fm(n—Z) Fm(n—3)]

oldugundan,
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JomGT Gt J=mF —(n) ﬁFm(n—l)}[FFm(n—l) Fm(n—z)]

J-mF_(-1) J-mF_(n-2)| (F5(0-2) F((n-3
J-mF_(+F—(-1) J-mF_(n-1)+F_(n-2)
J-mF _(n-)+F,(n-2) V-mF_(n-2)+F_(n-3)
F—M0M+) F—(n)

_ n-1 n—2= — n
J-mGL +G2 ) Fm(n_l)j G/

n-1 n-2 __
V—mGﬁa+Gﬁa_

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanur.



BOLUM 6. HIPERBOLIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde, hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari i¢in temel tanim ve

kavramlar tanitilacaktir.

6.1. Genel Konik Tanim

_—

A

Sekil 6.1 Konigin geometrik yeri

Diizlemde degismeyen F noktasi ile degismeyen d dogrusu verilmis olsun. F
noktasina uzakligi, d dogrusuna uzakligina orani sabit kalan noktalarin geometrik

yerine konik denir. Sekil 6.1 de K aranan noktadir. Buna gore degismeyen bu oran,

ile gosterilirse,

a) e<l ise konik bir elipstir,
b) e=1 ise konik bir paraboldiir,
c) e>1 ise konik bir hiperboldiir.
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e ye eksantrik denir. Asil konu, hiperbollerle ilgili oldugundan dolay1 hiperbollerin
ozelliklerinin iyi bilinmesi gerekir. Hiperbol, bir konik olmakla birlikte bir¢cok

fonksiyonla uyum saglayabilen ve sekilsel benzerlikleri olan noktalar kiimesidir.

6.2. Hiperboller

Diizlemde | FF’

= 2C olmak iizere, alinan sabit F ve F'’ noktalarina uzakliklar farki,

sabit bir 2a degerine esit olan noktalarin kiimesine hiperbol denir. Sekil 6.2 de de
goriilecegi gibi, bu sart1 saglayan noktalar kiimesi hiperbolii olusturmaktadir ve ayni
sart1 saglayan simetrik noktalar oldugundan dolay1, hiperboliin simetrik iki egrisel
kolu vardir ve bu kollar ayni ekseni simetri merkezinden esit mesafede keserler.

Simetri ekseni de duruma gore X veya Yy ekseni olacaktir.

<

'(-a,0) 0 Ag,0) F0)

Sekil 6.2 Hiperbol grafigi

Hiperboliin bu 6zelliginden dolayi, Sekil 6.2 de gorildiigii gibi,

P

[P = K|k

=HAF'|—|AF” =2a
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esitliklerini sagladigindan, alinan her P ve K noktasi, hiperbol iizerindedir ve bu

sekilde alinan sonsuz sayidaki noktanin geometrik yeri bir hiperbol belirtir.

Hiperboller i¢in kullanilan temel kavramlar, Sekil 6.3 deki gibi gosterilebilir;

Sekil 6.3 Hiperboliin elemanlart

Sekil 6.3 e bakildiginda;

1) Sabit alinan F ve F' noktalar: hiperboliin odak noktalari,

2) |FF ’| niin orta noktast O hiperboliin merkezi,

3) FF'dogrusu hiperboliin odaklar ekseni,
4) A ve A’ noktalar1 hiperboliin koseleri,

5) O, dogrusu hiperboliin yedek ekseni,
6) O,ve O, eksenleri hiperboliin simetri eksenleri,
7) B ve B’ noktalari hiperboliin yedek eksen koseleri,

8) |AA| = 2a uzunlugu asal eksen uzunlugu,

9) |BB’

= 2b uzunlugu yedek eksen uzunlugu,

10) |FF’

= 2¢ odaklar aras1 uzaklik,
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11) O merkezli gemberin x=a dogrusunu kestigi noktalar K ve K’

|AK| = |OB| = |OB’| =b olsun. OAK dikiiggeninde, a,b,c arasindaki baginti;

c?2=a?+b? olur.
2

12) Dogrultman denklemleri yani d ve d’dogrularinin denklemleri X = F a ,
c

13) Asimptot denklemleri y = 1% X olarak tanimlanir.

14) Hiperbolde odaklar arasi uzakligin asal eksen uzunluguna oranina hiperboliin

dismerkezligi denir ve € ile gosterilir,

_|FF
vy

:£=E>1 olur.
2a a

e

15) Merkezi O ve yarigap uzunlugu a olan ¢embere hiperboliin asal ¢emberi denir.

Denklemi

x> +y? =a’dir.

16) Merkezi O ve yarigap uzunlugu b olan ¢embere hiperboliin yedek ¢emberi denir.
Denklemi

x* +y? =Db? dir.

17) Merkezi hiperboliin odaklarindan biri ve yarigap uzunlugu 2a olan gembere

hiperboliin dogrultman ¢emberi denir.

F(c,0)Ar =2a = (x—c)* + y* =4a’
F(—c,0)Ar =2a = (x+¢)® + y* = 4a’

bulunur.

6.2.1. Hiperbollerin merkezil denklemleri
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Merkezi orijinde ve eksenleri koordinat eksenleri olan hiperbole, merkezil hiperbol

denir.
K (Xl y/
XL
F'(-c,0) | A’(-a,0) 0 (a,0) F(c.0)

Sekil 6.4 Merkezil hiperboliin grafigi

Sekil 6.4 de goriildiigii gibi, P(x,y) noktalarinin geometrik yerinin bir hiperbol olmasi

icin gerek ve yeter kosul,

[PF-[pF] - 2a

—|PF| =2a

olmasidir. iki nokta arasindaki uzaklik bagimtis1 kullanilarak bu ifade agilirsa,

Jx+0)? +y? = J(x=c)? +y® =2a

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda,

X2 2
2 2

Y 4
b

QD

biciminde hiperbol denklemi elde edilir. Hiperboliin merkezil denklemi, parametrik

olarak,
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Xx=a.sec®, y=h.tan®

bi¢iminde ifade edilebilir. Eger merkezil hiperboliin odaklari, x ekseni iizerinde ise
Sekil 6.5 deki gibi,

X2 y2
% —b—2:1 olur.
A b
y
:—X :__X
y a
¢
F'(-c,0) a F(c,0) ¥
v

Sekil 6.5 x ekseni odakl1 hiperbol grafigi

Eger odaklar y ekseni iizerinde ise Sekil 6.6 da oldugu gibi,
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b F0.0) % b
y=—X y=—=x
a a

x<V

A

C
a
\ b

Sekil 6.6 y ekseni odakl: hiperbol grafigi

2
y© X
=1

2
a 2

ox

hiperbolii olacaktir.

6.3. Hiperbolik Fonksiyonlar

Tanim araliginin merkezi orijinde olan her f fonksiyonu bir ¢ift fonksiyon ve bir tek

fonksiyonun toplami olarak tek bir gdsterime sahiptir. Bu gosterim,

F(x) = f(x) —2f(—x) N f(x) +2f(—x) (6.1)

bigiminde yapilir. e de bu (6.1) deki gibi yazilirsa,

o Eoet etve 62)
2 2
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olur. (6.2) de elde edilen bagintida, e* in tek ve cift kisimlar1 yeni tiirden birer
fonksiyon olarak tanimlanabilirler ve hiperbolik fonksiyonlar olarak isimlendirilirler.
Hiperbolik fonksiyonlarin degerleri bundan dolayr e* ve e™ bagh degerlerdir. Cift

kismu, hiperbolik kosiniis ve tek kismi1 da hiperbolik siniis olarak adlandirilir.

biciminde ifade edilirler. Hiperbolik kosiniis fonksiyonu ¢ift bir fonksiyondur. Ciinkii
f(x) = f(—x) esitligi saglanir;

X =X

coshx = € *°
_X2 ) cosh x = cosh(—x)
cosh(—x) = € ;e

Hiperbolik siniis fonksiyonu ise tek bir fonksiyondur. Ciinkii f (x) = —f (—x) esitligi

saglanir;
sifx =S —°
2 sinh x = —sinh( )
. e’ —e™
sinh( —x) =
(—x) 5

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarina bagl olarak diger standart hiperbolik fonksiyonlar1, yani

hiperbolik tanjant, kotanjant, sekant ve kosekant fonksiyonlar1 tanimlanabilir,

sinh x e*—e™*
tanh X = =—",
coshx e*+e

coshx e‘+e’”
silh x  e*—e™’
2

—-x !

—€

coth x =

1
cosechx = — =
sinh x e

X
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2

sechx = =
coshx e*+e

Fonksiyonlarin isimlendirilmesinde trigonometrik kavramlarin kullanilmasinin nedeni,
e* ve e “’in ozelliklerinin standart trigonometrik fonksiyonlarin 6zellikleriyle ¢ok benzer
olmasindandir. Aynmi sekilde, hiperbolik fonksiyonlardan elde edilen bagintilar

trigonometrik fonksiyonlardan elde edilen bagintilarla benzerdir ve bir ¢ogu da aynidir:

Trigonometrik Ozdeslik: Hiperbolik Ozdeslik:

a) cos’ x+sin?x=1 cosh? x —sinh > x =1

b) sin( X+ y) =sin XcosS Yy + Cos xsin y sinh( x + y) = sinh xcosh y + cosh xsinh y
c) sin( X —y) =sin xcos y — cos xsin y sinh( x — y) = sinh xcosh y —cosh xsinh y
d) cos(x+ y) =cosxcosy —sin xsin y cosh(x + y) = cosh xcosh y +sinh xsinh y
e) cos(X —y) = CoSXCoSY +Sin xsin y cosh(x —y) = cosh xcosh y —sinh xsinh y
f) sin 2x = 2sin X oS X sinh 2x = 2sinh xcosh x

g) Cos2x =cos> X —sin * X cosh 2x = cosh? x +sinh 2 x

Hatta isleme gerek kalmadan, bir kural sayesinde, trigonometrik fonksiyonlardan
elde edilen bagmtilarin hiperbolik karsiliklar1  bulunabilir. Bunun igin

kullanilabilecek en uygun yontem, Osborn kuralidir.

Tammm 6.3.1: (Osborn Kurali) Verilen herhangi bir trigonometrik bagintinin
hiperbolik karsiliginin elde edilebilmesi ig¢in sadece kosiniisii kosiniis hiperbolik
(cos —cosh) ve siniisii siniis hiperbolik (sin—»sinh) olarak degistirmek yeterlidir.
Dikkat edilecek tek dnemli nokta, eger trigonometrik ifade iki siniis fonksiyonunun
carpimini igeriyorsa, bu ifadenin isareti pozitif iken negatif veya tam tersi yani
negatif iken pozitif yapilir.

Ornek 6.3.1 : cos® x+sin” x =1 bagintisinda sin? x iki siniis fonksiyonunun ¢arpim1
oldugundan dolay1 hiperbolik fonksiyon bagintisina déniistiiriiliirken, sin” x ifadesi

-sinh? x olarak degistirilir. Sonug olarak,
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cosh? x—sinh?x =1

yazilir. Buraya kadar goriildiigii gibi, hiperbolik fonksiyonlarla trigonometrik
fonksiyonlarin ortak 6zellikleri vardir, ancak iki fonksiyon tiiriiniin her yoniiyle ayni
ozelliklere sahip oldugunu sdylenemez. Ornegin siniis ve kosiniis trigonometrik
fonksiyonlar1 stirekli ve periyodikken, hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlari i¢in
ayni Ozellikler gegerli degildir. Diger taraftan elde edilen bu yeni fonksiyonlarin
hiperbolik olarak ifade edilmesinin elbette ki 6zel nedenleri vardir. Trigonometrik
fonksiyonlarin ¢emberin geometrisiyle yakin iligkisi vardir. Bazen trigonometrik

fonksiyonlar cembersel fonksiyonlar olarak isimlendirilirler. Ornek olarak;

cos?x+sin?x=1

esitliginden elde edilen,

P = (cos @,sin @)

noktasi birim ¢ember iizerinde bir noktadir ve cemberin geometrisiyle ifade edilebilir

birim ¢emberi ¢izilirse,

AY
P=(cos @ sin D)
< @ 1
¥ 0 » X
-1
v

Sekil 6.7 Birim cember
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olur. Birim g¢ember iizerinde alinan her P = (cos®,sin @) igin, birim g¢ember
esitliginin saglandig goriiliir. Aymi sekilde, hiperbolik fonksiyonlarin hiperbol
geometrisiyle yakin iliskisi oldugu gosterilebilir. Ornek olarak,

cosh? x —sinh > x =1

esitliginden alinan,

H = (cosh @,sinh ®)

noktasi,

birim hiperbolii iizerinde bir noktadir. ki ayr1 egrisi vardir. Amacosh® >0 oldugu igin

sadece sagdaki egri almir. x* —y® =1 birim hiperbolii ¢izilirse,

H=(cos ® ,sin®d)

Sekil 6.8 Birim hiperbol
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elde edilir. Bundan dolayr siniis hiperbolik, kosiniis hiperbolik fonksiyonlari
hiperbolik fonksiyonlar olarak isimlendirilirler. Trigonometrik fonksiyonlar ve
hiperbolik fonksiyonlar arasindaki benzerlik bu kadardir. Daha fazla ortak 6zellige
sahip degildirler.

6.4. Hiperbolik Fonksiyonlar i¢in Genel Formiiller

1)Toplam Formiilleri:
a) sinh( x = y) =sinh xcosh y £ cosh xsinh y
b) cosh(x £ y) = cosh xcosh y £ sinh xsinh y

tanh x £ tanh y
1+tanh xtanh y

c) tanh(xty) =

coth xcoth y +1
coth y + coth x

d) coth(xty) =

2) Cift Kat A¢1 Formiilleri:
a) sinh 2x = 2sinh xcosh x

b) cosh 2x = cosh? x +sinh * x

c) tanh 2x = 2ta_nh;<
1+ tanh © x
3) Yarim Ag¢1 Formiilleri

a) sinh X i‘/—COSh x-1
2 2

b) coshzzi /coshx+1
2 2

/coshx—l

2 cosh x+1

c) tanh X

1
I+

4) Toplam, Fark ve Carpim Formiilleri

a) sinh x4 cosh y = 2sinh x%(x+ y)cosh%(x— y)
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b) sinh x +sinh y = 2cosh x%(x+ y)sinh %(x— y)
1 1

c) cosh x + cosh y = 2cosh XE(X+ y)cosh E(X_ y)
1 1

d) cosh x —cosh y = 2cosh XE(X + y)cosh E(X -Y)

e) sinh xsinh y = %[cosh( X+ Yy)—cosh(x —y)]

f) cosh xcoshy = %[cosh( X+ Yy)+cosh(x —y)]

g) sinh xcoshy = %[sinh h(x + y) —sinh( x — y)]

6.5. Hiperbolik Fonksiyonlarin Grafikleri

1) Kosiniis Hiperbolik Fonksiyonu:

coshx ve sinhx hiperbolik fonksiyonlari e * kullanilarak tanimlanirlar. coshx fonksiyonu,

X

olarak tanimlanir. €* ve e * in grafikleri kullanilarak coshx fonksiyonunun grafigi

cizilebilir. Ilk asamada cosh0 1n degeri hesaplanirsa,

olur. Sonra, x degeri biiyiirken ne olacaginin goriilebilmesi i¢in coshx ifadesi,

X

e
coshx =—+
2

—-X

2

e

biciminde yazilabilir. X degeri biiylitken fonksiyonun grafiginin davranisini

gorebilmek i¢in fonksiyonu olusturan iki iistel ifadenin grafiklerine bakilir,
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Sekil 6.9 e% ve e_% fonksiyonlarinin grafikleri

x artarken, e de hizli artandir ancak e tam tersine hizli azalandir. Bunun i¢in,

X —-X —-X

e e . .
toplaminin ikinci kismi yani

—+
2

, X artarken ¢ok az bir artis gosterir.

X

. e €
Bundan dolay1, x degeri artarken, coshx degeri gittikge > ye yaklasir. Dolayisiyla x

in ¢ok biiyiik degerleri i¢in,

X

e
cosh X ~ —
2

X

yazilabilir. Ancak coshx fonksiyonunun grafigi, her zaman e? fonksiyonun

-X

.. e . .
grafiginin istiinde kalacaktir. Ciinkii ne kadar kii¢iiliirse kii¢iilsiin, daima degeri

0 dan biiyiik olacaktir. X daha da biiylidiik¢e iki grafik arasindaki fark gittikce
kiigiilecektir. X , 0 dan kii¢iik oldugunda, negatif olarak kiiciildiikkge ve mutlak deger

olarak biiyiidiikge, €™ hizla artacaktir. Fakat e* tam tersine hizla azalacaktir. Bunun

X —-X

i¢in £ +
2

toplaminin birinci kismu gittikge kiigiilecektir. x negatif olarak
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-X

kiigiildiikkge ve mutlak deger olarak gittikce biiylidiikge, coshx fonksiyonu €

ye

yaklasacaktir. Dolayisiyla mutlak degerce ¢ok biiyiik negatif X degerleri i¢in,

-X

2

e
cosh X ~

-X

yazilabilir. coshx fonksiyonunun grafigi her zaman X negatifken, ¢

fonksiyonunun

grafiginin ustiinde kalacaktir. Ciinkii e7 ne kadar kiictiliirse kiigiilstin daima degeri 0
dan biiyilik olacaktir. Ama x negatif olarak daha da kiigiildiikge ve mutlak deger
olarak biiytidiik¢e, iki grafik arasindaki fark gittikce kiigiilecektir. Simdi bu bilgiler
is1¢inda, coshx fonksiyonunun grafigi daha rahat go6zlemlenebilir. coshx
fonksiyonunun grafigi cizildiginde, ayn1 zamanda fonksiyonun y eksenine gore

simetrik oldugu goriiliir. Ciinki,

cosh x = cosh(—x)

X —X

dir. coshx fonksiyonunun grafigi e—, ©

2 2

fonksiyonlartyla beraber Tablo 6.10 da

oldugu gibidir,

cosh x

= 4

Sekil 6.10 coshx fonksiyonunun grafigi

2)Siniis Hiperbolik Fonksiyonu:
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Siniis hiperbolik fonksiyonu,

X —-X

—€

. e
sinh x =

formiliiyle ifade edilir. Kosinilis hiperbolik fonksiyonunda oldugu gibi, siniis

X

hiperbolik fonksiyonunun grafigi de, e*ve e ™ fonksiyonlar1 baz alinarak

gozlemlenebilir. 11k olarak, x = 0 i¢in sinh0 degeri hesaplandiginda,

biciminde yazilabilir. X degeri biiylirken fonksiyonun grafiginin davranisini

gorebilmek i¢in, fonksiyonu olusturan iki iistel ifadenin grafiklerine bakilir,

e,

r2]

Sekil 6.11 e% ve —ei% fonksiyonlarinin grafikleri
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X —-X X =X

e e . e e
X artarken, ? de hizli1 artandir ama tam tersine hizli azalandir. ?—

—-X

toplaminin ikinci kismi, yani , X artarken c¢ok az bir artig gosterir. Bundan dolay1

X

X degeri artarken, sinhx degeri gittikce 67 ye yaklasir. Dolayisiyla, X in ¢ok biiyiik

degerleri igin,

. e*
sinh X ~ —
2

X

yazilabilir. Ancak sinhx fonksiyonunun grafigi her zaman, — e? fonksiyonun

-X

e

grafiginin altinda kalacaktir. Ciinkii ne kadar kiiciiliirse kiiciilsiin daima degeri 0

dan biiyiikk olacaktir. x daha da biyiidiikge iki grafik arasindaki fark gittikge
kiigiilecektir. x, 0 dan kii¢lik oldugunda, negatif olarak kiigiildiikce ve mutlak deger

-X

olarak biyiidikce —e™ fonksiyonu negatif olarak mutlak degerce hizla

X —X

. . . € €
biiyliyecektir. € ise hizla kiigiilecektir. Bundan dolay1 5

toplaminin birinci

—X

kismi gittikge kiigiilecektir. Bunun i¢in sinhx fonksiyonu gittikce € fonksiyonuna

yaklasacaktir. Dolayistyla X in ¢ok biiyiik degerleri icin,

. e
sinh X & ——
2

-X

ifadesi yazilabilir. Ancak x negatifken, sinhx fonksiyonunun grafigi her zaman ¢

X

fonksiyonunun grafiginin istiinde kalacaktir. Ciinkii % ne kadar kiigtiliirse kiictilsiin

daima deger olarak 0 dan biiyiik olacaktir. Ama X negatif olarak daha da kiiciildiik¢e
ve mutlak deger olarak biiyiidiikce iki grafik arasindaki fark gittikce kiiciilecektir.
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Burada dikkat edilecek nokta, coshx fonksiyonu gibi sinhx fonksiyonu y eksenine

gore simetrik degildir. sinhx fonksiyonu tek bir fonksiyon yani,

sinh x = —sinh( —x)

esitligi vardir. sinhx fonksiyonunun grafigi,

sinh x

b | =

[

Sekil 6.12 sinhx fonksiyonunun grafigi

bigimindedir. Goriildiigi gibi kosiniis ve siniis hiperbolik fonksiyonlarinm her ikisi

X

de x degeri biytdiikge, % degerine yaklasirlar. Bundan dolayi, ¢ok biiyiikk X
degerleri igin coshx ve sinhx olabildigince birbirlerine yaklasirlar. Bunun igin ¢ok
biiyiik x degerleri i¢in,

sinh x = cosh x

ifadesi yazilabilir. Ayn1 sekilde x negatif olarak mutlak degerce biiyiidiikge sinhx

=X —-X

fonksiyonu, - 82 fonksiyonuna yaklasirken, coshx fonksiyonu

ye
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yaklagsmaktadir. Bundan dolay1 x negatif olarak mutlak deger olarak arttik¢a, sinhx
ve —coshx fonksiyonlar gittikce birbirlerine yaklasirlar. Sonug olarak mutlak degerce

cok biiylik negatif x degerleri i¢in,

sinh X ~ —cosh x

ifadesi yazilabilir. Eger sinhx ve coshx fonksiyonlarinin grafigi ayni eksenler

izerinde gosterildiginde bahsedilen yaklasimlar daha rahat goriilebilir,

sinh x

Sekil 6.13 coshx ve sinhx ortak grafigi

3)Tanjant Hiperbolik Fonksiyonu:
Tanjant hiperbolik fonksiyonu,

tanh x — sinh X
cosh x

biciminde ifade edilen fonksiyondur. Siniis ve kosiniis hiperbolik fonksiyonlarinda
oldugu gibi tanjant hiperbolik fonksiyonunun da iistel fonksiyonlariyla yakin alakasi

vardir. Tanjant hiperbolik fonksiyonu,
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X =X

el —e
e¥+e™*

tanh x =

bi¢iminde yazilabilir. sinhx ve coshx fonksiyonlar1 konusundaki bilgiler tanhx
fonksiyonunun grafigini ¢izmek igin kullanilabilir. Ilk olarak x=0 i¢in tanhx in

degerine bakilirsa,

tanh 0 = sih 0 _ 0
cosh 0
olur. x degeri biiytidiikge, sinh x ~cosh x ifadesi ortaya ¢iktigindan dolayr tanhx

degeri 1 e yaklasacaktir.
tanh x 1

Ama sinhx, her zaman coshx den kiiglik olacagindan dolayi, tanhx fonksiyonu her
zaman 1 den kiiclik olacaktir. Ne kadar 1 e yaklasirsa yaklagsin hi¢cbir zaman 1
degerini alamayacaktir. X negatif olarak mutlak degerce arttifinda ise,
sinh X =~ —cosh x olacagindan tanhx gittik¢e -1 ¢ yaklasacaktir. Yani mutlak degerce

cok biiyiik negatif x degerleri igin,

tanh x ~ -1

olur. Ancak sinhx her zaman —coshx den biiyiik oldugundan, tanhx her zaman -1 den
biiyiik olur. X negatif olarak mutlak degerce arttik¢a tanhx gittikce -1 e yaklasir. Ama
asla -1 olamaz. tanhx fonksiyonu simetrik fonksiyon degildir. Grafikte de bu rahatca

gortilebilir. Tek bir fonksiyondur,

tanh( —x) ~ —tanh x

olur. tanhx fonksiyonunun grafigi,
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Sekil 6.14 tanhx fonksiyonunun grafigi

olur. Diger hiperbolik fonksiyonlar sinhx, coshx ve tanhx fonksiyonlar1 kadar sik

kullanilmazlar.



BOLUM 7. HIPERBOLIK FIBONACCI VE LUCAS
FONKSIYONLARI

7.1. Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlari

Fibonacci sayilari arasindaki tekrarli baginti,

Fn = Fn—l + I:n—2

F,=0F =1

Lucas sayilar arasindaki tekrarli baginti ise,

Lo=L+L.,
L,=2L =1

bicimindedir. ilk dokuz Fibonacci ve Lucas sayis1 yazildiginda,

Tablo 7.1 Negatif ve pozitif indisli Fibonacci ve Lucas sayilari

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

E 0 1 1 2 3 5 8 13 | 21
n

E 0 1 1 2 3 5 8 13 21
-n

L |2 1 3 4 7 11 |18 29 | 47

L. |2 1 3 4 7 a1 |18 29 | -47
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F, ve L, sayilarinin aralarinda var olan bir¢ok 0Ozellik goriilebilir. Tabloya

bakildiginda F, ve F__ dizilerinin belli degerlerde g¢akistifi goriiliir. k € Z igin

n=2k+1, yani tek indisli terimler i¢in iki dizinin terimleri birbirine esit, n=2k yani

cift indisli terimler ise birbirlerinin ters isaretlisidir;

olur. Bundan dolayz,

Fn = (_1) i I:—n

biciminde bir esitlik oldugunu hatirlayalim. Benzer 6zellikler Fibonacci sayilarinda
oldugu gibi, Lucas sayilarinda da gegerlidir. n=2k yani ¢ift indisli terimler

birbirlerine esit, tek terimliler ise birbirlerinin z1t isaretlisidir. Yani,

L2k =L 2k

Lo ==L
olur. Bundan dolayz,

Ln = (_1)n L—n

bi¢ciminde bir esitlik yazilabilir. Binet Formiiliine gore bu ifadeler diizenlendiginde,

q)2k+l +q)—(2k+l)
\/g n=2k+1
F = DX _ P2

J5

n

n =2k
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q)Zk +q)—2k n :2k

@A _ -2k n=2k+1

olur. Eger elde edilen bu bagintilardaki k sayilari, X ile degistirilir ve x reel say1
olarak tanimlanirsa sonugta siirekli fonksiyonlar olan ve hiperbolik Fibonacci ve
hiperbolik Lucas fonksiyonlari olarak adlandirilan Stakhov [18] de tanimlanan
fonksiyonlar elde edilir. Kosiniis hiperbolik oldugunda fonksiyonun oniine ¢, siniis
hiperbolik oldugunda ise fonksiyonun oOniine s harfi getirilerek ifade edilirler.

Sirasiyla,

hiperbolik Fibonacci siniis fonksiyonu,

2X _ gy2x
SF(X) = %

hiperbolik Fibonacci kosiniis fonksiyonu,

CI)ZX+1 + q)—(2x+1)

J5

cF(x) =

hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu,

SL(X) — ®2X+l _ @—(2X+1)

hiperbolik Lucas kosiniis fonksiyonu,

cL(x) = D + O

biciminde ifade edilirler. k €Z alindiginda, hiperbolik Fibonacci ve Lucas

fonksiyonlariyla, Fibonacci ve Lucas sayilar arasinda,
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SF(K) = F,y
cF(k) = Fys
sL(K) = L.,
cL(k) = Ly,

esitlikleri yazilabilir.

7.2. m. mertebeden Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonsiyonlari

m. mertebeden Fibonacci sayilari,

oy - (=D"0,

Fa(n) = (7.1)
V4 +m?

bagintisi ile m. mertebeden Lucas sayilari ise,

Ln(n) =(®,)" +(-D"(®,)™" (7.2)

bagintisi ile ifade edildigini hatirlanirsa, ke Zigin,

sk, (n) n =2k
Fn(n) =

cF_(n) n=2k+1

cL, (n) n =2k
L, (n) =

sL,(n) n=2k+1

esitliklerinde n yerine x degiskeni yazilarak ve fonksiyon doniisiimleri yapilarak

esitlikler yazildiginda, sirastyla,
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sFq (%) X = 2k
Fn(X) =

cF_ (x) Xx=2k+1

cL, (X) x = 2k
L, (X) =

s, () x=2k+1

fonksiyonlar1 elde edilir. (7.1) formiiliinde n yerine x yazilirsa,

e

Va4 + X2

F,(x)= (7.3)

olur. (7.3) bagintisinda x = 2K esitligi i¢in, m. mertebeden hiperbolik Fibonacci siniis

fonksiyonu,
I 1 m+vm?+4., m-vm’+4
S, (X) = n - ———[( ) —( )]
Ja+m Jym? +4 2 2

olur. Yine (7.3) bagmtisindax =2k +1esitligi i¢in, m. mertebeden hiperbolik

Fibonacci kosiniis fonksiyonu,

cF,(x) =

V4 +m? _\/m2+4[( 2

Oy +0 1 m+\/m2+4)x+(m—\/m2+4)_x]
2

elde edilir. (7.2) bagintisinda, n yerine X yazilirsa,
Lo (X) = (@) + (D)™ (®,)”~ (7.4)

olur. (7.4) bagintisinda, x =2k esitligi icin m. mertebeden hiperbolik Lucas kosiniis

fonksiyonu,

[2 N Y
cLy (00 = @} + @ = (T LSy (L Sy
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Yine (7.4) bagintisinda, x =2k +1 esitligi i¢in, m. mertebeden hiperbolik Lucas

siniis fonksiyonu,

v oax o MmEVmMP+4 . om—Vm®+4
SLm(x):q)m_q)m :( 2 ) _( 2 )

bagintisi elde edilir. m. mertebeden hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari, m.
mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilari tiiriinden esitleri yazilabilir. m. mertebeden

diger Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar1 da sirasiyla,

m. mertebeden hiperbolik Fibonacci tanjant fonksiyonu,

sSF,(x) @) -0

m m

cF, (x) B OMEN N

tF, () =

m. mertebeden hiperbolik Fibonacci kotanjant fonksiyonu,

cF,(x) @, +®
sk, (x) @ -D

m

ctF, (x) =

m. mertebeden hiperbolik Lucas tanjant fonksiyonu,

sL,(x) @, -

th (X) = - X —x
cL,, (x) O +D

m. mertebeden hiperbolik Lucas kotanjant fonksiyonu,

cL,(x) @, +®
sL,(x) @) - F

ctL, (x) =

olur.
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7.21. m. mertebeden Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlarinin

Ozellikleri

Hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar1 arasinda birgok baginti vardir.

Bunlardan bazilari:

1) Hiperbolik Fibonacci ve Lucas tanjant ve kotanjant fonksiyonlar1 birbirlerine

esittir,

tF, (x) =tL, (X)
ctF, (x) =ctL, (x)

2) Bir fonksiyonun ¢ift olabilmesi igin,

F(-x)=f(x)

Tek olabilmesi i¢inde,

f(-x)=-f(x)

esitliklerinin saglanmasi gerekir. Bundan yola ¢ikarak hiperbolik Fibonacci ve Lucas

fonksiyonlar1 incelendiginde, ilk olarak,

O, -D. DD
sk, (=x) =— m M M

V4+m? V4+m?

= _SFm (X)

olur. sk, (—x) = —sF,, (x) oldugundan, sF_(x) fonksiyonu tek bir fonksiyondur.

O +0 OF+D]

Va4 +m? Va+m®

cF,(—x) =

= CcF, (%)

olur. cF, (—x) = cF, (x) oldugundan, cF(x) fonksiyonu g¢ift bir fonksiyondur.
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sF,(-x) @) -D; o -0
m( ) — TX r; :_( mx TX ) :—tFm (X)
cF.(=x) O +d, O+

tF, (=x) =

olur. tF, (-x) = —tF,, (x) oldugundan, tF,_(x) fonksiyonu tek bir fonksiyondur.

F (-X) @ +®* O+
CFu(X)_ P+ 0L (@40

CtFm (_X) = - —X X X —X
sF,(-x) @) - O -

olur. ctF, (—x) =—ctF, (x) oldugundan, ctF, (x) fonksiyonu tek bir fonksiyondur.

Aynt islemler Lucas hiperbolik fonksiyonlari i¢inde uygulanabilir.

3) m. mertebeden Fibonacci tekrarli bagintisi olan,

F,(n+2)=mF, (n+1)+F,(n)

ifadesinin benzeri m. mertebeden Fibonacci fonksiyonlarinda,

sk, (Xx+2) =mcF, (x+1) + sk, (x)

cF,(x+2) =msF, (x+1) +cF,_ (x)

biciminde yazilabilir.

4) m. mertebeden Fibonacci sayilari i¢in elde edilen Cassini Formiilii:

Fo(n+1)F, (n-1)-F,(n)* = (-1)"

benzer sekilde m. mertebeden Fibonacci fonksiyonlarinda,

cF_ (x+1)cF, (x—1) - (sF, (x))* =1

sF_(x+1sF_(x-1) - (cF (x))* =-1
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biciminde yazilabilir.
7.3. Simetrik Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlari

Klasik hiperbolik fonksiyonlar, simetri eksenlerine gore simetriklik 6zelligi tasirlar.
Ancak ayn1 durum, hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar1 i¢in gegerli degildir.
Bu sorunu asmak ve farkliligi ortadan kaldirmak igin, Stakhov [18] de simetrik
Fibonacci ve Lucas fonksiyonlari tanimlanmaktadir. Hiperbolik Fibonacci ve Lucas
fonksiyonlarinda 2x olan tsler X olarak alindiginda, simetrik Fibonacci ve Lucas

fonksiyonlar1 elde edilir. Sirastyla,

simetrik hiperbolik Fibonacci siniis fonksiyonu,

2x —2X X -X
sF(x) =% = st(x) =%

simetrik hiperbolik Fibonacci kosiniis fonksiyonu,

q)2x+1 +q)—(2x+1) F ( ) q)x +(D—x
=C X)=———
/5 S J5

cF(x) =

simetrik hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu,

SL(X) =@ —d @ = 5L (x) =D - D"

simetrik hiperbolik Lucas kosiniis fonksiyonu,

cL(X) =D +d* = cL (X) = D* +D*

biciminde ifade edilirler. Simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlariyla,

Fibonacci ve Lucas sayilar1 birebir esitliklerle,
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cFs (n) n=2k+1
F =

sk (n) n =2k

cLg (n) n = 2k
L, =

sL¢ (n) n=2k+1

biciminde yazilabilirler. Simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlar1 kendi

aralarinda da,

SF, (X) = S"j/éx)
CF, (X) = CLjéx)

esitlikleri yazilabilir. Bunun yaninda simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar
klasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden de yazilabilirler. 1k olarak simetrik

hiperbolik Fibonacci fonksiyonu icin incelendiginde,

@X _ @—X
sk, (X) =———
J5
esitliginde @, =e" = 1+2\/§ alindiginda,
emx _ e—mX
sk, (x) =
J5

bi¢iminde yazilir. In @ = m esitliginden,

Indx —Indx
e —€

J5

sk, (X) =

elde edilir. Esitlik,
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In®dx _ —Indx
sk, (X) = iL
J5 2

sinlis hiperbolik fonksiyonunun 6zelliginden,

sk, (X) = isinh(ln @.x)

J5

olur. Ayni yontemle, simetrik hiperbolik Fibonacci kosiniis fonksiyonu ig¢in

uygulanarak,

oF (=22
5
esitliginde @, =e" = 1+2\/§ alindiginda,
emx +e*mx
cF,(X)=——
J5

biciminde yazilir. In ® =m esitliginden,

Indx —Indx

€ +€

J5

cF,(x) =

elde edilir. Esitlik,

2 eIn<I>x + e—lntbx

FO-F

kosiniis hiperbolik fonksiyonunun 6zelliginden,

cF (x) = icosh(ln @.x)

5



elde edilir. Simetrik hiperbolik Lucas siniis fonksiyonu,

SL.(X) =D -

esitliginde @, =e" = 1+2\/§ alindiginda,

sL,(x) =e™ —e™

bi¢ciminde yazilir. In ® = mesitliginden,

SLS (X) — elncl).x _ e—lnd).x

elde edilir. Esitlik,

Indx —Indx

e

sL, (x) =2 ¢

2

siniis hiperbolik fonksiyonunun 6zelliginden,

sL, (x) = 2sinh(In ®.x)

olur. Ayn sekilde, simetrik hiperbolik Lucas kosiniis fonksiyonu,

cL,(X) =" +07"

m

esitliginde @ =e" = 1+2\/§ alindiginda,

cL,(x)=e™ +e™

bigciminde yazilir. In ® = m esitliginden,

CLS (X) — eln(IJ.x + e—ln(IJ.x

93
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elde edilir. Esitlik,

Indx —Indx

e

oL (=25 *°

2

kosiniis hiperbolik fonksiyonunun 6zelliginden,

cL,(x) = 2cosh(In ®.x) olur.

7.3.1. Simetrik fibonacci ve lucas fonksiyonlarimin ozellikleri

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlar: arasinda bir¢cok bagint1 vardir. Bunlardan

bazilari,

sL; (x) cL, (x)
J5 J5

2) Herhangi bir simetrik ifade verildiginde sF,(x) yerine cF,(Xx) veya cF,(X) yerine

1) sk, (x) = ve cF (x) = esitlikleri vardir.

sF,(X) yazilabilir. Ayni dzellik Lucas sayilari iginde saglanir. Ornegin,

sk, (x +3) +cF, (X) = 2cF, (x + 2)

esitligi,

cF, (X +3) + sk, (x) = 2sF,(x + 2)

biciminde yazilabilir. Ayn1 sekilde,

sL, (x) +cL (x+3) =2cL,(x+2)

esitligi,



95

cL(X) +sL (x+3) =2sL (x+2)

bi¢iminde yazilabilir.

3) Fibonacci sayilari igin gegerli olan,
FIn+2)=F(n+1)+F(n)

tekrarlt bagintist simetrik fonksiyonlar i¢inde kullanilabilir.
sk, (x+2) =cF,(x+1) + sF,(x)

cF, (x+2) = sF,(x+1) +cF(x)

esitlikleri yazilabilir.

4) Fibonacci sayilarinda kullanilan formiillerden birisi olan Cassini formiilii:

F(n+1)F(n-1)-F(n)* =(-1)"

benzer bi¢gimde simetrik Fibonacci fonksiyonlar1 cinsinden,

cF, (x +1)cF, (x —1) —[sF, (x)]* =1

sF, (x +1)sF, (x —1) —[cF, (x)]* = -1

bi¢ciminde yazilabilir.

5)Hiperbolik fonksiyonlarin 6zelliklerinden birisi olan,

(cosh x)? + (sinh x)* =1

ifadesinin benzeri simetrik hiperbolik Fibonacci fonksiyonlarinda,

(SF. (X" + (5F, ()" =<
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biciminde yazilabilir.
7.4. Simetrik Fibonacci ve Lucas Fonksiyon Grafikleri

1) Simetrik Hiperbolik Fibonacci Kosiniis Fonksiyonu

CFS(X):icosh(ln ®.x) fonksiyonu coshx fonksiyonuna bagli degerlere sahip

J5

oldugundan grafigi de coshx fonksiyonuna benzer sekle sahip olacaktir. Ilk olarak

baslangi¢ noktasina gore degerine bakildiginda,

cF,(0) = 2 cosh(0)

NG
0= 5=

olur. coshx fonksiyonunu goriintii kiimesi her zaman pozitiftir. Bundan dolay1 grafigi

X ekseninin st kismindadir. En kiiglik degerini x=0 da alir. Aymi durum

icosh(ln @.x) fonksiyonu iginde gegerlidir. Ancak coshx fonksiyonu biitiin x

J5

degerleri icin daha hizli artacaktir. Bundan dolayi icosh(ln ®.x) fonksiyonunun

J5

grafigi, coshx fonksiyonunun grafiginin altinda kalacaktir. coshx fonksiyonunun

grafigi,
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Sekil 7.1 coshx fonksiyonunun grafigi

olurken, cF,(x) = icosh(ln @.x) fonksiyonunun grafigi asagidaki gibi olur.

J5

Sekil 7.2 cF ¢ (x) fonksiyonunun grafigi

2) Simetrik Hiperbolik Fibonacci Siniis Fonksiyonu

SFS(X)=£SiHh(|n ®.x) fonksiyonu sinhx fonksiyonuna bagl degerlere sahip

J5
oldugundan grafigi de sinhx fonksiyonuna benzer sekle sahip olacaktir. Ik olarak

baslangi¢ noktasina gore degerine bakildiginda,
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sk, (0) :%sinh( 0)
(0= (555 =0

olur. Diger degerler i¢cin —sinh(ln ®.x)ile sinhx fonksiyonunun aldigi degerler

J5

karsilastirilabilir. sinhx fonksiyonu X — oo i¢in artan bir fonksiyondur. Ayni sekilde

sinh(In @.x) fonksiyonu da X-—>oo i¢in artan bir fonksiyon olacaktir. Hangi

fonksiyonun hizli artacagini gérmek i¢in In ®@ degerine dikkat edilirse,

InN®=m

e" =0
e > ® oldugundan dolay1r m sayisinin tanim araligi,

O<m<1
O<In®d<1

olur. Bu durumda x € R™ igin,

sinh x > sinh(In ®.x)

esitsizliginin yaninda 2 <I oldugundan,

J5

sinh x > sinh(ln ®.x) >isinh(ln @.x)

J5

olur. Bundan dolay1, grafige bakildiginda deger olarak X — o i¢in isinh(ln @.x)

J5

fonksiyonunun grafigi sinhx fonksiyonunun altinda kalir. X — —co i¢in tam tersi bir

durum ortaya ¢ikar. sinhx fonksiyonu isinh(ln @.x) fonksiyonundan

NG
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daha hizli azalacagindan dolayi, sinhx fonksiyonunun iistiinde kalir. Bu durum
asagida verilen fonksiyon grafiklerine bakildiginda daha net goriilebilir. sinhx

fonksiyonunun grafigi,

600

400

200

/
7.5 - -2.5 2.5 5

-200
-400

—aNN

Sekil 7.3 sinhx fonksiyonunun grafigi

olurken, cF,(x) = icosh(ln @.x) fonksiyonunun grafigi Sekil 7.4 deki gibi olur.

J5

50

=50

-100

Sekil 7.4 sF ¢ (x) fonksiyonunun grafigi

3)Simetrik Hiperbolik Lucas Kosiniis Fonksiyonu

cL,(x) =2cosh(ln ®.x) fonksiyonu da coshx fonksiyonuyla baglantili bir

fonksiyondur.
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cL (x) = \/chs (x)

esitliginden dolay1 cF (x) fonksiyonundaki benzer durum cL(X) i¢inde gecerlidir.

Sekil 7.6 cL ¢ (x) fonksiyonunun grafigi
4)Simetrik Hiperbolik Lucas Siniis Fonksiyonu

sL, (x) = 2sinh(ln ®.x) fonksiyonu da sinhx fonksiyonuyla baglantili bir

fonksiyondur.

sL(x) = \/ESFS (x)



101

esitliginden dolay1 ayn1 yorum bu fonksiyon iginde yapilabilir. sL (x) fonksiyonu ile

sinhx fonksiyonu yakin degerler alacaktir. Ancak yine sinhX fonksiyonu daha hizl

artacaktir. Bundan dolay1 sk (x) fonksiyonundaki benzer durum ortaya ¢ikar. sinhx

fonksiyonunun grafigi,

60
40

20

Sekil 7.7: sinhx fonksiyonunun grafigi

Sekil 7.7 deki gibi olurken, sL(x) = 2sinh(In ®.x) fonksiyonunun grafigi,

30
20

10

-10

-20

-30

Sekil 7.8: sL ¢ (x) fonksiyonunun grafigi

Sekil 7.8 deki gibi olur.
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7.5. Simetrik Fibonacci Fonksiyonlar1 ve m. mertebeden Altin Matris

m. mertebeden Fibonacci altin matrisi,

O GRS N ()
( F.(n) Fm(n—l)j

bi¢iminde yazildigini hatirlayalim. Tek ve ¢ift degerlerin incelenebilmesi igin,

ke Z olmak {izere n=2k alindiginda,

- F (2k+1) F (2k)
m{ F_(2K) Fm(2k—1))

ve n=2k-1 alindiginda,

g [ Fr (2k+2) F,(2k+1)
m _(Fm(2k+1) Fm(2k)j

matrisleri elde edilir.

sk, (n) n =2k
Fnn)=

cF_(n) n=2k+1

cL, (n) n =2k
L, ()=

sL,_(n) n=2k+1

esitlikleri kullanildiginda,

e (CFa(2k+1)  sF, (2K)
m ‘( sF_(2K) cFm(Zk—l)j
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2k+1 —
n =

SF. (2k+2) cF, (2k +1)
CF. (2k+1)  SF. (2k) j

matrisleri elde edilir. Fibonacci fonksiyonlar1 elde etmek amaciyla, x=2k olacak

bi¢imde, x degiskeni esitliklerde yerine yazildiginda,

m

s [CFn(2x+1) sk (2X)
- sk, (2x) cFm(2x—l)J

G2 = sF.(2x+2) cF, (2x+1)
" leF, (2x+1) Sk, (2x)

biciminde, m. mertebeden simetrik Fibonacci fonksiyonlarindan olusan iki farkli

matris elde edilir. Bu matrislerin determinantlart alindiginda,

Det (GZ) =cF , (2x+1).cF . (2x-1)-[sF ,, (2x)]°
Det (G2*) =sF_ (2x+2).sF  (2x)-[cF . (2x+1)]?

m. mertebeden Fibonacci fonksiyonlari i¢in Cassini formiilii elde edilmis olur.

Buradan da,

cF . (2x+1).cF _ (2x-1)-[sF . (2x)]* =1
sF ., (2x+2).sF  (2x)-[c F,, (2x+1)]* =-1

esitlikleri elde edilir.
7.6. Simetrik Fibonacci Fonksiyonlar: ve -m. mertebeden Altin Matris
-m. mertebeden Fibonacci altin matrisi,

o (Fa+D)  Fo(m
( F .. (N) F_m(n—l)j
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biciminde yazildigini hatirlayalim.
F ()= (1)""F_,(n)
esitligi kullanilarak,

n{(—l)MFm(nu) (-D)"F,(n) j
U EDR() (DM, (-D)

elde edilir. Tek ve gift degerlerin incelenebilmesi igin, ke Z olmak iizere n=2k

alindiginda,

g [ (DR k4D (D, (2K)
Tl GD*F () (“D*'F, (2k-1)

ve n=2k-1 alindiginda,

-m -

G2l (-D*7F,(2k+2) (-1)™"F,(2k+1)
(-D*"F,(2k+D)  (-D*™F,(2k)

matrisleri elde edilir.

sk, (n) n =2k
F o\ (n)=

cF_(n) n=2k+1

cL,, (n) n =2k
L, ()=

sL,(n) n=2k+1

esitlikleri kullanildiginda,
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oo o[~k sF(26)
L sk (2K) —cFm(2k—1)J

g SFn(2Kk+2) —cF, (2k+1)
™ \=cF (2k+1) sk, (2k)

olur. Fibonacci fonksiyonlar1 elde etmek amaciyla, x=2k olacak bigimde, x degiskeni

esitliklerde yerine yazildiginda,

. —cF,(2x+1) sk, (2x)
ol sFE (2x) —cFm(Zx—l)j

Gl o sk, (2x+2) —cF,(2x+1)
™ T =cF (2x+1)  sF_(2x)

biciminde, m. mertebeden simetrik Fibonacci fonksiyonlarindan olugan iki farkli

matris elde edilir. Bu matrislerin determinantlart alindiginda,

Det(G*) = cF,_ (2x +1).cF, (2x—1) —[sF,, (2x)]?

Det(G*¥™) = sF, (2x + 2).sF, (2x) — [cF,, (2x + )]?

elde edilir. m. mertebeden Fibonacci fonksiyonlari i¢in Cassini formiilii elde edilmis

olur. Buradan da,

cF. (2x+1).cF, (2x—1) —[sF, (2x)]* =1

sF_(2x+2).sF, (2x) —[cF, (2x +1]* = -1

esitlikleri elde edilir.



BOLUM 8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada agirlikli olarak Fibonacci ve Lucas Fonksiyonlari iizerinde duruldu.
Ayrica bu fonksiyonlarin temeli olan tekrarli bagintilar ve mertebeli Fibonacci ve
Lucas sayilar iizerinde yeni yaklagimlar bulunmaya calisildi. Eksi mertebeli ve
karmasik say1r mertebeli Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in genel bagimntilar elde edilip
edilemeyecegi denendi ve bu bagmtilar i¢in Gazale formiilleri ¢ikarilmaya calisildi.
Bunlara bagli olarak da altin matrislerde elde edilen bu yeni bagintilarin saglamasi
yapild1 ve altin matris 6zellikleri sagladiklart goriildii. Burada, 6zellikle karmasik
say1 mertebeli sayilar i¢cin yeni bir fonksiyon tanimi yapilabilir ve bunun yaninda
elde edilen bu fonksiyonlarin, Fibonacci ve Lucas fonksiyonlariyla baglantisi olup
olmadig1 arastirilabilir. Buna ek olarak ters hiperbolik fonksiyonlar {izerinde ayni
yontemler kullanilarak inceleme yapilabilir. Ancak her seyden once, buraya kadar
bahsedilen konular {izerinde kapsamli bir arastirma yapilmak isteniyorsa, altyapi
olusturmak amaciyla Vajda [2], Hoggat [3] ve ozellikle Stakhov [7-21] kaynaklari

iizerinde durulmasi faydali olur.
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