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OZET

Anahtar Kelimeler: Phragmen-Lindel6f Prensibi, Hwacintegral Metodu, Lineer
Olmayan Sinir Kgullari Altindaki Dalga Denklemi, Hiperbolik Isi Dklemi,
Asimptotik Kosul, Asimptotik Davrarny, Uzaysal Kestirim

Bu calsmada bazi kaillar altinda cgtli denklemler ile tanimlanngi problemlerin
¢6zUmlerinin ya da ¢dzumlerin tirevlerinin negaltihayan fonksiyonunu iceren bir
Olcim  fonksiyonunun  davragharini  incelemek icin  Phragmen-Lindelof
Prensibi’nden ve Hacinintegral Metodu’'ndan yararlanilgtir. Bunun sonucunda
bazi artim ya da azalim kestirimleri elde edskmi

Birinci bolimde ¢camanin amaci ve kapsamindan ayrintilisbkilde s6z edilnytir.
Ikinci boliumde dalga denklemi ve bu denklemin homof@ma ya da homojen
olmama durumlarini iceren gangi¢ sinir dger problemlerinin ¢ézumlerinin elde
edilisi tizerinde durulmgtur. Uclincli bolimde hacim integral metodunun duzkim
koordinatlarla belirlenmi sonlu bir dikdértgensel bélgede bir Neumann pnoiohe
nasil uyarlandy ve bdolgenin yari sonsuz bir dikdortgensel bolgggailetiimesi
halinde Phragmen-Lindel6f tipi bir kestirimin naslde edilecg gosterilmitir.
Devaminda kutupsal koordinatlarla belirlegraonlu ve yari sonsuz bélgeler igin de
benzer analizler ayrica elde editiv. Daha sonra yari sonsuz bir silindir tGzerinde
tanimlanmg bir balangi¢c sinir dger problemi incelenngtir. Son olarak verilen bir
uygulamalari yapilngtir. Ardindan gelen doérdinci bélimde lineer olmagamr
kosullari altindaki damping terimli lineer dalga deaikdini iceren bir bgangic¢ sinir
deser probleminin ¢ézumleri icin getirilen kestirimlerden elde edilmiolan 6l¢cim
fonksiyonuna gore belirli kaullar altinda artim ve azalim kestirimleri eldeledtir.
Besinci bolimde ise hiperbolik 1s1 denklemi icin bizaum kestirimi ortaya
konulmutur. Calsmanin son bélimuinde ise elde edilen genel sonugtalar takim
Onerilere yer verilnytir.



DIFFERENTIAL INEQUALITIES

SUMMARY

Key Words: Phragmen-Lindel6f Principle, Volumetelgral Method, Wave
Equation Under Nonlinear Boundary Conditions, Hyjoéic Heat Equation,
Asymptotic Condition, Asymptotic Behaviour, Spattadtimate

In this study, Phragmen-Lindel6f Principle and \foki Integral Method has been
benefiting from to analyse solutions of problemsttldescribed with various
equations under some conditions or derivatives adfitons a measure function
containing that is not negative. As a result osthsome increase and decrease
estimates have obtained.

In the first section the purpose of the work angpgchas been mentioned in detail. In
second part focused on wave equation and obtaiofngitial boundary value
problem’s solutions that contains the case of egustis homogeneous or not
homogeneous. In the third chapter, it has been shitvat how volume integral
method been adapted to Neumann problem at thes fieittangular region set of
planar coordinates and how Phragmen-Lindel6f tygptemate obtained in case of
region enlarged to semi-finite rectangular regi@ontinue with similar analysis for
finite and semi-finite region defined by polar comates were also obtained. Then,
an initial boundary value problem that defined onsami-finite cylinder is
investigated. Finally, how to take a derivative sthte value has been shown and
applications made on various samples. Then in theth section, according to
measure function developed for solutions of aniahiboundary value problems
under some conditions, it has been taken increadel@crease estimates that contain
damping terms linear wave equation under nonlireamdary conditions. In the
fifth section, decrease estimate has been estadli® the hyperbolic heat equation.
In the last part of study obtained results and ssuggyestions are given.



BOLUM 1. GiRis

Yapisal mekanikte ve katillar mekamide, klasik temel problem, yapi elemanlarinin
uclardaki etkilgmelere olan direncinin belirlenmesidir. Binalariotomobillerin,
nikleer reaktorlerin, ugaklarin yapiminda ve dizagila bglanti elemanlarinin ne
kadar gerilime maruz kalagein muhendisler tarafindan bilinmesi gerekmektedir
Kullanilacak malzemenin mukavemetinin ve uygulakamvetler altinda ne kadar
deformasyona grayacginin bilinmesi, kayngini Saint-Venant elastik prensibi'nden
almis olan hacim integral metodu ve Phragmen-Lindeléhpibi sayesinde mimkin
olmaktadir. Bu teoriler yardimiyla var olan bir pkem icin uygun sekilde
tanimlanmg bir 6lcim fonksiyonuna gore artim ya da azalimtikederi elde
edilmekte, bodylece Uzerinde galan yapidaki deformasyonun hangamada ve ne

boyutta olacg tahmin edilebilmektedir.

Ilk olarak uclarindan ganms sekilde serbest titggm yapan bir telin, daridan
kuvvet uygulanmaginda ve uygulandiktan sonraki hareketini belirleyebk icin
elektromanyetik teori, hidrodinamik, akustik, elkste kuantum teori gibi farkli
alanlarda cakmalarin yapilmasina yardimci olgnolan dalga denklemi ve onun
c6zimlerinden vyararlaniimaktadir. Tel icin incelendurumlar 6ncelikle dalga
denklemini iceren bir bdangi¢ sinir dger problemiyle modellenip, bu problemin
¢6zimuiyle de serbest tigren halinde bulunan telin bir glikuvvet varlginda ya da
yoklugunda yapaga bir sonraki hareketin matematiksel denklemlefidele edilmesi
sgzlanmaktadir. Genel olarak denge durumunda bulumatelin, bir ucundan belli
bir miktar cekilip serbest birakildiktan sonrakréieeti; serbest titggm hareketi ile
dis kuvvet etkisi altinda iken meydana gelen harekstiperpozisyongeklindedir.
Ayrica okuyucuyu bilgilendirmek icin dalga profitledizlemsel harmonik dalgalar

ve karakteristik griler hakkinda da yorumlar yapilmaktadir.



Devaminda, ¢cajmanin temel amaci olan birinci mertebedgitsizliklere dayali
kestirimler elde edebilmek igin farkh bélgeler tinele calgiimakta, hacim integral
metodu ve Phragmen-Lindelof prensibi yardimiyla 1bagestirimler elde
edilmektedir. Hacim integral metodunda amagreverilen problemin ¢c6zimunin
ya da ¢Ozumdin tarevlerinin negatif olmayan bir feigknunu iceren hacim integral
Olcimu (6l¢cim fonksiyonu)F(x) ise, bu F(x) fonksiyonuna gore yazilmiolan
birinci mertebeden bir diferansiyejitsizlik ve buradan da&’ e ve F(0) veri terimine
bagl bir Gst sinir elde etmektir. Phragmen-Lindeléépsibi ise kabaca, bir dlgimuin
verilen bir Ustel (ya da polinomik) fonksiyondanhdahizli ve asimptotik olarak
artmadgl biliniyorsa; o ¢6zUmin 6lcimi sonsuzagdo gidildikce Ustel (ya da
polinomik) olarak azaliyor anlamina gelmektedir.n¥hragmen-Lindel6f prensibi
yari sonsuz bolgeler Uzerinde ortaya c¢ikmaktadenls bir dikdortgensel boélge
tzerinde tanimlanmgi bir Neumann problemi ele alinip hacim integral odet
yardimiyla bir azalim kestirimi elde edilmekted#onrasinda hacim integral metodu
ve Neumann probleminin yari sonsuz bir dikdortgemgdgede nasil uygulangi
gosterilmekte, Phragmen-Lindel6f tipi bir azalimstiemi elde edebilmek icin bir
asimptotik kgula ihtiya¢ duyulmaktadir. Aksi takdirde bir antrikestirimi elde
edilecektir. Bu asimptotik kol yardimiyla sonlu dikdértgensel bélge ve yarison
dikdortgensel bdlge Uzerinde ayni azalim kestiehdie edilmektedir. Dikddrtgensel
bbolge duzlemsel koordinatlarla temsil edilgioelen sonrasinda kutupsal
koordinatlarla belirlenmgi sonlu ve yari sonsuz bdlgeler Uzerinde incelemeler
yapiimaktadir. Bu bdlgeler Gzerinde Neumann probielen farkli bir problem ele
alinmakta fakat 6nceki kisimda ofglugibi her iki bolge icin de ayni problem g6z
onunde bulundurulmaktadir. Yine burada da haciragral metodu ve Phragmen-
Lindelof prensibi yardimiyla iki bolge Uzerinde de/ni azalim kestirimi elde
edilmektedir. Yari sonsuz bir silindir Gzerinde iatanms bir balangic sinir dger
problemi icin de benzer yontemler kullanilarak béizalim kestirimi elde
edilmektedir. Ardindan verilen bir buyuldun tirevinin nasil alinaga Leibnitz
teoremi yardimiyla gosterilmekte ve bunun uygulamafapilmaktadir.

Ilerleyen kisimlarda 6nceki problemlerden farklirakalineer olmayan sinir kallari
altindaki damping terimli lineer dalga denklemigetien bir bglangic sinir dger

probleminin ¢ozumleri Gizerinden hareketle, dahaeknproblemlerde uygugekilde



tanimlanmg 6lcim fonksiyonu yerine verilen tum ¢ulari salayan bir 6lgim
fonksiyonunun elde edsii gosterildikten sonra bu Olcim fonksiyonuna gore
kestirimler bulunmaktadir. Ayrica lineer olmayamisikosullar altindaki lineer
denklemler icin dnceki sonuclardan farkh olarakzibkosullar altinda birbirinden
farkli davranglar gosteren artirnm kestirimleri elde edilmektedincak ger benzer
enerji integrali sinirli ise , 0 zaman ¢6zumun Bteazalim tahminini sgayaca

gosterilerek buradan Phragmen-Lindel6f tipi birlam&estirimine ulailmaktadir.

Son kisimlarda hiperbolik 1s1 denklemini iceren b&langi¢ sinir dger problemi
incelenmektedir. Uygurgekilde tanimlanngi olan bir dlgciim fonksiyonuna gore
azalm kestirimi elde edebilmek icin gerekli hakidr yapildiktan ve bazi 6zel
kosullar da eklendikten sonra istenilegekilde bir azalim kestirimi sonucuna
variimaktadir. Devaminda birgcok gdir 6zel kagullarin da ayni azalim kestiriminin
sgzlanmasinda yeterli olagandan stz edilmektedir. Yari lineer bir dalga denki
icin de benzerslemlerin ardindan varilan sonuclar ve énceki matatl bazi olasi

genklemeleri incelendikten sonra gaha sonlandiriimaktadir.



BOLUM 2. DALGA DENKLEM 1

2.1. Girig

Hiperbolik denklemlerin bir tiri ve matematiksetilite diferansiyel denklemlerin

en 6nemlilerinden biri olan dalga denklemi;

0’u
—=c“Au=0 2.1
e (2.1)

seklinde tanimlanir Au semboliiu’nun Laplace operatori olgunu gosterir vecde
pozitif reel bir sabittir. Cgu kez t desiskeni zamani ifade eder. Bir, iki ya da Ug¢
boyutlu dalga denklemi olarak adlandirilan (2.1pldemi Laplace operatorindeki
gibi bir, iki ya da u¢ boyutlu kavramiyla $adesir. Bu diferansiyel denklem;
elektromanyetik teori, hidrodinamik, akustik, ellste kuantum teori gibi farkli
alanlarda ¢cagmalarin yapilmasina yardimci olgtur. Verilen denklemin ¢ozimleri
dalgalarin matematiksel tanimini ve etkilerin yagihi ifade etinden dolayr bu
denklem bahsedilen konular icin 6nemlidir. Fizikeirak cozimler, elektrik ya da
manyetik ygunluk dalgalarini, akustik basin¢ dalgalarini, Kati cisim icindeki
eksenel yer dasim dalgalarini veya benzer gdir olgular ifade eder. (2.1)

denkleminin bir ¢dzimu gu kez dalga fonksiyonu olarak adlandirilir.

Homojen olmayan dalga denklemi;

’u
—-CcAu=F 2.2
e (2.2)



seklindedir. Fiziksel olarak bakilghnda udurum dgiskeninden bgimsiz olanF
fonksiyonu bir dg kuvveti veya bir alan kaygani temsil eder. Bununla birlikté& ,
t'ye bali oldugu gibi uzay dgiskenlerinin bir fonksiyonu da olabilir. Birgok

uygulamalar icerisinde buyuk 6nemi olan benzedbitklem;
—+2y—t—c2Au =F (2.3)

seklindedir. Buraday, pozitif reel bir sabittir. (2.3) denklemi dampitgrimli dalga
denklemi olarak adlandirlir. Sonug¢ olarak birinoiertebeden tirevin(u, )

varhgindan dolay! genlikleri zamanla Ustel olarak azalalgalari temsil eden (2.3)
denkleminin ¢dzumleri mevcuttur. Bu tur dalgalagyyan bir dalgadaki ener;ji
kaybina yol acan azaltici kuvvetler sistemi icirmfaya ¢ikmaktadir. (2.2) ve (2.3)
denklemlerine 6zel érneklerdeki gibi eklemeler yayiinda hiperbolik bir denklem

olan Telegrapher’s denklemi;

d°u ou 5
— t2y—+pu-c’/Au=F 2.4
5z T g JEN (2.4)

meydana gelir. Buradg@ ve y reel sabitlerdir. Matematiksel fizikte ortaya gqika
bircok problemde verilen diferansiyel denklem ilelikte belli yardimci kgullar
sgilayan bir fonksiyon aranir. Problemin birsigh t =0 oldugu bir balangi¢c aninda
sisteminu fonksiyonunun bilinmesi durumunda ortaya ¢ikarh®aonra zamani ve
uzayin bir boélgesinde diferansiyel denklemglagan ¢c6zimt = QOanindaki bilinen
degeri vereceksekilde bulunmaya callir. Genellikle ¢ozimt > Odurumunda
belirlenir. Bu nedenle sonraki tum zamanlar igirstesmin durum fonksiyonu
olusturulur. Boylece bu problem klangi¢c dger problemi olarak adlandirihit.= 0
anindaki kgula ek olarak aranan ¢6zim uzayin bir bdélgesinderisive sinir
Uzerinde belli keullari sa&layabilir. Bu tipteki bir problem bdgangic sinir dger
problemi olarak adlandirilir. Bu bélimde bu iki ppoblemin dalga denklemi icin bir

boyutlu durumlari incelenecektir.



2.2. Bir Boyutlu Dalga Denklemi, Balangi¢ Deger Problemi

Bir boyutlu homojen dalga denklemi;
—-Cc"—=0 2.5
3 (2.5)

dir. Bu denklemdeki sabit katsayiya dikkat etmekege. (2.5) denkleminin genel

¢Ozumu;
u=¢(x—ct)+y(x+ct) (2.6)

olarak bulunur. Buradag ve ¢ keyfi fonksiyonlardir. Kabul edilsin kig

fonksiyonu verilmg olsun. O zaman;
u(x,t) = g(x—ct)

seklinde yazilirsa bu ifade hizi ile sga dgsru hareket ederkeyekli degismeyen bir
dalgay! temsil ederSimdi t zamani gosterilsin vé =0 icin olusacak durumlar

incelensin. Fonksiyonu(x,0) = ¢(x )durumunda dalga profili olarak adlandirilir.
t, =1/c oldugunda u(x,t,) = @#(x-1) elde edilir. X' =x— 1liken @¢(x-1) =¢(x')
olur. Bundan dolayiu =u(x,t,)’in grafigi ayni zamandax ekseni boyunca §a
dogru bir birim o6telenmi dalga profilinin de grafiidir. t, =2/c anindaki
u=u(xt,)’in grafigi de s&a dagsru iki birim otelenmg dalga profilinin grafgidir.
Bu nedenlet zamani arttikca dalga profilk ekseni boyunca ga dgru yer
degistirir (Sekil 2.1).



Up(x,1/c) 1 2ZXO=H) li/l(xyo)=¢(x) U (0 1) ;(m)
j\.\ 5 g ! /\ X
('C,O) (_1’0) 0 (1,0) (C’O)

Sekil 2.1.Dalga profilinint zamani arttikgaX ekseni boyunca yer gatirmesi (Dennemeyer 1968)

Ozel olarakt =1 segilirse bu durumda(x,l) = ¢(x-c) seklinde elde edilir. Bu bir

birim zamanda profil gg@ dgru c birim yer deistiriyor demektir. Buradac sabiti,

dalga hizi (ya da yayilmanin hizi) olarak adlahdiri
u(x,t) = @(x+ct)

icin benzer yollar takip edilsirt = @urumunda dalga profilu(x,0) = ¢(x '¢lir. Bu
durum dalga profilininc hizi ile x ekseni boyunca sol tarafa olan hareketini temsil
eder. Boylece (2.6) genel ¢c6zumu ayni hizxleekseni boyunca birbirlerine gau
hareket eden iki keyfi dalga profilinin tst Usteiesini ifade eder. Her bir dalga
hareket ederkenekli desismez. k, keyfi reel bir parametreyi gostersin. Kolayca

gorulur ki herhangig ,¢# fonksiyon ciftleri igin;

u = glk(x-ct)] +@lk(x+ct)]

dalga denkleminin bir c¢cozimudirw=kc olarak ele alinip ¢oézimde yerine

yazildginda;

u = g(kx—wt) + ¢ (kx+ wt) (2.7)



olarak bulunur. Busekildeki bir fonksiyon yalnizcaw=kc oldugunda (2.5)
denkleminin bir ¢ozimuadurc’den farkli bir hizla yayillan dalgalar (2.5) dalga

denkleminin ¢ézumlegeklinde tanimlanamagimdi bir ¢ fonksiyonu;
&(x,t) = kx—wt (2.8)

olarak tanimlansin. Tanimlanan bu fonksiyon, fagrde gama, safha) olarak

adlandirihir. Burada dalga denkleminin karaktekistirileri;
X ct = sabit

olan xt duzlemindeki dgrulardir. Buradaki bir boyutlu sabit faz grderi

karakteristik grilerdir.
2.2.1. Duzlemsel harmonik dalgalar

Basit ama c¢ok faydali dalga denklemlegiye ¢ fonksiyonlari sanal dgskenli Gstel

fonksiyonlarseklinde secilse de, (2.7) denkleminden elde editebi
u = Aexplikx % iwt) w=kc , i=+-1

formundaki dalga fonksiyonuna dizlemsel harmonilgaaenir. BuradaA sabittir.

u’nun reel ve sanal kisimlari olan

u = Acogdkx+ wt)

u = Asin(kx+ wt)

fonksiyonlari da ayri ayri (2.5) denkleminigta. Bu u fonksiyonlari duzlem
dalgalarini temsil ederlerAsabiti dalganin gergi ve w da acisal frekans olarak
adlandirihir. Cgu kez k dalga sayisi adini alir. Yukaridaki fonksiyonlanar birinin
desisimi belli bir x noktasinda zamana gore ve belli bizamaninda uzaya goére

basit harmonilgekildedir. Yer frekansk = w/c olarak kabul edilir.



u = Asin(kx-wt) (2.9)

fonksiyonu dikkate alinsin. Boylece sintsoidal profc hizi ile xekseni boyunca

sgga dgiru hareket eden(x,0) = Asinkx denklemi ile temsil edilir§ekil 2.2).

(217k,0)

Sekil 2.2.Sinlsoidal profilin C hiziile X ekseni boyunca §a d@ru hareket etmesi (Dennemeyer
1968)

Ayrica A=2m/k deseri dalga boyunu,1/A ise x ekseni Uzerindeki birim

uzunluktaki dalgalarin sayisini gostefindi sabit bir x, noktasi icin,

A [ A
t+= = Asin kx, —wW t+=
o= s -w{i+ 7]
N 21T
Asin kx, —wW t +22
sm_ X0 v\{ + kcj}

Asin(kx, — wt - 271)

Asin(kx, - wt)

%,1)

oldugundanT = A/c zaman arafinda x, noktasindan bir dalganin tamami geger.
Bu zaman arafina (T) dalganin periyodu, birim zamanda sabit bir noktagacen
dalga sayisina dalganin frekansi denir. Bir dalyémekansi f =1/T =c/A dezerine

esittir. Boylece frekans, dalga boyu ve yayllma lamsindaki temel Iganti;
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c=Af (2.10)
seklindedir. O haldew=kc=kA f =271 f olarak bulunur.
u = Acogkx—wt)

fonksiyonu fazi, yukarida agiklanan dalgalard#i2 kadar farkli olan dalgalari ifade

eder. Dalga denkleminin her ¢6zimu, hareket ederdddpay! ifade etmez. Ayni
genlik, hiz ve frekansli ancak ters yonlerde harekien iki sinisoidal dalganin st

uste bindirilmesiyle elde edilen;

u = Asin(kx—wt) + Asin(kx+ wt)
Asinfk(x - ct)] + Asin[k(x + ct)]
Asin(kx - kct) + Asin(kx+ kct)
=A(sinkxcoskct - sinkctcoskx) + A(sinkxcosket + sinkctcoskx)

f2Acoskct)sinkx

¢oziimi, duran dalgay! ifade eder. Bu durumda,0) = 2Asinkx dalga profili

yayllmaz. Onun yerine dalg@Acoskct = 2Acoswt genligi ve w agisal frekansi ile
sintsoidal olarak dgsir (Sekil 2.3).

!

(~Tvk,0) (17k,0) (217k,0)

Sekil 2.3.Dalganin 2Acoswt genlgi ve W agisal frekansi ile siniisoidal olarakgigimesi
(Dennemeyer 1968)
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Bu durumdax, =ns/k; n=0+1+2,... noktalarina dgim noktalari adi verilir.

Ayrica hert icin u(x,,t) = 0 olduguna dikkat edilmelidir.

2.2.2. Balangic deser probleminin ¢6zimu
Baslangi¢ dger problemi;

u, —c’u,, = F(xt) “o<x<o , t20

u(x0)=f(x) , u(x0)=g(x) ;-e<x<ow (2.11)

seklindeki bir boyutlu dalga denklemi icin bir Caycproblemidir. Buradau(x,t), t
anindaki x uzay dgiskenine gore dalganin konumund‘,(x), dalganint= 0

anindaki bglangi¢ durumunug(x) ise dalganin bdangi¢ hizini gostermektedir.

Ayrica buradaf(x)’in tanimh oldysu yerde en az iki defa tiretilebilir ve ikinci
basamaktan tirevinin stirek(x)’in de en az birinci basamaktan tiireve sahip ve bu
tirevin de stirekli oldgu kabul edilsin.u ¢c6zimunin bir gosterimi verileR, f ve
gfonksiyonlarinin yardimiyla sagidaki gibi elde edilebilir.t, > Oolmak Uzere
(x,.t,) noktasi sabit bir nokta olsun. Aksi takdirde bitadkeyfi olarak segilecektir.

x ekseninin [xo—cto,x0+cto] aralginda olan ve(x,,t,)’dan gecen gmgidaki
karakteristik @rilerle sinirh xt dizlemi tzerinde birD bolgesi ele alinsinSgkil
2.4)

X—Ct =X, —ct, , X+ Ct =X, +ct,
ikinci basamaktan bir,
L =-c®D} + D}

operatdrinun self-adjoint olmasi igin gerek ve y&tsul;
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2 9A.
i =B, =12
=1 an
dir.
(Xo to)
C3 o
D
| > X
(Xocto® c (X *cty )

Sekil 2.4. X ekseninin[xO —Cty, X, + Cto] aralginda olan ve(Xo,tO)’dan gecensekilde verilmi
olan karakteristik grilerle sinirli Xt duizlemi tGizerinde alinan bir bolge (Dennemeyer 1968

Eger L self-adjoint ise yukaridaki denklemd®, = B, = 0olmalidir. Diger taraftan

ikinci basamaktan bit. operatord;

seklinde tanimlanirx, = x ve x, =t olarak ele alinip denklemde yerine yazilirsa;

ol XJ ol e )€

;Au A12

ox ox at AZl

Azz

ot 6X ot Gt
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olur. L =-c?’D? + D? verildiginden;

Ail:_c2 . A, =A,=0, A,=1, C=0

olarak elde edilir. O halde;

B :aAM+aAl2 :a(—C2)+@=0
oax, ox, ox ot

:%+_6A22:@+ﬂ':0
ox, 0x, 0x ot

2

bulunur. Bu durumdd. operatoru self-adjointtirL operatérine;

J'(ULu—uLu)dr = (f (ZP, ijda dr = dx,..dx,
R b(R)\ i=L
: ou ov .
P = | U——u— =1...n
' ;AJ[ 0x; ax]} =t
ov
= ; 1=1..,n
Y 0X; L
seklinde tanimlanan Green formila,= i@nu=¢ , v=¢ ve A= 1secilerek
uygulandginda;
[[lwL, -1, Joxdt=[(Py, + P, )ds (2.12)
D C

ifadesi elde edilir. ¢ ve ¢ fonksiyonlari D lzerinde iki kez sirekKil
diferansiyellenebilirdirler. (2.12) denklemindekigresel integral D’nin sinirini
olusturan C uc¢geni etrafinda pozitif yonde (saat yonunun tgésitiinde) alinan bir

integraldir. Yukarida tanimlagimiz P ifadesi gergi P, ve P, fonksiyonlari;
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P, = Ai{uﬂ—ua—“j + A{ua—“—ua—“j =—c* (g, - pu,)

ox,  0x 0X,  0X,
ou ou ou ou
P, = U——-u— |+ U— —u—=|= -

seklindedir. C boyunca dy normalin d@rultu kosinusleriv, ve v, ile gosterilsin.

Burada ¢ =1, ¢ =u alnip, bulunanP, ve P, ifadeleri ile Lu=F(x,t) tanimi

Green formuliinde yerine yazifginda;

”F(x,t)dxdt:J'(— cu,v, +UtVt)dS (2.13)

D

elde edilir.C,,C, ve C, boyunca grisel integrallerin toplamC egrisel integraline
esittir. C,, Uggenin tabanindaC, ve C, uUggenin kenar taraflarindadiC, igin

tabandakin, = (0,-1) normal vektdriinden dolay: kosiniisgialtusu;

olarak bulunur.C, 'nin kosinus d@rultusu icin;
ct+x=ct, + X,
karakteristik grisi kullanildiginda,

y=(.r,)=(1c)

Ih =+1+c?

il

n,

oldugundan,
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bulunur. Dger taraftanC, igin;

ct—X=ct, — X,

karakteristik grisi kullanilarak, kosinlus dgultusunun benzer bir yolla;

seklinde oldgu gorulur. C,; tzerindes = x oldugsundands= dx olmalidir. C, igin

t =t(x) oldugu dikkate alinarak;

ds=+/(dx)? +(dt)? = /(dx)? + (t'(x)dx)*

ifadesi bulunduktan sonragt+x=ct, +x, karakteristik grisinden t'(x)=-1/c

deseri yukaridaki gitlikte yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapgohda;
ds= %\/1+ c?|dx
dir. Buradan;

ds= —(1+ cz)y2 d—CX

elde edilir. Dger yandanx = x(t) oldugu da g6z 6ntinde bulundurulglinda;

ds= (1+ cz)y2 dt
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esitli gi gerceklenir. Bunun devamind&, igin benzer glemler ct—x=ct, — X,

karakteristik grisi dikkate alinarak tekrarlanginda;

ds= —(1+ cz)y2 d—CX = —(1+ cz)y2 dt

seklinde bulunur. O haldeC,,C, ve C, yonlendirilmk hatlari Gzerinde belirtilen

Siraya gore;

ds=dx

ds= —(1+ cz)y2 d_cx = (1+ cz)y2 dt

ds= —(1+ cz)y2 d_cx = —(1+ cz)y2 dt

dir. Buttin bu verilenler yerine yazilirsa;

X+l Xl
(- c?u,v, +uy, Jds= - j u,dx = - J'g(x)dx

% ~Clo X ~Cly

O —y

(— c’uv, +uy, )ds = j(— c’u v, ds+ utvtds)
G

O
N}

jguxdx+ cu,dt

C

t,:j(uxdx+ u,dt)

t,:jdu

GEU(XO ’to) - U(Xo +cty 10)]
GEU(Xo’to)_ f (Xo + Cto)]

elde edilir. Benzerslemler devam ettirildiinde;
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J'(— c?u,v, +uy, Jds = cu(x,,t,) - (%, —ct, )]

Cs

oldugu gorulir. O halde;

Xptcty
j(— c2u,v, +uyy, Jds = f2u(x,,t,) - f (% +cty) - f(x, - ct,)] - jg(x)dx
c X ~Ch
olarak bulunur. Boylece;
Xytety
” F(x,t)dxdt = 2cu(x,,t, ) — o f (¥, +cty )+ f(x, —ct, )] - Ig(x)dx
D Xp—Cty

olur. Esitli gin her iki yani1/2c ile garplllp,u(xo,to) yalniz birakildginda;

X *Ch

u(xo,t, ) :Zic ”F(x,t)dxdt+%[f (%, +ct,)+ f (%, -cto)]+2ic [ g(x)ax

D %-ch
dir. (x,.t,), keyfi secilmi bir nokta oldgundan ¢oziim;

u(x,t):%[f (x+ct)+ f(x—ct)]+2icxj'Ct

x—ct

1
olé)de+— | j F(&n)dédn  (2.14)

seklindedir. O halde f, iki kez surekli diferansiyellenebilir g, surekli

diferansiyellenebilir veF , x ve t desiskenlerine gore surekli ikinci kismi tureve
sahip ise; (2.14) denklemi (2.11) problemindeki tkasullar sa&layan iki kez

surekli diferansiyellenebilir biru fonksiyonunu tanimlar. Sonug¢ olarak (2.14)
denklemi bir boyutlu dalga denklemi icingtengi¢ dger probleminin tek ¢ozUmun

ifade ederSimdi;
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x+ct

v(x,t):%[f(x+ct)+ f(x—ct)]+% [o(e)as (2.15)

X—ct
w(x,t) =— ﬂ (&,7)d&dn (2.16)
D
olsun. O zaman (2.11) probleminin ¢6zimu;
Us=v+w

dir. Homojen dalga denklemi icin angic dger probleminin ¢dézimiv

fonksiyonu oldgunda;

v, —c’v, =0 —0<X<o0 , t>0

v(x,0) = f(x v, (x,0) = g(x) ;— 00 < X< 00 (2.17)

ve homojen olma durumundaki gengi¢c kgullarina sahip homojen olmayan dalga

denkleminin ¢bzimiw oldugunda;

w, —cw, = F(xt) “o<x<o , t20

w(x,0)=0 w,(x,0)=0 ;—00 < X <00 (2.18)

yazilabilir. (2.15) denklemindekv fonksiyonu (2.17) bgangi¢ dger probleminin
“D’Alembert C6zUmU” diye adlandirilir. Bu ¢6zimuamsini argtirmak igin;

u,(x.t) :%[f (x+ct)+ f (x—ct)] (2.19)

olarak ele alinsin. Belirlenmi g fonksiyonu 0Ozdg olarak sifir fonksiyonu
oldugundau, ¢cozumdur. Burada ayni profil ve hiza sahip fakatkseni boyunca zit

yonde hareket eden iki dalganin stperpozisyonwkedmsudur. Acikca soylenebilir

ki; f(x) baslangic dgerleri zaman gectikce yayllmaya devam eder. Geegekle



19

orijin civarindaki sonlu bir araiin dsinda ve yeterince uzak bix,noktasinda
f(x) fonksiyonu sifir oluyorsa bu durumdast<t, igin u,(x,,t)=0 olur.
Buradakit, vars zamani , dalganix, noktasina ukana kadar gecirgi zamandir.
Ayrica t, >t, olmak Uzeret >t, igin de u,(x,,t)=0 dir ve bu yiizden dalga,

noktasindan gecer (Bkgekil 2.1).

(2.17) problemindekigfonksiyonunun ilkeli h olsun. Bu durumda D’Alembert

¢6zUmundeki ikinci terim;

u,(xt)= 2—1C[h(x +ct) - h(x - ct)] (2.20)
olarak yazilabilir. Verilen f fonksiyonu 0Ozdg olarak sifir oldgunda u,’nin
problemin tek ¢Ozimui olgw gorulir. Bu fonksiyon hareket eden dalgalarin
(h(x +ct)/2cve—h(x—ct)/2c) siiperpozisyonu olarak glindilebilir. —h(x - ct)/2c
dalgasi h(x—ct)/2c dalgasininx ekseninin kan tarafina yansimasidir ve profili
~h(x)/2c dir. Bu durumdau,, yayilan u,(x,0)=g(x) balangic dgerlerinin
integralini ifade eder. Bu da yayllmaningasindaki temel farki verir.ger sinirh bir
aralgin dsinda g sifirlansa dah ilkel olmazsah(x+ct)/2c ve —h(x-ct)/2c

dalgalari sonsuza gou gengleyecektir. u ¢ozimi gelen dalgadan ve sonraki tim

zamanlardan etkilengii icin orijin civarinda belli bir aralikta sinirlam u,’nin

baslangic dgerlerinin, u ¢6zUmu Uzerinde etkisi s6z konusudur.
2.2.3. Karakteristik egrilerin dnemi

xt duzlemindeki bir(xo,to) noktasi yardimiyla dalga denkleminin karakteristik

egrilerinin bir gifti;
X—Ct=X,—-Ct, , X+ct=Xx,+ct, (2.21)

denklemleridir §ekil 2.5).
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N

XoCt o xo+ct 0

Sekil 2.5.Karakteristik grilerin gdsterimi (Dennemeyer 1968)

Karakteristikler x ekseninin [xO - Cty, X, +cto] aralginda kesiirler. D’Alembert
¢6ziminde goruliyor ki dalga denkleminin hir ¢c6zimunin u(xo,to) degeri,
X, —Ct, < X< X, +ct, aralgl boyunca u,(x,0) ve u(x,0) balangic dgerleri
yardimiyla tek tirlii olarak belirlenir. Bu nederbe, —ct,,x, +ct,| aralgi (x,.t,)
noktasinin baimlilik araligi olarak adlandirliru(x,0) ve u, (x,0) baslangic dgerleri

u(xo,to) dezerini desistirmeksizin bu aralik dinda keyfi olarak dgstirilebilir.
Baska bir agldan[a, b], x ekseni Uzerinde alinan bir aralik olsutt. dizlemindeki

(a,0),(b,0) noktalarinin yardimiyla karakteristiklerin  gizimisekil 2.6’da

gOsterilmitir.

t t

\ct=a yct=b xtct=a X-ct=b
D S R
X < X
(a,0) (b,0) (a,0) (b,0)

Sekil 2.6.a.[a, b] aralginin belirleyici bélgesi (Dennemeyer 1968)
b.[a, b] aralginin etki bolgesi (Dennemeyer 1968)
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Sekil 2.6.a’daki D bélgesini sinirlayan bu goular [a,b] aralginin belirleyici
bdlgesi olarak adlandirilir. Bu bdlgenin 6nemi digaetmek istenilirse; 6ncelikle
(2.5) dalga denkleminin bir ¢éziiminimoldugu kabul edilir. Ber (x,,t,) D
bolgesinde bir nokta iséx,,t,)'In bagimhilik aralg [a,b] icindedir. Dolayisiyla
as<x<b icin u(x,O) ve u, (x,O) baslangic dgerleri yardimiylaD bdlgesi icindeki
her yerdeu’nun deserleri tek turli olarak belirlenir. Ozel olarak< x<b igin
u(x,0)=0 ve u,(x,0)= 0 olarak alinirsa 0 zamam, D bélgesi icinde 6zdeolarak
sifira aitlenir. Benzersekilde a< x<b ic¢in balangic dgerleri caksan iki ¢c6zim
D bdlgesinin dyinda farkh olsalar bile boélge boyunca cgaaaklardir. Ayni
zamanda ¢ézimiin(x,0), u,(x,0) baslangic dgerleri [a,b]’nin disinda x eksenine
keyfi olarak secilmi noktalarda dgstirilebilir ve u’nun deserleri D icinde
desismeden kalabilirSekil 2.6.b’deki R bolgesi [a, b] aralginin etki bolgesi olarak
adlandirihr. R’nin sinirlant  yari  karakteristiklerle gosterilgtir. Eger dalga
denkleminin bir cozimiu ve (x,.t,), R'de bir nokta iseu(x,,t,) deseri [a,b]'de
u(x,0), u,(x,0) balangic degerlerinden etkilenir. Bunun devamindf,,t,)’in
bagimhlik araliginin [a,b] aralgl ile caksacal aciktir. Dger taraftan [a,b]

Uzerindeki u’'nun baglangic degerleri, Rbdlgesinin dgindaki noktalardakiu’nun
deserlerinden etkilenmez. O halde karakteristikleri diklgesinin ve belirleyici

bdlgenin sinirlarini  okiurdugundan dolayr 6nemlidir. Bu sinirlari  gturan

x ekseni boyunca §a ve sola dgru ¢ hizi ile hareket eden vie= 0 anindaa,b ug
noktalarindan ¢ikan sinyallerdir. Sonu¢ olarakldragic dgerlerinde, meselax,
noktasmln[x0 —&,%, +£] aralginda bulunanx’ler icin bir degisiklik yapilirsa bu
degisiklik daha sonraki birt, >0 aninda Usttent =t, yatay dgrusu ile sinirli

[xO — &, X, + 5]’n|n etki bolgesindeki tim noktalari etkileyecektir

2.2.4. Uygunsekilde tanimlanmis bir baslangic deser problemi

Yukarida tanimlanmgiolan (2.11) bglangi¢ dger probleminin ¢ozimindn varlk ve
tekligi (2.14) ifadesindeki verilerden elde edilebili2.14) gosterimi ayni zamanda
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belli bir 0<t<T zaman arafinda ¢ozimdin verilere surekli olarakgbaoldugunu
gosterir. Varsayilsin kif, ve g, fonksiyonlarina kaulik gelen ¢ozumu,, f, ve g,

fonksiyonlarina kaglik gelen ¢ozimu, olsun. O zaman;
|f1(x)— fz(X)| <& |91(X)—gz(x)| < , —o<xX<00

ise,0<t<T aralgl ve tum x’ler i¢in (2.14) ifadesinden,

x+ct

)0, 0) = 16,6 )+ )= 6 ) 1, (x-cal+ 2 Tloy 6)- 0, (e

X—ct

oldugu gorular. Devaminda Uc¢gensitsizligi uygulanip gerekli dizenlemeler

yapildginda;

u, (%) -, (x.t) s%| £, (x+ ct) - £, (x+ct) +%|f1(x—ct)— f(x—ct)

X+ct

+2_C '”gl({)_ gz(ﬂdf

x—ct

1 1 1 x+ct
R
=E+te
<(1+T)e

ifadesi elde edilir.

2.3. Dgiskenlerine Ayirma Yontemi

Uclar balanms titreyen bir tel, bir boyutlu dalga denklemini iea bir balangic
sinir dgger probleminin klasik bir orrgdir. ideal esneklikte ve diizgiin gerilim
altinda homojen ince bir tek ekseni boyunca denge durumunda kalabilir. Telin

uclart x=0,x=b>0 noktalarinda bgidir. Bu kisimda, tel bir ucundan cekilip
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serbest birakilganda (hizin sifir olmasi gerekmez) telin bir somrddareketi

belirlenmeye cagtlacaktir.
2.3.1. Matematiksel model

Telin dizgun bir salinim yagn ve T basincinin da telin geti dgsrultusunda
oldugu kabul edilsinSekil 2.7'de oldgu gibi eksenler segilsin va(x,t), apsisix

olan tel Uzerindeki noktanirt zamanindaki enine yer gigtirmesini gostersin.
Ayrica bu gerilime ek olarak tel Uzerinde UFr(x,t) harici kuvveti (mesela yer

cekimi) tele etki edebilirAs, telin bir parcasini ifade etsin.

AX

D T [

i
N

Sekil 2.7. T basincinin telin eti dgsrultusunda oldgu kabul edilm§ diizgiin bir salinim yapan tel
(Dennemeyer 1968)

Bu durumda gerilimden dolayds Uzerindeki net kuvvet yakje olarak;

Xz) , T, =T,cosa, =T, cosa,

gibidir. Buradax, ve x, tel pargasinin ug noktalarinin apsisleridir.



24

Ayrica yansima gisi boyunca da kucuk ganlerin oldusu kabul edilir. As

parcasinin hareketinin denklemi;

(%‘ _au
%Nax!™  ax

ij"'/ASF(i,t):

dir. Buradad?m/ot? kiitle merkezinin hiziniF (X,t) etki eden di kuvvetin ortalama
yogunlugunu ve p ise telin d@rusal ygunlugunu ifade ederAx = x, — x, olsun. O

zaman Ax’deki birinci mertebeden terimlerden dolayis = Ax olur. Hareketin

denkleminde her iki taraf\x e boluntp,Ax — 0 icin limiti alindiginda;

lim (6u _ou . j + lim ,o—F(x t)= As0°a

-0 AX\ OX' ™ OX Ox-0 m-0" AX ot?
u,(x) _u,(x) 920

T, MO( Axl - j+||m PF(%,t) = lim e

bulunur. Bu ifadede her iki targd ile deUnUpF(x,t) yalniz birakildginda;

T
F(xt)=u, ——2u,
0
olur. Yani;
u, -c%u, = F(xt) 0<x<b , t20 (2.22)

elde edilir. Buradac = \/T—70 ‘dir. Telin uclarn bglandgindan dolay: sinir kallari;
p

u(ot)=0 , ulbt)=0 12 0 (2.23)

dir. Bu durumda telin uclarinda hareket yokturl, Belli bir noktadan belli bir hiz

ile serbest birakilir. Boylece fangi¢ kaullarr;
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u(x,0)= f(x) . u,(x0)=g(x) .0<x<b (2.24)

seklinde olmakla birlikte f ve g fonksiyonlari da belirlenrgi fonksiyonlardir.

Buradaki problem, (2.24) blangi¢c kagullarn ve (2.23) sinir kaillarini s&layan
(2.22) kismi diferansiyel denkleminin bir ¢cozimumélirlemektir. u’nun x ve t'ye
gore surekli olmasinin fiziksel nedenlerine dikktithek gerekir. Boylece (2.23) sinir
kosullari ile (2.24)'de verilen ilk bdangi¢c kaulu birlikte distuntldiginde (2.23)

sinir kaullarinin;
u(00)= f(0)=0 , u(b0)=f(b)=0

oldugu goralur. Ayni zamanda (2.24)’'de verilen ikincislzangic kagulu ile birlikte

telin uclarinin balh olmasi da dikkate alinginda;
u (00)=g(0)=0 , u(b0)=g(b)=0
bagintilari elde edilir.
2.3.2. Dy kuvvet olmadiginda formal seri ¢c6zUmu
Tele dsaridan bir kuvvet uygulanmaginda F fonksiyonu 6zdg olarak sifirlanir.

Boylece serbest titsan hareketinden bahsedilebilir. Bu durumda telin $onraki

hareketi ise ggidaki probleminu ¢6zimda ile tanimlanir.

u, —c’u, =0 Q<x<b , t=0
uot)=0 , u(b,t)=0 t> 0
u(x,0)= f(x) , u,(x,0)=

|
«Q
—
X
p
,.O.
IN
X
N
(e

(2.25)

Bu problemin formal bir ¢ozimi @skenlerine ayirma metodu kullanilarak elde
edilebilir. Homojen dalga denkleminin gigkenlerine ayrilabilir bir ¢6zimunin
X(x)# 0 ve T(t)# 0 olmak iizere;
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u(x,t)= X(x)T(t) (2.26)

oldugu varsayilsin. (2.26) ifadesinden kismi turevlesdpmanip ve (2.25)'deki dalga
denkleminde yerine yazilginda;

XT =c2XT

esitli gi elde edilir. Burada ifade edilen klasik gosteemve noktalar, belirtilen sirada

x ve t dezsiskenlerine gore turevlerinin alinmasi anlamindadukaridaki gitli gin

her iki yanic®XT ile bolindigiinde;

denklemi bulunur. Bulunan bu denklemirggarafi sadecex’e, sol tarafl ise sadece
t'ye bashdir. Bu durumdat, [O,+oo) aralginda degisirken sg taraf t'ye bash
olmadgindan dgismeyecektir. Benzer durunx, [O,b] aralginda dgisirken de

gecerli olacaktir. O halde denklemin her iki yanive t’ler degistigi halde sabit

kalmaktadir. Bu durumdd , bir ayirma sabiti olmak tzere;

x_:—/]:
X

bulunur. Buradad 'nin 6nindeki eksinin bir 6nemi yoktur. Ancak ¢ozimyapisini
biraz etkiler. Yukaridaki gtlikte gerekli dizenlemeler yapiiginda X ve T
carpanlari belirtilen siraya gore;

X"+AX =0 , T+c2AT =0

olarak tahmin edilebilir. (2.25) probleminin sirkosullarinin (2.26) ¢6zUmintu de

sgilamasi gerekgi distinulirse X Utzerindeki sinir kgullarr;
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X(0)=0 , X(b)=0

olmalidir. Simdi T +¢’AT =0 ve X"+AX =0 denklemlerinin genel ¢ézimleri
bulunsun. Her iki denklemin de koklerinin komplebisnasi gergi genel ¢bzimler

belirtilen siraya gore;

T(t)= Acoiﬁ ct)+ Bsin(\/ﬁ ct)
X(x)=C cos(ﬁx)+ D sin(ﬂx)

dir. X(0)=0'dan;
X (x) = Dsin{yAx)

olmahdir. DevamindaD # Oolmak uUzere (aksi haldesikar ¢c6zim bulunur)

X(b) =0’dan dolay! Sturm-Liouville probleminin 6z geri ;

2
An=néf

ve buna kagilik gelen 6z fonksiyon (6zel olaraR =1 alindginda);

seklinde olup dier yandan daA, ve B, keyfi sabitler olmak Uzerel igin

diferansiyel denklemin genel ¢ozimd;

T, (t) = A co{nﬂctj +B, sin[nTﬂCtj

b

oldugundan dolayi (2.25) probleminin homojen sinigltarini sglayan homojen

dalga denkleminin ayrilabilir coztmleri;
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u,(xt)= sin(nTm(j{Ah co{n?tj +B, sin(nTnCtH n=12.. (2.27)

formuna sahiptiru, fonksiyonlari titrgimin normal modlart,

12 ... (2.28)

=
|‘|
=
I

ifadesi de karakteristik (ya da normal) frekangaltaadlandirilir. (2.25) probleminin
baslangic kagullar ve (2.28) ifadesi dikkate alirfginda her pozitifn tamsayisi icin

u,, n’yinci normal modun,

f(d)=A, S‘“(%j . d(x)=w,B, sin(%)

baslangic kagullarina kagilik gelen (2.25) probleminin ¢ozumudur. Yani bandan
ilki sintsoidal balangi¢c konumunu ve geri de telin uzunlgu boyunca bgangic

dagihm hizini ifade edei§imdi C, genlik, £, faz olmak Uzere;

B
C, =A*+B? , ¢, :tan‘lxn

seklinde segildiinde;

cosgn:i : singn:E
C C

n n

olur. (2.27) ifadesinde séligin her iki yani C, ile carpilip bolundikten sonra

yukaridaki gitlikler yerine yazildginda,
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u,(xt)=C, sin[mj icoswt+ B, ~sinw, t
b AC C

n n

n

_(nmx o
=C sm(Tj(cossn cosw,t +sing, sinw,t)

ifadesi elde edilir. Buradan kolayca goraltr ki;
u,(xt)= Cnsin(%j codw,t-¢,) (2.29)

olmahdir. Ayrica diuzlemsel harmonik dalgalarin daesminda da belirtilghi gibi

elde edilen her bir normal modun bir duran dalgdugl acikca gorulebilir. (2.25)
probleminde sadece homojen sinigWltari ile belirlenen karakteristik frekanslarin
baslangic kaullarindan bgimsiz oldguna dikkat edilmelidir. (2.27) ifadesinin seri

seklindeki acilimi;
u(x,t) = i“sin(nTm(j(A1 cosw,t + B, sinw,t) (2.30)
n=1

olup, normal modlarin bir siperpozisyonu, seringgun sartlar altinda yakinsamasi
durumunda dalga denkleminde ofdugibi sinir kgullarini s&layacaktir. (2.30)

serisi tarafindan tanimlanan fonksiyonu;

u(x,0) = ZAjsm[nng f(x) :0< x<b (2.31)

u, (x,0) = ZWB sm( ng:g(x) :0<x<b (2.32)

kosullarini sglarsa (2.25) probleminin kangi¢ kaullarini da sglayacaktir. (2.31)
ve (2.32) denklemlerinin sol tarafinda bulunan leeri s& tarafta bulunan
fonksiyonlarin Fourier serilerini ifade edergdét f ve g fonksiyonlar [O,b]

Uzerinde parcali dizgun surekli ise (2.31) ve (R.8adelerinin her iki yani
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sin(km(/b) ile garplllp,[O,b] aralginda integre edilginde, A, ve B, katsayilari

bulunmu olur. Son olarak bulunan ifadelerde= n yazildginda;

_ 2] _(nmx e

A = b{f(x)sm[—b jdx n=12,... (2.33)
2 _(n7mx o

B, ——bwnlg(x)sm[—b jdx n=1212,.. (2.34)

seklinde Fourier sinus katsayilari elde edil&, ve B, katsayilari (2.33) ve (2.34)

formunda oldgunda (2.25) probleminin formal ¢6zimu (2.30) seslacaktir.

2.3.3. Dis kuvvet varliginda formal seri ¢c6zUmu

u, —c’u, = F(xt) p<x<b , t20
u(0t)=0 , u(bt)=0 12 0
u(x,00=0 , u/(x0)=0 :0<x<b (2.35)

Bu problem homojen Riangi¢c ve sinir kaullarina sahiptir. Bu hal fiziksel olarak
hareketsiz denge durumundaki telingasidan bir kuvvet uygulanarak serbest

birakilmasi orngine benzerdir. Formal bir seri ¢6ziUmu elde etmék i¢
u(x,t)=>¢, (t)sin(%j (2.36)

oldugu varsayilsin. Buradakg, fonksiyonlari daha sonradan belirlenecektir. (2.36

denkleminin sg yanindaki seri yakinsak seri ise bekilde tanimlanng u

fonksiyonu sinir kgullarini sglar. Eger;

#,(0)=0 , ¢,(0)=0 n=12 ... (2.37)
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olursa u fonksiyonu balangic kaullarini sa&layacaktir. ¢ fonksiyonunu

n

belirlemek igin (2.36)'danu, ve u,, tlrevleri hesaplanip homojen olmayan dalga

denkleminde yerine yazilir. Bu durumda noktaiare gére diferansiyeli gostermek

uzere;

> [, )+ v s "% = Flx)

n=1

ifadesi elde edilir. Denklemin her iki yar$|in(km(/b) ile garplllp[O,b] aralginda
integre edilir. Bulunan ifadede toplam ile integngr desistirebilir. Burada k
sabittir. Aksi takdirde pozitif tamsayeklinde keyfi olarak segilecektilsin(nm(/b)

fonksiyonlarinin ortogonallik 6zeflinden dolayin =12,... icin;

. (t)+wig, (t) = F (t) (2.38)

oldugu gorulur. Burada,;

ve

b
F(t)=2 | F(x,t)sin(k—m(jdx k=12 .. (2.39)
by b
dir. (2.38) denkleminin genel ¢6zumu;

&, (t) = acosw,t + bsinw,t + Wij F, (&)sin[w, (t - &)|dé

k 0

seklindedir. (2.37) bgangi¢ kaullarindan dolayia =b =0 olarak bulunur. O halde

(2.38) diferansiyel denkleminin genel ¢ozumu;



32

J' ‘ sm[wkt— )]df (2.40)

0

olur. Boylece (2.40) ifadesi (2.36)'da yerine ydgiinda, (2.35) probleminin formal

¢Ozumu;
iFn (&)sinlw, (t - )]df}sm(nng (2.41)

olarak bulunur.F, fonksiyonlari (2.39) denklemind& yerine n yazilarak elde

edilir.

Dalga denkleminde ortaya cikan diferansiyel opetatdve balangic sinir dger
kosullarinin lineerlginden dolayr (2.22), (2.23) ve (2.24) denklemleendluisan
problemin ¢6zumu superpozisyondan elde edilebger (2.25) probleminin bir
¢6zUmuU olan (2.30) serisi ve (2.35) probleminin bir ¢6zUmu olan (2.41) Sedis

W ise;
u=v+w

(2.22), (2.23) ve (2.24) denklemlerinin tanimfadroblemin bir ¢ézimudur. Formal

¢6zim ise;

u(x,t)= i(A] cosw,t + B, sinwnt)sin(nTm(j

n=1

+§{Wijﬁ (&)sinlw, (t- & ]df}sm(nng (2.42)

seklindedir. BuradaA, ve B, katsayilari (2.33) ve (2.34) denklemlerinde bigtiits
olup, w, =nsc/b’'dir. (2.42) denklemindeki serilerin ilkini temsileden v

fonksiyonu telin serbest titgenlerini meydana getirir. Yani bu hareket verilen

baslangic kagullar ve teldeki gerilim kuvvetlerinden ortaya ark Diger yandan
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(2.42) denklemindeki serilerin ikincisini temsil esd w fonksiyonu da tele gl
kuvvet uygulandiktan sonraki telin hareketini mayaayetirir. Bu hareket sirasinda
telin bglangic kagullari sifir oldigundan boyle bir hareket sadece #&uvvetler
etkisinde ortaya cikmaktadir. Genel durumda teireketi; serbest titsgn hareketi
ile dis kuvvet etkisi altinda iken meydana gelen hareketiiperpozisyonu

seklindedir.

Ornek 2.1. Uclarindan bglanms ideal durumdaki tel orta noktasindan tutulup tele
dik dogrultuda h miktarinca cekilip serbest birakilsin. Ayrica gerikuvvetine ek

olarak tele yercekimi kuvvetinin de etki gitidUstintlstn. Boyle bir durumda telin

I
e

Sekil 2.8.Uglarindan bglanms ideal durumdaki bir telin orta noktasindariutup h miktarinca
cekilmesi (Dennemeyer 1968)

bir sonraki hareketi belirlenmeye galsin. Sekil 2.8'de oldgu gibi eksenler
secilsin. Balangic kaullar;

u(x,0)=2—2X Osxsg
(x,0)= Zh(i_ x) %s x<b
u,(x,0)=0 0<x<b

dir. Sinir kgullari ise (2.23) ifadesinde verilgdigibi,



u(0ot)=0 , ulbt)=0 ;t=0
seklinde dgunulecektir. Dg kuvvet veya birim kutle,
F(x,t) =-g g = yercekimi

dir. (2.33) denkleminderd\, katsayisi;

A = %i f(x)sin[?jdx

12 ..

>

II
:L =)

25
—=~
3
~E

>

1

seklinde, (2.34) denklemindeB,, katsayisi ise;

2 b
B, =[x sm( jx n=12 ..
0

n

ifadesindeu, (x,0) = g(x) = 0 baslangi¢ kgulu dikkate alinarak;

B. =0 n=12 ,...

seklinde bulunur. (2.39) ifadesinde(x,t) = —g yazildginda;

F (t) = %JQ(— g)sin(kTm(jdx: %T[cos(kn)—l] k=12,...

34
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olur. Bulunan bu ifade (2.40)'da yerine yazilipeigtallendginde;

0010 =22 coser) sl - £

= ]273\/5 [cogkrr) - 11— coqw,t)]

bulunur. Elde edilenA, ve B, katsayilar ile¢n(t) fonksiyonu (2.42)'de belirtilen

formal ¢ozumde yerine yaziiginda;

u(xt)= ni{ 822 Sm(nﬂj COiWnt)} Sin[%j
+Z{ > [coqn7)-1][1- codw, t)]}sm[”;”j

oldugu goruldr. Bulunan bu ifaded@’nin tek ve cift olma durumlari ayri ayri

incelendginde;

u(x,t)an:l (2n-1)? S b
_ 4b%g i 1 (2n —1)77)([1_ o (2n —1)77Ct} o
mc® & (2n-1)° b [ b

¢6zUmU elde edilir. Bu ifadedeki ilk seri, yercekikuvveti ihmal edilm§ ve
baslangic kagullarinda belirtilent = 0 anindaki f(x) baslangic konumuna sahip bir
telin hareketsiz durumdan serbest hale gegiitdieki hareketini temsil edeikinci
seri ise, yercekimi dikuvvetine sahip vex ekseni boyunca denge durumunda iken

serbest birakilan bir telin hareketini temsil eder.

Serilerin yakinsakg ve buu fonksiyonunun problemin tim kollarini sglayan bir
fonksiyonu ifade etfii ispatlanmadii icin yukarida elde edilen (*) ¢ozumune bir

formal ¢c6zUm denir. Tlnx ve t’ler icin;
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sin[(2n - 1)mx/b] cod(2n - 1)7zct/ b .1
(2n-1)° |~ (2n-1)?

sin[(2n - 1)mx/bJ{1 - cod(2n - 1)7zct/b]} .2
(2n-1)° |~ (2n-1)?

esitsizlikleri elde edilir. Bu sitsizlikler |fn(xX < a, formuna sahip olup her ikisi igin
de P testinden C)tUrE a, <o olur. Bundan dolayr Weierstrass M testine gore (*)

cozumundeki iki seri de hex ve t icin yakinsaktir. Ozel olarakl >0 sabiti ve
O0<x<b, 0<st<T uUzerindeki timx ve t’ler icin seriler dizgin yakinsaktir. Bu
ise (*) ¢oziminint= Oicin 0<x<b Uzerinde sirekli biru fonksiyonu
tanimladgini gosterir. ( Gergcekten boyle bu tanimlanabilir ve timx,t’ler icin
sureklidir, her birt sabiti icin x periyodik ve her birx sabiti icint periyodiktir).
Elde edilenu fonksiyonununu(0,t)=0 ve u(b,t)=0 sinir kaullarini sa&ladi
kolayca gorulebilir. A ’ler sin(nm(/b) ortogonal dizisine goéref 'nin Fourier

katsayilari olmak tizera fonksiyonunun ilk bglangi¢ kgulunu sglamasi

u(x,0)= i A, sin(%) 0<x<Db
n=1
ifadesindeki serinin dizgiin yakinsgkhdan ve f 'nin bu Fourier serisininf(x) ‘e
dizgun yakinsamasindan ortaya cikar. (*) ifadesintige gore turetilerek elde
edilen seri yakinsaktir ve= @ninda sifira yakinsar. Bundan dolay(x,0)=0,
O<x<b’'dir. Ancak u, problemde verilen B&ngi¢c kagullarini s&lamasina
ragmen dalga denklemini §&amaz ve bu ylzden problemin bir ¢ozUmigitier.
Cunku (*)'da x'e gore iki defa terim terime tiretilerek elde edilseri yakinsak

degildir.
2.3.4. Formal seri ¢oziimu hakkindaki yorumlar

Ornek 2.1'de dgiskenlerine ayirma metodu yardimiyla elde edjlformal ¢ozimiin
baglangic sinir dger probleminin bir ¢6zimu olmasi gerekm@djosterilmitir. Bir
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onceki ifadede anlatiimak istenen kismi turevfedinsiyel denklem ¢6zimad'nin
tanimidir. Klasik ¢6zim tanimi kismi diferansiyeinétlemin mertebesi kadar surekli
tirevlere sahip bir fonksiyona ihtiyaci glour. Dalga denklemi icin bunun anlami
¢6zUmin bgimsiz dgiskenlere gore surekli ikinci kismi tireve sahip oéma
demektir. Ornek 2.1'deki problem dikkate alinipslaagic sinir dger problemi
Uzerinde dgiskenlerine ayirma metodu uygulapohda, aagidaki 6nemli soru
ortaya cikar: ger formal seri klasik bir ¢6zim vermezseshs bir yontem
yardimiyla klasik bir ¢c6zim elde edilebilir mi? Ggv hayir. Gergekte bir klasik
¢6zUm yoktur. Bunu gorebilmek icim’nun (2.25) probleminin iki kez strekli
diferansiyellenebilir bir c6zumu ol@u varsayilsin. gEer t sabit isex’in fonksiyonu

olarak dikkate alinaru asagidaki gibi, [O,b] aralgl Gzerinde duzgun ve mutlak

yakinsak Fourier sinls serisine acilabilir.

u(xt) = > C, (t)sin(%j ;0<x<Db
=1

n

Buradaki Fourier katsayisini bulmak icin yukaridé&denin her iki yansin(knx/b)
ile carpilip, sonra da[O,b] aralginda integrallenir. Bulunan son ifadede=n

yazilarak Fourier katsayisinin;

oln

C,(t)=

J:u(x,t)sin(%jdx

oldugu gorilir. Bu ifadede iki kez kismi integrasyonngh u(0,t) =u(b,t)=0
oldugu kullanildginda;

elde edilir. Dalga denkleminde, = u, /c® oldugundan dolay;
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C.(t)=- 2]2720 jun xt)sm[nzxjdx

seklinde bulunurSimdi t, t > 0 olacaksekilde bir dgisken kabul edilsinu, iki kez

surekli diferansiyellenebilir oldtundan C, 'nin orijinal ifadesi t’ye goére iki kez

turetildiginde;

¢, [t)= %jzutt (x,t)sin(nTm(jdx

0

olur. Yukarida elde edilen son iki ifadeden we, =nsc/b oldusundan dolayi

C,+W’C,=0’dir. Bulunan bu diferansiyel denklemin kokleri kphaks

oldugundan genel ¢6zim;
C,(t)=a, codw,t)+hb, sin(w,t)

seklindedir. TekrarC_’'nin orijinal ifadesine geri danIUpu(x,O)= f(x) balangic
kosulu uygulandginda;

I\)

b
C —ju x,0 sm[ jdx
by b
b
= zj'f sm(n jdx
b b
olur. (2.33) ifadesinden dolayi;
C,(0)=A,
dir. Ayrica genel ¢coziumde= @azildginda;

c,(0)=a

n
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olmalidir. O halde son iki ifadedem=1,2,... igin;

a, = A,

oldugu bulunur. Dger yandanC, 'nin orijinal ifadesi t'ye gore bir kez turetilip,

u, (x,0)= g(x) balangic kgulu uygulandginda;

olur. Ayrica genel ¢dozumt'ye gore bir kez tdretilip, bulunan ifadede=0

yazildginda;

olmahdir. O halde son iki ifade ve (2.34)'dar=12 igin;

oldugu bulunur. Bu nedenleal, (2.30) denklemindeki gibi olmahdir. O zaman
desiskenlerine ayirma metodu ile elde edilebilir. Cozimikinci mertebeden surekli
turetilebilir olmasi 6zellikle fiziksel temele sghve sureksizliklerin ¢cézimde ya da
onun turevlerinde oldiu problemlerde gependen fazla bir keuldur. Bu bg&lamda
baslangic¢ sinir dger problemleri ve kismi turevli denklemlerin inceheesine kismi
tirevli denklemlerin geneligiriimis ¢6zimi kavrami girmgiir. Su ana kadar
anlatilanlarla genelgrilmis fonksiyon ve genelkgiriimis ¢cozimin sistematik bir
sekilde gelgtirilmesi mudmkin dgildir. Formal seri ¢Ozumlerinin  siklikla
genellatirilmis ¢ozimleri tanimlagh soylenebilir.



BOLUM 3. BIRINCi MERTEBEDEN ESiTSiZL iKLERE DAYALI
KESTIRIMLER

3.1. Giris

Bu bolim, verilen kismi turevli denklem’in bir ¢@miinin uygun bir Olgiim
fonksiyonu yardimiyla birinci mertebeden diferamsigitsizlik elde eden bazi basit
kismi tdrevli denklem problemleriyle ilgilidir. Buhan aitsizlik, problemin
baslangic kagullarina b&h olup, c¢6zimin bir o6lcim fonksiyonuna gore
yazilmaktadir. Burada amag, yontem bilimlerini (outloji) basit bir sekilde
incelemektir. Bunlardan ilki Neumann (ya daea) problemi icin “Hacimintegral

Metodu” diye adlandirilabilecek bir yontemdir.
3.2. Hacimintegral Metodu

Hacim integral metodu diye adlandirilan metot k@mnaKnowles ve Toupin’in
calismalarindan almstir; halbuki onlar mghur Saint-Venant elastik prensibini
dogrulayarak uzaysal azalim kestirimlerini elde aterdir. Hacim integral
metodunun ve elastisiteyle ilgili anlatilanlarinrgmk yeni referanslariyla birlikte
kapsamli argtirmasi, Horgan ve Knowles tarafindan yazilan maked bunun

Horgan tarafindan guncejl&ilmis halinde bulunabilir.

Bu bdlumde, ilk olarak metodun genel bir tanimi jeqaktir. Sonra metodun
dikdortgensel bir boélgede Neumann (ya dg&edi problemine nasil uygulargl
gosterilecektir. Bu problem, Knowles ve Toupin fardan dgunidlmi olan
probleme goére ¢ok daha basittir. Yine de bu, dddstibdlge icin daha genel bir sinir

deser probleminin gerekli karakteristiklerinden birkag sahip basit bir sinir ger
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problemi olarak gorulebilir. Konunun devaminda Rjmean-Lindel6f tipi azalim
kestirimlerinin yari sonsuz dikdortgensel bir alandasil elde edildi gosterilecektir.
Bu kabaca, bir élcimiun verilen bir Gstel fonksiyanddaha hizli ve asimptotik
olarak artmady biliniyorsa; o ¢6zimuin 6lcimi sonsuzagdo gidildikce Ustel
olarak azaliyor anlamina gelmektedir. Kutupsal Komatlar yardimiyla tanimlanan
benzer bolgeler icin de benzer analizlere ayricavgeilmistir. Bu paragrafta soz
edilen genel tip kestirimler Flavin, Knops ve Payaeafindan olgturulmus dogrusal
elastik kavramindan, Horgan ve Payne tarafindanstwiimus yari dgrusal
denklemin (elasge uygulanan) iceginden elde edilngtir. Son olarak, yari sonsuz
bir silindir icin difizyon problemi olan zamanaghabir probleme uyarlanabilecek

bir yéntem gosterilecektir.

3.2.1. Metodun tanimi

Burada Uc¢ boyutlu bir bolge dikkate alinmaktadmmi® C, yan yuzeyil', ve I'|
ayrik kisimlarindan okan U¢ boyutlu birV bolgesi ele alinsinSékil 3.1). x
desiskeni ile parametreleni asagidaki 6zellikleri mevcut olan ve kendi kendini

kesmeyer, ylzey ailesi var olsun.

Sekil 3.1.Smin C, yan yuzeyi [, ve [ ayrik kisimlarindan ofan ti¢ boyutlu bir bolge
(Flavin, Rionero 1996)
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(@) M,ve I'; sirasiylax = 0 ve x=L ye kagl gelenV'nin sdylendgi gibi sinirinin
parcalarini olgtursun. (Bununla birlikte dejenere durumda , bir noktaya dejenere

olabilir.)

(b) Her bir I', yuzeyi yan yuzeyle basit kapall bigre boyunca kessin. u'nun
(skaler veya vektorel) sadece kismi diferansiyelkteEmi veya denklemler sistemini

sgilayan bir yer fonksiyonu oldiu varsayilsin.
L(u)=0 ; Viuzerinde

b, verilen ve V'nin siirinin kalani (yaniC ve I ) tzerinde bir anlamda sifir

kosullarini sglayan bir fonksiyon olmak tzerénun;
B,(u) =b, ; [, Uzerinde

sifir olmayan sinir kaullarini s&layan bir fonksiyonu oldgu varsayillsinV, ; I,

I, ve C arasinda bulunan bdélgeyi (hacmi) gosterBifu), u'nun (veya turevlerinin)

negatif olmayan bir fonksiyonu olsun ve

F(x) = [Pu)dv

X

ile V, de ¢bzimun bir hacim integral Olgusunu tanimlandt#acim integral

metodunda amag, birinci mertebeden bir diferansyigdizlik ve buradan da’ e ve
F(0) veri terimine bgh bir st sinir elde etmektiE(0) igin verilere gore bir tst sinir

elde edilebilecgi anlssilir. h(x), ', kesitlerinin geometrisine 8 olmak tzere;
F'(X)+h(X)F(x) <0 (3.2)

seklinde bir diferansiyelgsizlik elde edilir. Bu gitsizlik;
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F(X) < F(0) ex;{—fh(x)dx} (3.2)

sonucunu verecejekilde kolayca integre edilebilir.

Hatirlatma 3.1. ', sinirinin timleyeni tzerinde sifir sinirskatlar tanimlanarak bir

metot verilmesine karik bu durum olmazsa olmaz bir §d degildir. Yani bolgenin
tum sinirlari Gzerinde sifirdan farkl gudlar da konabilir.

Bu genel yaklam uzay dgiskenine bgll oldugu gibi t zaman dgiskenine bgl
parabolik problemlere de uyarlanabilir. Sifirslaagic kgulu ve daha ©6nceden
bahsedilen sinir kallari ile birlikte zaman tirevi (ya da zaman tlesini) iceren
bir kismi tirevli denklem veya kismi turevli denklesisteminin ele aling
varsayllsinP ve Q negatif olmayan fonksiyonlau(ve u'nun tirevleri) olmak tzere

V., uzerinde ¢ozumdin bir dlgimgagidaki gibi tanimlanarak;

t

F(xt) = j j P(u)dVdr + j Q(u)dVv (3.3)

F(x,t) icin uygun bir diferansiyelgsizlik elde edilebilir. Daha 6nceden bahsedidi
gibi amacx ve F(0,t) ye bali olarakF(x,t) icin bir Gst sinir elde etmektir.

3.3. Neumann Problemi
Bu kisimda basit bir Neumann probleminin bir dikdéne nasil uygulangh
gosterilecektir. SabitleriL, h ve kartezyen koordinatlar(x,y) olan dikdortgen

biciminde bir bolge dgiintlmd olsun.

R=0<x<L ; O<y<h
D2u=0 ,  Ruzerinde 3@,)

denkleminin ¢6zimu;
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u,=0 ; y=0vey=h kenarlarl Gzerinde 34,)
u=>=0 ;  X=L kenarl Uzerinde 34,)
u, = f(y) ;X =0 kenari Uzerinde 34,)

sinir kasullarina bl olarak u(x,y) olsun. Divergence teoremi ve3g,) — (34,)

sinir kagullarinin bir sonucu olarak fonksiyonu icin keul;
h
j f(y)dy=0 84;)
0

olsun. Buradarnun keyfi bir sabit farkiyla belirlendi bilinmektedir. Problemin,

() Asagidaki cekim dgilimi ile indislenmg u(x,y)nin de xy diizleminin yerini aldi
dikdortgen bicimindeki dik kesite sahip elastik bisim icin antiplane bir problemin;
uygun bir kesme ile ger t¢ kenar bamsiz iken sifir sonucunu gayan vef(y) ile

orantili olanx =0 kenarina uygulanmasi,

(i) Is1 aksl belli bir kenarda sabitlenip gkr kenarlar izole edilirse homojen
izotropik (e yonli) bir dikdortgen icinde sabit sicakginin belirlenmesi,

gibi fiziksel yorumlar vardir.

Teorem 3.1.R,= Rn X >Z (Sekil 3.2) ve (3.4)’te belirlenen problemin ¢ozumi

olmak Uzere ¢6zumun hacim dl¢cimda;

F(2) = j (O,u)2dA (35,)

R,

seklinde tanimlansin. O zamé&ifz) asagidaki eitsizligi salar.

F(2) < F(0)exp2nz/h) (35,)
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y
) u y:O
/
7
i) Z| u=0
7
2 X
u y:o z L

Sekil 3.2.Sabitleri L, h kartezyen koordinatlar(x, y) olan ve (3.4)te belirtilen problemin tim

kosullarini sglayan sonlu bir dikdértgen (Flavin, Rionero 1996)

Ispat : Dikdortgeninx = z noktasindaki dik kesitil, ile gosterilsin. R ’de

uygulanan divergence teoremi garee;

j Fnds= j OFdA
R R,

olmalidir.F = 0,u ise;

d°u  0°u
0F = Dl.Dlu =a—2+—2 =A1U

X~ 0y
dir. (34,)'den;
Au=0
oldugu bilinmektedir. O halde;

[OFdA= [A,udA=0
R, R,

olur. Bu durumda;



Fnds= |0Ounds=0
prre]

olarak elde edilir. Yani;
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[ ©D(u,.u,)dy+ [ @O)(u,.u,)dy+ [ ©-D)(u,,u,)dy+ [(~10)(u,,u,)dy=0
S S 8 S,

dir. (34,) ve (34;)'tenu =0 veu, =0 olduklari kullanildginda;

| OD(u,.u,)dy= [u,dy= [ody=0
s s $
| @O, .u,)dy= [u,dy= [ody=0
S 3 $

j (0,-1)(u,,u,)dy = —juydy = —j0dy: 0
S S S

bulunur ki bu da;

J (10, ,u,)dy=-[u,dy=0
Sy S

olmasini gerektirir. O halde;

juxdy =0
rZ
ifadesi gerceklenir.

F(2)= jml(umlu)dA:“Dl(umlu)dydf

zTg

= [(uDu)nds

org

(3.6)
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= [u{u, v, Xon)ay + [ulu, u, Y0l

+ [uluou, Xoay+ Julu,u, -20)dy

—juuxdy

S,

- J'uuxdy (3.7)
r,
seklindedir. (35,)'den,

F(2) = j(m u)2dA= “(u +u?)dydé

zlg

dir. Bu ifadede her iki yanin tirevi alirgginda;

F'(2) = jja(“ ddf+()j(ui+u§)dy—(z)'j(uf+u§)dy

zTg r r,

= [(O,u)*dy (3.8)

.

oldugu aciktir. Herhangi bik sabiti icin;
F'(2) + 2kF(2) = —j[(mlu)2 + 2kuu, ]dy
I
=- I(uf +uj + 2kuu, )dy
I,
- j[(ux +ku)? +u? - k?u?]dy
I
<[ (u? -Kk°u?)dy (3.9)
r,

esitsizligi bulunur. Problemiru ¢ozimda bir ilave sabit yardimiyla belirlenmektedir
Sabit;
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j udy=0 (3.10)

o

ile ¢Ozulebilecek bicimde tanimlansin. (3.6) veL(3.durumundan,;

j udy=0 13)

olur. Poincare gtsizligi, 77°h™ Poincare sabiti olmak lizere;

jujdyz nzh’zj'uzdy (3.12)
r,

r,
seklindedir. (3.9)'a Poincarssiésizligi uygulandginda;
F'(2) + 2kF(2) < - [uZdy+k® [u’dy
r, r,
< —nzh‘zjuzdy+ kzj'uzdy
r, r,
=~(°h™ ~k?) [udy (3.13)
rZ
esitsizligi saglanir. k= 77h™ secilerek 6nce,
F'(2)+2mh™F(2)<0 (3.14)

diferansiyel eitsizligi elde edilir. Bu gitsizligin her iki yani exp(2zth™z )ile
carpildginda;

F'(2)exp@Rmh™z) + 2?77exp(277h‘l 2)F(2)<0

oldugu gorultr. Carpimin tirevi gete
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[exp(Znh‘lz)F(z)] <0
dir. Her iki yan[O, z] aralginda integre edilginde;

F(2) < F(O)exp(2th™2)
esitsizligi istenen sonucu verir. Bu ispati tamamlar. Yarzigd Ustel hizla sifira
gitmektedir. Geriye eldeki verilere goF€0) icin bir Ust sinirin belirlenmesi kalir. Bu
islem, aagida verilen teoremde ifade edilen bir standart asygnel prensip

uygulanarak elde edilebilir.

Teorem 3.2.vnin, R Uzerinde tanimli,

O,v=0 R Gzerinde 815))
v, = f ;[ ,Uzerinde
v, =0 ;[ Uzerinde
v, =0 ;y=0, y=h (315,)

kosullarini  sglayan keyfi, sirekli diferansiyellenebilir bir foskyon oldgu

varsayilsin. Bu durumda,;

jvszz j(Dlu)ZdAs F (0) (3.16)

esitsizligi elde edilir. Buradagtlik durumu v =[u olmasi ile sglanir.
Ispat : (3.16) gitsizligini ispatlayabilmek igin;

j v.O0,udA= j (O,u)2dA (3.17)
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oldugunu gdstermek gerekir. Bunun icin (3.4) ve (3.¥5)divergence teoremi

kullaniimalidir. Buradan;

Iv.Dlu dA= le(uv)dA: juvnds
Fuv,v,)(0,-Ddy + [u(v,, v, )(L0)dy+ [u(v;,v,)(0Ddy
S S $
+j.u(vl,v2)(—],0)dy

= j uv,dy + J' uv,dy + juvzdy— juvldy= - I ufdy
s s s $ S

bulunur. Dger yandan;

j(mlu)ZdAz J'Dl(uDlu)dA: j(umlu).nds

R R oR

Ejuuydy+ juuxdy+ quydy— quxdy
S S 5 $

ufdy

S,

dir. (*) ve (**)’dan,

[vOudA=[(0,u)*dA
R R

elde edilir. Burada Schwarzitsizligi uygulanip,

% %
j(mlu)sz: jv.mlu dA< UvszJ .U(Dlu)szJ

%
her iki yan (J'(Dlu)szJ ye boliindiiinde;
R

(*)

**)
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¥ A
U(Dlu)szJ < Uvsz]

bulunur. O halde;

j (0,u)?dA< j V2dA
R R

olur. Yani;

F(0) = j(mlu)szs jvsz

dir. ¢ i¢cin en uygun sec¢im varyasyonel metotlarla eldéire@oylece (35,)'deki

kestirimin nasil kesinkgirildi gi gorulebilir. &,
=1 , ¢&L)=20 (3.18)

kosullarini sglayan surekli turetilebilir bir fonksiyon olmak Uze
y
v, = F()EX) L v, = —{ [f (y)dy}f'(X) 3.19)
0

v vektoru icin iyi bir secimdir. Boylece35, )'deki kestirimin nasil elde edildi acik

olarak gosterilmy olur.

Hatirlatma 3.2. (34,) ve (34,) kosullari ve 6zellikle 34,) kosulu, normal turevi
sinir Uzerinde belirlenmi bir harmonik fonksiyonu bulma gibi daha genel bir
problemde sinir kallarinda yapilan bir d@siklik olarak dikkate alinabilir. Teorem
3.1'de sekillenen kestirim, yapilan d@esikliklere gore F(0) icin bir Gst sinir bulma

islemi, surekli bgmhlik kestirimi olarak dikkate alinabilir. Yani up x=0
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noktasindaki kiicuk desimlerin herx icin F(x)'de de kuguk dgisimlere yol agmasi
demektir.

Gergekten, Saint-Venant'in matematikle ilgili getelerin ygaandgl 19. yy'da
yasams oldugu distinuldigiinde, biri elastik problem olan, birgdiri de dinamik
sistemle ilgkili olan iki olgu arasindaki benzerlikten cikannscu tahmin etmekte

dikkate dger bir varsayim gedtirdigi goralur.
3.4. Phragmen-Lindel6f ve Dger Kestirimler

Phragmen-Lindelof tip kestirimleri incelerken bin dazirlik olarak (3.14)'e denk
fakat onun cikarngina alternatif bir yontem dikkate alinsin.saida (3.12)

ifadesinde gereken diizenlemeler yapilip,

ﬂzh‘zjuzdys J.uﬁdy
r r,

z

juzdy <h®m? J' uzdy
r, r,

JA b
[J'uzdyj < hn‘l{jujdy]

z

ve bulunan bu gsizlik (3.7) ifadesine Schwarzsigsizligi uygulandiktan sonra

yerine yazildginda;

%

¥
F(2) = —juuxdys (qudyJ (qudy}

oldugundan,

b b
F(2) < hﬂ’l[ j ujdy} [ j ufdy} (3.20)
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bulunur. (3.20)'de Cauchysisizligi ve (3.8) kullanilarak (3.14) alternatif bir
yontemle bir kez daha elde edikalur.

Burada hacim integral metodunun yari sonsuz (sadecec icgin bir 6n kaul

konmamasi ginda tim on kgullara sahip)0<x<o, 0<y<h dikdortgeni icin

nasil uygulandy gosterilecektir. Eer ¢cozimin sonsuzlukta tstel olarak daha hizh
artmadgi biliniyorsa, bu durumda ¢6zUre gore ustel hizla sifira gider. Busgebir
sonu¢ Phragmen-Lindeldf sonucu diye adlandiriium@gore ¢ozumun olgimd;

E(2) = —quxdy 321)

seklinde tanimlansin. Fakat genel olarak,

E(2) = [ (H,u)*dA (321,)

oldugu iddia edilemez. Cunkiy'nun sonsuzdaki davragibir on kestirim olarak
bilinmemektedir. Gercektenw'nun negatif olmadi bile iddia edilemez. Ama yine
de kaullari daha 6nceki gibi olsau(-» @in z » ) F(z) ile E(2) birbirinden

ayrilamazdi.d > Qgcin;

E(z+0) - E(2) =—j

uu, dy + J'uuxdy
r,

= [uu,dy- [uu,dy+[uu,dy
r, C

rz+5

=- j(uDlu).nds

0R(z,z+9)

z+J

=~ [ [0 (uDu)dyas

zré

z+0

== [ ][O dyds (3.22)

zTg



54

oldugu gorulir. Elde edilen busiikte her iki yan (]/5) ile carpilip d - 0 icin
limite gecildiginde;

. E(z+9)-E(2) _ 0
lim 5 lim = { L[(Dlu) dyd{J
oldugundan,

E'(2) = gg%l— j[ J (Dlu)Zddef]

z \T¢

bulunur. Ancak bu durumdg/0 belirsizligi ortaya ¢ikacgindan bir kez L'Hospital

uygulanarak,

E'(2) =lim-(z+9); | (O,u)*dy+lim(2); [ (O,u)*dy

rz+5

E'(2) =~[(0,)°dy (3.23)

I

elde edilir. (3.20)’deki argimanin tekrari,

b b
E(z)| < n‘lh(juidy] {J-ufdy] (3.24)

r, I,

esitsizligini verir. (3.24) ifadesinde, Cauchysitsizligi ile birlikte (3.23)’0n
kullanilmasiyla (3.14)'e benzer,

-E'(2) = 2mh™|E(2)| (3.25)

ifadesi bulunur. Daha sonfa(z)in pozitif ya da negatif olmasi durumu dikkate

alindginda;



55

E'(2) < -27hE(2) 326,
veya

~E'(2) 2 27h™(- E(2)) 826,)

oldugu goralir. Kabul edilsin kD< z, < aralginda - E(z) > 0 olacaksekilde bir
z, noktasi var olsun. Bu durumda hep z, igin (326,) ifadesinden—-E'(z,) >0
olur. O halde-E(z) artan olmahdir—E(z) artan ve—E(z) >0 ise z> z igin
- E(2) > 0’dir. Bu durumda @26, )'deki ssitsizlik gecerli olacaktir. Yani;

-E'(2)+2nh™E(2) =0
dir. Esitsizligin her iki yaniexg- 27zhz) ile carpildginda;
- E'(2) ex- 27th™'2) + 2770 E(2) expl- 2770 7'z) 2 0
olur. Bu da;
(— E(2) exd— 27Th_12))’ >0
demektir. Her iki yanlr{zi, z] aralginda integrali alingginda;
- E(2)exd-2nh*(z- z,)|= -E(z,) (3.27)

elde edilir. - E(z) >0 oldugundan (3.27) ifadesi gete — E(z) fonksiyonu en az

Ustel hizla sonsuza gitmektedir. Varsayilsin ki,

. -E(2
lim =0 3.28
Z-o0 exﬂZnh‘lzj ( )
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olsun. Bu da— E(z) en fazla Ustel hizla sifira gidiyor demektir. Buraumda elde
edilen celskiden dolayr — E(z) > Oolamaz. Bu cejkiye (326,) ssitsizligi kabul

edilerek dguldi. O halde E(z)= ©OImalidir ve boylece 826,) ssitsizligi

gecerlidir. (3.27) ifadesinin elde edihe benzesgekilde (326, )'den,

E(2) < E(0) exd- 277h™2) (3.29)

oldugu bulunur. Fakat burada da - «ic¢in E(z)'nin en fazla Ustel hizla sifira

gittigi gorular. Yani;

juuxdy -0
rz

dir. Teorem 3.1'deki 85,) ile (3.7) ifadeleri birbirine gt iken F(z) icin elde edilen
z ve F(0)'a bagl st sinir (3.29) ifadesi ile aynidir. Bu nederla kisimda
bahsedilen 821,) ile (321,) de birbirine sittir. (3.28)'deki asimptotik keul farkli
bir sekilde de ifade edilebilir. L'Hospital kurali (3.28adesine uygulanginda,

jim—— £ (2)
2~ 27th ™ expl27h™2)
ise

lim- E'(2) exp- 277h™'2) = 0 (3.30)

Z->

elde edilir. (3.30)'da (3.23) yerine yazgghda,

lim [exp(- 27th™z)(0,u)2dy =0 (3.31)

Z->

bulunur. Eger bu asimptotik kgul gecerli ise (3.29)s#sizligi de gecerlidir. Bu sonug

asaglda 6zetlenmektedir.



57

Teorem 3.3. (Phragmen Lindelof Tipi) 0<x<ow , 0<y<h olacaksekilde
yari sonsuz bir dikdortgende34,)-( 34, ) kaullar (3.10)'daki normallgme kgulu

ve (332,) asimptotik kgulunu sglayan klasik bir ¢bzinu olsun.

Z- 00

lim [exp- 2720 z)0,u)2dy =0 (332)

Bu durumda B21)) veya (321,)'de tanimlanmy E(z) buyuklisi,
E(2) < E(0) exd- 277h™2) 832,)
seklindeki azalim kestirimini sgar.

3.5. Bgri Sinirli Bolgeler

Sonlu veya yarl sonsuz dikdortgensel bolgeler ebde edilen genel yakjam, diger

geometrik bolgelere de uygulanabil{r., 8 dyizlem kutupsal koordinatlarir,,r, ve

a pozitif sabitler olmak Uzere;

seklinde tanimlanan bolge ele alinsifi,, r radyal koordinata sahip bdlgenin
kesitini , R ise bdlgeninr 'den kiclk olmayan radyal koordinath kismini gisin
(Sekil 3.3).

of =((@f)..(3f),)

oldugundan(f ). ve (Of ), hesaplanmalidir.
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df(r,H):g—];dH%dH

df(r,8)=Of ds @)
dir.

Sekil 3.3.T,, r radyal koordinata sahip bélgenin keslR, ise bolgeninr 'den kiiglik olmayan

radyal koordinatli kismi olmak Uzer@fﬁ) kutupsal koordinatlariyla  belirlergrsonlu bir
bdlge (Flavin, Rionero1996)

r yonunde bir dgisim dikkate alinsin. Bu durumdas = drn, olur.

df(r,@)=ﬂdr+ﬂd9=ﬂdr :(ﬂn,j(drn,)
or 08 or or

df(r,ﬁ):g—:n,ds (b)

bulunur. (a) ve (b)'den;

o
(Df )r - or

elde edilir. Simdi de 6 yonunde bir dgisim dikkate alinsin. Bu durumda da

ds=rdén, olur.

df(r,H):ﬂdHidH:ﬂdH: ing (rdéh,)
o 08 06 rog
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df(r,8) = % n,ds ()

bulunur. (a) ve (c)'den;

elde edilir. O halde;

or rod

o = (), 00 =( & 2]
seklindediru (r,6);

1
-1 — —
u, +r-u, +r—2u99 =Au=0

u=0 r=r, , 6=0, 6=a
uz0 r=r, (3.33)

probleminin klasik bir coziimii olsun. Olgtim fonksiyn

F(r) = —J'uurrde (3.34)

ile tanimlansin. (3.34)’e divergence teoremi uygdiginda;

F(r)= juu rdé = juu rdS= ju rdS= j(uDu)nrdS

ij(uDu)rdrdH jj DuDu+uAu)rdrd6

Py

= [ [(Ou)rdrde

jU
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= j j [uf +:—§errd8 (3.35)

R

ifadesi bulunur. Bulunan bu ifadede her iki yatiirevi alindginda;

iy 2
F'(r) = (I (uf +$—§er&10’}
rlg

olacaindan,

F'(r) = —j(uf + r‘zuj)rdﬁ (3)36

rr
elde edilir. Dgger taraftan (3.34)’e 6nce Schwagtsizligi daha sonra,

[urde<a?m?[ujde (3.37)
T I

Poincare gtsizliginin,

(rjuﬁrole}y2 < [%jr(!rzuﬁrdﬁJ%

r

seklinde diizenlenmgihali ( buradaa®7 Poincare sabitidir ) ve son olarak da

Cauchy eitsizligi uygulanip elde edilenler ile birlikte (3.36) dékkate alindginda;

F(r)|< —%(%jr 0

veya



61

|F(r)|+1(ﬁjr F'(r)<0
2\
bulunur. Bulunan busitsizlikte her iki yan éncdl/2)(a/7)r ile bélinup,

F(r) +z[gjr-l|p(r)| <0 (3.38)

sonrarz% ile garplllp,[ro,r] aralginda integre edilg@inde;
F(r)rz%’ < F(ro)roz%’

oldugu gorulir. Eitsizlik daha sade halde her iki yaﬁ%’ ile bolunerek,

e
F(r)< F(ro)[fj (3.39)

seklinde de yazilabilir.

Simdi r, - o iken bdlgenin sonsuza geladigi fakat sonsuzda bir 6n kol
olmadgl bununla birlikte de gier tim kagullarin sglandgl varsayilsin. Buradan
yola cikilarak Phragmen-Lindelof tipi bir sonug kéamabilir. F(r) buytklis

yeniden (3.34) ile tanimlanabilir. Fakat genel akamevcut keullar altinda (3.35)
ifadesi ¢ikarilamaz. Bununla birlikte daha onceugidgibi (3.36) ve (3.38) gecerli
olmay surdurdr. (3.38)s#sizliginde F(r) 'nin pozitif veya negatif olaga dikkate

alindginda;

F'(r) +2(£jr‘lF(r) <0 (d)
a

F'(r) +2[gjr"l(—F(r)) <0 (€)
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esitsizlikleri elde edilir. Simdi F(r,) <0 olacaksekilde 0<r, <e oldugu kabul

edilsin. Sonrasinda ise (e)'deki,
. T
F (rz) s 2(;) rle(rz)

esitsizliginden F'(r,) <0 olarak bulunur. O haldd=(r,) azalan olmalidir.F(r,)
azalan veF(r,)<0 iser, >r igin F(r) <0’dir. Bu durumda (e)'deki gtsizlik

gecerli olacaktir. Yani;

F'(r) < 2(”jr-1F(r)

a
veya

FFM} > Z(gj r{=-F()} (3.40)

dir. Esitsizligin her iki yanlr_z%’ ile garplllp,[rz,r] aralginda integre edilg@inde;
- F(r)r_z% > —F(rz)rz_z%
ifadesi bulunur. Ktsizligin daha sade hali her iki yanjz% ile bolunerek,

(13(22’ >-F(r,) (3.41)
r2

seklinde elde edilir- F(r)>0 ve - F(r,) > 0 olduzundan,

aeef ]

r
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yazilabilir. Bu da-F(r) en az(r/r,)”” polinomik hizla sonsuza gider demekir.

Kabul edilsin ki;
. —F(r) _
!I[ro]o 5~ =0 (3.42)
r a

olsun. Bu durumda da F(r) en fazlar e polinomik hizla sifira gitmektedir. O

halde -F(r)>0 olamaz. Bu cefkive —F(r,)>0 oldusu kabul edilerek
varildigindan dolay! buyartlar altinda (d) @tsizligi gecerli olmalidir. Sonuc olarak

F(r)=0'dir. (3.42) ifadesine L'Hospital kurali uygulamiinda;

olacaindan,
F(r) _
!lm—m =0 (343)

esitli gi bulunur. (3.43)’de (3.36) yerine yazifginda,

J'(uf + r’zuj)rde

1 rr —_
!'To r (ZHH)—l =0

elde edilir. Bu ifade biraz duzenlegdide,

r - o

T [z +r2uz)ae =0 (3.44)
rr

seklinde olur. Bdylece son asimptotik kb salanirsa, F(r)zO’dlr ve (3.41)

ifadesinin elde edgine benzersekilde (d)'den (3.39) azalim kural yeniden elde
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edilir. Ayrica, bu keullar altinda (3.35) ifadesi gecerli olacaktir. §one sonsuz
bdlgeler icin elde edilen sonuclagagidaki gibi 6zetlenebilir.

Teorem 3.4.r, sonlu olmak lzere ¢ozimunin pozitif bir dlgima §3.8e verilen

(3.33) problemi,

)7
F(r) < F(ro)[fj 345)

seklindeki azalim kuralini gtar. Ayni azalim kuralir, - « iken (r - o iken

u - 0 olmasi yerine)

limr 7k I (uf +r ‘Zu;)dé’ =0 (345,)

r—o
I

asimptotik kgulunun sglanmasi halinde de gecerlidir.
3.6. Balangi¢ Sinir Deger Problemi

Bu kisimda uzay dgskenlerine ilaveten zamana dagbaolan bir problem ele
alinacaktir. Ozel olarak, bir silindir icinde tadaman u denklemi icin balangic
deser problemi incelensinR; kesitleri parcali surekli kapali birgeyle sinirli bir
silindirin i¢i olsun. x;, X,, X, kartezyen koordinatlari , silindirin bir ucu onge
diger ucu x, =L noktasinda vex, eksenine paralel olacalekilde secilsin.l', ile
X, =z noktasindakiR’nin agik kesiti, oI, ile de buna kar gelen @risel sinir
gosterilsin. AyricaR’de sabit termal gegkenligi olan homojen izotropik 1si iletici

bulunsun veR'nin 1 simir 0°C de sabit tutulsun. Buna goére varsayilsin ki

u(x,t) = u(x,, x,, %,,t),

D%u-u, =0 ; Rx(0,) 846,)
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Is1 denklemini sglayan klasik bir c6zim olsun. Buradaki sinigldari,

u=f ; [, Uzerinde

u=0 ;[ Uzerinde 846,)
olup silindirin yan yluzeylerinde,

u=0 ;1 Uzerinde 846,)
dir ve balangic kaulu ise,

u(x,0)=0 ; XOR 846,)
seklindedir.

Teorem 3.5. R,, R sg silindirinin x, >z olan kismini godstermek Uzere;

(3.46)'daki balangi¢ sinir dger probleminin R, deki ¢6zimunun hacim integral

Olcimu olan,
t
jj Ou)’dAdr += '[usz :z20 , t=0 (3.47)
0R,
fonksiyonu,
E(z.t) < E(0,t)exd- 24, 2) (3.48)

uzaysal azalim kestirimini gkar. Buradad, sayisi,

D2p+Ap=0  ; T, lizerinde
¢=0 ;0, Uzerinde (3.49)

seklindeki 6z dger probleminin en kiguk 6z geridir.
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ispat : ilk olarak (3.47) ifadesindefCu)? = Ou.0u = O(udu) - uAu, ( 346,)'den

dolay! Au =u, ve uu, = %%uz olduklari dikkate alinginda;

E(z jDu dAdr += jusz
R

O'—r*
I

= j [[D(uDu) - usuldAdr +1 [u?dA
OR, 23

“D (uDu)dAdr - ”uqudr+ juZdA
OR,

t

“D (uDOu)dAdr- “%—uszdr+ jusz
OR,

® (2)

esitli gi elde edilir.(1) ifadesine divergence teoremi ugguaiginda;

[ Y S——

ID uCu dAdr jj uDu ndsdr
R,

00R,

Jt-J' (uOu ndydr+”(uDu).ndydr
S 0s,

0

-

+

[ ———

I ullu ndydr+” ulu ndydr
S

0S,
olarak bulunur. Burada346,) ve (346, ) kaullari dikkate alindiinda;

t

't”D(uDu)dAdr = J"[u u,,u,, u3 OO 1)dydr = —J'J'uusdydr
OR, 05,

olur. Diger yandan (2) ifadesi icin;
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2dt

=%Iu2(x,0)dA

RZ

bulunur. O halde bulunan byitikler yerlerine yazildginda;
i 1
E(zt)= ”uu3dydr +—ju2(x,0)dA
or, 2 R,
oldugu gorulur. Ayrica (3.47) ifadesi,

(Ou)? dyd&dr +—j juzdydf

Mg zI’g

t
zt:j
0

N ——y

seklinde yazilip her iki yanirz 'ye goére turevi alindiinda;
t
(zt)= H Ou)?dydr - —juzdy
or, r,
elde edilir. Herhangi bik sabiti i¢in (3.50) ve (3.51)'den,

E, + 2kE = —jj‘[(Du)2 + 2kuu3]dydr —%juzdy+ kjuz(x,O)dA
or, r, R,

—jj——uszdr +% Rzusz: —%iusz+% JF;UZ(X,O)dA+% J;usz
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(3.50)

(3.51)

(3.52)

esitli gi yazilabilir. Bu ifadenin s& yanindaki ilk terim (Dlu)2 =u/ +u’ oldusu

dikkate alinarak,

J-[(Du)2 + 2kuuy |dy = [ (us +ku)*dy+ H(Dlu)2 - k2u?|dy

Iz

(3.53)
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seklinde ifade edilebilir. Buradaj'(u3+ku)2dy20 olduzu aciktir. Kitligin
r

sazindaki diger terim igin,

I(Dlu)zdyz Aljuzdy (3.54)

I Iz

seklindeki Poincaregtsizliginden faydalanilarak;

H(Dlu)2 - kzuzldyz ()I1 - kz)juzdy

rZ

oldugu bulunur.k < \//1_1 icin,

J-[(Dlu)2 - kzuzjdyz 0

I

dir. Bu durumda

H(Du)2 + 2kuus]dy2 0

rZ

yani,

Jt' [Du +2ku%]dydr<0
0

z

=

dir. Elde edilen bu sonug ve(l/2) j u?dy< 0 oldusu (3.52)'de dikkate alinginda;

I,

E, + 2kE < k [u?(x.0)dA (3.55)
R,

esitsizligi saglanir. Esitsizligin her iki yani exr(Zkz) ile carpilip [O, z] aralginda
integre edildginde;
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E(z.t)exp(2k2) < E(0.t) + k| [ exp(2ké)u?(x0)dAde

OR:

olur. Esitsizligi biraz daha duzenlemek icin her iki tamfy:(Zkz) ile bolindiginde,

E(zt)< E(0,t)exp(- 2kz) + kf [exd2k(¢ - 2)]u?(x,0)dAdE (3.56)

0 R

L

ifadesi bulunur. Eitsizlikte bulunan integralde u®(x 0)dA = [ [u?(x0)dyda=u ve
ET

Ry 7

exd2k(¢ - z)|d& = dv secilip kismi integrasyon uygulargshda,

kf jedek(é — 7)|u?(x,0)dAd¢ = % juz(x,o)dA

OR;

_% i exp- 2kz)u?(x,0)dA

+= j [exd2k(é - 2)]u?(xO)dyds ()
OF
elde edilir.Simdi sg yandaki son iki terim icin gerekli dizenlemelepydiginda;

—exp( 2k2) j I exp(2ké)u?(x,0)dyds - j u?(x,0)dA

(U

< %exd— 2kz)j j exp(2k&)u? (x,0)dyde

0r,

- %j j exp[2K(£ - 2)]u? (x.0)dydé

oldugu gérilir. £ 1[0, z] oldusundanexy2k(& - z)| <1 dir ve boylece,
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—exp( 2k2) J' I exp(2ké)u?(x,0)dyds - j u?(x,0)dA

(R

< lj'juz(x,o)dydf
2 0rs
esitsizligi saglanir. O halde elde edilen bsitsizlik (***)’da kullanildi ginda,

kjjexp{Zk z)|u? (xO)dAdE< Iu x,0)dA+= ”u x,0)dyds

OR: or‘,

=~ [u?(x0)aa (3.57)

R

sonucuna varilir. (3.57), (3.56)'da uygulagidda,

E(zt)< E(0,t)ex- 2kz)+% [u?(x0)dA

R

olur. k = \//1_1 yazilip (346,) bsglangi¢ kagulu kullanildginda,

E(z,t) < E(O,t)exr(— 2\/)l_lz)

seklindeki (3.48) gtsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. BOylec846,)
baslangic kaulu dikkate alinarak (3.48) azalim kestirimi eldi#mis olur.

3.7. Basit Bir Lemma
ty dizlemindet =0 apsislil’, dogru parcasiyla ve sirasiyla,
y=y.(t), y=vy.(t)

ile tanimli C,, C_ egrileriyle sinirh bir R bdlgesi dikkate alinsir§ékil 3.4).
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Sekil 3.4.ty duzlemindet =0 apsisli[", dogru pargasiyla ve sirasiyM, (t), y_ (t) ile tanimli
C,, C_ egrileriyle sinirli bir bolge (Flavin, Rionero 1996)

Burada y+(t) ve y_(t), tek deerli surekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve
y.(t)>y_(t) dir. T,, t eksenine dik olacalksekilde erilerin arasinda kalan
bolgedeki dgru parcasini gostersing(t,y), C, ve C_ (izerinde sirasiyleE, (t),
E_(t) degerlerini alan ve bolge iizerinde ikinci mertebedérekli tirevleri olan bir
fonksiyon olsun.qp(u), u argumani ikinci mertebeden surekli ttrevlenebidir
fonksiyon olsun. Konunun ilerleyen kisimlarindanin tstiinde gosterilen nokta ya

da noktalaru argimanina gore turevleri gosterirken normal tigésterimit’'ye

gore tlirev anlamina gelecektir.

Lemma 3.1.Son iki paragrafta verilen tanimlamalar dikkateditinda,

F(t)= [, )dy 358)

ile verilen blayukluk (fonksiyon),

Fi(t)=-[ ., dy+{oE - (@, - o)y} 858,)



72

esitli gini saglar. Buradaki ] notasyonuC:, ve C_ egrilerinin sinirlari Gzerindeki ug

noktalardaki integrallerinin farkinin sembolik a&rgdsterilmesi anlamindadir.

Ispat : Leibnitz teoremi, siirekli diferansiyellenebilfr(t, y) fonksiyonu igin,
91t y)ay= [ fay+ 1]
dt r1 r1
oldugunu ifade eder. Bundan faydalanar&d&@,) ‘in tirevi alindginda,
1 d y ]
F(t) =af<ﬂ(wy)dy= [ow,ay+dy,)y] (3.59)
r r

elde edilir. Yukarida bulunan ifadedeki integralge=u ve ¢, dy=dv olarak

secilip kismi integrasyon uygulargginda,

F'(t)=-[ v, dy+ oy +ap,) (3.60)

bulunur. Buradaki sinir kolu,
wlt y(t) = E)
seklindedir. Her iki yanin tirevi alinginda,
Yoryp,y =E (3.61)

oldugu goralur.¢, =E'-¢,y' ssitli i (3.60)'da yerine yazilganda;

F(t) =] w0y +{oE - (g, - oy
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73

Problem 3.1.Lemma 3.1'i dikkate alaraksagidaki ifadeleri ispatlayinizC, ve C_

Uzerindey sabit olmak tzere,

@  F(x)=[w5dy

ise,

F(X)= [, -ww, )y
%

dir.
(b) g herhangi bir pozitif tamsay! olmak tzere,

F,(x) = [w}dy
M

ise,

F(x) = (2a-D w22 lpw, w0,y

M

dir.
Qu=y,v=-y, veyy, -y 4y, =a, olmak luzere,

F,(x) = quqdy
rX

ise,

Fa(x) = (20-1)fu*a,dy
M

dir. Buradan Holdersésizligi uygulanarak,

)
)< (26 —1)F:‘(%J{ J|ax|“dy}
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bulunur. Ayrica gitsizlik integre edildginde,

{F, () <{F, () +(2_ é]f{ !|ax|qdy}(%)dx

oldugu gorular.

COzum :

@  F()=[eidy

ifadesindep = olup ¢, = m secilirsep=m? dir. Boylece (358, )'den,
Fi(x)=-[awu,dy+{oy +dE -y, v )]
r)(

olmahdir.  Ancak C, ve C Uzerinde ¢  sabit oldgundan

{qoy' + (D(E —t//yy')}] =0’dir. Bu durumda,

F'(x)= _.[ 24,0y = _wawyydy_ wawyydy (a)

dir. Diger yandan jwywxydy integralinde ¢, =u ve ¢, dy=dv secilerek kismi
rX

integrasyon uygulanginda,

v dy=wp,]- [w,dy
Iy Iy

bulunur. YineC, ve C_ Uzerindey sabit oldlgundan(//yt//xj =0’dir. O halde,
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r{ Yy dy == j Y40y
olur. Elde edilen bu ifadéz)’da kullanildginda,
rj Wy~ )y

yazilabilir. Bu da ispati tamamlar.

(b)  Fy(x)= gy
M
ifadesindegp = (l/ly )2q olup ¢, =m segilirsep= m* dir. Boylece 858, ) den,
=-[owp,dy+ loy +dEe-u,y )
rX

olmahdir. Ancak C, ve C_ Uzerinde ¢  sabit oldgundan

{¢y’ +¢(E' —(//yy’)} =0’dir. Bu durumda,
Fo(x) = (20-1)[ - 2002w w,,dy
rX
= (29-1) [(~2a+ ;" wp,,dy- jwzq W, dy (8)
Iy
dir. Diger yandanj(— 2q +1)qu‘zt//xz//yydy: —j(//x(dl//jq‘l) integralindey, =u ve
rX rX
dy ;™ = dv segcilerek kismi integrasyon uygulagehda,

- j v, (ayzrt)= - 2]+ j Wy, dy
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bulunur. YineC, ve C_ lizerindey sabit oldlgundan—(//ijq‘l] =0’dir. O halde,

J’(_ 2q+1 EQ—ZwaWdy = _wa (dwsq—l) = J‘wsq—zwywxydy

rX

olur. Elde edilen bu ifadés)’da kullanilirsa,

Fa) = a-D] i W, ~ v, Jay

rX

yazilabilir. Bu da ispati tamamlar.

© F(x)= I u®idy
rX
isey W, ~¥.¥,, =a, olarak secgilmesinden dolay (fikkindan,

Fo(x) = (29-1)[u**?a,dy
rX
bulunur. Bu son ifadeye Hoéldesitsizligi uygulandglnda1 +§ =1 olmak Uzere,
(%) (%
=ead o] fal'o]
Iy Iy

(%)
= (2q _1)Fq1—(%4) {I|ax|q dy}

M

ifadesi elde edilir. Htsizligin her iki yani Fql_(%‘) ile bolunup, (Vq) ile
carpildginda,

[Fq(%JJ' (23 { r{|ax|qdy}(%J
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oldugu gorulir. Son olarak ifadenin her iki ya[m x] aralginda integre edilg@inde,

7, () <{F, (@) +(2_ é)f { J|ax|qdy}(%)dx

X

sonucuna varilir. Bu da ispati tamamlar.

I

Problem 3.2.Lemma 3.1'deg{u) = u?, y, >0 ve y_ < 0olsun. Bu durumda,
E'?
F'(t)<- Zjl/ftlﬂyydy+7
F

oldugunu ispatlayiniz. Ayricd =y, —y_ olmak tzere herhangi bir dUzgi'm(y,t)

fonksiyonu igin,
Y+ Y+ )
[&,ay= 173 [gdy-17(E])
y- y-

esitsizliginin sgslandgini gosteriniz.

. Y+ Y+

Ipucu: I@ydyz Tl ‘zjqujdy
y- y-

Cozim : ¢fu) =u? ise, = 2u ve ¢ = 2 olup (358, )'den,

F(t) =~ ., dy+{oE - (s, - o)y}

=2[ gy, dy+{2uE - (ug, -u?)y]]
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12
dir. Istenileni ispatlayabilmek igin{2uE'—(2u&//y—u2)y’}]sE—, esitsizliginin
y

bulunmasi gerekir. 858,)'den ¢{u) = u® ise u =y, dir. O halde,
{2 - (2uy, -0 )yl|={2y,E - (20w, -w} )y )=y, (2E -y,y )

E' -y,

!

bulunur. (3.61)'den dolayy,, = oldugsundan yukaridaki ifade,

(e e, -y e o, )= B2 o - v)

seklinde yazilabilir. Yine (3.61)'deg y' = E' -y, ise,

e -, -y} = £ e )

(£t e e
(E) ;'( I)T < Ey}

oldugu gorulir. Bu durumda,

F't)=- ijtwyydy+ {2uE’ - (ZU(,ZJy - uz)y’}]

Iy

E'?
< —zjwtwwdy+—,}
L y

esitsizligi saglanir. Bu da istenilendir.
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Diger yandanl =y, —y_ olmak Uzere dizgin biw(y,t) fonksiyonu icin ipucu

dikkate alinip,  gtsizligin saz yanindan pozitif olan 772 2(E])* ifadesi

cikarildginda,

+

@ dy = 1l 'ny;ajdy— 1 2(E])

e <

<

olur. O halde,
[gdy= 1 'Z{Iqafdy—l’l(E])z}
y- y-

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.



BOLUM 4. LINEER OLMAYAN SINIR KO SULLARI
ALTINDAK I DALGA DENKLEM 1 ICIN UZAYSAL DAVRANI S
KESTIRIMLERI

4.1. Giris

Bu kisimda lineer olmayan sinir kdu altindaki damping terimli dalga denklemini
iceren balangi¢c sinir dger probleminin bir ¢ozUmunin uzaysal bir davgani

incelenecektir.

Lineer sinir keullari altinda, lineer dalga denklemi icin Phragrh@mdelof tipi
teoremlerde gerekli olan gdici terimlerden bircok yazarin cginalarinda soz
edilmistir. Quintanilla, silindirik bolgeler icin de bunispat etmgtir. Parabolik ve
aykiri (pseudo) parabolik denklemlerin galalarinda elde edilen benzer sonuclar
damping terimli dinamik problemlerinde tanimlanapenbolik denklemler icin de
gecerlidir. Boylece ger benzer enerji integrali sinirli ise, o zamanugdzistel bir
azalim kestirimini sglar. Fakat lineer olmayan sinir ¢dlari altindaki lineer
denklemler icin ¢ozimlerin davranibirbirinden farkhdir. Bildgimiz kadariyla bu
ifade yalnizca makalelerin birkacinda lineer olmraganir kgullari altindaki eliptik

ya da parabolik tipteki lineer diferansiyel denklemgin ortaya ¢ikmaktadir.
4.2. Probleminifadesi

Buradaki amag, lineer olmayan sinirsitu altinda damping terimli lineer bir dalga

denklemi igin Phragmen-Lindelof tipi bir teorempéatlayabilmektir.

Yeterince diizgun sinirl2 0 R" bdlgesinin gagidaki formda oldgu kabul edilsin.
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Q={xOR":x, OR",X = (X, %, %,,) 0D, OR™
Her bir z>0 i¢in D, O R"™, D, yeterince diizgln sinirl bir bolge ve
0<m, <inf|D,|<supD,|<sm < ; [OzOR*

dir. Bglangi¢ sinir dger probleminin;

u, —Au+au, =0 . x0Q , toO(oT) (4.1)
u(x,0)=u,(x,0)=0 ;x0Q (4.2)
u(x' 0,t) = g(x,t) . x'0D,, tO(0T) (4.3)
%%+N®=o x0ds, , td(oT) (4.4)
: . e . 0u _ <. du
seklinde oldgu varsayilsin. Burada; pozitif bir sablt,E = ZVi.&, dis normal
i=1 i

tirev, A; R"de Laplace operatoril v8, :{XD R":x' 00D, ,z<X, < oo} dir. Q,
hacminin bir parcasdx, D, deki yuzey alaninin bir parcasiA, S, Uzerindeki
yuzey alaninin bir parcasii ve dD, Uzerindeki ytzey alaninin bir parcads’dir.

Devaminda gagidaki su notasyonlar kullanilacaktir.

QZ:Qm{xDR”:O<xn<z}

RZ:Qm{xDR“:z<xn<oo}
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Diger yandanf 'nin de gagidaki kasullar sa&ladigi kabul edilsin.

F(u)= [ f(£)dé> cuf u) ¢,>0 , DuOR (F,)

uf(u)= pu* :2p>1, y>0, DuDR (F.)

4.3. Cozumlericin Kestirimler

(4.1)-(4.4) probleminin gkar olmayan bir ¢ozimiiu ve g'(x,t):O olsun. (4.1)'in
her iki yani L,(Q, ) deki u, +£u ile garpilip integre edildinde;

J-(utt -Au+au, J(u, +£u)dx=0

Q,

(UtUn -u,.Au+au? + guu, —£uAu+ gauu, ).dx =0 ™*
Q,

elde edilir. Bulunan bu ifadedeki terimler ayri ayitegre edildginde;

J'u u, dx = J'ldu‘ — ( u), =

a
2 dt dt2 @)

=32,

oldugu gorulur. Dger yandan,

- Iut.Audx: —(I u, .Ouds— jDu.Dutde =- j guu dst+ jl d D:) dx
Q, 0Q, Q, 99,

0 (2)

olur. (1) igin;
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dir. Burada son terime (4.4)'de verileﬂ?= f(u) kosulu uygulanmgtir. (4.3)
v
kosulu ve g'(x,t) =0 kabuliinden dolayD,’da u, = 0’ dir. Ayrica (F,) kabuliinde

integral areti altinda tiirev alinginda, %F(u):utf(u) ifadesi elde edilir.

Bulunan bu dgerler yukaridaki gtlikte yerine yazildginda;

- .[ %utds=0—juxnutdA+%Jz- IF(u)dsdr]
90, D,

04D,
bulunur. (2) igin;

2
lﬂdlei(mu,ﬂu)g =££||DU”2
02 dt 2 dt < 2dt" e

dir. O halde(1) ve (2) igin bulunan sonuglar yerlerine yazgthda;

z

- é[ut Audx = _(Ut ) uxn )Dz +%_{[3£ﬂ F (U)d5d7 + %%”DU”ZZ (b)

esitli gi sgglanir. Kolayca goralur ki,

J'aufdx =a(u,,u, )QZ =au, ||; (c)
Q,
dir. Ayrica,

d d
J'guundx: If[a(uu[ )- uf}dx= af(uyut )gz —&]u, ”; (d)
Q, Q,
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olmalidir. - jguAudx integralinin sonucu igin, (b) ifadesini elde etrreekkullanilan

islemler benzesgekilde tekrar edildiinde;

- jsu.Audx = —g(u, u, )DZ + Ef juf (u)dsdy + £||Du||;z (e)
o,

04D,

ifadesi bulunur. Yine kolaylikla,

d €a d €a
(.o, =5Z2uf?

jgauutdx J'Zgaad—d A Gl (®

oldugu gorulur. Elde edilen (a)-(fslikleri (*)'da yerlerine yazildginda;

d|1l 1 £a
Sl + 2I0uE, +] [ Fla)dsdy+elau),, + 2l

00dDn

+la-e)ul;, +eoul;, +£JZ' [uf (u)dsdy ~(u,u, )Dz ~¢lu,u, )Dz =0 (G)

04D,

olur. (G) ifadesinin,(0,T) aralgl tizerindet’ye gore integrali alindiktan soni, )

kabult gergi coj J' uf (u)dsdy sj IF(u)dsdq esitsizligi uygulandginda;

0dD7 04D,

1
§||ut|| ||Du|| +cojjuf dsdq+£juqu+—||u||

00D,

(a- £I||u || dt+£j||Du|| dt+£” juf )dsdrpdt

0 00Dy

< ]' IUtan dAdt+ 5} juuxn dAdt (H)
0D, 0D
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elde edilir. £ 'lu Cauchy sitsizligi (u,u,), <e(u,u), +@4e)u,,u,), seklindedir.
Burada @eitsizligin  her iki yani bir £>0 sayisi ile carpilgnnda,
e(uu ), =-¢*ul; ~@W4)u; olur. Bu sitsizlik kullanilarak (H) sitsizliginin

sol yani daha da kugultilip,= a/2 segildiginde;

1
2wl + 1ol o] Jut(u)dsay

00Dnp

T z T T
%.([ ||ut||§2 +||Du||;z +j juf(u)dsdq dtsJ;(ut,uxn )DZ dt+gj;(u,uxn )Dz dt

00Dnp

bulunur. Ayrlca( ) kabulti gergince c, > 0 igin, ¢ I juf dsd7>0 dir. Bu

00Dnp
durumda yukaridakisésizligin sol yanindaki ilk ¢ terim pozitif olacaktir. alde
= (a/2) >0 icin;

.T([||u [ +“’uf dsdq} ]'(u U, ) dt+i(u,uxn)Dzdt

00D, 0

2'T
SE!

(ut,u ‘dt+T
0

uu, ‘dt(4 5)

dir. Artik (4.5) sitsizliginin sa tarafindaki iki terim icin Ust sinirlar elde ediidir.
Sa taraftaki ilk terim icin 6nce Schwarz \,(exn,uxn )D <|0ul’ esitsizlikleri daha

sonra da Cauchyisizligi uygulandginda;
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ol o

<[ [0, j%[}nmun dt]y

1t 2 1t
s§j||ut||2D dt+§j||Du||2Dz dt (4.6)
0 0

oldugu gorulir. Dger yandan (4.5)sétsizliginin sg tarafindaki ikinci terim icin de

Schwarz gitsizligi kullanildiginda;

ﬂ(u,uxn )Dz‘dt :JT'
0 0

I uu, dA’dt <
D,

ot—-

”UU
D,

4.7)

ifadesi elde edilir. Ayrica Poincarsitsizligi;

2
1
M, < [P quDA{I udA}

z D,

seklindedir. Buradad,; R™™" de Gradient operatériD,|; D, in alani veA, ise

z

Poincare sabitidir. Yukaridaki sisizlikte (a?+b?)? <a+b olduzu dikkate

i oo

bulunur. Son ifade (4.7x#sizligine uygulandiinda;

alindginda;

o,

1
b, s 7-IP.
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U, o, dt (4.8)

AR

seklinde (4.7)’nin satarafi blyutulebilir. Horgan ve Payr[uﬁ yardimiyla;

J'udA’ :‘%( [ xn'uds- .[x’.DludAJ
D, D, D,

<3 [l

oD,

X n'u|ds+% j|x’.D1u|dA
D,

I\Jll—‘

ssitsizligi yazilabilir. Bu ifadede sataraftaki ilk terim igin bir tst sinir bulunup

ikinci terime de Schwarzsgsizligi uygulandginda;

judA’<—WI |u|ds+_(j|x| dA]%uglufdAJ%

oldugu gorulir. Burada;

r2(Z)=maxtx|” . 1,=[]x]"dA
D,

I
Oe—y

olarak alindginda;

d _I’ Z
o

bulunur. p,q>0 igin 1+1:1 ve dD, nin yizey alaniL, olmak lzere Holder
P g

%
l, )
\/2—( JZ|D1U| dA] (4.9)

esitsizliginden;
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Yol e P (op
J'|u|dss{j|u|2pds} {“]j V(Zp-l)ds} ={J'|u|2pds} L, " (4.10)

aD,

elde edilir. (4.8) ifadesine dnce (4.9) sonra (¥&@sizlikleri uygulandginda,

u

><I’|

ot—y

dt
D,

1 1 4l e 1 r.(2) @Yy 2p Foo
uu, dAdt< + S (AT 7 L e S 2 B e S
J f{[ AL o, oy It

olur. Buradar, =max,r, (z), A, =min,A,, | =max, |, ve L =max, L, olmak

uzere;

<

1
+

L(2 p_% p y2 p
7 2ym,

M, =

secildginde;

u

Xn

, dt (4.11)

T J2p
Ijuu dAdt<j M, [|Bul +y‘2"M{ J‘|u|2pds}
0D, oD,

dir. Ayrica (F,) kabulii gergi 2p>1,y >0 ve OuRigin yj u[*ds< ju f (u)ds
oD, D,

dir. Bu sitsizlik (4.11) ifadesinde kullanil@inda;

T Jan
, Lju f (u)ds}

oldugu goralur. Yukaridaki gtsizligin sg tarafindaki ilk terime 6nce Schwarz sonra

dt

D,

u

Xn

}juuxndAdts MJ”Dl v
0D, 0

2

! <

< ||Du|| ifadeleri de

da Cauchy gtsizlikleri uygulanlp,HD

Z

dikkate alindginda son gtsizlik;
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u

Xn

T M T T }ép
[ Juu, dAdts< 7lj||mu||2Dz dt+ sz( juf(u)ds] _dt (4.12)
0D 0 :

X 0\ aD,

seklinde olmalidirSimdi (4.12) ifadesinin sayanindaki ikinci terim icin bir Gst sinir

elde edilsin. Kolayca gorular ki;

J2p % Hon) %pﬂ) (p+%p
{J'uf(u)ds} {jufﬂdA} = {juf(u)ds} {jufﬂdA}

dir. 4, pozitif keyfi bir sabit olmak tizer@ <r <1 icin Young sitsizligi [5],
c'd™ < rc,u+(1—r)d,u_%1") (4.13)
seklindedir. r ::I/(p +1) ., HU=DP (p+2) secildginde Young gitsizliginden;

Hon) % p+1)
{J'u f (u)ds} {jufﬂdA}

< N(p)j uf(u)ds+ N(p)jufﬂdA

D,

P
elde edilir. BuradaN(p):[],/(p+1)]p/(p+1) dir. Bulunan bu stsizligin her iki
yanlnln(p+1)/2p yinci kuvveti alindginda;

ol

bulunur. (4.12) ifadesinin igcine (4.14) ifadesi yd&inda;

D, D,

% s
J-ufndA} S{N(p){j uf(u)ds+ .[uindA}} (4.14)
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dt

0| oD,

}(m%p

T M T ) T )
I(U'an )DZ dt < 71I||Du||D dt+M 2N1(p)j{ j uf(u)ds+ juxndA
0 0 D,

esitsizligi saglanir. BuradaN, (p) = [N(p)](p+%p dir. C pozitif bir sabit olmak tizere,

yukaridaki gitsizlikte s& tarafta bulunan ikinci terimdeki integrale Holder

esitsizligi uygulandginda,;

T T
J;(u,uxn ), dts “"7 £||Du||éz dit

(p+1)

+MZCN1(|O)H [ uf(u)dsdt+] : dt} ! (4.15)

an

yazilabilir. (H) saitsizliginin sg3 yanina elde edilen (4.6) ve (4.15) ifadeleri
uygulandginda;

1 1 e
2+ 20 +eo] [ ot (lasor+e fuuar 21l
QZ

00D,
T T Tz
+a=e)fu, dt+ef[oul; dt+ef| fuf(u)dsddt
0 0 0 00D,

D,

M.£ ¢
€ flf?
0

1] 2 17 2
<21l a2 10wl
0 0

(4.16)

T T (p+%P
+MZC£N1(p){[ [uf(u)dsdt+| | ufndAdt}

0 oD, 0D,

esitsizligi saglanir. & bir pozitif parametre olmak Uze||aut| > -(1/20)u? - (6/2)u?

seklindeki &'l Cauchy agitsiligi (4.16)'da kullanilip veu? s|Du|2 oldugu da
dikkate alindginda;
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=

T T Tz
+(a—£)j||ut||iz dt+£j||Du||;z dt+£”
0 0 00

£
2Juls, + 210l +a.] [ ut(dson+( 25 - Z ol

00D,

j u f (u)dsdydt
D

a

1T 1T M T
< [l oo, ae M o o
0 0 0

04D

}(m%p

+M,CeN, ( {Huf dsdt+jj|mu| dAdt

esitsizligi bulunur. (1/a) < d < (I/£) olmak (izere, sonsisizlikte terimlerin bir kism

ihmal edildginde;

(a- ej||u|| dt+ej||mu|| dt+gj”uf u)dsdydt

0 00D,

17 17 M
< 2ot ot 2 [luf? ats ™2 floy o
0 0 0

2
+M,CeN,( {J-.[uf dsdt+j||mu|| dt}

0 oD

ifadesi yazilabilir. Burada = a/2 segilip, gitsizligin sa yanina gereken eklemeler

yapildginda;

T ) T ) Tz
[lus, dt+ [Pl de+ [
0 0 00

j u f (u)dsdydt
D

0

1 P a T T
< 5{]”% ||é dt +(M1§ +1]J'||Du||éz dt +j J'u f (u)dsdt}
0 0

04D,

(p+1)
T T 2p
uf (u)dsdt+ [[Ou]; dt+ [fu; dt} (4.17)
0 0

+M ZCaNl(p){]'

D,
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olur. Eger;

T T Tz
E(z) = J‘||ut ||f2 dt + J'||Du||f2 dt + ” ju f (u)dsdydt (**)
0 0 0 00D

D,

olarak tanimlanirsa;

T T T
E'(2)=[fu dt+[ou]] de+[ Juf(u)dsdt (%)
0 0

04D,

olmahdir. O haldeM, ve a pozitif sayilari dikkate alindinda (4.17) gtsizligi

icin bir Ust sinir;
ele)=[ "5+ JE @) mcan, (e @] @.18)

seklindedir.

Lemma 4.1. ¢ fonksiyonug(0)=0, limy(r) =+ olacaksekilde monoton artan

bir fonksiyon olsun. O zamar(r) >0 igin z(r)<yw(Z(r)) esitsizligi saslaniyorsa

r>0igin 7 - o iken z(r) - o dr.

(@) Eger r=2r, , m>1 ve bazi c’ler igin (//(r)scrm ise
liminf 7 ™™ Y2(r)> 0 drr.

(b) Eger 727, ve bazic'ler igin ¢(r)<cr ise liminf Z(z)exd-z/c)>0

dir.

Simdi (4.18) ifadesinin gatarafi w(r) fonksiyonu olarak tanimlansin. Bu durumda

(p+1)
w(r)=cr+c,r "2 formunda olacaktir.r = E'(2) icin ¢(r)=w(E'(2) dir. O
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zamanz//(r) fonksiyonu (4.18)’dent//(0)=0 ve Iimz//(r):+oo kosullarini sglar.

Ayrica Z(r)=E(z) ise ¢(Z(r))=¢(E'(z)) olmaldir. (*)dan z(r)>0 igin

(4.18)'den z(r) < ¢(Z(r)) bulunur. (***)'dan 7 >0 igin 7 - o iken z(r) -~ o dir.

O halde ¢(r) fonksiyonu Lemma 4.1'de tanimlanan fonksiyonun tkegullarini

sazlamaktadir. Boylecesagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 4.1. (4.1)-(4.4) probleminin g@kar olmayan bir ¢6zUmiu olsun.

g'(xt)=0, tO[o,T] dir. f(u), (F,) ve (F,) sartlarini sglamaktadir. O zaman

asagldaki ssitsizlikler elde edilebilir.

(@) liminf zPYEPIE(Z) >0

Z-> 0

(b) liminf E(z)exp(——j >0

Z-> 0

olur. Burada;
2+M.a
= 2a1 +M ,CaN, (p)
dir.
Ispat :

1
—<p<l
5 Y

CEPp

(a) m=(p+1)/2p segilirse(1/2) < p<1 igin 1< m<(3/2) olacazindanm> 1dir. O

halder = 7,, m>1 ve bazic’ler i¢in;

(p+1) (p+1)
w(r)=cr+c,r " <cr " +C,T

oldugundanc, +c, =c ise;

w(r)<cr™

(p+1)

(p+1)
*=(c,+c,)r e
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dir. Yani 7 = E'(z) segildginde;

y(E @)= dEQ)"

olur. Lemma 4.1 geggnce z(r)>0 icin z(r)<y(Z(r)) saslandgindan z(r) = E(2)
ise E(z)<y¢(E'(2) yazilabilir. O halde;

E(z)<y(E'(2)) = [E()]"

bulunur. Bu durumdamn >1 ise;

E(z)< [E'(2)]"
E'n(2) < c/mE'(2)

< E(JE(2)= [E(‘%n%l(z)}' m

(m-1)

elde edilir.d = [(m-1)/mlc ™ segildginde,

S[E(m_%‘(z)},

dir. Esitsizligin her iki yani [O,z] aralginda integrallenip gerekli dizenlemeler

yapildginda;
(dz+ " (o )j”/"”‘l <E(2)

oldugu gorulur. Her iki yaninz — oo icin limiti alindiginda;
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lim inf z_%“‘l)E(z) >0

Z-

dir. m=(p+1)/2p ise -my(m-1)=-(p+1)/(1- p) olur. O zaman;

liminf z PYEPE(Z) >0 %< p<1

Z->

bulunur ki bu da ispati tamamlar.

(b) m= (p +1)/2p segilirsel< p icin 0<m<1 olur. O halder >, ve bazic’ler

icin;

w(r)= c1r+czr(p+%p <cr+c,r=(c +c,)r
oldugundanc, +c, =c ise;

w(r)<cr
dir. Yani 7 = E'(z) secildginde;

w(E(2)<cE(2)

olur. Lemma 4.1 geggnce z(7)> 0 igin z(r)<y(Z(r)) salandgindan z(7) = E(2)
ise E(z)<y(E'(2)) yazilabilir. O halde;

bulunur. Bu durumda;

E(z)< cE'(2)
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elde edilir. kitsizligin her iki yanlexr(— z/c) ile carpildginda;

exp(- z/c)E(z) < cexg- z/c)E'(2)
0< cex- z/c)E'(2) - exp- Z/c)E(2)
0< exp- z/c)E'(z) - c* exp- z/c)E(2)

0<[E(z)exd- 7/c)]

dir. Devaminda gtsizligin her iki yani [O,z] aralginda integrallenip gerekli

duzenlemeler yapildinda;
E(z)exp- z/c)-E(0)2 0

esitsizligi yazilabilir. Her iki yaninz - oo icin limiti alindiginda;
Izifrlinf E(z)exp{—éj >0 1<p

bulunur ki bu da ispati tamamlar. (4.18)'irgsanindan;

c, = M,CaN,(p)
oldugu gorilir. Bu durumda, +c, =c ise;

L.2+Ma

2a + M 2caNl(p)

olarak elde edilir.
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Teorem 4.2.t0(0,T), xJ0Q, %+ f(u)=0ve x, = 0igin u(x,t)=g,(xt) veya

%(x,t):gz(x,t) kosullarinin her ikisine de ki olan (4.1) denklemi dikkate
v

alinsin. Eer, E(+ oo) enerji integrali sinirli isesagidaki tahmin gecerli olacaktir.

T T
lim exy:(az)[j”ut ||i dt + j||Du||i dt) =0 (4.19)
Lo )Pl =2 :

Ispat : Teorem 4.1’in ispatinda olgu gibi,
(2= el e, ez 255+ 22 T, e 3l o
tiR, R,
0 0
esitsizligi bulanabilir. Boylece fonksiyon;
i~ P 2 P 2
E(z)=(a- g)J'||ut |, dt+ £J'||Du||RZ dt
0 0

olmalidir ve
E(z) < —aE’(z) (4.20)

esitsizligi saglanir. Burada;

N

_ { 1 1+ g(1+/10)} . {
@ = max , ve £ <min{a,
2(a-¢) 2

1
)ZAO

dir. Bu nedenle (4.20)’den dolayi (4.19) ifadesicgé&lenir.



BOLUM 5. HIPERBOLIK ISI DENKLEM i iCiN UZAYSAL BiR
AZALIM KEST iRiMi

5.1. Giris

Gecen otuz yil icinde birgok makalede kismi difesigal denklemlerin birkag tipi
icin uzaysal azalim kestirimleri Gizerine galalar yapilng fakat bunlarin ¢cok azinda
problemler Gzerine olan catnalara yer verilmtir. Burada denklemin bu tard igin
Flavin, Knops ve Payne tarafindan hazirlanolan makale ve Flavin ve Knops’'un
calismalari hakkinda yorumlar yapilacaktir. Hem dgediyandan elastik tzerine
yakin zamanda yapilmiolan bir calyma da dikkate alinmaktadir. Birgcok yazar
eliptik ve parabolik problemler icin elde edilennzer uzaysal azalim kestirimlerini
kabul etmezler, elastik dalga yayillmasi tanimimpehbolik problemler icin kabul
ederler. Bu ¢cajmada damping terimli dinamik problemlerin hiperkotienklemler
icin tanimlanmasi ispat edilmeye gdhcaktir. Elde edilen sonuclar parabolik ve
aykiri (pseudo) parabolik denklemlerin gaialarinda elde edilen sonuglara

benzerdir. Gergekten;
pu+nu=Au, (5.1)

denklemi ile bir bglangi¢ sinir dger probleminin ¢oztumleri Gzerinde tanimlanan bir

fonksiyonelin uzaysal bir azalim kestiriminden dige akla gelir. Buradap ve 7

iki pozitif sayidir. (5.1) denklemi, Green ve Lawesafindan hazirlanan makale veya
Muller'in izotropik ve homojen bir kati Gzerindel igayilliminin nasil olabileggni
inceledgi calsmalarinda ortaya ciktir. Boylece (5.1) denkleminin, lineer
olmayan 1si iletim denklemi ve parabolik lineer igtim denklemi icin uzaysal

azalim Kkestirimlerinin incelenmesi adina yapilanzibgalsmalardan ayrild
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gOrulmistar. (5.1) denkleminin ¢ézumleri igcin uzaysal azakestirimleri Flavin ve

Knops'un calgmalarinda elde edilntir. Ayrica Rauch, Cox ve Zuazua'nin
makalelerinde, sinirli bélgeler icin (5.1) denklaemic¢dzumlerinin Ustel olarak sifira
yaklastiginin ispati gosterilmektedir. Lindsay ve Straughaeer olmayan hiperbolik
Is1 iletim denklemi icin dalga yayillimlarina gahiglardir. Bir bgka acidan elde
edilen sonuglar (5.1) denklemi icin Phragmen-Lifiébi teoremlere benzetilebilir.

Burada vurgulanmak istenen, kesit alan kicultgldzaman elde edilen hiperbolik
denklemlerden daha hizli olgiw bilinen Laplace denklemi igin enerji azalmasi
kestiriminde bulunulagadir. Boylece, parabolik 1si denklemi icin yapilkestirim

hiperbolik 1s1 denklemi icin yapilan kestirimderhdahizli olacaktir.

BaziI makaleler diilk frekansli olan sonuclari ¢ginayr amacliyorken, bu catnada
denkleme ramen ortaya ¢ikan fikirler icin sonuclarda gecianksiyon kullanilarak

bu tir makalelerden faydalaniimaktadir.

Metot, homojen olmayan birinci mertebeden bir difesiyel gitsizligin ¢alsilmasi

tzerine kurulmstur.

Asagida bahsedilen ikinci kisimda temel tanim ve natardan s6z edilmekte ve
ayrica iki lemma ispatlanmaktadir. Bu lemmalar sgaiinin temel sonucunun ifade
ve ispatinin yapilga yerde yani Gg¢unci kisimda kullaniimakta, bunumusonda ise
uzaysal bir azalim kestirimi elde edilmektedir. Solarak cagmadaki doérdincu
kisimda ise yari lineer dalga denklemlerinin bmfsiicin metot ve sonuclarin bazi

olasi tanimlamalari yapilmaktadir.

5.2. On Hazirliklar

Bu calsmada bilinen toplama ve tirev alma uygulamalarin@alalaniimaktadir.
Yunan alt indisleri (2,3) dgerlerini aliyorken, Latin alt indisleri (1,2,3) gerlerini
alir. Ayrica tekrarl alt indisler tzerinde toplasz konusudur ve virgilden sonra
gelen terimler buna kar gelen kartezyen koordinatina gore kismi difergsigii

ifade eder. Zamana gore kismi diferansiyeli goseédrmicin Ust nokta
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kullaniimaktadir.OJ, alsildigl gibi uzaysal gradient operatoriinu & ifadesi ise

uzaysal divergence operatériini temsil eder.

B, yari sonsuz bir silindirin i¢ bélgesi ve silinigirsonlu ucu da orijin Ustinde olsun.
Tum x, 20 igin D(x ), iki boyutlu dik kesit igindeki bir bélgeyi ve banbenzer
olarak D(O), X,X, duzlemi iginde kalan bolgeyi temsil etsin. Varsaw ki,
aD(x,)'in dik kesitinin bir siniri divergence teoreminillanmaya miisait olacak
sekilde secilm§ olsun. B(zZz) ifadesi z<x <7 igin x=(x,X,,x,)0B

noktalarinin alt kimesini ifade eder.
Problemle ilgili olarak (5.1) denklemi tarafindamnis kosullart;

u=0 oD(x)x[0T) , =20 , T>0
u=f(x,,x,t) :D(0)x[0,T) (5.2)

seklinde tanimlanir. Buradd (xz,x3,t), belirlenmi bir fonksiyondur ve bgangic

kosullarr;
u(x,0) = u°(x) xOB
u(x,0)=v°(x) ;x0OB (5.3)

dir. Ayrica balangi¢ kagullarinin,

[RO(X)dv<eo (5.4)

B

ifadesini sglayacaksekilde secilmg oldugu varsayilsin. Burada,;

R(x) = (,ouovo+%u°u°j+%(u,?u,i°+pv°v°) (5.5)
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dir. Ayrica (5.1), (5.2), (5.3) BRngi¢ sinir dger probleminin ¢ézimleri tGzerinde
bir fonksiyon tanimlansin. Bu fonksiyon c¢o6zumler eiiade bir olguimdur.
Cozumlerin asimptotik davrag hakkinda ayrintili bilgiye Gc¢tnci kisimda yer

verilmistir.

Ik olarak gagidaki sitlikler ifade edilsin.u, (5.1) denkleminin bir ¢c6zimi olmak

tzere, Uu = u,, olarak digunuldisiinde;
0.(udu) = Ou.0u +u.0(0u) = u,, u,, +u.Au

bulunur. (5.1) denklemi dikkate alinip yukaridaitlkte yerine yazildginda;

0(udu) = u,, u,, +puti +7uu

seklinde olur. ui :%(uu)—u2 ve uu =%%u2 olduklarindan son ifadede yerlerine

yazilip, gitli gin her iki yani [0,t,] araliginda integre edilg@inde;

S

t t
J'D.(uDu)dt = (u,i u, —puz)dt + puul +%u2 — pu®V° —%uouO

0

t, 20 (5.6)

o

elde edilir. Buradat = Ganindaki bglangic kagullarindan faydalaniingtir. Benzer

. oo 1d o, . _1d , i

islemler tekrar edilip, ui==—u“ ve u,u,==—u, ssitlikleri dikkate
2 dt 2 dt

alindginda;

tjZD.(uDu)dt :nqudH%(u,i u,i+pu2)—%(u,i°u,?+,ov°v°) t, =20 (5.7)

0

ifadesi gergeklenir A, =77/(1+ p) olmak uizere;
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to
F(xto) = [O](u+A,u)0u]dt xOB , 0<t,<T (5.8)

0
seklinde tanimlansin.

Lemma 5.1. F fonksiyonu;

Yo,
2(1+ p)

to
F(x.t,)= /1OJ'(u,i u,i+,ouz)dt+ u? +%u,i u,-R°(x) ;0<t,<T
0

esitsizligini sgglar.

Ispat : Elde edilen (5.6) ve (5.7) ifadeleri (5.8)'de lamilip, gerekli diizenlemeler
yapildginda;

t
Fxto)= [lholus u,=pu)+ e+ 2 pu + pAua+ 220y
0
1 n 1
+=u,; U, =A,| pu®v° +—u°u°j—— u, u,+pvov°
2 i i O(p 2 2( i i p )
olarak bulunur. Tim pozitiE sabitleri icin bu ifadede yer alan birkag terim;

2
1 ., AN . 1 ) n 1 2.2)42
—pu‘+ pA.ul+——u- ==| peu u| +=\p—-p°€u
P T P 2 2|7 (1+ p)e 2(p P )

+ n {1—[82(1+p)]_1}u2

seklinde yazilabilir. Burada52=(1+,o)_1 secilirse, gtligin sg yanindaki ilk

terimin pozitif olmasindan faydalanarak;

1 ., A o P .2
= pu‘® + pA,uu + us = u 5.9
2,0 PAg > 2(1"',0) (5.9)



103

esitsizligi elde edilir. Dger taraftan yineF(x,tO)’ln acihminda yer alan bazi terimler

icin;

— 12 12 = L _ )
Aoty u, - pu2)+ 70 Aou,iu.i+(1+p)[f7(1+p) nplu

= 2, U, +0?) (5.10)

esitlikleri gecerlidir. O halde son olaral{:(x,to)’da, elde edilen (5.9) ve (5.10)

ifadeleri ile daha dnceden bilinen (5.5) ifadesil&uldiginda, istenilen g@tsizlik

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Asagida homojen olmayan birinci mertebeden adi bir rdifisiyel gitsizligin
¢6zUmlerinin asimptotik davrapnitzerine bazi yorumlarin yapilageir lemma’dan
s6z edilecektir. Bu lemma gelecek kisimda problein(tel) denkleminin ¢éziamleri

icin uzaysal azalim kestirimlerinin sonuclandi@smda kullanilacaktir.

Lemma 5.2.W(t) ve R(t);

IZi[r(l]g R(t)exr{— Jt-w’l(x)dx}dt =0 (5.11)

0

olacak sekilde negatif yonde olmayan bir gl tzerinde tanimlanan iki pozitif

fonksiyon veG(t)JC' olsun. AyricaG(t) fonksiyonu;

G< W[£G+ R}
dt

- G(t)exr{—j'w’l(x)dx} ~0 (5.12)

t-oo
0

ifadelerini sglayacaksekilde secilmg olsun. O zaman;
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lim supG(t) <

t-oo

dir.

ispat : ilk olarak R, (t) fonksiyonu:

R()=R(, ex;{[w dx}ex{jw dx}j'R(x)ex;{—Jx'w‘l(E)df}dx

to to 0

olarak digunulstn. Buradaséli gin her iki yaninin tirevi alinginda;

+ exp{j- w (x)dx}%j R(x) exr{— £ w(£)dé }dx (*)

ifadesi elde edilir. Oier yandan,;

%exp [w?(x)dx | = vv(it) ex [ w™ (x)dx

%exp {W’l (x)dx | = ﬁ exg !W_l (x)dx

dﬂj ex;{—f )df}dx R(t ex;{— Jw( df}

esitlikleri saglanir. Burada Leibniz kurali uygulangtr. Bulunan dgerler (*)’'da
yerlerine yazilip, gitli gin her iki yaniw(t) ile garpildginda;
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I RO=R o |

to

; ex;{j W (x)dxﬁ R(x) ex;{— fur (E)df}dx+ wf)R()

0 0

olur. O halde;
WR= Wi R -R
dt
dir. Ayrica (5.12)'nin ilk kgulu,
d
Gsw—G+wR
dt
oldugundanwR degeri yerine yazildiinda;
d
G+Rlswa(G+R1) t2t,2 0
esitsizligi bulunur. BuradaG(t,) >0 olacaksekilde bir t,"in varligi kabul edilsin.

t
Yukaridaki sitsizligin her iki yani exp{—jw‘l(x)dx} ile carpilip,[t,.t] aralginda

to

integrallendginde;

G+R)t)=(G+ Rl)(to)ex;{j W_l(X)dXZI t>t,

to

elde edilir. Bu gitsizlik gerektgi gibi diizenlendiinde;

o) exp{j'w‘l(x)dxHG(to)—j- R(x)exp{—iw‘l(f)df}dx} 2t ()

to to
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sonucuna varilir. Burada big’in varliginda gitsizligin s& tarafindaki ikinci ¢arpan

icin;

G(t,) > j R(x)ex;{— Jx‘w‘l(f)df}dx

to 0
olursa, kabul gegs;

G(t)>0

olacagindan,

st)> ex;{j-w‘l (x)dx}

to

olmahdir. Ancak, (5.12) asimptotik kolu;
t
G(t)< ex;{j w (x)dx}
0

olmasini gerektirgiinden celski ortaya c¢ikar. O halde bdyle bit, yoktur. Bu

ylzden;

G(t)sTR(x)ex;{—Jx'w‘l(E)df}dx t20 (9

t 0

esitsizligi saglanir. O zaman (**)’'daki ikinci carpan ya sifir yda negatiftir. Bu

durumda;

G(t)<0
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dir. (**)'dan;

G(t)< ex;{j W"l(x)dx}

to

elde edilir. Bu da (5.12) asimptotik §dunu sglar. (5.11)'den,

jim R(x)exr{—]x-w’l(f)df}dx= 0

t-oo
0

oldugu goralur. Son olarak (***) gtsizliginin her iki yaninint - c igin limiti

alinip, elde edilen son ifadede de kullargidda;

lim supG(t) < 0

t-oo

bulunur. Bu da ispati tamamlar.
5.3. Bir Azalim Teoremi

Bu kisimda (5.1), (5.2) ve (5.3) tarafindan tanmata problemin ¢6zimleri icin
uzaysal bir azalim kestirimi ifade edilecektir. Aoa kesit alan tzerinde,

to
G(zty)=[ [u,,(u+A,u)dadt z20 , t,>0 (5.13)
0

D(z)

fonksiyonu tanimlansin. (5.2) kalu gerei, silindirin yan yizeyindeu= 0

olmasindan,

ty to
~G(zt)+G(z+ht))=~[ [ u, (u+Au)dadt+ [ [u,, (u+Au)dadt

0D(z2) 0 D(z+h)
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esitligi yazilabilir. D(z)'te Ou.n= _g_u =-u, ve D(z+h)'da Oun =g—u =u,
X

X

oldugundan;

-G(zt,)+G(z+ht,)= ] [ (u+ /10u)(Du.n)dadt+tj2 [ (u+ Au)(Oun)dadt

0D(2) 0 D(z+h)

S

[ (u+ A u)(Oun)dadt

9B(z,z+h)

O —3"

elde edilir. Divergence teoremi géie

“6(zt,)+Glz+nt) = [ [(a+Au)Oun)dadt

0 0B(z,z+h)

)
=[ [o](@+2,u)0u]dvat
0 B(z,z+h)

to
oldugu gériliir. F(xt,)= [O[(u+A,u)0u]dt oldugundan bu ifade sonsidikte
0

kullanildiginda;

G(z+ht,)=6G(zt,)+ J.F(x,to)dv h>0 , t,>0 (5.14)

B(z,z+h)

sonucuna varilir. (5.14) ifadesi diizenletidde;

z+h

G(z+ht,)-G(zt,)= j J(-;:(x,to)dadf

esitli gi yazilabilir. Bu ifadedeki her iki taraf/h ile ¢arpihp h - 0igin limite
gecildiginde;
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ifadesi elde edilir. Ancak buradaiti gin sg3 yanindaki terim i¢in0/0 belirsizligi

s6z konusudur. Bu durumda bu terime bir kez L’Hta@jurali uygulandiinda;

0
EG(Z’to)

I
—
m
—
x
—
o
N—
Q.
Q

bulunur. (5.13) ifadesi,

G(z,to):] | u,1Udadt+th [ u,y 4 udadt
0

D(z) 0D(z)

S

seklinde yazilip, terimlere ayri ayri SchwagtsizIligi uygulandginda,;

t % % %
|G(z,to)|sj (J'u,lu,ldaJ [qudaJ +/]O( qudaj dt
D(z) D(z

0 |\ p(2) )

ssitsizligi saglanir. Yukaridaki ifade,

b % b b
u,lu,ldaj [J'uzda] +[ju,1u,1daj [/lg juzdaJ dt
D(2) D(2) D(2)

0 |\ D(2)

ozt < (J

© (2)

seklinde dUzenIenip,<1>, \/5_1 sabiti ile bolunup, carpildiktan sonra bu terime

Cauchy eitsizligi uygulanir ve yapllanlaf2> 'de bir \/5_2 sabiti icin tekrarlanirsa;
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0 D(z)

et < {3+ 5] vonter [ woarEE o

olur. Devaminda bu sésizligin sa& yanindaki son terim icin Poincargitsizligi
uygulandginda;

to

(5 +e, )j I ululdadt+£1jju2dadt
0

0D(z) D(z)

G(z.t,)

I\JIH

N

to
+Ra™( EZJ- j (u,,u,,+u,, u,;)dadt
0D(2)

dir. a7*(z), homojen Dirichlet sinir kailuyla D(z)'deki Laplace operatoriiniin sifir

olmayan ilk 6z dgeridir ancak burada Poincare sabiti olarak kultastir. Simdi

g =&,pla(z) vee, = )l;%a%(z)[h a(z)p‘l)l(f]y2 olarak alinsinA, = 1gin;

|G(z,t0)|s%[/10a‘l 2)+ Ao ‘1]%/1 J' j(u u,, +p0° )dadt

0D(2)

oldugu  goraliar.  Bulunan  bu sésizlige lemma 5.1  uygulanip,

I F(x,to)da=%G(z,t0) oldusu da dikkate alinganda;
D(2)

G(z.t,) < [/1 pt+Aa™ ]%%G(z,to)
+ o+ 207 (@) [RO(x)da (5.15)
elde edilir. Faber-Krahns#sizligi;

a(z)z mj2 A™(2) (5.16)
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seklindedir. Buradaj,, J, Bessel fonksiyonunun en kuguk pozitif sifir \k(z)

D(z)'de bir bolgedir. (5.16)gtsizligi (5.15) sitsizligine uygulandiinda;

G(zt,) < w 2(2)%G(z,t0)+w *(2) [R°(x)da

Glzt,)<w 2(2)%G(z,t0)+w *(2) [R°(x)da
veya

~G(zt,) < w? (z)%G(z,t0)+W *(2) [R°(x)da (5.17)

D(z2)

olmahdir. Cozumler tzerindaagidaki asimptotik keul kadar,
lim G(z,to)ex;{—jw_y2 (r)dr} =0 (5.18)
- 00 o

(5.4) balangic kaulunun da sglandig varsayilirsa, bu asimptotik kal (5.17)'deki
ilk esitsizlikle birlikte lemma 5.2'yi gergekler. O halde

lim supG(z,t,)< 0 (5.19)

Z- 0

dir. Simdi (5.17)'deki ikinci aitsizlik dikkate alinip, gtsizligin her iki yani

exp{j w_}/2 (r)dr} ile carpilip ve son olara[qo, z] aralginda integrallengiinde,

0
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—G(z,to)ex;{i o (r)dr} 3 —G(zo,to)exr{]:w% t )dr}

]

esitsizligi saslanir. Daha sonra sesizligin her iki yani exp{—jw%(r)dr} ile

0

carpildginda,0< z, < z igin;

6(at,)< -G(zo,to)ex;{- Jz-w%(r)dr}
+ex —jw% (r)drﬁexpﬁw% (r)dr}{ Z[RO (x)dade1 (5.20)
0 7 0 D(x)
bulunur. z+h =2z, +h =2 olarak diunulirse, (5.14)'den;

-G(zt,) = J.!:(x,to)dv—G(z* ,to)

[v2)
—
N
N
-

-G(z,.t,) = J.F(x,to)dv—G(z* ,to)

B(z0.7)

esitlikleri gecerli olacaktir. Bulunan bu silikler (5.20)’'de kullanildginda,

0<z,<2<7 igim;

| Floto)dvs G(z*,t0)+! J'F(x,to)dv—G(z*,to)]ex{_fw%(r)dr}

2.2 %

. ex;{—]jw% (r)drEexrﬁw% (r)olr}[D (j:O (x)da} dx, (5.21)

esitsizligi elde edilir. Boylece s@gidaki dnerme ispatlanabilir.
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Onerme 5.1.(5.18) asimptotik ksulunu sglayan (5.1), (5.2), (5.3) bngic¢ sinir
deser probleminin bir ¢bzimiu olsun. Varsayilsin ki gangi¢c kaullari (5.4)'t

saglayacaksekilde verilmi olsun. O zaman (5.21) tahmini ti@x z, < z< Z' igin

salanir.

G(z*,to)zo olacaksekilde z° >0 olmasi halinde, tin0< z, < z<z (5.21)den

asagldaki kestirim elde edilir:

+ex;{—]§w_y2(r)drﬁexp jw% Lj R(x da}dxl (5.22)

Not : Eger bglangic¢ kagullari tzerindeki (5.4) kaulu,

lim Eum )da]exr{— jwy2 dr}dxl 0 (5.23)

seklinde yumuyatilirsa (5.21) ve (5.22) yine elde edilebilir.

Simdi varsayilsin ki;

TW_% (r)dr =~ (5.24)

ve

lim w2 (2) IRO (x)da=0 (5.25)

e D(2)

olsun. O zaman (5.24) kabulinden,
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z _}/ z X _}/ 00

lim exr{—jw 2(r)dr}jex jw 2(r)dr [fRO(x)da dx =—

oo 0 Z 0 D(x) ©
belirsizligi ortaya ¢ikar. Bu durumda bir kez L’'Hospital kuraygulanarak,

lim ex —'EW_% (r)drEex;{Iw% (r)dr}{D ([jo(x)da] dx, =limw’2(2) [ R°(x)da

o o o(2)

oldugu goraltr. Bu da (5.25) kabull ggre

z z X
lim exr{—jw%(r)dr}Iexr{jw%(r)dr}( J'Ro(x)da} dx =0
e 0 Z 0 D(x)
olmasi demektir. Yukaridaki ifade dikkate alinafék?0) aitsizliginde z — o igin
limite gecildiginde,

lim-G(zt,)<0

Z- 0

esitsizligi elde edilir. Bu eitsizlikle birlikte (5.19) aitsizligi de g6z oOnunde
bulunduruldgunda,;

limG(z,t,)=0

olarak bulunur. Boylecesagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.1.(5.18) asimptotik kgulunu sglayan (5.1), (5.2), (5.3) bkangi¢ sinir
deser probleminin bir ¢ozimiu olsun. Eer silindirde bglangi¢c kaullari (5.4) ve

(5.25)’i sglar ve bu kaullarla birlikte (5.24) te sdanirsa tiing, < z< o igin;
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j {/7]( u,i+,ouz)dt+§u|2+(1+_2/")u,i u,i}dv

zoo

<@+ p){ (j R° (x)dv{ (j F(x,to)dv} ex;{— fw% (r )dr}

z,) 29,) z

rexg - :[W_% (r )drﬁex;ﬁw% (r )dr}[D (LI)?O (x)da}dxl} (5.26)

Z
kestirimi elde edilir.

Ispat : Eger silindirde balangi¢ kaullar (5.4) ve (5.25)i sglar ve bu kgullarla
birlikte (5.24) te sglanirsa bu durumda&(e,t,)=0 olmasi gerekir. Onerme 5.1

dikkate alindginda yine ayni kgullar altinda G(z*,to)=0’d|r. O halde 2 =

olarak digiiniilirse,G(e,t,) = 0 kosulu altinda (5.22) ifadesi,

X, t, X, vex—w}/2
L rhioe] Jretafo- e

o]

seklinde yazilabilir. Dger taraftan lemma 5.1 geiace A, :/7/(1+ ,0) olup, n ve
p pozitif sabitlerdir. Lemma 5.1'de verilensitsizligin her iki yani (1+ p) ile

carpilip, B(z,oo) Uzerinde integrallenginde;

O

B(z,®)

<(1+ p)L( j . R(x)dv+ [ F(x,to)dv}

B(z,w)
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esitsizligi  salanir. Bulunan bu @tsizligin sgg yanindaki son terime (i)

uygulandginda timz, < z< o igin;

B(,L)l:,?t,(ij(u’i i +,0U2)dt+§u2 + (1';,0)u'i U,i:ldV

<(1+ p){ R° (x)dv{ J'F(x,to)dv}exr{— JZ'W_y2 (r)dr}

B(2o,) 2

l

)
o] o

oldugu gorultr. Bu da ispati tamamlar.

B(

(5.2) sinir kaullart;

u=0 p(z )x[0,T)
kosulunda birlatirildi gi zaman metotlar, yari sonsuz bir silindir igin geklenen
teorem 5.1'in ispatinda uygulanip ayni zamanda risirsilindirler igin de
uyarlanabilir. D(z*) silindirin diger yuzeyidir. Ber dik kesitlerin alani pozitif biC
sabiti igin;

A(z)<CZ? z=2 0
esitsizligini saglarsa, basit bir hesaplamayla;

A2 (2)= c 72z

olur. Burada gtsizligin her iki yanl[O,t] aralginda integre edilg@inde;
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t _ ot .
J'A%(z)dzzc yzj'ldz:C %2 InZ;
0 0 z
dir. Her iki taraftant — o i¢in limite gecildginde;

jim [ A72(z)dz> ¢ % lim im In(t - )

tawo £50too

TA% (2)dz=C 2 limlim L > oo

E-0too
° &

T A2 (z)dz= oo

0

elde edilir ki bu da (5.24) kalu sa&laniyor demektir. (5.24) lgollundaki w
fonksiyonu pozitif bir fonksiyondur veA(z) de dik kesitlerin alanini temsil

ettiginden yine pozitif bir fonksiyon olacaktiSimdi (5.25) kaulu herhangi bir

zamanda,

lim z [R*(x)da=0
T ol

esitli gini saglasin. Birgok dier yeterli kgullar (5.24) ve (5.25)'i sgar. Ornegin
sicaklik igin, balangig kaullar u(x,0)=u’(x)=0 ve u(x,0)=v°(x) =0 oldusunda

R°(x) = 0 olacaindan (5.26)'daz’ = o alinarak, tiimz, < z< z* igin;

J. l:’?t'f(uii Uai+puz)dt+§l]2 + (1"‘2,0)u’i u,i:ldv
B(z,z*) 0

<(1+ p){ (J' If(x,to)dv] exp{— Jéw_y2 (r)dr}

Bl\zy,z Z

oldugu bulunur.
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5.4. Yari Lineer Dalga Denklemleriigin Bir Genisleme

Bu bolimde lineer olmayan damping terimli hiperkatienklemlerin sonuclari ve

onceki metotlarin bazi olasi ggleimeleri incelenecektir. Yari lineer dalga denklgmi
ti+g(u)=Au, (5.27)

formunda dgunulstiin. Burada,g lineer olmayan bir fonksiyondur. Bazi yeni
makalelerde yari lineer dalga denklemleri icin temsp azalma kestirimleri

incelenmgtir. Simdi g fonksiyonununc, ve c, pozitif sabitleri icin;

g(s)s2cd’ ., als)=c,ld (5.28)

esitsizliklerini sasladigl varsayilsinislem kalabakindan kurtulmak icin problemin
ifadesi biraz daha basigrilsin. (5.2) sinir kgullari ve (5.27) denklemi tarafindan

tanimlanan problem icin klangic kagullari,
u(x,0)=0 , u(x,0)=0 xOB (5.29)

olsun. Varsayilsin ki, dik kesit tiim, > 0 icin sabit olsun veD ile gosterilsinIkinci

kisimda (5.6) ve (5.7) ifadelerini elde etmektel&mllan uygulamalar tekrar edilip

uli :i(uu)—uz, u, U, :liu,f ve uti = =942 itadeleri de dikkate alinginda,
dt 2 dt 2 dt

(5.29) balangic kaullari ile birlikte,

to to
J'D.(u.Du)dt =uu+ j(u,i u,, +ug(u) - uu)dt
0

0

O — 5"

to
0 (a.0u)dt :%(u,i u, +00)+ [ g(a)uct
0

esitlikleri bulunur. Uclincii kisimdakiG fonksiyonunun tanimlagma benzer

sekilde,



119

to
H(zt,)=] [u,, (u+Au)dadt 220 , t,>0
0

D(z2)

fonksiyonu tanimlansin. Buradaki, pozitif sabiti daha sonradan belirlenecektir.
5.3'teki G(z,to) fonksiyonu icin uygulananslemler bir A, pozitif sabiti varlginda

H(zt,) Uzerinde bire bir tekrar edilghde;

H(z+ht)=H(zt)+ | tjOD.[(u+/11u)Du]o|to|v 'h>0,t,>0 (5.30)

B(z,z+h) 0

esitli gi elde edilir. Yine 5.3'te gosterildi gibi bu ifadenin de dgrudan diferansiyeli

alindginda;

to
% H (Z’to) = J- J-D[(U + A:LU)DU]dtda
D(z) 0

bulunur.Simdi A, a%(o) den kiigiik bir pozitif say olarak alinsiz(0), 5.3'teki
gibi homojen sinir kgullarina sahipD bolgesindeki Laplace operatdrinin sifir
olmayan ilk 6z dgeridir. Ayrica D bblgesindekia(o)'la baglantili olarak (5.16)

kestirimi dikkate alinsin. [@er yandan yukaridaki ifade;

% H(zt)= | {]: 0(u.0u)dt + /]1]: D.(u.Du)dt}da

D(z)

seklinde yazilabilir. Kitligin saindaki terimlerin yukarida elde edilgniolan
esitlikleri yerlerine yazildginda;

9 1 . NN (Y .
EH (z.t,)= DJ('Z){)Iluu +§(u,i u,, +UU)+J;[)|1(UH u,, +ug(u) - uu) + g(u)u]dt}da (i)

oldugu gorulur. Dger yandan;
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olur. Buradaa *(0), Poincare sabitidir. O halde;

2 -1 "2
j A1UUdaZ j (— Alaz (O)uui u!i_u?Jda

ssitsizligi elde edilir. Bu durumda;

2,1 .2 .2
j |:/]luu += 1 (U'. u,, +uu)j|da> I |:_ /]10' (O)u,i u,; _U_ .|.£u'i u,, +U_ da
b(2) 2 2 2

esitsizligi  saglanir. A, a%(o) den kiclk bir pozitif sayl oldundan
0< A2a*(0) <1 dir ve béylecel - #’a™(0) > 0 ssitsizligi gegerlidir. O zaman;

j {)Iluu +1(u,i u,, +uu)}da2 0
(2 2

olmahdir. Bu son gtsizlik (ii)’de kullanildiginda;

%H(z,to)z j tJg[/1l(u,iu,i+ug( ) - ua) + g(u)udtda (5.31)

D(z) 0
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bulunur. (5.28)deki ikinci gitsizlik yardimiyla elde edilenug(u)< c,|ullu

esitsizliginin her iki yani D(z)’te integrallenip ve ardindan Schwarzitsizligi

uygulandginda;

%
J'uzdaJ

D(z

[ ug(u)das CZ(J uzda]%(

2)

oldugu goralar. Ayrica bulunan bu sonitsizlige tim £ >0 i¢in Cauchy gitizli gi

uygulandginda;

elde edilir. Son olarak yukaridaksitsizligin sg yanindaki ilk terim igin Poincare

esitsizligi kullanildiginda;

CZ
) 2£a(0)

[ uju,da+™2" [u’da (5.32)

D(z) D(z)

sonucuna varilr. (5.32k#sizligi geresi;

to
c C,&
1)dtda> -—2 iUy H ——2= |u?® |dtda i
j IUQ(U) I _([|:( 280'(0)]UIUI [ 2 ju :| ( )
yazilabilir. Diger taraftan (5.28)'deki ilk gtsizlikten;

i glu)udtda= c, touzdtda (iv)
ot

D(z

bulunabilir. (iii) ve (iv) ifadeleri (5.31)'de yegtine yazildginda;
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esitsizligi sgglanir. £ > >0 olursa;

2;?0)

C, - /1(1+ 2j>,[>’2>0

esitsizlikleri gecerlidir. Bu durumda her iki sgsizlik icin de ortak bir

W:min(/ll,Bl,,Bz)>O sayisi bulunabilir. Son olaralw sayisi dikkate alindinda

(V) ssitsizligi;

S

t
: (zt,)=w I(u,iu,i+u2)dtda ;220 , 0<t,<T (5.33)
0

D(z

seklinde olur. Yine 5.3'te (5.13) ifadesine uygulangchwarz, Cauchy ve Poincare

esitsizlikleri bire bir H(z,to) ifadesine uygulanips, ve &, sabitleri de ayni

secildiginde;
|H (Zt [,1 a” At "1]}é T I(u,i u,i+,0l]2)dadt
0D(z)

oldugu gorulur. Devaminda da 5.3'te yapilanlardan hatekeaber-Krahn gtsizligi
kullanilip, w(z) fonksiyonu w(z) = (1/4) 22{ 1,20 + A,(A(2)/ j2)} olarak dikkate

alindginda,
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to

H(z.t,) < w 2(z)'[

(u,; u,, +pu?)dadt (5.34)
)

D(z

esitsizligi bulunur. (5.33)’ten,

t
j (u,iu,i+uz)dtdaSW‘liH(z,t0) ;220 , 0<t,<T
D(z) 0 0z

S

dir. (5.34)'de 6zel olarakpo =1 secilip, yukaridaki ifade (5.34)’e uygulagcda;
H(zt,) sw™w 2(z)aiH(z,to) ;220 , 0<t,<T (5.35)
z

seklinde olcum fonksiyonuna goére yazigmbirinci mertebeden bir diferansiyel
esitsizlik elde edilir. Buradan hareketle (5.29)slamgic kagullari, (5.2) sinir
kosullari ve (5.27) denklemi tarafindan belirlenentgemin ¢coztmleri icin uzaysal

ustel bir azalim sonucuna varilabilir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calsmada; dalga denklemi, 1s1 denklemi, hiperbolik denklemi ve bir takim
calismalarda ortaya cikmiolan bazi denklemler icin tanimlanan hacim integra
Olcimuniun asimptotik davraghari, farkli sinir veya bgangic sinir keullari altinda
hangi tar artim ya da azalim 6zellikleri gostgrdiurgulanmgtir. Parabolik ve aykiri
parabolik denklemlerin ¢gimalarinda elde edilen benzer sonuclarin dampinglier
dinamik problemleriyle tanimlanan hiperbolik denkler icin de gecerli oldiu

gOzlemlenmytir.

Bu sunum kaynani; Flavin, Knops, Horgan, Payne, Knowles, Touguintanilla,
Dennemeyer, Rionero, Celebi ve Kalantarov gibi dinerarastirmacilarin
eserlerinden almtir. Bu argtirmacilarin birlikte ya da tek kaa hazirladiklan
eserlerin ayrintilarina sunum icerisinde yer vegtn Sunumda; Neumann
problemi, 1s1 denklemi, hiperbolik 1sI denkleminder dalga denklemi veya vyari
lineer dalga denklemini iceren gf@angi¢ sinir dger problemlerinin incelenmesinden
sonra bazi 0zel kallar altinda Phragmen-Lindel6f tipi sonuclarasulaistir.

Calismanin geneline bakilginda, lineer sinir kallari altinda incelenen Neumann
problemi ya da bdangic sinir dger problemlerinde azalim kestirimleri elde
edilirken, lineer olmayan sinir kallari altinda incelenen Bangi¢c sinir dger
probleminde birbirinden farkli davragar sergileyen artirrm kestirimleri ortaya
konmutur. Yine calsmanin genelinde problemlerde uygsekilde tanimlannyi bir
Olcim fonksiyonunun Uzerinden kestirimler elde iekkin lineer olmayan sinir
kosullari altinda incelenen problemde ¢ozimler Gzesmbir kestirim elde edilmj
sonrasinda bu elde edilen kestirimden hareketl@lpiim fonksiyonu tanimlanmi
ve diger bolimlerde de oldw gibi bazi asimptotik kullar altinda Phragmen-
Lindelof tipi bir sonuca varingtir. Ugiincu, dordincii ve kieci bolumler de
birbirinden farkli basamaklar takip edilgmolsa da kullanilan yéntem hacim integral
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metodudur ve amag, problemin o6lcim fonksiyonuna eg@mzilmg birinci
mertebeden bir diferansiyekitsizlik elde edip, buradan da bir artim ya da emal
kestirimine ulaabilmektir. Dier bolumlerden farkh olarak Uc¢tnct bolimde
incelenen bdlgenin farkl yapisina gore 6lcim fayesunun Gstel veya polinomik
azalm ozellikleri gosterdi ortaya konmstur. Uciincu, dordincu ve iaci
kisimlarda yari sonsuz bolgeler Uzerinde sg&len bir asimptotik kgul konmadgi
zaman artirnm kestirimleri elde edilgtir. Kisaca ikinci bélimde bir telin hareketi
go6zlemlenirken, tg¢incu, dordincl vesibei bolimlerde birbirinden farkli kallar
altinda birbirinden farkli denklemleri iceren bnibden farkli bdlgeler tzerinde
birbirinden farkli problemlerin ¢6zUmleri ya da ¢oalerinin (ya da tdrevlerinin)
negatif olmayan bir fonksiyonunu iceren 6lcim fagkau Uzerinden artirim veya

azalim kestirimleri elde edilrtir.

Bu calsmada bazi kismi diferansiyel denklemler tarafindarbirinden farkli
baslangic ve sinir kaillari altinda tanimlanan problemler incelegtini Bu
problemler dikkate alinarak daha farkli denklemiex kasullar altinda bgka
problemlerin ¢6zimlerinin veya uyguyekilde tanimlanngi 6lctim fonksiyonlarinin
davranglari incelenebilir. Dordinct bolimde yer verfdgibi lineer olmayan sinir
kosullari altinda da problemler tanimlanip davséan aragtirilabilir. Besinci
bolumde vyari lineer dalga denklemlerinin bir sini¢in kullanilan metot ve
sonuclarin bazi olasi gsl@melerine dginilmis, bu kisim tanimlanan 6lcim
fonksiyonuna gore yazilmibirinci mertebeden bir diferansiyekiesizligin elde
edilmesiyle tamamlanrgtir. Buradan hareketle daha farkl yontemler yarglianyari
lineer dalga denklemlerini iceren problemlerin g@€ri ya da olcim fonksiyonlari

icin azalim kestirimleri elde edilebilir.
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