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OZET

Anahtar kelimeler: Harmonik Salinici, Deforme Bozon Cebiri, Newton Salinicisi,
Fibonacci Salinicisi, Hopf cebiri, Kuantum Matris Grubu, R-Matrisi

Bu calismada iki deformasyon parametresi iceren bir bozon cebiri gdz oniine aldik.

Bu cebirin homojen olmayan kuantum simetri grubunu bulduk. Elde ettigimiz
kuantum matris grubu i¢in R-matrisini yazdik.
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THE INHOMOGENEOUS QUANTUM INVARIANCE GROUP
OF THE TWO PARAMETER DEFORMED BOSON ALGEBRA

SUMMARY

Key Words: Harmonic Oscillator, Deformed Boson Algebra, Newton Oscillator,
Fibonacci Oscillator, Hopf Algebra, Quantum Matrix Group, R-Matrix

In this study, we considered a boson algebra including two deformation parameters.
We found the inhomogeneous quantum symmetry group of this system. We wrote R-
matrix for this quantum matrix group.



BOLUM 1. GIRiS

Mekanik; cisimlerin hareketini inceleyen bir bilim dalidir. Mekanik konusunu, statik,
kinematik ve dinamik olmak iizere ii¢ bolime ayirmak miimkiindiir. Statik;
cisimlerin yapilarinin bozulmadan dengede kalabilmeleri i¢in gerekli kosullarin ne
olacagi ile ilgilenir. Kinematik; cisimlerin hareketlerini (konumlarinin zamanla
degisimini) ele alir. Dinamik ise; harekete sebep olan unsurlar 1s18inda cisimlerin

hareketini inceler[1, 2].

Bir cisim, 6rnegin; diinya ¢evresinde donen bir uydu, yoringe lzerinde ilerlerken
ayn1 anda kendi ekseni etrafinda da donme hareketi yapabilir. Bir baska cisim
ornegin; bir yagmur damlasi, hareket ederken ayni anda seklini de degistirebilir.
Hareketin kendine 6zgii bu karmasikligin1 kolaylagtirmak i¢in genellikle bu yapilar
incelenmeden Once, pargacik adi verilen yapmin hareketi goz Oniine alinir.
Matematiksel olarak parcacik; nokta gibi boyutlar1 (eni, boyu ve derinligi) olmayan
bir sistemdir. Bu sebeple parcacik hareketi diisliniildiigiinde donme veya sekil
degistirme gibi durumlar1 s6z konusu olmaz. Dogada pargacik diye bir nesne
bulunmaz ancak yine de bu kavram yararlidir, ¢ilinkii boyutlar1 olan bir cisim bile
baz1 durumlarda bir pargacik gibi davranabilir. Pargacik gibi davranabilmesi i¢in
cismin ¢ok kiicilk olmasi gerekmez. Ornegin diinya ile giines arasindaki uzaklik goz
oniine alinirsa, bu uzakliga gore giines ve diinya bir pargacik gibi kabul edilebilir.
Giinesi ve gezegenleri bir parcacik gibi kabullenerek hesap yapilirsa ¢ok fazla hata
yapmadan yaklasik olarak onlarin hareketi ile ilgili bilgiler elde edilebilir. Gerekli
durumlar ve sartlar el verdiginde bir futbol topu atomlar veya protonlar bir parcacik
olarak distiniilebilir. Bir sistemin tek bir pargacik olarak diisliniilmesinin uygun
olmadigi durumlarda da, 0 sistemin bir¢cok pargaciktan olustugu kabul edilerek,
problem basite indirgenebilir [2].



Eger bir pargacik belirli bir denge konumu etrafinda ileri-geri yer degistiriyorsa bu
parcacigin harmonik (salinim veya titresim) hareket yaptigi sdylenir. Bu hareketler,
kendini tekrarlayabilme 0Ozelliklerinden dolay1 periyodik hareket olarak da
adlandirilirlar. Ancak sistem igerisindeki siirtiinme kuvvetleri sebebiyle; ¢cogu zaman,
bu hareketler sontimlii bir sekilde gdzlenebilir. Mesela; bir keman teli veya sarkag
belli bir zaman sonra salinim yapamayacak duruma gelirler. Biiylik nesnelerin
sonimli hareketlerinde siirtiinme ortadan kaldirilamaz. Ancak, salinan sistem
siirtinmenin neden oldugu enerji kaybina esit bir enerji ile beslenerek salinimin
devami saglanir. Duvar saatlerinde yay, salinan sarkaca bu enerjiyi saglar ve sarkag

salimim hareketini bu sayede siirdiiriir[3, 4, 5].

Harmonik harekete 6rnek olarak bir yay sarkaci sistemi géz oniline alinabilir. Yay
sarkaci sistemi sabit bir noktaya baglanmis kiitlesi ihmal edilen bir yay ile o yaym
ucuna baglanmis siirtiinmesiz bir ylizey iizerindeki m kiitleli bloktan olusur. Yay
gerilmemis ve sikistirilmamis durumda iken blok, sistemin denge konumu olarak
adlandirilan x =0 konumundadir. Blok denge konumundan x kadar

uzaklastirildiginda, yay blok iizerine yer degistirme ile orantili

F = —kx, (1.1
esitligi ile ifade edilebilen bir kuvvet uygular. Burada oranti katsayist kK yay sabiti
olarak da adlandirilir. Bu kuvvet, esitlikteki eksi isaretinden de anlasilacagi gibi
sistemi daima denge konumuna getirmeye ¢alisir ve bu sebeple de blok, bu kuvvetin
etkis altinda harmonik hareket yapar[5].

(1.2) esitligi ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem olup; ¢6ziimii

x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt), (1.2)

esitligi ile ifade edilebilir. Burada w; s6z konusu sistemin agisal frekansi olarak

adlandirilir ve



- | 1.3
w= |, (13)

esitligini saglar.
Esitlik (1.1)” deki yay kuvveti korunumlu bir kuvvettir. Dolayis1 ile s6z konusu
kitle-yay sistemi icin,
1
V(X) = Ekxz, (14)

esitligi ile ifade edilen bir potansiyel enerji fonksiyonu yazmak miimkiindiir.

Sistemin toplam mekanik enerjisi

E=-——+-kx? (1.5)

esitligi ile ifade edilebilir. Burada p, m Kkiitleli blogun momentumunu

gbstermektedir[4, 5].

Herhangi bir sistemin potansiyelinin kararli denge durumu gozlendiginde, minimum
civarinda bu sistemin potansiyeli Sekil 1.1’ de de goriildiigii gibi kiitle-yay sisteminin

potansiyeline yaklagir.

0
Sekil 1.1. Konum-Potansiyel Enerji Grafigi




Bu durumun matematiksel bir ifade 1s1@inda da goriilmesi miimkiindiir. V(x)

fonksiyonu x = 0 minimumu civarinda Taylor serisine agilirsa;

av 1[0%v
Ve =V +(5;) G+ 5(@) (= x0)% + -+

1 /0™
+ m <W> (X - xo)” + -, (16)
X=X

=Xo
esitligi elde edilir[6, 7, 8].

Taylor serisine agilmig, V(x) fonksiyonunun x, minimum noktasinda birinci tiirevi

stfirdir. Uygun referans sistemi 1s18inda (1.6) esitligi

V()—l 0%V 2, 1 a3V S "V ., .
Pra\axz) Y T aed) _t T\ T b (17)

=X0

seklinde tekrar yazilabilir. X’ in ¢ok kiiciik degerleri i¢in bu toplam ifadesindeki Ug¢
ve ligten daha yukari mertebede bulunan terimler goz ardi edilebilir. Bu da X' in

kiigiik degerleri i¢in (1.7) esitligini

102V
V(X) = EW}CZ , (18)
seklinde yazmayr miimkiin kilar. Elde edilen bu ifade, k = ZZTZ icin, harmonik

salinici igin yazilan potansiyel ifadesi ile aynidir [6, 7].

Harmonik salinici problemi klasik mekanikte oldugu kadar kuantum mekaniginde de
onemli bir yere sahiptir. Molekiillerde, kristal yapilarda tek tek atomlarin denge
konumlart civarindaki titresim hareketlerinin incelenmesinde veya bir kovuk igindeki
elektromanyetik alan salinimlariin kuantum mekaniksel incelemelerinde, kuantum
katthal fizigi, kuantum optik, kuantum alan teorisi, molekiiler spektroskopi vb.

alanlarda harmonik salinici 6nemli rol oynar. Harmonik salinic1 problemi, 6z deger



problemi tam olarak ¢ozllebilen belli basli problemlerden biri oldugundan, ¢ézliimii

zor bazi problemler i¢in sik sik bagvurulan 6nemli bir modeldir [5].

Kuantum harmonik salinic1 problemi kuantum mekaniginde iki farkli yontem
is1ginda  ¢oziilebilir. Bunlardan biri harmonik salinici sistemi ig¢in yazilan
Schrédinger denkleminin Hermite polinomlart yardimi ile ¢oziilmesidir. Digeri ise
carpanlara ayirma yontemi ile elde edilen ¢oziimdiir. Carpanlara ayirma yontemi
daha sade bir matematik icermesi ve alan teorisi ile ilgili dikkate deger yaklagimlara

ufuk agmasi bakimindan énemlidir.

Calismamizin ikinci boliimiinde harmonik salinici cebirini kisaca tekrar ettik. Daha
sonra bu cebirsel yapinin bir veya daha fazla deformasyon parametresi ile deforme
edilmes sonucu, sistemlerin tutarli bir sekilde nasil genellestirildigini, yapilan farkli
caligmalar 1s18inda Ozetledik. Boylece, géz Oniline aldigimiz q,r-deforme bozon
cebirinin nasil insa edildigi hakkinda genel bir bilgi vermis olduk. Calismamizin son
bolimiinde de gbz oniine alinan (q,r)-deforme bozon cebiri icin inhomojen kuantum

simetri grubunun varligini inceledik.



BOLUM 2. CARPANLARA AYIRMA YONTEMI ILE
HARMONIK SALINICI PROBLEMININ COZUMU

Kuantum harmonik salinici problemi i¢in, Hamiltoniyen operatori

H = %+2—mw2x2, (21)

esitligi ile ifade edilir. Burada x konum, p ise momentum operatoridir. Bu

operatorlerin
[x,p] = ih, (2.2)

seklinde ifade edilen komiitasyon bagintisini saglamasindan dolayi, (2.1) esitligini

i 1 p v mw? p . Imw? N p . [mw? p b mw?
== i x —i x —i x i x|
2\ \V2m 2 V2m 2 V2m 2 V2m 2

seklinde yeniden yazmak mumkindir. Parantez icerisindeki ifadelerden toplama

mw?

. .. . . [mw? . . .. . ,
isareti igeren terimler i ’T parantezine, ¢ikarma isareti igeren terimler de —i / >

parantezine alinirsa, (2.1) esitligi,

1 m 2 i m 2 i 2 i 2 i
g == 12 (x_l) @ (x+£)+ me (x+£) me (x—i) ,
mw 2 mw 2 mw

seklinde yazilabilir.
Kok igindeki terimlerden viw parantez digina alinirsa asagidaki Hamiltonyen

esitligi yazilabilir.



g{_hw mw( ip) mw( +ip>+ mw( +ip> mw( ip) 23
B S P A T AT ey RN T ey N7y vy J B CS)

Hermitik olmayan bir a operatori

\/% (x + 1:1—1:)), (2.4)

esitligi ile tanimlandiginda, bu operatoriin hermitik eslenigi [9, 10]

a

ot = @(x _ ii), (2.5)

de kullanilarak (2.3) esitligindeki Hamiltonyen operat6ru
hw
H = - (ata + aa®), (2.6)

seklinde yazilabilir. Esitlik (2.2), (2.4) ve (2.5) kullamlarak a operatorii ve af

operatorleri arasindaki komiitasyon bagintisi
[a,a’] =1, (2.7)

bulunur. Bu komiitasyon bagintisi (2.6) esitliginde kullanilirsa Hamiltonyen

operatori icin asagidaki ifade yazilabilir [11].
1
H = ho (aTa + 5). (2.8)
Boylece kuantum harmonik salinici i¢in Schrodinger denklemi

ho (aTa + %) \E,) = E, |E,), (2.9)



esitligi ile ifade edilebilir. Burada E, Hamiltonyen operatoriiniin 6zdegerini temsil

ederken |E,,) ise bu 6zdegere kars1 gelen 6zdurumu gosterir.

Hamiltonyen operatorii 7 ile a ve a' operatorleri arasindaki komiitasyon bagintilari

arastirildiginda, bu bagintilarin

[H,a] = —hwa, (2.10)
[#,a'] = hwaT, (2.11)
seklinde oldugu kolaylikla goriilebilir.

(2.9) ve (2.10) esitlikleri dikkate alinarak [#,a] komdtatorinin |E,) enerji

6zdurumuna etkisinden

[#€, al|Ey) = (Ha — aH)|E,) = —hwal|E,),

Hal|E,) = (E, — hw)a|E,), (2.12)
esitligi elde edilir. Benzer sekilde (2.9) ve (2.11) esitliklerinden yararlanilarak,
[7¢,a']|E,) = (Hat - a’H)|E,) = ho a'|E,),

Ha'|E,) = (E, + hw)a'|E,), (2.13)
esitlikleri de yazilabilir.

Esitlik (2.12)’ye dikkatli bir sekilde bakilacak olursa H Hamiltonyen operatOrinin
a|E,) seklinde ifade edilen bir 6zduruma etki etmesi sonucu (E, — hAw) 6zdegeri

elde edilmektedir. Bu da

alEn> ~ |E, — hw),



ifadesinin varligini gostermektedir. Boylece

alE,) = a_ |E, — hw), (2.14)
esitligi yazilabilir. (2.14) esitligi ve bu ifadenin kompleks eslenigi kullanilarak;
(Enlata|Eyn) = |a_|X(E, — hw|E, — ho), (2.15)

esitligi yazilabilir. Ayrica (2.9) ve (2.15) esitligi kullanilarak

@ = (5—; - %) (2.16)

elde edilir [12, 13].

Esitlik (2.13) igin de benzer sekilde £ Hamiltonyen operatoriiniin at|E,,) seklinde
ifade edilen bir 6zduruma etki etmesi sonucu (E,, + hw) 6z degeri elde edilmekte ve
bu durum

a-rlEn) ~ |Ep + hw),

yazilabilecegini gostermektedir. Oyleyse

a'|E,) = a, |E, + ho), (2.17)

esitligi yazilabilir ve a_ katsayis1 bulunurken izlenen yola benzer yol takip edilerek

a, katsayisi igin

T 216
“= o2/ (2.18)

esitligi elde edilebilir.
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Esitlikler (2.14) ve (2.17)’den de anlasilmaktadir ki a operatéri Hamiltonyen
dzdurumunu Aw kadar diisiik 6zdegerli bir baska 6zduruma gevirirken, a® operatorii
Hamiltonyen ©6zdurumunu hw kadar yiiksek Ozdegerli bir baska 6zduruma
doniistiirmektedir. Iste bu o6zelliklerinden dolayr bu operatdrler indirgenme ve

yiikseltgenme veya azaltma ve artirma operatorleri olarak adlandirilirlar.

Kuantum harmonik salinici, harmonik salinicinin toplam enerjisi i¢in pozitif enerji
degerleri vermelidir. Bu durumu daha iyi kavrayabilmek icin (2.1) esitligine
bakilabilir. Esitligin sagindaki ikinci terime bakildiginda x hermitik bir islemcidir ve
sadece reel Ozdegerlere sahip olabilir. Bunun sonucu olarak, X’ in karesi daima
pozitiftir. Ayn1 durum p momentum operatorii i¢in de gecerlidir. (2.1) esitliginden
konum ve momentumun her ikisinin karelerinin beklenen degerlerinin toplami,
Hamiltonyen’in beklenen degeri oldugundan bu deger ancak art1 isaretli olabilir. Bu
durum, kuantum harmonik salinici i¢in, negatif enerji durumlarmnin bulunmadigini
gosterir. Bu sebeple bu enerjinin bir en kii¢iik degeri olmalidir. Bu en kiguk enerji
degeri E, ile, bu enerjiye karsilik gelen 6zdurum da |E,) ile gosterilirse, bu enerjinin
en kiiciik degeri, [9, 14]

alEy) = 0, (2.19)

esitligi ile ifade edilir. Enerjinin en kiiciik degerini (taban durumu enerjisini) bulmak
icin (2.8) esitliginde ifade edilen Hamiltonyen operatori |E,) taban 6zdurumuna etki
ettirilirse

1
H|E,) = ho (afa + E) IEy),

= 7|EO), (2.20)

sonucu elde edilir ki buradan da acik¢a en kiigiik-taban durumunda hTw kadar bir

enerjinin var oldugu goriilmektedir [11].

(2.14), (2.16), (2.17) ve (2.18) esitlikleri 15181nda
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E, 1
atalE,) = (<2 =3 By, (2.21)

yazilabilecegi gibi, M = a'a seklinde bir tanimlama yapilirsa (2.21) esitligi
N|E,) = n|Ey,), (2.22)
seklinde de ifade edilebilir. Burada n,

E, 1
_E, 1 2.2
n hw 2’ (2.23)

esitligini saglamaktadir. (2.23) esitligini diizenlersek; kuantum harmonik salinici

enerji 6zdegerleri i¢in,

1
E, = ho (n + E)' n=012..,d (2.24)

ifadesinin yazilabilecegi goriiliir. (2.22) esitligi 1s131nda a ve a’ operatrleri icin elde
edilen ifadeler,

alE,) = Vn|Ey_1), (2.25)
at|En) = Vn + 1|Epyq), (2.26)

seklinde yeniden yazilabilir.

Eger E,,, n tane 6zdes parcaciktan olusan bir sistemin enerjisi olarak kabul edilirse;
(2.22) esitligi, V' operatOrunin say1 operatorii olarak adlandirilabilmesini saglar.
a’ ve a operatorlerinin enerji seviyeleri arasindaki gecisi saglamalar1 ve bu enerji
seviyeleri arasindaki gegcisin, sistemdeki 6zdes parcaciklarin sayilarinin degismesine
tekabul etmesi; bu operatorlerin yaratma ve yok etme operatorleri olarak da

adlandirilmasini saglamstir.



BOLUM 3. DEFORME BOZON CEBIRLERI

Standart harmonik salinici cebirinin reel bir q parametresi ilave edilerek
t t —
aa;—q*aja,; =1, (3.1

seklinde genellestirilmesi ilk defa Ark ve Coon [15, 16] tarafindan
gerceklestirilmistir. Bu ifade i¢erdigi q parametresi sebebiyle g-deforme bozon cebiri
olarak da adlandirilmaktadir. Cebirsel ifadedeki a:; deforme yaratma operatorind, a,,

ise deforme yok etme operatorini gostermektedir [17, 18].

(3.1) esitligi icin harmonik salinict cebirindekine benzer sekilde bir sayr operatorii
tanimlamak miimkiindiir. Ancak bu durumda tanimlanan sayr operatorii, ikinci
boliimde (2.22) esitligi ile ifade edilen say1 operatoriinden farkli olacagindan bu say1

operatorind,
V] = aZ; ag,

.I.

seklinde koseli parantez kullanarak gostermek uygun olacaktir. Bu durum ag,a,

operatoruicin de

= T
[V +1] = agqay,

yazmay1 miimkiin kilacaktir. Her iki deforme say1 operatorii i¢in asagidaki 6zdeger

esitlikleri yazilabilir [8].

[V]In) = [n]n), (3.2)
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[V + 1]|n) = [n + 1]|n). 3.3)

Bu esitlikleri kullanarak, (3.1) esitligi i¢in

[n +1]-¢*[n] = 1, (3.4)

fark denklemi elde edilir. [0] = 0 olacak sekilde bir ilk deger g6z 6niine alindiginda,
esitlik (3.4)’lin ¢6ziimii Jackson sayisi [19] olarak bilinen

(3.5)

ifadesi olur[8, 17].

Standart harmonik salinici cebirini tanimlayan esitliklere benzer sekilde; g-deforme

bozon cebirini tanimlayan esitlikleri ifade etmek igin de; (3.1) esitligine ilave olarak

[V, a,] =-a, (3.6)
[V, al] = al, (3.7)
esitliklerini yazmak uygun olacaktir. Burada dikkat edilmesi gereken Onemli bir
nokta yukaridaki komiitasyon bagmtilarinin; deforme yok etme ve yaratma

operatorleri ile standart say1 operatorleri arasinda yazilmis olmasidir. Bu komiitasyon

bagintilarin1 kullanarak

a,ln) = {[nlln - 1), (3.8)
allny =/[n+1]n + 1), (3.9)

esitlikleri elde edilebilir [8, 18, 20].
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(3.8) ve (3.9) esitliklerindeki deforme yok etme ve deforme yaratma operatorlerinin
matris temsilleri de gosterilebilir. Bunun icin herhangi bir [n;)’in asagidaki

bagintilar1 saglamasi sartiyla,

1= )],
(nj|nye) = 8, (3.10)

bir A operatdriiniin matris temsilinin j’inci satir ve k’nct siitun elemani

Ajie = (nj|A|ny), (3.11)

seklinde ifade edilebilir. Bu esitlik A operatOrinin |n;) tabanindaki matris

gosterimidir ve bu matrisin biitiin elemanlarinin bulunabilmes igin sadece temsili

aranan operatoriin kullanilan tabana etkilerinin sonucunun bilinmesi yeterlidir [5].
Operatorlerin matris gosterimleri kullanilan tabana gore degisir. Bir operatorin
degisik durumlara goére matris gosterimleri {initer benzerlik doniistimleri ile

birbirlerine baghdir. Bunu gérmek igin bir A operatériiniin iki farkli |n;) ve |v;)

tabanina gore elde edilen [5]

Ay = (ny|A|ny),

Ay = (vi|Alv;),

matris gosterimleri ele alinabilir. Tabanlarin tamlik 6zelliginin sonucu olarak
[9a) = D 1000 D) = > Sin I, (312)
k k

yazmak miimkiindiir. Burada elemanlari
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Skn = (ny|vy), (3.13)

seklinde tanimlanan S matrisi |n;,) tabanindan |v;) tabanina donUsiim matrisidir ve

(58D = ) (ulva) (milva)” = (il = S, (3.14)
k

bagintisindan da goriildiigii gibi STS = 1 esitligini saglayan {initer bir matristir.

Buna gore;

(nj|Alny) = Z("jh’l) (Vi A|vp XV ng),

ILm

= St (DS = (SASH, (3.15)
Lm

ifadesinden de agikca gorildiigii gibi A’nin farkli tabanlardaki matris gdsterimleri

Uniter benzerlik donustimii ile birbirlerine baglidir[5].

Deforme harmonik salinici i¢in (3.8) ve (3.9) esitliklerini kullanarak

1 k=n-1
Ay, = (k|ag|n) = <1——qz>6k’n_1' 6k’n_1={0 k;trrll—l'

— gt 1 k=n+1
aj, = (k|ag|n) = <1_—qz Sknetr Skt ={y ozt 1

esitliklerinin elde edilebilecegi sdylenebilir. Elde edilen ifadeleri 1s18inda da deforme

yok etme operatorl a,, ve deforme yaratma operatori a,’' nin matris temsilleri
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0 Vi 0 0
0 0 +1+g¢2 0
%G =10 o 0 1+q°+q* )
0 0 0 0
0 0 0 0
V1 0 0 0
al=|1 0 J1+¢? 0 0 .|,
0 0

0 Jv1+q2+q*

seklinde yazilabilir. Deformasyon parametresi g, bire esit alindiginda deforme yok
etme operatori a, ve deforme yaratma operatérli a, nin matris temsili igin yazilan

ifadeler standart harmonik salinicinin yok etme ve yaratma operatorlerinin matris

temsili i¢in yazilan ifadeler ile ayni hali alir [8].

g-deforme bozon cebiri ile ilgili ¢aligmalara bakildiginda kolaylikla fark edilebilir ki
standart harmonik salinici cebirinin bir parametreli deformasyonu sadece (3.1)

esitligindeki gibi degil, farkl esitliklerle de ifade edilmistir [20-24].

Bunlarin en onemlilerinden birisi Macfarlane[21] ve Biedenharn[22] tarafindan

Ongorilen
aa®t — g 'ata = qV, (3.16)

ifadesidir. Macfarlane-Biedenharn’in bu konudaki ¢alismalarini 6nemli kilan unsur,
bu ifadenin kendisinden ziyade, bu ifadeyi kullanarak SU,(2) cebirinin insa
edilebileceginin gosterilmesidir. Macfarlane ve Biedenharn, boyle bir iligkinin
varligint gostermek i¢in Schwinger'in[25] standart harmonik salinici cebirini

kullanarak SU(2) cebirini inga ederken izledigi yolu takip etmistir.

Birbirinden bagimsiz a, ve a, deforme yok etme operatorleri ile al, al deforme

yaratma operattrlerini kullanarak
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Ji = aIaz;

- = a‘ZLa1,

operatorlerini tanimlamisglar ve
J2 =%(~N1—Nz)»

icin J,, J_ ve], arasindaki komiitasyon bagintilarinin

qzlz — q_zlz
0+.)-1= R =
[lz ili] = ili )

seklinde yazilabilecegini gostermislerdir. Bu cebirsel yapi, Sklyanin [26], Jimbo
[27], Drinfeld [28] ve Woronowicz [29]'in SU,(2) kuantum grubu igin dngérdiigii
cebirsel yapidan baska bir sey degildir [21].

Yukaridaki yaklagimlara alternatif olarak ¢-deforme bozon cebiri ve SU,(2)
kuantum grubu arasindaki iliski, SU,(2) matris kuantum grubu ve bu matrisin

elemanlar1 arasindaki iligki gz oniine alinarak da goriilebilir.

Elemanlar1 asagidaki gibi ifade edilen

M= o)

M matrisi GL, (2) kuantum grubunun elemani ise, bu matrisin elemanlar1 arasindaki

komiitasyon bagintilari,

ab = gqba,
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ac = qca,
bd = qdb,
cd = qdc,
bc = cb,

ad —da = (q —q Ybc,

esitlikleri ile ifade edilebilir [30].

Bu komiitasyon bagintilarinin bir kism1 asagidaki diyagram vasitasi ile daha kolay

hatirlanabilir [31].

q
¢ ——>d

Sekil 3.1. GL,(2) Kuantum matrisi elemanlari komiitasyon bagintilar1 diyagrami

M matrisinin determinanti

det,M = ad — qbc,

esitligi ile tamimlanir. Bu ifade matrisin biitiin elemanlar ile komiitatiftir. Matrisin

tersi igin,

MMt =M"1M =1,

esitligini saglayacak sekilde,
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_ _ 41
1\4_1 = (deth) ! (—((i](: qa b);

ifadesi yazilabilir.

M matrisinin SU,(2) kuantum grubunun elemani olabilmesi i¢in

M=t = (55

esitliginin de saglanmas: gerekir. Yani M € SU,(2) igin M matrisinin elemanlar

GL4(2) komiitasyon bagintilarina ek olarak

d=a’
b=—qc",
ad — gbc =1,

esitliklerini de saglar [30, 31]. BOylece SU,(2) kuantum matris grubu

M= )

esitligi ile ifade edilirken, matris elemanlar1 arasindaki iligki

ac = qca, (3.17)
ac*=qc*a, (3.18)
cc*=c'c, (3.19)

aa* + q%c*c =1, (3.20)
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a‘a+cct =1, (3.21)
seklinde 6zetlenebilir.
(3.19), (3.20) ve (3.21) esitlikleri kullanilarak

aa* — q*a*a=1-q?, (3.22)

yazilabilir. a — a’\/1—q? icin; (3.22) esitligi,

!

aa’ —q*a’a =1, (3.23)

seklinde ifade edilen, bir boyutlu g-deforme salinicisi olur [30]. Burada deformasyon

parametresi g, 0 ile 1 arasinda tanimlidir.

(3.1) ve (3.16) esitliklerinde goriildiigii gibi bir boyutlu deforme bozon cebiri farkli
esitliklerle ifade edilmistir. Bu duruma benzer sekilde bir parametreli deforme bozon

cebirinin ¢ok boyutlu genellestirilmeleri de farkli esitliklerle ifade edilebilir[32,33].

g-deforme salinici cebirinin ¢ok boyutlu genellestirilmesi ilk olarak CBY (Coon,
Baker, Yu) tarafindan [34, 35]

.I.

aa; - qa]Tai = 6yj, i,j=1,2,..,d, (3.24)

esitligi ile ifade edilmistir[8, 36]. Daha sonra Arik ve Coon bir boyutlu deforme

bozon cebirinin d tane komiitatif kopyasini goz oniine alarak
aiaj - qzazrai =1, i=12,..,d, (3.25)
la;, a;] =0, i,j=1.2,..,d, (3.26)

[ag-’ a}r] = 0’ l * j’ li.] = 1121 ---)d) (327)
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esitlikleri ile ifade edilen d-boyutlu g-deforme bozon cebirini insa etmistir[16].
Ancak bu cebirsel yap1 bir kuantum grubu simetrisi gostermez. Cebirsel yapinin
kuantum grubu simetrisi gostermesi farkli koordinatlardaki yok etme operatorlerinin
komUtatif olmayan bir yapiya sahip olmasi ile gergeklestirilebilir. Bu yapi ilk defa
Pusz-Woronowicz [37] tarafindan

C.Ci=qCC;, i<j i=12,..d-1, j=23,..4 (3.28)
c.c;" =qc'cy, i#j i,j=12..,4d, (3.29)
C.Cl —q%Clc, =1, (3.30)
c.ct—q*clc;= ¢ ¢l - ¢l ¢y, i=23,..,4 (3.31)
C.Ch - cley =g, (3.32)

esitlikleri 15181nda g6z Oniine alinmistir.

Bu cebirsel yapilara ek olarak harmonik salinicit i¢in kuantizasyon isleminin
Hamiltonyen denklemi yerine Newton denklemi goz oniine alinarak gergeklestirildigi
Newton saliicisindan da bahsetmek miimkiindiir [8, 36, 38]. Bu kuantizasyon islemi

sonucunda
fH)=gFH +1) — g(3), (3.33)

seklinde ifade edilen bir fark denklemi elde etmek olasidir [38]. Ancak agiktir ki bir
boyutlu sistemlerin cogunda bu fark denklemi saglanir. Bu sebeple bir boyutlu
sistemleri i¢in bu fark denklemi 1s18inda yapilan bir siniflandirma herhangi bir
orjinallik igermez. Fakat ¢ok boyutlu sistemler goz Oniine alinmaya baslandiginda

sistemin, Newton denkleminin gostermis oldugu simetriye zorlanmasi

aia}L - qa}-ai = qN6ij» (3.34)
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la;, a;] =0, i,j=1.2,..,d, (3.35)

esitlikleri ile ifade edilen U(d) simetrisi gosteren bir cebirsel yap1 yazmayr miimkiin

kilar[8, 36, 38, 39]. Bu cebirsel yapinin bir boyutlu hali
aa’ —qata =q", (3.36)

esitligi ile ifade edilebilir. Bu sistem igin deforme say1 operatoriinin spektrumu

[NV]=NgV T, (3.37)
olup,
al0) =0, (3.38)

aln) =ynq"'n—1), (3.39)

a’ln) = /(n+ Dq*n + 1), (3.40)

esitlikleri yazilabilir. Boylece bir boyutlu Newton salinicisi i¢in yaratma ve yok etme

operatdrlerinin matris temsilleri, sirastyla [36]

0 0 0 0
Vi o0 0 0
at=| 0 J2¢g 0 o0 )
0 0 3g 0

0 v1 0 0

0 0 J2qg 0
=10 0o o 3¢2 '

0 0 0
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seklinde gosterilebilir.
Cok boyutu deforme bozon cebirlerinin iki parametre (g ,q.) ile yazilmasi da
mUmkinddr. Bunun nasil yazilabilecegini gérmek igin oncelikle iki deformasyon
parametresi i¢ceren bir boyutlu bir sistemi goz Oniline almak uygun olacaktir.

aat — ¢?ata = ¢V, (3.41)
esitligi ile ifade edilen cebirsel yap1

aa’ — ¢*a’a=1, (3.42)
esitligi ile gosterilen Arik-Coon salinicist ile

aa’ — g’ata = q7?V, (3.43)
esitliginde gosterilen Macfarlane-Biedenharn salinicisinin genellestirilmis bir halidir.
Cunkll q; = q, ¢q, = 1 icin esitlik (3.41), esitlik (3.42) halini alirken; g, = g;* =

q i¢in esitlik (3.41) , esitlik (3.43) halini almaktadir.

(3.41) esitligi ile ifade edilen q;, q, deforme bozon cebirindeki deforme sayi

operatdrinin spektrumu
2n _ 42n
] = — % (3.44)
a1 — 42

seklinde yazilan Fibonacci temel sayilaridir. Spektrumun bu 6zelligi sebebiyle de bu

saliniciya Fibonacci salinicist adi verilmistir [40].

aa® — ¢?ata = ¢*, (3.45)

esitliginin deforme say1 operatoriiniin de spektrumu esitlik (3.44)’deki gibi Fibonacci
temel sayilandir. (3.41) ve (3.45) esitligi ile ifade edilen ve simetrisini kolayca
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gosterebilecegimiz bir genellestirme gerceklestirmek i¢in iki boyutlu bir sistem goz

oniine almak uygun olacaktir. iki boyutlu deforme say1 operatdriiniin spektrumunu

veren
qZ(N1+Nz) _ qZ(N1+N2)
[NV: + N,] == — , (3.46)
q1 — 43
ifadesinin
[V, + M) = [Vi1g2™® + g2 [V ], (3.47)

seklinde yazilabilecegi bir cebirsel yapi olusturulabilir. Oyle ki bu esitlik
Cl = alqgvz )
C; = er ‘a,,

esitlikleriyle tanimlanan yeni yok etme operatorlerini yazmay1 miimkiin kilar. Ancak

bu durumda €; ve C, deforme yok etme operatorleri

QQ=%Q@

2

komiitasyon bagintisini saglar. Bu da yeni tanimlanan operatorler ¢cercevesinde
C1C] - qicicy = q3”,

C2C} — 43 CLC, = €4C] — g3C1Cy,

C;CY - q3cic, = ¢,

C1C;r = Q1QZC;C1»
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c.C, = ¢y,
q>

V] = clcy + €y,

esitlikleri ile ifade edilen iki boyutlu gq;, q, deforme bozon cebirini yazmay1
miimkiin kilar. Ancak bu sistem standart harmonik salinicisinin gostermis oldugu
U(d) simetrisini gostermez. Bu sistem Pusz-Woronowicz sistemine benzer sekilde

kuantum grubu simetrisi gosterir.

(3.47) esitliginden bir genelleme yaparak iki parametreli d-boyutlu sistem igin

deforme say1 operatoriiniin spektrumu
T A B T e i A A

T A Pt L NA I e P YA | (3.48)

seklinde yazilabilir. Boylece sistemin yok etme operatorleri

C, = a1ng2+N3+""'+Nd; (3.49)
C, = qi\flazqg\r3+1\r4+,...,+wd, (3.50)
C, = iv1+Jv2+,...,+N,-_1azq;\ri+1+1\ri+1+,...,+1\rd ‘ (3.51)
C, = qi\r1+Nz+,...,+Nd_1ad, (3.52)

esitliklerinde oldugu gibi gosterilebilir[40]. Bu esitlikler tensor notasyonu yardima ile

C,=a®q¢)®..0q), (3.53)

(d-1)terim



=’ ®a® Y’ ® ..QqY,

(d-2)terim

C;=q)®..0¢) ®a®¢’®..0qY,

(i—1)terim (d—i)terim

Ci=q7®..Qq] ®a,

(d—1)terim

seklinde yeniden yazilabilir[8]. Bu operatorlerin sagladigi cebirsel yapi

cic,_g—lccl, i<ji=12..,d—=1 j=23,...d

CCl=qa.ClC, i#j i,j=12,..4

C1Cl — q?cic, = ¢

C:CT—q3CiC; = Ciyq CT 2ct ¢, i =12,..d—1
i q; i+14i+17 91041041 l )Ly an )
CaCl—q3 CliCq = g3,

seklinde yazilabilirken, toplam deforme say1 operatorii

2N
q —q

[V]|n >—%|n>,
CI1_QZ

esitligini saglar.

26

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Fibonacci salinicisina benzer sekilde CBY tarafindan insa edilen ¢ok boyutlu
deforme bozon cebirinin de iki parametre ile genellestirilmesi miimkiindiir ki bu yap1
Fibonacci Coon Baker Yu (FCBY) salinici olarak da bilinir. Cebirsel yapinin nasil

insa edildigini gérmek i¢in

a;al —qala; = 5y, ij=12,..,4d, (3.64)

esitliginin sol terimini, hem sagdan hem de soldan al ile carpmak uygun olacaktir.

aiajal - qa?aiaz = alaiazr — qalazrai, (3.65)
esitligi,
aN =(N+1)aq;
N
Ci=q;q

41 = 492
esitliklerini kullanarak;

C,ClC} — qq:ClC:C, = q,CLC.C] — qq3CiclC,, (3.66)
seklinde yeniden yazilabilir[33, 36, 41]. Bu ifadede

CiCl - a:.CfC; =7, (3.67)
tanimlamasi yapilirsa, (3.66) esitligi

HC = q,CLH (3.68)
k k

esitliginin yazilabilmesini saglar.



BOLUM 4. KUANTUM MATRIS GRUPLARI

Grup teorisi, simetrinin dili olmas1 acisindan fizik igin ¢ok dnemlidir. Ozellikle Lie
cebiri ve Lie grubu fizik¢iler i¢in ayr1 bir dneme sahiptir. Ancak bu yapilar lineer
olmayan integralenebilir sistemlerin kuantizasyonu c¢alisirken yetersiz kalmis ve
daha genel bir ifadeye gereksinim duyulmustur [42]. Bu gendl ifade ilk defa SU(2)
grubunun g-deformasyonu olarak Kulish, Reshetikhin[43] ve Sklyanin, Takhtajan,
Faddeev[44] tarafindan yazilmistir. Ancak bu yapilarin kuantum grubu olarak
adlandirilmasi ilk defa Drinfeld [28] tarafindan 1986 yilinda gergeklestirilmistir
[45].

Mevcut ¢aligmalara bakildiginda; kuantum gruplarinin farkli yaklasimlar 1s1ginda
inga edildigini gormek miimkiindiir. Bu yaklagimlardan birisi komiitatif olmayan ve
Hopf cebiri aksiyomlarin1 saglayan elemanlardan olusan bir matrisin ingasidir[31,
45]. Hopf cebiri antipodu (antipode) bulunan bir bi-cebirdir (bialgebra). Oyle ki, A
bir F cismi tzerinde birimsel birlesimli cebir ise A’ da bi-cebir

m(m®id) = m(id®m), (4.1)
m(id®n) = m(n®id) = id, (4.2)
((d®A)A = (ARQid)A, (4.3)
(id®e)A = (e®id)A = id, (4.4)

aksiyomlarini saglayan

ARQA —— 4, (4.5)
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F—— 4, (4.6)
A

A— AQA, (4.7)

A—- F, (4.8)

lineer doniisiimler ile tanimlanabilir[31, 42, 46].

Esitlik (4.1) cebirin birlesme 6zelligine sahip olma kosuludur ve bu kosul asagidaki
diyagramla daifade edilebilir;

meid
ARARA ——> A®A

id®m m

A®A

Sekil 4.1. Birlesme 6zelligi diyagram

Esitlik (4.2) cebirin birim elemaninin varligi kosuludur ve bu kosul asagidaki

diyagramla gosterilir.

id®n
FRA = A = AQF A®A

n®id id m

A®A

Sekil 4.2. Birim eleman diyagrami

Esitlik (4.3) ko-asosyatiflik (coassociative) kosuludur ve bu kosul i¢in
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A
A A®A
A id®A
A®id
A®A AQA®A

Sekil 4.3. Ko-asosyatiflik diyagrami

seklinde bir komiitatif diyagram ¢izmek miimkiindjir.

Esitlik (4.4) ko-birimin (counit) varligi kosuludur ve bu kosul igin

A
A A®A
A id id®e
e®id
A®A F®A =A = AQF

Sekil 4.4. Ko-birim diyagrami

seklinde bir komiitatif diyagram g¢izilebilir.

Bi-cebirin antipodu

S:A— A

seklinde ifade edilen ve

m(id®S)A = m(S®id)A

kosulunu saglayan bir lineer doniistimdiir. Diger esitliklerde oldugu gibi bu ifade de

asagidaki gibi komiitatif bir diyagram ile gosterilebilir.



S®id
A® A®A
A
A m
'
A— S F—2 A
4
A m
v id®S
AQA A®A

Sekil 4.5. Antipot diyagrami

Kuantum matris grubunun en bilinen érneklerinden birisi
= 2
esitligi ile ifade edilen, elemanlar1

ab = qba,

ac = qca,

bd = qadb,

cd = qdc,

bc = cb,

ad —da = (q — q Ybc,

komiitasyon bagintilari  saglayan, GL4(2,C) grubudur.

elemanlarinin saglamis oldugu cebirsel yapinin [45, 47]
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Burada, matrisin



32

A(T) = T®T,
e(T) =1,
S(T)y=T71,

esitlikleri ile tanimlanan ko-garpim (coproduct), ko-birim ve antipot ifadeleri 1s1ginda
Hopf cebiri oldugunu gostermek miimkiindiir[31]. ® notasyonu matris elemanlar:
arasindaki ¢arpmanin normal degil, matris tensor ¢arpimi olarak gergeklestirdigini

belirtmek i¢in kullanilmistir [42].
S(T)=T"' ifadesi 1s1;inda T matrisinin determinanti hakkinda birka¢ soz
soylemek uygun olacaktir. T matrisinin elemanlar1 komiitatif olmadigindan T

matrisinin determinanti, elamanlar1 komiitatif olan bir matrisin determinant1 gibi

yazilmaz. Eger T matrisinin elemanlarindan a’nin tersi var ise, bu matris

1= g ) (+15)

seklinde yazilabilir. Yukaridaki ifade de ikinci matrisin determinantinin bir’e esit
oldugu asikardir. Oyleyse T matrisinin determinanti birinci matrise bakilarak
yazilabilir. Yani T kuantum matrisinin g-determinanti

det,T = a(d — ca™'b), (4.16)

yazilabilecegi gibi, esitlik (4.10) 15181nda g-determinanti igin

det,T = ad — qcb, (4.17)

ifadesi de yazilabilir. Bu ifade matrisin biitiin elemanlari ile komiitatiftir [45].

Kuantum matris gruplart i¢in vurgulanmasi 6nemli olan bir baska nokta da T

matrisinin elemanlarinin saglamis oldugu komiitasyon bagintilarinin bilgisinin toplu
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halde bulundugu bir R-matrisini yazmanin miimkiin olmasidir. Bu matris kuantum
gruplart i¢in Jakobi kosuluna esdeger bir role sahip Yang-Baxter denklemini
saglar[45, 48, 49]. Bu matrisi elde etmek i¢cin RTT-bagintisi olarak bilinen

RT1T2 = T2T1R,

esitligine bakmak uygun olur[50, 51]. BuradaT,; ve T, icin

a 0 b 0
n=Tel=|l 5 g o)
0 c 0 d
a b 0 0
n=1er=(¢ ¢ 00}
0 0 c d

esitlikleri yazilabilir. Bu bilgileri 1s18inda GLg(2) kuantum matris grubu icin R

matrisinin

-1

o O O
S O R O

seklinde yazilabilecegini gormek zor degildir[45].



BQLQM 5. iKi PARAMETRELI DEFORME BOZON CEBIRI
ICIN INHOMOJEN KUANTUM DEGISMEZLIiK GRUBU

Biz bu ¢alismada H hermityen bir operator olmak lizere
aa* — q*a*a = A, (5.1)
aX =rHa, (5.2)

esitlikleri ile tanimlanan iki parametreli deforme bozon cebirinin inhomojen kuantum
degismezlik grubunu arastirdik [52]. Boyle bir yapmin varhigi, esitlik (5.1) ve
(5.2)’deki operatorler igin bir donilisiim matrisi yazilabilmesi anlamina gelir[52-55].

Bu doniisiim matrisi

a B n v

X, Xy X5 X, | (5:3)
0o 0 0 1

esitligi ile ifade edilirse; lineer doniistimler, matris tensor ¢carpimi yardimai ile

a a [ n vy a
a*’ _ ﬂ* a* n* y* . a* 54
w | \x x ox ox |C\#) (54
1 0 0 0 1 1

seklinde yazilabilecegi gibi; her bir operator igin

a =a®a+ Ra" +nR®H + y®1, (5.5)

a’ =a'®a’ + f'®a+ QK +y*®1, (5.6)
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H = X,®a + X,Qa" + X;QH + X,®1, (5.7)

esitlikleri ile de ifade edilebilir. (5.6) esitligi (5.5) esitliginin kompleks eslenigidir. M
doniisiim matrisinin, birinci satirindaki elemanlar ile ikinci satirindaki elemanlar

arasindaki iligkinin sebebi de bu esitlik 15181nda anlagilabilir.

Esitlik (5.1) ve (5.2)’nin, esitlik (5.5) ile (5.7) arasinda ifade edilen doniistimler

1s181nda degismez kalmasi i¢in, dontlisim matrisi elemanlari

aX; =r*Xa, (5.8)
BXz =12X2B (5.9)
nXs; = r?Xsm, (5.10)
YXs =12 X4y, (5.11)
aX, +yX; +nX, =2 XL + 2 X3y + r2X,m, (5.12)
q?aX, + BX; = ¢*r? X, B + r’X,a, (5.13)
nX, +riaX; = r?X;a +r*Xn, (5.14)
nX, +172BX5 = r2 X568 + Xym, (5.15)
aX, +yX, =i Xy + r*X,aq, (5.16)
BX, + ¥ X, =120y + 12 X,0, (5.17)
aa” = a’*a, (5.18)

BB™ =q'B’p, (5.19)



36

m* = q*nn, (5.20)
af* =q*f*a, (5.21)
Ba* = q*a’B, (5.22)
nB* = q*r*pn, (5.23)
an” = q’r’n’a, (5.24)
na* = q*r~%a'n, (5.25)
BN = q*r*n’B, (5.26)
Xy =ay' —q*v'a+tyB —q*B, (5.27)
Xy =By —q*y'B+ya” —q*a’y, (5.28)
Xz =aa"—q*B"B+ny"—q* vy n+yn —qa’n"y, (5.29)
Xa=yY" = a7y, (5.30)

esitliklerini saglamalidir. Ancak bu esitliklerin saglanmasi sistemin simetrisinin bir
kuantum grubu oldugunu sodylemez. Doniisiim matrisinin bir kuantum matris
grubunun elemani olmasi i¢in; (5.8)-(5.30) esitlikleri ile ifade edilen cebirsel yapinin

Hopf cebiri olmasi gerekir.

AM) = M®M, (5.31)

esitligi ile tanimlanan Ko-¢arpim ifadesi 1s1ginda, (5.3) esitligindeki doniisim

matrisinin her bir elemani igin

Ala) = a®a + BB + n®X,, (5.32)
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AB) = a®f + fRa” + n®X,, (5.33)
A(M) = a®n + O + N®X3, (5.34)
A(y) = a®y + B®Y" + n1®X, + ¥y®1, (5.35)
A(X7) = X1®@a + X,QB + X3QX,, (5.36)
AQG) = X1®F + X®@a”™ + X3®X,, (5.37)
A(X3) = X;@n + X,@0n" + X3QX3, (5.38)
A(X,) = X1®y + XKo@y + X3@X, + X,®1, (5.39)

esitlikleri yazilabilir. Yukaridaki ko-¢arpim ifadeleri de (5.8) ile (5.30) arasinda ifade

edilen komiitasyon bagntilarini saglamalidir. Bu durum

aB = q 2Ba, (5.40)
an = r2na, (5.41)
ay = ya, (5.42)
ay* = q*y’a, (5.43)
pn =rnp, (5.44)
By =vB, (5.45)
By* = q*v*B, (5.46)

ny =yn, (5.47)
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ny'—q*yn = %(Xz +q*B"B — aa”), (5.48)
nXs = 12Xy, (5.49)
vXs; =12 X3y, (5.50)
X3 Xy = X X5, (5.51)
X=X, =0, (5.52)

esitliklerinin de saglanmasini zorunlu kilar. Bu esitlikler (5.32) ile (5.39) ifadeleri
icin de saglanmaktadir. Yapinin Hopf cebiri yapisina sahip oldugunu gostermek igin
ko-birim ve antipodun

eM) =1, (5.53)

S(M) =M1, (5.54)

esitlikleri ile tanimlandiklarini akilda tutarak, doniisim matrisi M’nin tersinin

varligini aragtirmak uygun olacaktir. M doniisiim matrisinin elemanlari

A=<g* f) (5.55)
r= (;’ yy) (5.56)
B=(’83 354) (5.57)
olmak iizere

M= (‘3 g) (5.58)
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esitligindeki gibi blok formda yazilabilir. Bu yazim sekli, doniisiim matrisi M’ nin

tersini

M= (A; ‘A;_FlB - ). (5.59)

seklinde ifade etmeyi miimkiin kilar. Bu ifadenin de

MMt =M"1M =1,

esitligini sagladig1 kolaylikla goriilebilir. Doniisiim matrisi M’nin tersini ifade eden
esitlige bakilirsa, bu ifadenin tersinin varliginin s6z konusu olabilmesi i¢in A ve B
matrisinin terslerinin var olmasinin gerekliligi goriilebilir. B matrisi komiitatif
elemanlardan olusan bir matristir ve bu matrisin tersini yazmak hi¢ de zor degildir.

Ancak A matrisinin elemanlar1 komiitatif degildir. Bu elemanlar,

aa” = a'a, (5.60)
BB =q*B"P, (5.61)
ap = q~*Pa, (5.62)
af* = q*B’a, (5.63)

esitliklerini saglar. Bu matrisin tersi, Schirrmacher ve c¢alisma arkadaslarinin
GL(2)'nin iki parametreli deformasyonu[56] ile ilgili yapmis olduklar1 g¢alisma
15181nda, kolaylikla yazilabilir.

Elemanlar a, b, c, d olan bir GL(2) matrisinin determinant:

(¢ D F)=0eex(g y)
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esitligi ile ifade edilebilir. Bu esitlige benzer sekilde elemanlart (5.60)-(5.63)

. . a .. . ..
esitliklerini saglayan ( B f *) matrisinin determinanti i¢in

(- 5 Chp 2b)=2(3 O

esitligini  Oongdérmek miimkiindiir. «, 8, B* ve a* operatorleri arasindaki
komiitasyon bagntilan P, = g%, P, =q % ve P; =1 esitliklerini  bulmay

miimkiin kilar. Boylece A matrisini kuantum determinanti
D =aa*—q*BB*

esitligi ile ifade edilebilir. Yani

AT = (_qcfz . _228> D1, (5.64)

yazilabilir[56]. Ayrica belirtmek faydali olacaktir ki; kuantum matrisi M’nin

elemanlar1 arasindaki komiitasyon bagintilari ile ilgili bilgilerin hepsini iceren ve
RM1M2 = M2M1R (565)

seklinde ifade edilen RMM iliskisini saglayan bir R matrisi yazmak da mumkuindur.
Burada M; = M®1 ve M, = 1®M’ dir. SOz konusu kuantum matriss M icin R
matrisini elde etmek istersek oncelikle
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Esitlik (5.65) 1s1ginda (5.66) ve (5.67)

ifadelerini kullanarak, sdz konusu sistem icin R matrisi

esitliklerini yazmak uygun olacaktir.
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(5.68)

0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

q—Z

T_Z

O =l

o o

o o

O -l

0 0 0 0 O
g> 0 0 0 O

1
0
0

1 0 0 O

0

0

0 0 0 r?

0

0
2

0 0 0 0 0 r?
0 0 0 0 0 O

seklinde yazilabilir.



BOLUM 6. SONUC

Bu calismada (5.1) ve (5.2) esitlikleri ile tanimlanan iki parametreli deforme bozon
cebiri i¢cin homojen olmayan bir kuantum simetri grubu yazilabilecegini gosterdik.
SO0z konusu simetriyi anlatan matris kuantum grubunun homojen boélimine
baktigimizda; matris elemanlarinin GLg-2 42(2)  matris kuantum grubunun
komiitasyon bagintilari ile ayni esitlikleri saglamasi sebebiyle de g6z 6niine almis
oldugumuz iki parametreli deforme bozon cebirinin inhomojen kuantum simetri

grubunu  BIGL,-z ,2(2) olarak isimlendirdik. Burada B bozonik, | homojen
olmayan, GLg-2 42(2) deiki boyutlu iki parametreli genel deforme lineer kuantum

grubunu anlatmak i¢in kullanilan kisaltmalardir.

Goz Oniline alinan cebirsel yapinin deforme bozon cebirleri i¢in bir genellestirme
icermesi ve bu yapinin 6zel bir matematiksel yapiya sahip oldugunun gosterilmesi
onemlidir. Ancak bu calismay1 daha dnemli yapacak unsur, onun insa edilebilecek

bir g-deforme kuantum alan teorisine uygulanabilmes halinde gerceklesebilecektir.
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Endistri Meslek Lisesinde, 2005-2008 yillarinda Sisli Mehmet Rifat EVYAP
Anadolu Teknik ve Endiistri Meslek Lisesinde Fizik o6gretmeni olarak calisti.
2006’ da Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Fizik Anabilim dalinda Yiiksek
Lisansa bagsladi. Halen ayni1 tiniversitede Yiiksek Lisans egitimine devam etmekte ve

Cekmekdy (Istanbul) Tung CAPA Lisesinde Fizik dgretmeni olarak ¢alismaktadir.
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