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OZET

Anahtar kelimeler: Bose-Einstein ¥onlasmasi, Gross-Pitaevskii Denklemi, Cranck
Nicolson Metodu, Soliton.

Bu calsmada harmonik potansiyelde tuzaklagnultra-sguk bozon bulutunun
Ozellikleri numerik olarak incelenstir. Bozonlarin zayif etkilgmli oldugunu
varsayarak bulutun harmonik tuzaksidda yayilmasi (geslemesi) calilmistir.
Burada dinamikler ve ilgili zaman skalasi ve uyurkluantum durumu etkigmi
incelenmgtir. Bu amacla Gross Pitaevskiisiti gi ve Schrodinger denklemi
kullaniimistir.

Ayrica Gross-Pitaevskiiséli gi icin Crank-Nicolson metodu ve Split-Step metodu
kullanilarak nimerik yontemlerle ¢c6zUmu yapgtm Problemleri cdzmek icin ikinci
dereceden Schrodinger denklemi kullangtmi C6zUmU veren algoritma
kullanilarak Fortran programlama dilinde GP denkiem ¢6zUmund veren bir
program yazilnmyg ve bu numerik sonuclarin analitik ¢éztmlerle skagtirilmasi
yapilmstir.

viii



DYNAM iCS OF BOSE-HNSTEIN CONDENSATION

SUMMARY

Key Words: Bose-Einstein Condensate, Gross-Pitdieldgkiation, Cranck-Nicolson
Method, Soliton

In this study were investigated numerical of a diof ultracold bosons, trapped in a
harmonic potential. Under the assumption of weakijeracting bosons the

expansion of the cloud is studied after its reldes@ the trapping potential. In this

context the dynamics the relevant time scales hrdirtterference of the coherent
guantum state should be determined. And GrossaBkaesquation and Schrédinger
equation fort his purpose is used.

In this study Cranck Nicolson and Split-Step usias performed numerical solution
methods for Gross-Pitaevskii equation. To solveblams are used Schrddinger
equation in second degree. Using the algorithm @mide solution in Fortran
programming language, a program which gives thetieol of GP equation, written
and analytical solutions of the numerical resutisipared.



BOLUM 1. GiRis

Bozon tamsay! spine sahip parcaciklara verilenradbzonlar parcacik figinde
Bose-Einstein istatistiklerine uyan parcaciklardrarkli bozonlar ayni kuantum
durumunu ggal ederler ve Pauli Rarlama ilkesine uymazlar. Gunlik hayatta
bozonlara 6rnek olarak su dalgalarini verebilidiznek olarak bir havuzu diinelim

ve havuzun her tarafindan gturulan dalgalarin bir noktada bigtezini dustndn.
Dalgalar o noktaya gelir ve bikee dalga olgturur. Dalgalar dyle ayarlanabilinir ki
tam bulyma noktasinda bitge dalganin genti sifir olabilir. Sanki hi¢ hareket
yokmus gibi algilanabilir. Dalgalar birbirinin icinden gebilir.

Calismamin ikinci kisminda Bose-Einstein gmlasmasi (BEY) hakkinda ve tarihi
gelisimi ile ilgili bilgi verilmistir. BEY’ de kullanilan ydntemlerden biri olan
atomlarin sgutulmasi ve tuzaklanmasi ile ilgili kisa bir bilgerilmistir. BEY’ nin
kisaca gelim sirasina bakilirsa; 1900 yilinda Planck’in lasmticisimlerden yayilan
radyasyonun spektral gaminin, yalnizca yayilan radyasyonun enerjisikesikli
enerji durumuyla aciklanabilegiekesfi ile ateslenmis ama ilk temeller Bose ve
Einstein’ in ortak cakmasi ile ortaya atingtir. 1924 yilinda Bose fotonun
istatistiksel tanimini yaprtir. Bunun tzerine, Einstein etkglmeyen parcaciklardan
olusan bozon gazinin tek bir kuantum durumunguwuasabilecegini gostermstir.
Ikisinin teorisi birlgerek bozonlardan ojan maddelerin mutlak sifir sicakina cok
yakin degerlere kadar sgutulmasi ile ortaya ¢ikan maddenin bir hali olans&o
Einstein y@unlasmasini ortaya atrgtir. 1938 yilinda London stper akanligin
helyum atomunun bozonik karakterinden kaynaklgmdi ileri sdrmigtir. 1941
yilinda Sudper akkanlarin sanki hicbir direng géstermeden akan kin gibi
davrangini aciklamgtir. 1950 yilinda Penrose ve Onsager Bose-Einstein
yogunlasmasini tek parcacik ganluk matrisinin 6zdgerleri ve 6zvektorleri (dgal

orbitaller) cinsinden formule etgierdir. 1955yilinda deneysel ¢ahalar atomik



seyreltik gazlarla bgadi. Deneysel olarak Cormell ve Wiemann ark&da
tarafindan alkali atomlarin seyreltilgbuharlari ile yapilan seri deney sonucu BEY
gozlenmgtir. 1957 yilinda Bardeen, Cooper ve Schrieffiendilerde BCS teorisi
olarak bilinen iletkenlik teorisini gediirdiler. Stperiletkenlik de bir BEY Orrgalir.






BOLUM 2. BOSE-EiNSTEIN YOGUNLA SMASI

Ilk olarak 1924 de Bose ve Einstein tarafindan Giatilen Bose-Einstein
Yogunlasmasi (BEY) parcacik figinde calgilan dnemli konulardan biridir. Bose’
un fotonlar i¢in kullandii yontemleri ayirt edilemez parcaciklar igin geegiten
Einstein, yaptil calsmalarda etkilgmeyen bozon gazinin tek bir kuantum durumuna
yogunlasabilecegini gostermgtir. Ancak bundan yakkak on yil sonra London(1938)
*He sivisinin dgilk sicakliktaki siper agan davraminin bir BEY davran
olabilecgini 6nermesi bu konudaki ¢caalarda 6nemli rol oynastir [1].

Bose Einstein ygunlasmasinin ne oldguna balamadan 6nce kuantum bilgilerine
bakmali ve madde dalgalar hakkinda bilgi sahihinolali. Spin kavramlari ile
BEY’ in icerisinde yatan bozonlarida ele alarak Wicbir kargtirmadan sonra

edinilen bilgiler giginda BEY hakkinda yorum yapilabilir [2].
2.1. Bose-Einstein Ygunlasmasinin Kisa Tarihi

19. yuzyillin sonlarina gou Lord Kelvin, ik tayfi ve baka birka¢ konunun da
aciklanmasi ile klasik mekaiin(KM) son bulacgini 6ne surmgtir. Ve oylede
olmustur cunki birgok gozlem KM ile uwymuyordu. Ornek verecek olunursa
Ernesst Rutherford’ un yagtideneylerden atomun gunsistemi benzeri bir tasarisi
oldugunu anlaildi. Ama bu yontem KM’ ye gore dengede olamazdnkil negatif
yukleri cekirdekteki arti yukler cekerek, atomurkgiesine neden olacakti. ggir bir
calisma kara cisim simasi olayidir. Deneylere gore kara cisigmmiasi belli bir
sicaklik dgerinde ve belli bir frekansda en yuksek enerjgetse ulgir. Ancak
Rayleigh ve Jeans’ in camalarina goresima; sicaklik ve frekans arttikca sonsuza
dogru gidiyordu, yani butin enerji durmaksizin artaekéins ile alana yoneliyordu.
Bu mor-6tesi felaket olarak bilinir. 1900’ |0 yalida kuantum dg@si en cok ilgi
ceken konulardandi. Unlu Alman fizikgi Max Plandik, olaya sunmu oldusu

¢cozum ile



kuantum mekanin temelini atmgtir. Buna gore enerji KM’ deki gibi strekli di
de, paketcikler (kuantalar) halinde salinir yanitilem cisimlerden yayilan
radyasyonun spektral gaminin, yalnizca yayilan radyasyonun enerjisikesikli
enerji durumu ile aciklanabilegieseklindeki kafiyle kuantum dgasini atgdemistir.
Sonra Einstein fotoelektrik olayini agiklgdmakaledesigin foton denen yuksiz ve
kutlesiz enerji paketciklerinden meydana gglii 6ne strdd. Planck’'in sonuglarini
tekrar Ureterek frekans gigimini ve Uzerine gik distrilen metal ylzeylerden
elektron yayinimi konularini tagtnistir ve fotoelektrik olarak bilinen bu olay
Einstein'a 1921 yil Nobel Odulu getirgtir. Satyendra Nath Bose, Planck’in
sund@gu isima formdll ile Einstein’ in foton kavramini bigteerek yiksiz ve
kutlesiz parcaciklar icin bir takim istatistikleelgtirdi. Ama bunu yayinlamakta
cekinen Bose makaleyi donemin saygin fizikcisi ofdhert Einstein’a yollanytir.
Bose'un fotonlar icin kullangg yontemleri ayirt edilemez parcaciklar igin
genellgtiren Einstein, yap#n calsmalarda etkilgmeyen bozonik parcgaciklarin
toplam sayisinin korunumugartiyla digik sicakliklarda faz gegi gostermesi
gerektgini vurgulamstir. Boylece Bose-Einstein ganlasmasi dgmus oldu ve
Bose-Einstein ygunlasmasi olarak adlandirildi. Ancak ¢ok uzun bir stogumca
hicbir fiziksel olayin bdyle bir davragortaya koyacg bilinmiyordu [3].

Ancak helyum izotopunun®fle)[4] sivi fazinin siiper ajkan oldgu Onnes
tarafindan 1911 vyihinda bulungtur. Ancak bundan yakj&k on yil sonra
London(1938)*He sivisinin d§iik sicakliktaki stiper agan davraminin bir BEY
davrangl olabilecgini dnermesi bu konudaki cainalarda énemli rol oynamtir.
London bu super agkanligin  helyum atomundaki bozonik karakterinden
kaynaklanmasi gerekgini ileri strdi. Super akkanlarin sanki hicbir kuvvet ile
karsilasmadan akan bir sivi gibi davranmasini aciklayan teori 1941 yilinda
Landau tarafindan ofturuldu. Landau’nun teorisi, girilebilir enerji dumlar
yeterince azaltilggnda ancak uzun dalga boyuna sahip fotonlarin lagap ve
bdylece super agkan bir durum olgacal fikrine dayaniyordu. Ancak bu teoride
karsiligini bulamadi ve ¢cok gecmeden Onsager ve Penrosekf#ilikli etkilesimi
blyuk olan bozonik sistemler kullangnve Bose Einstein \gunlasmasini tek

parcacik ygunluk matrisinin 6z dger ve 6z vektdrleri cinsinden formule egerdir.



Bose sisteminin en 6nemli 6zelliklerinden birisidanlarin homojen olmayan ve
sonlu boyutlu sistemler olmasidir. Bu sistemin h@mnoolmamasi iki cisim
etkilesmesinde 6nemli rol oynar. Etkgienli bir Bose sisteminde bozonlar arasi ¢ok
cisim korelasyon etkileri, ygunlasmanin dginda bulunan uyarilngi atomlarin
miktarini artirir. Etkilgimli bozon gazinin davragiile ilgili 6ncu teorik calgmalar
1947 yihnda Bogoliubov tarafindan [5] tarafindaaslatiimistir. Bogoliubov digiik
yogunluklu, zayif etkilgimli ve uyarilmg durumdaki atomlarin sayisinin ihmal

edilebilir bir durum icin bir perttirbasyon aciligelistirmistir.

BEY deneysel olarak 1955'de alkali atomlarin seymeis buharlari ile yapilan bir
seri deney sonucunda gozlegtini Bu yogunlasmasi ilk olarak JILA(Jaint Institute
For Laboratory Astrophysics)’da manyetik tuzaklatd@psedilen ve mikrokelvin
mertebesine kadar gotulan®’Rb’de gozlenmitir [6]. Ayni yil icinde ®*Rb [7] ve
*Na [8] ve 'Li [9] alkali atomlarinin zayif etkilgmli seyrek gazlari ile yapilan
deneylerde termal olarak glémis olan bulutun makroskopik olarak tek kuantum
durumuna gecli acik birsekilde gézlenmitir. Sonraki yillardaH [10] ve K [11]
atomik boyutta, Li[12] gazlarinda molekiler boyutta BEY elde edétimi

1957 yilinda Bardeen, Cooper ve Schriefferdilerde stper iletkergin BCS teorisi
olarak bilinen super iletkenlik teorisini gglrmistir. Bu mikroskobik teori,
metallerin  elektronlari  arasindaki etkilmlerin  fononlar aracifii ile

gerceklatirildi gini varsayiyordu.

1995 yilinda alkali atomlar Gzerine yapilan deney®se-Einstein ygunlasmasi
tarininde kilometre ta olarak dgunudlir. 1995 yilinda deneysel olarak acik bir
sekilde gozlenmesi Bose-Einsteinggmlasmasina ve Bose sistemlerindeki ¢ok cisim

Ozelliklerine olan ilgiyi artmasina yol acgtir [13].
2.2. Bose-Einstein Ygunlasmasi Nedir?

Bose-Einstein ygunlasmasinin fizgini anlamak icin klasik ve kuantum gazlarinin
fiziksel davranglarina yakindan bakmak gereklidir. Biliggligibi gaz, basit anlamda,
uzayda serbestce hareket edebilen molekul veyailafmartikillerden olgur. Gazlar
klasik (ideal) ve kuantum gazlari olarak iki siaifticelenebilir.



Bir klasik gazi olgturan molekdller birbirlerinden ayri ve yalnizcaydaetkilesecek
sekilde d&ilirlar. Herhangi bir anda bu molekul toplglunun yanlizca gok kiguk bir
parcasi cargmalar yoluyla birbirleriyle gucli etkifgmlere girerler. Molekdller

arasinda ortalama uzakhk molekullerin capi medefoe yani yaklgk olarak

(22,400/N0)1/3 ile orantili olacakekilde 304° ile 3 A° arasindadir [14].

Molekdller arasi kuvvetler zayif Van der Waals ketteridir. Herhangi bir anda bu
molekdiller birbirlerinden molekil ¢caplarindan ddiigyiik mesafelere uzaklarildig
anda bu etkilgmin blyukligt, molekillerin aralarindaki uzagln altinci kuvvetiyle
hizli bir sekilde diger. Yeterince d§ilk yogunluklarda ise gaz molekulleri

birbirleriyle oldukca zayif etkilgrler [15].

Ideal bir gaz; molekiiller arasi etkilmden dgan potansiyel enerjinin molekiillerin
kinetik enerjisi yaninda ihmal edilebifgidurumla temsil edilir. BOyle bir gazi temsil
eden bolgim fonksiyonu ve dolayisiyla gazin serbest eneriaxwell-Boltzman

istatistigi kullanarak elde edilebilir [16].

IcerisindeN tane molekil olar¥ hacimli bir kutunun bir I1si banyosuyla gee
durumunda oldgu durumu dginelim. Boyle bir gaz igerisinde yer alan bir panga
herhangi bir durumda bulma olagiliile tanimlanan mumkdn olan durumlarin
sayisini, molekudllerin sayisiyla verilebilir. Burgire, birinci durumda bulunan
molekiln, , ikinci durumda bulunan molekil,, ver.n, durumda bulunan molekdil
ise rninci durumu ggal eder. Bu durumda gazi gluran molekullerin enerjileri

girilebilir durumlarinin sayisi ile gkilendirilebilir. Boylece, molekullerin enerjileri;

g < <¢&..5¢& .. (2.1)

seklinde siralanabilirler. @er yandan molekll sayisi da girilebilir durumlasayisi

cinsinden
N =2%,n, (2.2)

bagintisi ile verilir.



Klasik gazlarda kuantum etkslienlerinin olmadg kabul edilir. Ancak klasik gaz
belli limitlerde gerceklgir. Istatistiksel olarak hesaplanabilen bu limitinsida

cikildiginda kuantum etkiler baskin olmayaslaa. Bu limit

N h2 3/2
YA ) P« 2.

V \2mmKkT

denklemdeki oran ile belirlenir. Buradé molekil sayisiy hacim, T sicaklik,h
Planck sabiti,k Boltzman sabiti vem parcacgin kitlesidir. Gazi olgturan
molekiller (2.3) baintisini sgliyorlarsa kuantum etkilerin kiadigini distinebiliriz
[17].

Klasik limitin gegerli olabilmesi i¢cin kuantum mekigine gére momentumu p olan
bir parcacga slik eden de Broglie dalga bow,zmolekiller arasi ortalama serbest
yolla kasgilastirildiginda mutlaka kicguk olmalidir.gér molekuller arasi mesafe ¢cok
blyuk ise parcaciklarin de Broglie dalgalari yet@dide girsim yapamazlar. Bu tip
parcaciklar Newton mekatine uyarlar. Fakat parcaciklarin de Broglie dalggléri
molekdller arasi ortalama serbest yola yakin veyh bgiyuklikteyse bu dalgalar
arasinda gigim ortaya cikar. Bu klasik limit olarak ve bu lingildiginda kuantum

etkiler 6nem kazanir [18].

Gaz olgturan parcaciklar arasinda, 6gimebir metalin serbest elektronlari veya sivi
Helyum atomlarinin birbirleriyle etkijgnelerinde oldgu gibi, kuantum etkileri
baskin hale geliyorsa bu tir gazlar kuantum gaplaraek bilinir.

Kuantum etkilerinin baskin olgu bir gazin fiziksel davragini anlayabilmek igin
kuantum istatisii baki acisindan girilebilir durumlarin sayisini ve Oikddrini
bilmek gereklidir. Klasik mekage gore girilebilir durumlarin sayisi sistemde
bulunan parcacik sayisi kadarken, kuantum megkanigore girilebilir durumlarin
saylisin,, n,,ns, ... setinin butin keyfi dgerlerini alamaz. Yani bazi kisitlamalar
vardir. Bu kisitlamalara gegmeden Once kuantumbgaaaklarin ¢cok 6nemli bir
Ozelligini hatirlatmakta yarar var. Kuantumlu parcacikiakendilerine has acisal
momentumlari vardir. Klasik agidan bakgehda bu acisal momentum herhangi bir
referans sisteminde Olcllen ya da gb6zlenen parchareketiyle ilgili deildir.
Parcactin kitle merkezi hareketsiz iken bile bu agisal rmotam vardir. Par¢agn

bu tip acisal momentumu spin olarak adlandirihpinS tamamen kuantum



mekaniksel bir kavramdir o nedenle spini anlamaky iGuantum mekagi
kavramlariyla dgiinmek gereklidir. Spinh ve h/2 nin katlar seklinde kesirli
deserler alir. Bir baka soyleysle, spinler

1 3
05h A h, .., (2.4)

seklinde kuantumlu deerler alir [19].

Spin degerlerine bakarak bu parcaciklarl iki sinifa ayiiahi Bunu yapmak
istememizin en 6nemli nedeni parcaciklarin spipederine bgli olarak ¢ok farkli
fiziksel 6zellige sahip olmalaridir.

Birinci sinif, isgal numarasi,.’lerin tamsayi dgerler aldgl parcaciklardan okur.

Yani,
n, = 0,123, ...., (tum r dgerleri) (2.5)

kiimesidir. Bu siniftaki parcaciklar Bose-EinsteBE] istatistgine uyarlar. Orngin

1 ve K. mezonu ve fonon bu sinifa dahildir.

Ikinci siniftaki parcaciklar isesgal numaralari 0 ile 1 @erleri arasinda kisitlanan

parcaciklardan okur. Yani,
n, = 0,1 (arasinda kesirli r gieri var) (2.6)

deserleri alabilir. Bu siniftaki parcaciklar ise 19¢2#inda Fermi ve ondan Bansiz
olarak Dirac tarafindan gstirilen Fermi-Dirac (FD) istatisgine uyarlar. Elektron,
pozitron, proton ve nétron bu siniftaki bazi parkiacdir. Fermiyonlar Pauli (1925)
disarlama ilkesine gére ayni kuantum dizeylerinde roautoazlar. Fermiyonlarin bu
¢ok onemli kuantum mekaniksel davagami ilkesel olarak aciklayan Pauli'ye 1945
yili Nobel Fizik 6dult verildi.

Simdi yogunlasma olayinin nasil meydana ggjiui gostermek icin kitlesi sifirdan
fakl bir bozon gazinin fiziksel davrami ele alacguz. Yukarida bozon gazlarinin,
toplam spini bir tam sayiyasie olan atomlardan oltugundan s6z etrgiik. Bose
gazlari, fermiyonlarin tersine Paulisdrilama ilkesine uymazlar. Bu ¢ok carpici bir

durumdur ve onemli fiziksel sonuclara yol acmakta@u durumu anlamak icin



bozonik gazin dgilk sicakliklardaki davragmna yakindan bakmak gereklidir. Bir

bozon gazinin dalim fonksiyonu,

— 1

n, = m (2.7)
bagintisi ile verilir. Sistemdeki tim pargaciklarirysa ise
N Zeﬁ(‘gl #) 1 82
seklindedir. Durumlarin enerji iunlugu ise

T /
fe)de = ZEE 2 e1/2ge (2.9)

olur. (2.8) baintisinin integral formunun dikkate alarak (2.9glo&isini yeniden
yazarsak toplam parcacik sayisini,

v2m(2m)3/? foo gl/2
0

N = h3 eBle—1)_q

(2.10)
yogunlugunun sabit kalagani ifade eder. Fakat sicaklik diitldigtinde (2.10)
bagintisinin sg tarafininda sabit kalabilmesi icin kimyasal potgekn isaretinin
negatif olmasi gerekir. Sicaklik gtigiinde p’de kuculur fakatju| daima buaydr.
(2.10) bagintisindaki integraly =0 iken T =T, de minimum kritik sicak§
tanimlar. Bu kritik sicaklik dgitk sicakliklarda bir bozon gazinin haktgirecesine
(faz gecsi) acikca saret eder [2].

Ancak (2.10) baintisi taban durumunda bulunan parcaciklarin sayyansitmaz.
Gergekte taban enerji durumundaki, yani, enerjisi momentumu sifir olan

parcaciklarin sayisi,

N, = (2.11)

e Br—1
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kadarken dier enerji seviyelerinde bulunan parcgaciklarin sages

o 2n(2m)3/? o gl/2gg
N8>0 =V h3 fO eBle—)_1 (212)
seklindedir.
Sonug olarak, toplam parcgacik sayisi (2.11) ve2)in toplami ile
1 v2rn(2m)3/2 po0  gl/2
N = e—Bu_1 h3 f() eBle—1)_1 (213)

seklinde verilir.

Bozonik gazlar icinT kritik sicaklgin Ustinde, taban durumdaki parcaciklar
tamamen ihmal edilebilirler ve kimyasal potansiygl10) b&ntisinda verildii
gibidir. Fakat kritikT, sicaklginin altinda kimyasal potansiyel sifira gider. Krit
sicaklgin altinda enerjisi sifirdan farkl parcaciklarayssi (2.12) bantisi u =0
secerek integre edilirse,

T)3/2 @1

Neso = N (3

elde edilir. Sonug olaral,~,/N orani toplam pargacik sayisi icinde enegisi 0

olanlarin oranini verirken, kalan parcaciklarin
3/2
Mg (1) (2)15

seklindeki orani da enerjisi ve momentumu sifir gi@ancaciklarin oranini verir [3].
Kritik sicakhgin Ustiinde, taban durumundaki parcaciklarin salreal edilirken
sicaklik geg sicaklginin altina dguruldiglinde pargacik sayisi ¢ok hizla buydar.
Taban enerjisine wdan parcaciklarin enerjileri ve momentumlari sifuroBoylece
faz gecsi gerceklemis olur. Bu sekilde parcaciklarin taban enerji durumunda

yogunlagmasina Bose-Einstein gonlssmasi adi  verilir. Bozonik gazin



11

yogunlagsmasi klasik bir buharin yonlasmasindan oldukga farklidir. Ancak buhar
ile bose gazinin yaunlasmasi arasinda bazi benzerlikler de vardir. §me < T,
durumunda Bose-Einstein gazinin basinci dayruhar basincinda oldu gibi
hacmine dgil sicaklgina balidir. Yogunlasmanin en o6nemli fiziksel sonucu,
sistemde bulunan tiim bozonik parcaciklarin ayraramerji durumuna warak tek
bir parcacik gibi davranmagieklinde 6zetlenebilir. Oysa hatirlay&oauz gibi
fermiyonlarin ayni kuantum durumunda bulunmalamlPdisarlama ilkesine gore
imkansizdi. Fermiyonlar bu 6zelliklerini glik sicakliklarda da korumaktadirlar.
Dolayisiyla, fermiyonlar, bozonlarda olglu gibi distk sicakliklarda hal dgsimi
(faz gecgi) gostermezler. Ancak, fermiyonlar gik sicakliklarda hgka bir
mekanizma yoluyla hal @eimi gostererek super iletken veya super skdmn
olabilirler [3].

Kisaca fermiyon ve bozonun ne ofduna dginirsek ;

Spin ve istatistik kavraminda kuantum $imde parcaciklar iki istatistik fizi
tarafindan betimlenir. Bunlar Fermi-Dirac ve BosasdEein Istatistikleridir. Fermi-
Dirac istatistgine uyanlar fermiyon, Bose-Einstein istaigtie uyanlara Bozon adi
veilir. Fermiyonlar kesirli bozonlar tam sayi spisahiptir. Fermiyonlarin kesirli
spine sahip olmasi fermiyonlarin ayni kuantum sesiyde ayni anda bulunmak
istemezler(Pauli RBarlamallkesi) Bozonlar ise sinirsiz sayida bozon ayni ana

konumda bulunabilirler.

Fermiyonlar kati maddeleri aituran tim parcaciklari icerir, elektron, protonfroé
gibi parcaciklar bunlara drnek verilir.

Bozonlar ise kuvvetlerden sorumludur. Kiitle cekalektromanyetik kuvvet zayif ve
gucli cekirdek kuvvetleri bozonlar sayesinde vawr.olSinirsiz sayida bozonun
birarada bulunabilmesi 6zedllisayesinde biyuk 6lcekli kuvvetler var olabilmekte
ve bu kuvvetler maddeleri bir arada tutabilmektedir Ayrica bu 6zellik stper
sivilar, super iletkenler ve lazerin karakteristizelligi olan Bose-Einstein
yogunlagmasini mumkin kilar. Bozonlara 6rnek olarak foton\& ve Z bozonlari
(zayif cekirdek tayicisi), gluon, Higgs bozonu, fononlar, Helium Hidrojen 2,
Sodyum 23 vb. sayilabilir [20].
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Kuantum fizginde, dalgalarin belli bir anda nerde aidau soyleyemeyiz ancak
bunun yerine dalganin bulunabilgcgerlerin olasilgini bilebiliriz. Mesela kuantum
mekanik denklemlerini belli kuvvetler altinda ¢czek bir dalga fonksiyonu elde
ederiz bu dalga fonksiyonun karesi bize konum venertum gibi bazi dgerlerin
olasilik d&ilimlarini verir. Ayrica bu olasilik dalimina gore bir elektron ayni anda
birka¢ yerde bulunabilir. Elektron 6rgielle devam edersek, bir elektronun konumu
hakkinda bilgimiz ne kadar fazla ise momentumu hadkk da o kadar fazladir tersi
bir ifadede dgrudur.(Bu Heisenberg belirsizlik ilkesi olarak aaliarilir.)Maddenin

dalga Ozellgi BEY’ i anlamak igin dnemlidir.

Atomlari cok dguk sicakliklara kadar gottusumuzda atomlarin dalga fonksiyonlari
blayur. EBer bu biyume atomlarin arasindaki mesafeler kadgtirnisse atomlari
temsil eden dalgalar Ust Uste binebilir ve atomlaiiyuk bir kismi yerlgebilecekleri
en diguk enerji dizeyine gecerler. Bu durumda atom datgahmamen dst Uste
biner. Bu olguya Bose ve Einstein’ a ithafen Bosestein ygunlasmasi denir ve
sadece bozon Ozdlli tasiyan parcaciklar ve parcaciklar kimesinde goriBaose
Einstein ygunlasmasi tek bir dalga fonksiyonuna uyan tek bir cigjiti davranir.
Bose Einstein ygunlasmasi bircok olguda keumiza cikar. Bunlardan en bilindik
olan Lazerler , Mazerler, bunun yani sira supskakilik ve siperiletkenlik gibi

olgular birer BEY o6rngidir.

2.3. Atomlarin Sogutulmasi ve Tuzaklanmasi

Tum fiziksel parcaciklar geleneksel teoriye uygularak kinetik enerjilerini
kaybettiklerinde, bunun g@al bir sonucu olarak, hizlarini da kaybederek yivkar.
Benzersekilde atomlar veya atomik kammlarda kinetik enerjilerini kaybettiklerinde
yavalarlar. Parcaciklarin yagktiimasinin en basit yollardan birisi pargani
momentumunu azaltmaktirger hareketli bir parcagin momentumunun bigekilde
serbest birakilmasi ganirsa dgrudan enerjisini de kaybederek yshagacaktir.
Saosutma sicakigin disurtlmesiyle gergeklgirilen bir stirectir. Tek bir pargacik igin
sicaklgin fiziksel bir kagiligl yoktur. Bir enerji bicimi olan sicaklik, bir pacik
sistemi igin fiziksel bir anlama sahiptir ve boyler sistemin kinetik enerjisi

sicaklgin parametrik bir olgusudir. Dolayisiyla, sistemdplrgaciklarin kinetik
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enerjilerini azaltmak fiziksel olarak sistemin ddegini diglirmeye yani sgutmaya
karsi gelir. Diger yandan tuzaklama ise atomun tim serbestlik dEmec
dogrultusunda hareketlerini kisittama olarak bilirdu alanda yapilan camalarin
amaci atomik gazlarin bir katlya ya da bir siviyani@dmesini oOnleyerek
sicakliklarini mikrokelvinler mertebesine kadar ga daha altina kadar @gmak
olmustur. [21]

Atomlar sgutmak ve tuzaklamak icin yapilan gahalarin tarihi oldukca geriye
gider. Sgutma ve tuzaklamaslemi icin gelitirilen yontemler arasinda lazer, optik
alanlar ve manyetik alanlarin kullanimi sayilabilimdi bu ydntemleri kisaca

inceleyelim.

Bose yg@unlasmasi calmalarinin temeli 1980°li yillarda hidrojen atomue il
baglamistir. Burada hidrojen atomlari 6nce bir gstucu ile sgutulmus, sonra
manyetik bir alanla tuzaklanjnwve sonra buharana ile sgutulmustur. Bu calsma
BEY'’yi gozlemlemeye yaklgada ancak ayrik atomlarin molekillere dinési ve
gucll etkilgimlerin ortaya cikmasi ile sinirli kalgtir. Bundan sonra lazer tabanli
sggutma  teknikleri manyeto-optiksel  tuzaklama  gradyawiarizasyon

gelistirilmi stir.

Lazer normal gikla kaslilastirildiginda bir ¢ok farklilik gosterir. Normakik bir
elektromanyetik dalga olarak farkli frekans aralrihi icine alir ve kiresel yayilim
gosterirken buna ker lazer s1g1 kohorent ve monokromatiktir. Lazerin yuksek
yogunlugu ve kontrolli olarak istenilen g@aultuda yonlendirilebilmesi sayesinde,
fiziksel sistemlerin bazi 6zelliklerini incelemegin 1960’lardan bu yana kullanifgi

bilinmektedir.

Ilkkez Letokhov 1968 yilinda elektromanyetik dalgaie atomik tuzaklamanin
gerceklgtirilebilecegini 6ne sidrdd. Bu takiben 1970 yilinda Ashkin binki
demetiyle rezonans halinde bulunan bir atomeik basincinin ne olagani
hesapladi. Bu konuda farkl gahalar surdartldgi yillarda ilk defa Hansch ve
Schawlov (1975) lazersiginin serbest atomlari gotmada kullanilabileggni
gosterdiler. Atomlarin yawkamasinin fiziksel nedeni atomlarinsandan foton

sasurmasiseklinde aciklanabilir. Clnku foton erumu atomun momentumunu da
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desistirmekteydi. Sartlarin sglanmasi durumunda bu yontemi kullanarak atomlarin
hareketini yavglatmak olanaklidir. Ardik kendiliginden yayinim, atom
momentumu tekrar kazanamaygicdir sekilde keyfi bir yonde ortalama hizini
disUrdr. Boylece sgutma gerceklgmis olur. Doppler kaymasi olarak bilinen,
atomun enerjisini azaltma yontemi sayesinde, atamek$ olarak hareket yuni
dogrultusunda momentum gorur. Eger ¢ boyutlu bir lazer dizegiesaslanirsa
atomlar tim serbestlik dereceleri gloltusunda sgutulabilir. Bu sayede, yuksek
enerji limiti kendiliginden yayinimin gejigtizel sureciyle tesis edilgiolur. Alkali
atomlar lazer-tabanli yontemlere olduk¢a uygundugénki bunlarin optiksel
geckleri mevcut lazerlerle uyarilabilir ve glik sicakliklara sgutmak i¢in uygun bir

iC enerji seviye yapisina sahiptirler.

Ancak bu lazer sgutma teknikleriyle elde edilebilen glik sicaklik tek bir fotonun
enerjisiyle sinirhdir. Sonug olarak ; hacmindeki atomlarin sayisi BEY icin gerekli
olan dgerden oldukga kuguktdr.

Lazer s@utma yontemiyle gercelderilen ilk basarih deney 1980 yilinda
Moskova’'da Balykin ve Letokhov ve ayni yil icindeaithersburg’da Phillips ve
calisma arkadslari tarafindan gercelderildi. Bunun hemen ardindan Phillips, Chu
ve Cohen-Tannoudji onceki teorilerin 6ngogdllimitler altinda sgutma yontemi
gelistirdiler.

Ayni vyillarda sk tuzaklari da kullaniimaya kanmsti. Chu ve onun Bell
laboratuarindaki calma arkadglari tamamiyla optik alanin ponderomotive
potansiyelini kullanarak yagaatomlari tuzaklamayi karmslardi. Lazer gig1 ile
sqgutulan atomlar optik alanla tuzaklaniyordu. Optikeaklar ¢cok zayif ve kuguk
oldugu icin fiziksel acidan yeterince ilgi cekici sayidggomun toplamak icin
kullanilan iyi bir tuzaklama gerekliydi. Phillipsh grubu tuzaklama icin manyetik
alanlar kullandi. Fakat atomik @rmanin Zeeman tuning ile manyetik alan
gradyentinin bir kombinasyonu olan bu yontem gdtecalsmalarda kullanila-
bilecek olan standart bir tuzaklama Onerisiydi. ®abrijinal bir manyetik-optik-
tuzaklama (MOT) yontemi 1986 yilinda Dalibard tamdfin Onerildi. Fakat o
siralarda bu teknik, Pritchard'in grubundakiler {Thu tarafindan gefirildi. Bu
tuzaklama yontemgimdiye kadar gedtirilen en iyi yontemdi. BOylece atomlarin
hem sgutulmasi hem de tuzaklanmasi olduk¢a guvenljditiilde sglanmaktaydi.
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2.4. Sayisal Analiz

Calsma boyunca bolca katasacainiz bu kelimeyi biraz a¢cmak iyi olacak.
Numerik Analiz (Sayisal Co6zimleme); analitik yonterle c¢6zilemeyen
problemleri ¢ozmek i¢in kullanilan yontemler butddi Diger bir tanimla nimerik
analiz istenen matematiksetlemlerin ayrik olarak nasil hesaplanabilgoe

incelenmesidir.

Sayisal analizin amaci ¢ozimunin elle yapiimaspratik olmadgl karmaik,
analitik olarak ¢oziimi zor veya olanaksiz olan fEwiterin ¢ozimlenebilmesi igin
uygun ve en iyi yakam veren yontemleri bulmak, ayrica bunlardan anlavel
faydall sonuclar ¢ikarmaktir.

Problemler Cebir ve analiz ga olmak Uzere dgsik matematik konularindan
kaynaklanir. Ve problemin ¢bzimu icin birgcoyaenadan gegilir. Fiziksel bir olayin
matematiksel modelinin  formile  ederken, probleminbilgisayar ile
c6zimleyebilecgmizi goz o6nune alabiliriz ki bizde burada en ginkeallanilan
fortran90 programi kullanilarak sonuclar elde adikbrmuilasyon yapildiktan sonra
problemin ¢ézumdi igin hata analizi ile birlikte nérnk yontem en iyi yakkamla
sonug elde edilecejekilde secilmelidir.

Sayisal ¢cozum yontemi, belirtilen ya da istenilesdasliktaki yakiamla ve belli
saylida ardik tekrar glemlerinden sonra matematiksel probleme ¢ézimrgetidir.
Sayisal analiz sadece ¢Ozum olarak sayilar Uretewzysel ve analitik teorilere
onemli katkilarda da bulunur. Sayisal ¢6zim yoneemigenellikle 6nceden
saptanny aritmetik ve mantiksalsiemlerden olgur. Bu slemlerin timine ¢6zim
algoritmasi denir. Algoritma belli sayidglamlerden sonra probleme ¢6zim getirir.
Problemin bilgisayar ile ¢dzuminde dc¢uncgaraa, algoritmanin bilgisayarda
¢6zUmUnU s@layacak programlamasamasidir. Programlama; C, Pascal, Basic,
Cobol, Fortran gibi bilgisayar dillerinden biriéeiyapilir.

Sayisal analiz muhendislik ve uygulamali matematikinemlidir ve bircok
muhendislik boliminde gosterilen bir derstir. Linpeogramlama alaninda da sikga
kullanihr. Sayisal Analiz olmazsa olmazlardan sidir. Ozellikle bilgisayarlarin

ortaya ¢cikmasi ve yaygin kullaniimasi bu teknikiedinemini daha da artirgtir.
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Cagimizda kapsamli realizasyonlamleri bilgisayar aracg ile yapildgi igin,
kullanilan sayisal metodun etkigli genelde bu metodun kesigihe bal oldugu
kadar, kullanilan bilgisayarin teknolojik donanimmiverdgi kolayliga ve bilgisayar

programinin kalitesine de gladir [22].



BOLUM 3. SOLITONLAR VE GROSS-PITAEVSK ii DENKLEM i

1924 yilinda Hintli fizik¢i Bose, klasik elektrocdimik sonuclara bBaurmadan
tamamiyla istatistik hesaplamalari kullanarak ftaoncin Planck dgillim yasasini
turetebilecgini aciklamstir. Bunun tzerine Bose’'un [23] fotonun kutlesizgaecik
olmasi nedeniyle fark edemgdibir fiziksel durumu fark eden Einstein, birbirgyl
etkilesmeyen bozonik parcaciklarin toplam sayisinin komwnusartiyla digik
sicakliklarda faz gegigostermesi gereldini sdylemitir. BOylece Bose-Einstein
Istatistgi dogmus ve faz gegi de Bose-Einstein yaunlasma olarak adlandirildi
[24]. Kuantum Mekargi ve Istatistik Mekangi kitaplarindan yararlanabiliriz. Bose-
Einstein y@unlasmasi, Einstein tarafindan ongorigdinden (1924) 70 yil sonra
1995 yilinda alkali atomlarin zayif etkjlenli seyreltilmis buharlariyla yapilan bir
seri deney sonucunda gozlegtmi[25]. Bu yosunlasma ilk kez manyetik tuzaklarda
hapsedilen ve lazeginlari kullanilarak mikrokelvin mertebesine kadagwulan
8Rb [26] de gozlenmstir. Ayni yillarda ®°Rb [27], ®Na ve 'Li [28]  alkali
atomlarinin zayif etkilgmli seyrek gazlar ile yapilan deneylerde, terroédrak
dagilmis olan bulutun makroskopik olarak tek bir kuantdaorumuna gegi acik
bir sekilde gozlenmitir. Bu yosunlasma Oncelikle Colorado Universitesi'nde bir
aratirma grubu tarafindan Rubidyum atomlari ile yapgtm (sekil 2.1’ de Bose-
Einstein ygunlasmasinin ilk resmi gorilmektedir), Rice Universitef Lityum
atomlarinin ygunlasmasi gozlenngtir, Cambridge Universitesinde MIT tarafindan
sodyum atomlariyla elde edilgtr. 2001 yilinda Nobel fizik 6ddlt, Nobel fizik
komitesi tarafindan Colerado Universitesi‘'nden Earnell ve Carl Wieman’a, 2000
rubidyum atomunu mutlak sifirin(-273,P& ) sadece bir derecenin milyarda bir
kacina kadar smtarak bir Bose-Einstein Ysoinlasmasi (BEY) elde et#i icin ve
benzersekilde Massachusetts Teknoloji Enstitisi’nden (MWolfgang Ketterle’e

sodyum atomlari kullanarak daha biyuk bir BEY edtigi icin verilmistir [29].
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Sekil 3.1. Cornell ve Wieman [26] deney grubununigtedi Rubidyum atomlarinin hiz gdimini
gosteren unlu bir resimdir. Soldakekil: yogusmanin oldgu sicaklgin tstiindeki sicakia denk
gelir. Ortadaki sekil: yogusmadan hemen sonraki duruma stek gelir. Sadaki sekil: kritik
sicakliktan oldukca diik bir sicaklikta neredeyse safgggmaya denk gelir.

3.2. Gross-Pitaevskii itli gi

Oldukca dguk sicakliklarda zayif etkifgmli bozonlardan olgan sistemlerde
goOzlenen Bose-Einstein ¥osmasi, Gross Pitaevskii denklemi olarak bilinen dine

olmayan Schrédingesii ginden baka bikey desildir [30].

Gross-Pitaevskii gtligi N bozonlu sistemin ygunluk formunu iceren ortalama
alan(Mean-Field) denklemidir. Busidik ilk defa 1961 yilinda Gross ve Pitaevskii
tarafindan ayri ayri bulunmgwr. [31,32] w(r,t) yogunlasmis sistemin dalga
fonksiyonu olmak Uzere Gross-Pitaevskiitlegi asagidaki denklem tarafindan

verilir.

4mNh2%a

op(7,t)
m

in 25 = [Hon + 2 =2 Iy O w0 @)
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h? m
Hoh = —%Vz + ?Ziszl Wl'zxiz (3.2)

Burada H,;, harmonik osilatér operatorti, m her bir pargatikitlesini,y( 7, t)

Bose-Einstein Ygunlasma dalga fonksiyonunu gosterir vey; ise xi (r=

Jx12+x,%4x3%)  yoniindeki harmonik osilatér frekansidu, sabiti iki cisim
arasindaki sacilma uzu@udur. Gercekte GP teorisi zayif etkil@li bozonlardaki
girdap durumlarini aciklamk icin ggiirilmistir. Bu denklemin gecerliliksarti
saclima uzunlgu, atomlar arasindakimesafeden kucuk olmalidir.eGdimiz gibi
Feshbach Rezonansi olarak bilinen teknikleri kafak kondens icinde hem zaman

hemde konum dgstirebilir.
3.2.1. Schrddinger denklemi

Fizikte 6zellikle kuantum mekaginde, Schrodinger séligi bir fizikel sistemin
kuantum durumunun zamanla nasil gidecesini tanimlayan ara¢ dalga
fonksiyonudur. Newton kurallari nasil klasik mekani temelinde ise kuantum
mekangi temelinde Schrddingersidigi bulunur. Kuantum mekar@inin standart
tanimi kuantum durumu fiziksel sistemin taniminrelélen dalga vektori ya da
durum vektord cinsinden tanimlanir. Dalga fonksiyomn zamana ve konumagha
desisimini gosteren denklemi ilk bulan Erwin Schrédinger Bu ylizden denkleme

onun adiyla anihr [33].

Schradinger Denkleminin Genel Formu:
., 0 -~
lhall} = HlIJ (3.3)

., 0 .
burada {, parcadia slik eden dalga fonksiyonuéf hamiltonyeni,Lha ,enerji

operatoruddr.

Zamana bgl Schrodinger gtli gi;
ih = (x, £) = A(x, ) (3.4)

A= =20 ) + VW ) @9
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Zamandan hamsiz Schrodingerséli gi;

., 0 -~

ih 5 W) = H(x) (36)
Lineer olmayan Schrddingersith gi bir kismi diferansiyel denklemdir.(boyutsuz
formda);

0, = — =02y + k|2 3.7

(00 = =303 + eIy 37)
gibidir.

3.3. Solitonlar

Solitonlar solitary (kararl) dalgalar olarak ddiror ve lineer olmayan dalgalardir.
Bir soliton, lineer olmayan kismi difreransiyel ddegmin solitary, hareketli dalga
dalgalarin herbiri sabit hiza wekle sahip hareketli dalagalardir. Ve bu solitonlar
dalgalar bir sabit ile temsil edilerek harmonik dkz(w; = 0) olmaksizin Gross-
Pitaevskii'nin lineer olmayan tipi diferansiyelmdem c¢ozumleridir [34]. Solitonlar
diger solitonlarla giiclii etkiém icindedirler. ki tane solitar dalga birbirine
yaklastikca yavaca deforme olur ve tek bir dalga paketinde kirler.Bu dalga
paketi,bir siire sonra cagmadan onceki ayrgekil ve hiza sahip iki solitary dalga
olarak ayrilir. Belki faz d&sikli gi disinda carmmalar dginda ayni durumda kalirlar.
Carpsma dalgalarin dalga 6zdline zarar vermez. Cagona aninda dalga gepiiiki
dalganin toplam gerginden kicik olur bu da lineer olmayan bir davgani[35].
Lineer olmama 6zelli dnemlidir. Bircok olgum denklemleri icin solitary dalgalar
elastik olmadan dalir ve radyasyona Igh olarak enerji kaybeder. Solitonlar icin bu
bdyle deildir. Lineer olmayan etkilgmden sonra solitar dalgalar ayni hizge&ilde
Ozelliklerini koruyarak dalirlar. Kararhlik soliton fizginde énemli bir rol oynar.
Lineer olmama bir solitar dalganin daha uzaktaaoplasina neden olur. ana
ise bir yerde toplanmi dalganin yayillma olayidir. Bu iki zit durumdan ibir
kaybedilirse solitonlar kararsiz hale gelir ve sgtauyok olurlar.

Bir Solitary dalga datict bir ortamda ve dgusal olmayan bir dengeden
kaynaklanir.1834 yilinda Edinburg kanalindaki bohareketi g6z 6ntne alinarak
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John Scott tarafindan Solitary dalgasi tanimgamiSolitonlara dier bir drnek ise
Brezilya Amozonlarinda meydana gelen Tidal Boreyolka da Tsunami olayidir.
Yapilan calgmalarda Solitonlarin lineer olmayan(non-lineer) Sdmnger
denkleminin 6zel bir c6zumu oldu ortaya ¢ikmtir.
ihi—f = [—%Vzvﬁ g[w]z] v.
(3.8)

Solitonlar agik (bright) olabilir: Yuksek yayilaralga paketleri ya da koyu (dark)
olabilir: Maddenin gerisinde hareket eden hollar,dolitonlar g’ nin garetine bgli

olarak atomlar arasi etkgienleri tipi(karakteri) itici ya da cekici olarak iailasir.
3.3.1. Bose-Einstein ygusmasinda bright soliton

BEY’de Bright Solitonlar olgturulmus ve ilk zamanlardan beri gozlengtir. Atomun
hareketi gibi dalgalarinda yeni ¢cok 6zel gostarirkanitlar ve BEY ‘in tanimi ve

nihai uygulamalari icin dnemli bir arac¢ goérevi @si.

Ilk olarak 1834 yilinda bir kanalin yiizeyinde buitsol zit dalgalari tek bir dalga
formunda birlgtirip, orijinal seklini kaybetmeden ya da ayrilmadan uzun mesafeler
boyunca hareket eder.

Soliton dalgalar her tirli ofabilir. Ozellikle ses vesik dalgalarinda ¢afilmistir.
Son zamanlarda solitogik dalgalari, 6zellikle telekominikasyon alaninddédnilir.
Solitonlar BEY’ de de var olabilirler. Clnkl birBY ayni kuantum durumunda
bulunan tim ultra sauk atomlardan meydana gelir ve boylece bu dalgayadr bir
hareket sergiler ve boylece tek atomun dalgasiaklaydz onine alinabilir. Bir
tuzaktan muaf BEY’ den sonra BEY atom dalgalariedjédie kisimlara ayrilir ya da

kisaca yayilirlar.

Bununla birlikte 6nceki BEY deneylerinde giamacilar bir yeri ggal etmeyen
atomlari temsil eden dark (koyu) solitonlari inceigir. Bunlar tek bir ygunlukta

sekil degistirmeden yayilirlar.
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Simdi RICE universitesi agiirma grubu Li atomu igin temel BEY’ den ayrigni
herbir gercek atomlarin ganlugunu temsil eden Bright Solitonlar Urethairdir.
Sonug olarak bright solitonlar temel BEY atom dégadan ayrilmy tek tek atom
dalgalaridir.Kullanilan dar bir lazegigr BEY atomlarina yol gosterir. Rice grubu
cekici olan Li atomlari arasindaki etkjlmi uygun hale getirdiler ve herbiri birbirini
mukemmel bigekilde dengeler [36].

3.4 Calsmayla Tlgili Olaylar
3.4.1. Bloch Osilatoru

Bloch Osilatori 1928 [37] yilinda Bloch tarafindéahmin edilmg katihal fizii
alaninda yapilan iyi bir c¢aima olarak tanimlanmgiir. Bloch, kristaldeki ve
kendisine etki eden statik elektrik alandaki pargac(elektron) uzaydaki gaimini
(osilasyon) tanimlamgtir. Bu olay kristallerde asla gozlenmetii Geweme
(relaksiyon) glemlerinden(gdaki yayilim bozukluklari, fononlar, vb) dolayi
elektronlar bir bloch déngisunu tamamlamadan omstersin ygunlugu ortadan
kalkar. Boylece bu, Bauzunlgu relaksiyon zamanindan daha kicguk ve kuvvet
sabitinin buydklgu ile orantili olmasinin aksine Bloch peiyodunda@iger sistemleri
argtirmak icin buyudk bir ilgi alani olmgiur [38]. Periyodik gda madde dalgalari
fonksiyonu salinimina benzer Bloch yaylliminin ortaya @ktiBose-Einstein
yogunlagmasi bu sistemlerden biridir, bu bize wlsmayan dger sistemlere ukma
imkani verir, periyodik potansiyel parametreleri gaun y@unlamasi hakkinda

deneysel kontrol olasgh s&lar [39].
3.4.2. Mott yalitkanlar

Maddenin 6zel bir halinden yapilgniMott yalitkanlar geleneksel(bilinen) band
teorisi tarafindan iletken madde olarak g6z onumeira Fakat gercekte yalitkan
karakteristik 6zellik gosterir. Bu etki gelenekd®nd teorisinde gbz 6niune alinan
elektron-elektron etkilgmlerinin  sonucudur. Atomik ygunluklar durumunda
stiperakgkan izolant-mott yalitkan gegnin teorik islemleri Bose-Hubbard modeli
tarafindan elde edilir. Bu modelg@daki sadece bozon (ve fermiyonlar gde
geleneksel model elektronlarina benzer) parcacrki&atihal fizgindede kullanihr
[25,39].
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3.4.3. Feshbach rezonansi

Atomlar arasi potansiyel eneriji, bir ¢ift atomurrmsmasinin kinetik enerjisinesié
oldugu durumda Feschbach rezonansi ortaya cikar. Felshieaonansi manyetik
olarak induklenir, uygulanan manyetik alanin gidarilmesi, Zeeman etkisi

vasitasiyla temel durum enerjisi rezonansin yegager [40].

Sekil 2.2."de Feshbach Rezonansi mekanizmasi gfisigir. Sekile baktgimizda
asagidaki ezri iki atom arasindaki sacilma potansiyeli olarakimlanir(acik kanal).
Yukaridaki gri de molekdller arasi etkgen potansiyelini aciklar(kapali kanal).
Cizgi kanallar arasi @antinin meydana gelgli yerde yukarida ggida a olan
rezonansin gk seviyesinin belli bir zamanda (birdenfggnesine bgli oldugu
kabul edilir. Bu bglanti iki kanla arasindaki geg izin verir. Feshbach Rezonansi

acik kanaldaki parcaciklarin sagiimasiningsartian meydana gelir [41].

Eneni

Atonik Daglm Atomik Dagilna

Sekil 3.2. Feshbach Rezonans Mekanizmasi
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Ancak durum enerjisini kontrol etmek igin optik&glardan birini kullanmak optiksel
induklenen Fescbach Rezonansi denilen ilglamaulidir. Bu optiksel rezonanslar
hizli ayarlanabilen kendi optical avantajlari vardAyrica kompleks uzaysal
yogunluk dailimi kolayca turetebilirler, bitin érneklerdekicdena uzunlgu yerini
tutan sonuclar. Manyetik rezonans olmasa bile Ir@sh feshbach olsa da optical
geckler daima mevcuttur[42].



BOLUM 4. NUMERIK METOTLAR

Bu bdlumde ikinci dereceden kismi diferansiyel denkeri ¢ézmek icin kullanilan
ana numerik metotlari aciklayaga. Oncelikle bir boyutlu lineer sistemler igin
ornezin bir Gauss ve kuantum harmonik osilatorinin ssrgenglemesini aciklariz.
Daha sonra lineer olmayan bir boyutlu sistemlerdgknilemeyi(soliton ve

yayllmasi gibi) aciklarz.

Bu calsmada tum bu yontemleri Gross-Pitaevskiitlgzini (lineer olmayan
Schrédinger Htligi) ve genglemeyi, yayllmanin olup olmayni bulmak igin
kullaninz. Son olarak sistemde bahsedilen adirdifeiyel denkleminin sistemini
¢bzmek icin bir metot aciklangtir.

4.1. Crank-Nicolson Metodu

Crank-Nicolson gtligi aracilgi ile kismi diferansiyel denklemi ¢ozmek istiyoruz.
Parabolik kismi diferansiyel denklemler konusundakgtirmalar 6zellikle standart
olmayan bglangic kaullari Uzerinde ygunlasmistir. Bu yodntem bilinmeyen
parametrelerin ~ bulunmasi  gibi  fiziksel  problemlerinmodellenmesinde
kullaniimaktadir. Bu ¢agmada bu yontemi kullanarak standart olmayaslagic
kosulu ile verilen zaman adimli parabolik kismi demklerin ¢6zUmu igin
parametreye ki sonlu fark yontemleri geftirilecek ve gosterilecektir [30].
Boylece [43] ,

ou(x,t 0% u(x,t
(x,t) — 2 (x,t)

— > 0O<x<l t>0 (4.1)

Asagidaki sinir kgullari g6zoninde bulundurularak;

u(0,t) =u(l,t)=0 ,t>0 (4.2)
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Ve
u(x,0) = f(x), 0<x<l (4.3)

Oldukca onemli olan bu metod,anindaj noktasinda ileri fark yontem metodu

ortalamasindan bulunur.

Wi j+1~Wi,j Wit1,j—2W;j+Wi—q
J . ]_a2 J hz] J:0 (44)

Ve yerel hata derecesgagidaki gibi olan Sonlu diferansiyel Metodu ile bulunve

yaklasim hatasi ihmal edilirse,

0%u(xyuj)

L+ 0(h?) (4.5)

szk

ve t aninda j noktasinda geri fark metodu uygusani

Wij+1~Wij o> Wit+1,j+1 20 j+1FWi—1,j+1 —~0

k h2 49
Bu ssitlik de
_ Eazu(xi,ﬁj) 2
p= =3+ 0(h?) (4.7)
Hata derecesine sahiptir.
Eger,
%u(xyfy) _ 0%u(xymy) (4.8)
atz oat2 :

oldugunu kabul edersek daha sonra ortalama fark metodunu

Wijr1=@ij  a? [WDig1,j41 7200 j41+Wi-1,j41 + Wiy, j—20;j+wWi—q5] 0 (4.9)
k 2 h2 h2 - :
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olarak yazariz.Bu denkleminin yerel hata:0(k? + h?) mertebesinded Elbette
genel diferansiyellenelilik sartina uymak kgulu ile. Bu CrankNicolson Metodt

olarak bilinir ve matris formda da temsil ed Herbirj = 0,1,2,3 ... degeri icin
AwU*TD = pw/ (4.10
burada

k ; t
— 2 _
A=a’— w0 = (Wl,]-,wz‘j, ...,Wm_l’j) ,

Ve A ve B matrisleri gagidaki gibi verilir;

'-(]__;_A) ___% O:-onrerenns 0
P
-2
A = 0 0
: oa
- 2
3 0------...- 0 _% (1+A)_]
Ve
C(1—A) & 0:oooeee o
& —
2.,
B=] 9. 0
: N L
B 0 .......... O % (I—A_)_

A pozitif oldugundan dolayi kgegenlik baskindir. Ve ¢ kéli matris tekil dgildir.
Herbir j (1,2,3, ...) dgeri icinw/ denw’/*! elde etmek icin ya Crout Carpanl:
ayirma(6.7) yi1  ya da Sor algoritmasini(7.3) kuglailir.Algoritma 12.3 Crar-
Nicolson metoduna Crout carpanlara ayirma t@hkide dahil eder.Cran—Nicolson
metoduO (k? + h?) ile orantihdir Burada algoritma (6.7)yi ek A'da algoritme
(7.3)’ U ek Bde gorebiliriz

Algoritma 4.1 CrankNicolsor
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Parabolik kismi diferansiyel denklem igin yaftlactzim:
a—u(xt)—ocza—z(xt)=0 0<x<l 0<t<T (4.11)
at ) axz ) ) ) ) .

Denklemin sinir kgullari,

u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<T (4.12)
Baslangi¢ kaulu olarak

u(x,0) = f(x), 0<x<l .X38)
dir.

Giris Dosyasl: son noktg maksimum zamafi; a sabit; tamsayilath > 3, N > 1.

Cikis Dosyasl: Her bii=1,2,...m-1 vej=1,2,...,N dgeri icin u(x;t;) dew;;
yaklagimi

1LAdmh=+, A=a?X | k=1 w,=o0.
m h N

2Admi=12,..,m—1 igcinw; = f(ih) belirlenir(balangi¢c dgerleri).3'den 11
e kadar olan adimlarda algoritma6.7 kullanilarakek@nlatirilmis lineer sistem

¢cozaldr.

3.adim [; =1+ 4

_—A
=" L)
4dadimi=2,..,m—2 icin
li =1 +A+Aui_1/2 y U = _A/(ZIL)

5.adm L, ;=1+2 +Auzﬁ belirlenir.

6.adim j=1,2,...,Nicin 7-11 adimlarini yapalim.

7.adim t=jk;
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_ [a-dwiriw,]

VAl L

8.adim i=2,....m-1 icin

A
5 = [(1—/‘1)Wi+5(wi+1+wi—1+Zi—2]
P =
i

9.adimw,,_; = z,,_, belirlenir.
10.adimi=m-2,..,1icin W; = Z; — UWi4q
11.adim cikg(t); (nott = t;.)
i=1,..m—1 x=ih;
Cx, w).(Notw; = w; ;.)
12.adim SON(prosedur tamamlanir) [43].
4.1.1. Split-Step Metod

Bu sayisal metod potansiyele ghaikinci dereceden diferansiyelsidi ginin
¢6zimuine izin vererek Crank-Nicolson metodunu tataartharmonik bir 6rnek
olarak). Bundan boyle no-lineer terimi bir potamsiygibi ele alarak artik
baslayabiliriz. Ve ayni yontemi kullanarak lineer olgan aitliklerinin ¢6zimunu
bulup, bize yararl hale getirebiliriz (Gross-Pitakii esitli gi ve onun uzantilari gibi

,yani esas amacimiz).

Farkli bir problem g6z 6ntinde bulunduralim mesetadbrum bariyerinden dalga
paketinin kuantum mekaniksel glami. Birka¢ standart kitaplarda bu problem
tartisildi ve birbirleriyle etkilgen ve bariyerlere dwu hareket ederken dalga
paketlerinin zaman gegiémesi (yayilimi) olarak tasvir edilen figtrler gésldi.

Fakat bilgisayarlarla da dalga fonksiyonlari ilgilil hesaplamalar yapabilir ve

birbirleriyle etkilesimlerini izleyebiliriz. Bir boyutta Schrodingesidi gi [44];

. Op(xt) _h_zazl//(x,t) _
lh——==————=+ V(x)p(x, t) = (T +V)w(x,t) (4.14)
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Burada m parcagin kutlesi,T kinetik enerjisi terimi vé/ potansiyeldir. Kuantum
mekanginde hemT hem deV operatérlerini gz 6nine alinif. acikca bir tirev
operatort oldgu halde V y’nin carpani olan basit bir fonksiyon ikéty, y/'nin

tirevi alinarak elde edilir.

Elbette biz bu problemi sonlu-fark yontemi ile ¢bitieiz. Ancak spektral metot
tartismalari terimlerin tirevini bulmada bazen daha iggka yontemler oldgunu
bulmamiza olanak gtar; fakat potansiyel enerji de yardimci olmaz. ¢g@&ten ne
elde etmek istiyoruz potansiyel terimini mi eldenek ya da dieri olan potansiyel
terimini mi elde etmek istiyoruz. Ozellikle uzay dedinatinda potansiyel terimini
bulmak isteriz ki bu basit bir fonksiyondur. Ve &gta dgerlendirilebilen dongiim

uzayinda turev terimini bulmak isteriz.

Simdi Schrodinger gtli gine donelim. Bunun zamanagbé giyla ilgili olarak, esitlik
icin kurallara uygun bir ¢6zim hemen yazabilirizziksel bir not: ¢coztimler kolayca
yazilabilir fakat bunlar kullagh degildir. Bu durumda ancak gercel ¢6zim
schroedinger gtli gini sayisal olarak ¢ozmek icin mikemmel pratik ol bize
gosterir). Oncelikle operatorigagidaki gibi eksponansiyel olarak tanimlariz;

eA=1+A+—AA+=AAA + - (4.15)
2! 3!

Sahip oldgumuz kinetik ve potansiyel enerji operatorleriniabhil etmek Uzere bu
matematiksel ifade operatérler icin gecerlidir. Bmimla birlikte (4.11) @tli gi icin
gercel cozumgagidaki gibidir;

w(x, t) = e T+t /hy,(x t) (4.16)
Alistirma 4.1

Bir operatorin Ust alma tanimini kullanarakgadanan (4.11) @tligi  (4.13)

tanimlariz. Boylece zaman yayilimi (4.14ixlegi ile verilir.

w(x, t) = e T8/ hyx 1) (4.17)
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Bu formul bize t, aninda bilineny’den herhangi bir tanimdakis(x,t) 'yi
heasaplamak icin bize bir yonerge verir. Bu yonekgeperatorin toplamini icerir.
Bunu gagidaki gibi yazabiliriz.

oI T+V)8¢/h _ o=iT8¢/hp=iVEi/h (4.18)

Malesef bu tanim dgu desildir. Fakat d@ru olsa idi, zaman yayillimi(geshemesi)

operatorunu iki terime ayirmada saaili olabilirdik ve her ikisini ayri ayri elde
edebilirdik. Kisacasdyle diyebiliriz aitlik gecerli desilse bozulma ya da yayillma
gecerli bir yaklaim olarak kullanilabilir. iki faktoride icine alan bu
yayilimi(genslemesi) operatorint ayiran bu teknik, genel olasgpkit-operator

yaklasimi olarak bilinir. Ve bu uzayin bize goOsteiuiden daha yaygin kullanim
alnina sahiptir. (4.18) siligi neden gecerli d@ldir? Genelde farkh vyollara

basvuruldusunda tiirevler ve ger operatorler farkli sonuglar ortaya gikarir. Gine

A=xveB = ﬁ operatdrlerini g6z 6éniinde bulunduralim. Sonra

A.By/:x% (4.19)
Fakat

d d dy dy
B.(Al//)=a(x.;1/)=d—z.w+xé=y/+xd—1=y/(1+A.B) (4.20)

Cunku operatorlerin sirasi 6nemlidir. Operatorler gesistiremez. Operatorlerin yer
degistirebilirli gi A ve B komutatorleri tarafindan belirtilebilir.uB(4.21) gitli gindeki
gibi tanimlanmgtir.

[4,B] = AB — BA (4.21)

Ve bu aitlik bunun keyfi bir fonksiyon Gzerindeslem yapmasina izin verilerek
degerlendirilir. Eser operatorler birbirinden Bamsiz ise o zaman operatdrler yer
degistirebilir ve komutator sifirdir. Operatorimuz i@gagidaki ssitli gi yazabiliriz;

ly=x - v =y (4.22)

Y keyfi bir dezer oldigu icin, komutatdry'den baimsizdir;d /dx ve xarasindaki bir
baginti ile ifade edebiliriz. Ve bdylece ;
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x ] =1 (4.24)

Olarak yazarizSimdi dee?e® gibi iki eksponansiyelin carpimini gbz 6niine atall
Operatorun ekponansiyel tanimina gore herbir féakt@englemesini gaagidaki gibi

dogrulayabiliriz.

edel = e* (4.25)
Yalniz ve yanlizca

C=A+B+§[A,B]+--- (4.26)

Olmalidir. Bu Gnlt Baker-Campbell-Hausdorff(BCHptemi olarak bilinir.
C’nin iki terimini bulalim tam anlamiyla BCH teoreiize sunu soyler:

T ve V yer dgistirmedikce (4.18) gtli gi gecersizdir ki genelde olmaz. Fakat daha
da fazlasi bu teorem bilinen hata yakfalarini gelstirmede oldukca kullaghdir.
Ornegin; (4.18) aitli gini biliyoruz, ssitlikteki sadece0 (62)’yi yok sayar. Carpimin
simetrik da&ihmi kullanilarak kesin yakkamlar elde edilir. Orngin asagidaki gibi

0(6%) aracilgi ile tam kesin olan tanimidir .

o~ i T+ V)8e/h o o=iVEe/2h o—iT/h ,—iVE/2h (4.27)

4.2. Tek Boyutta Ornekler

Asagida kuantum mekagi basit problemlerin bir boyutta bilinen kesin (&tig)
¢bzumleri ile onlarin sayisal(nimerik) cozimlemagolar kagilastiriimis ve sayisal

yontem ¢6zum yakkamlari kullanilarak érneklendirilngiir.
4.2.1. Gaussianin Serbest Geghemesi

Klasik mekanikte kinetik enerjilerin toplami olarekanik enerjiyi bunlarin kuantum
mekangindeki islemci kagiliklari ile birlestirerek schrodinger séligi elde edilir.

Schrédinger denkleminin ¢6zimu incel@diiz sistemin izinli dalga fonksiyonlarini
ve enerji 6zdgerlerini verir. Dalga fonksiyonunuw(x,t), kullanilarak sistemin

Olculebilir niceliklerini hesaplamak mimkuindur. $atinger denklemi kuantum
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sistemi hakkinda bize bilgi veren bir fonksiyond@&chrodinger denklemi kapali
formda

Hy = Ey (4.28)

seklinde yazilir. Operator velemcileri yerine yazggmizda Sch. denklemiagidaki

gibi olur:

—h? __ .3 Oy
(-v2+V)y=in (4.29)
Oncelikle basit lineer kuyu problemi ile konuya slha

yacaglz. Sch. denklemini c¢c6zmek icil(x,y,z) potansiyelin acik ifadesinin
bilinmesi gerekir. Biz de burada daha basit olmeas potansiyeliV(x) gibi tek
boyutta alinz. Burada bir boyutlu parcacik igin hScdenklemini gorecgez.
Uygulanan herhangi bir potansiyel olmadan Gaudsiaksiyonu orjinde ygunlasir.
Zamanin bir fonksiyonu olarak Crank —Nicolson Metdte bir sistemin dinangi

¢cozaldr.

Biz bir boyutta potansiyelin olmagli serbest parcacik icin schrodingeyitlggini
asagidaki gibi yazanz:

h? 9%p(x,t) _ Oy(x,t)

e = th— (4.30)
Do6nsim uygularsak;
kx = 2kx, t = 4wgt
(4.312)
E h2k?
Wr = YR' Ep = 2m

Icerigini kullanarak(~ )isaretini kaldirarak ve gosterimi basitigirsek;

iy, +y, =0 (4.32)
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Seklinde yazabiliririz. Burada ve xxifadeleri sirasiyla biri zamana gore birinci

dereceden turevi ikincisi konuma gore ikinci dedsredenklem olarak adlandirilir.

Sinir kaullari goz énine alingdinday(—«,t) = w(wo,t) = 0 ve balangi¢ kaulu :

2
1/4 _ax

w(x'0) = % ez (4.33)

Hem ygunluk fonksiyonu |y (x,t)|? [45] ve gaussian serbest gdemesi olan

normal dalga fonksiyonu analitik c6zime sahiptir.

/e 1 _T“x2+ia2x2t .
w(x, ) = /4 \’Zait+1 €xp [ 1+4a?t? ! (4.34)

1 a —a?x?
lw(x 01 = ml/4 \’ 1+aaze? OXP [1+4a2t2] ' (4.35)

a sabit kabul edilir ve dgri bir olarak alinirh =0,1 , k = 0,001 alinarak
asagidaki grafik elde edilir.
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Sekil 4.1. : Uzaydaki olasilik ygunluk da&ilim fonksiyonu.a = 1 iken zaman icinde Gaussian
serbest geglemesinin nimerik ¢coézumu. Farklgder farkli zamanlari gdstermektedir. Boyutsuz
degerlerin sonuclarx, = 0 baslangic dgeri olarak alinmytir.

T T I T | T
[ - t=0s ]
025 ol -
— t=3z

& t=ds ]

02l Lo -

.t 1

£ 0.15f -
=

0lf .

0.05 -

%0 40

Sekil 4.2. Uzaydaki olasilik ygunluk da&ihm fonksiyonu.x, = 1.5 balangi¢c dgerindeki Gaussian
serbest gegiemsinin numerik ¢6zimind vermektedir. Gor@dugibi tek fark sadece grafik
baslangi¢ noktasi @ dgsru kaymatir.
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Sekil 4.1.’den de ankaldigl gibi Gaussian geglemesi beklenildii gibi bir yayilim
gostermektedirSekil 4.3." de analitik ve nimerik ¢ozim arasind@kkin minumum
oldugu goérulmektedir. Crank-Nicolson metodu yakhalyla beklenen hata deri
0(h? + k?) kadardir. Sayisal g@er olarak1.01 x 10722 mertebesinde bir sonug

elde ederiz. Bu da oldukga kuguktir.

sl o0 o Eﬁfﬁ? |
| @Q

04 @Q =
> [ @%

L ® ' -
> o
- O @

02 @ @ =
I ® @
:

0l : s 1

Sekil 4.3. Uzayda olasilik ygunluk fonksiyonut = 6 ve @ = 1 degerlerinde numerik ve analitik
coziim kagilastinilmistir. En buyik hata deri 9,61 x 107° kadardir.
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4.2.2. Harmonik osilatoriin temel durumu

Bir diger bilinen kuantum harmonik kuyu problemini anadidecgiz. Bu durumda
Schrédinger gtli ginin konusu olan harmonik potansiyeli ¢cozmek iciplitSStep

yaklasimindan yararlanagaz.

Harmonik potansiyel i¢in bir boyutta Schrodingeitlegi asagidaki gibi yazilir.

—h% 3%y (x,t)
2m  9x2

+ %mwzxzy/(x, t) = ih—awg’t) (4.36)

Asagidaki degger dongumlerini izleyecgiz:

f:x/lo, ZE:Wt

(4.37)
o R -
B=—, 7=wll
K esitli ginin icerigini diizenler ve daha basekilde yazalim:
—y  +x’y=0 38)

Burada turetilent ve xx endekslerinden ilki zamanin birinci dereceden \tinie
ikincisi konumun 2.dereceden tirevini tanimlar.siBagic kagullarinda normalize

oldugunu varsayarsak,

1

w(x,0) = (—)1/4 exp [— % (x — xo)z] (4.39)

T

Harmonik osilatérin potansiyeli iciny(x,t) ve bunun ygunlugu icinde

lw(x, t)|?’ nin ¢éztmi vardir [45].

w(x, t) = (1)1/4 e—i(t+xxosinzt—xozsinzlt)e—%(JC—xoCOSZt)2 (4.40)

YA

1/2
lw(x, t)|2 — (i) e—(x—X()COSZt)Z (4.41)

h = 0.1 vek = 0.001 dezerlerini kullanarak nimerik ¢c6zim icin elde edilgrafik
asagidaki gibidir.
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Sekil 4.4. Uzayda olasilik y¥mnluk fonksiyonux, = 1.4 deserinde harmonik osilatériin koherent
durumunun yayilim similasyon gosterimi gorulmektédirkh eriler farkli zamani temsil eder.Diz
cizgiler nimerik ¢ozimi verir kesikli ¢izgi t=8 awlaki analitik ¢ézimii verir.Ozellikle t=8 aninda

nimerik ve analitik cozimun kalastirilmasi daha detayli olarak gosterilmektedir.

En buylk hat®,34 x 107° mertebesindedir ve bizim bu yontemdeki hata
payimiz 2,70 x 107°%  mertebesindedir.Beklenilgii gibi fonksiyonun zamanla

desisimini sekil 3.4.’de gorebiliriz.
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<K=

Sekil 4.5. Boyutsuz dgerlerde zamanin fonksiyonu gaussianin ortalamandur{Average position of

the Gaussian function of time in dimensionless eg)u

4.2.3. Bir Solitonun Yayilimi

ilk olarak bir solitonun lineer olmayan yayilmindzgien geciregiéz.Bu lineer
olmayan schrodingerii gi ile temsil edilir.

Oy(x,t) + h?% 8%y(x,t)
ot 2m  dx?

ih

+ gly(x, O)Pp(x,t) =0 (4.42)

Burada once basiggrme fonksiyonunu kullaniriz vey(x,t) yerine boyutsuz

u(x, t)’ yi kullaninz:

iUy + Uy, + [ul? =0 (4.43)
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burada ilk terim zamana glaikinci terimde konuma bz ikinci dereceden tirevi

temsil eder. Hareket eden dalga tipigagadaki bicimde bir ¢6zUm arariz:
u(x’ t) — r(x _ Ct)ei[e(x—ct)+nt] (4'44)

r ve @ gercel fonksiyonlari vec ven gercel sabitler ile ¢ozim aranir.Bu problem

icin 6zel solitary dalgasinin ¢6zimu bulunmakt$4i].

(1 _
u(x, t) = qetlieeeomtl ooy {%} (4.45)

esitikteki a? = 2(n —c2) > 0 dir.
Baslangicsartlarini kullanarak dalga fonksiyonunu normaligez:

u(x, t) = aeltl/2xgech {%} (4.46)

c=1,n=1/2,a=i

5 veh = 0,02,k = 0,001 dezgerleri kullanilarak gagidaki

grafigi elde ederiz.
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Sekil 4.6. Uzayda olasilik ymnluk fonksiyonu. Yukarida Solitary dalgasinin yagisimilasyonu
gorilmektedir.Farkh zamanlardaki anhk durumlandamerik(kesikli gizgiler) ve analitik (noktall

cizgiler) ¢cozumlerinin birbirleri ile olan uygurgunu goéstermektedir.

Sekil bize balangi¢ fonksiyonunun ga dgru yayilimini yani formunu korugunu
gosterir.Numerik hata yalge 2,80x10°2 kadardir.

4.2.3.1. Solitary dalgasi

Bo6lum uUcte de bahseitmiz gibi solitonlar birer solitary (kararh) dalgalir. Dalga
olaylari matematiksel fizikte cokca kaniza cikar. Onlar 6ncelikle bir dizideki
dalgalar olarak kammiza cikarlar ya da belki bir su ylzeyinde ya @ailgqis bir
perde de ve benzeri alanlarda dalgalarlailkegabiliriz [46].
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4.2.3.1.a Solitary dalgasi ve ké

Solitary dalga'ya bdyle denilmesinin sebebi tekilrim ve lokal olarak meydana
gelmesidir, ilk olarak 1834 yilinda Edinburgh-Glesg kanalinda J.Scott Russell
tarafindan gozlemlenstir; ve o bunu 'Blyuk GegiDalgasi' olarak adlandirgtir.

Russell gozlemlerini 1844 'Dalgalar Gzerine gozktrolarak “British Association”a

su sOzlerle raporlatir:

“ Inaniyorum ki bu fenomeni en iyekilde ortaya koymanin yolu onunla ilk
karsilasmamizda meydana gelen olaylari tanimlamaktir. Dakdnalda bir cift at
tarafindan hizlica c¢ekilen bir bot'un hareketenizlgtnliyordum, bot aniden
durdygunda kanalda harekete gecfiidsu ygini hareketine devam etiddetli bir
calkanti ile teknenin bas tarafinda toplandi, waégi aniden geride birakarak blyuk
bir hizla ileri dalgalandi, blyuk bir solitary daly yuksekkince, yuvarlak, purtzsuz
ve Iyi bicimlendirilmis bir dalga ygini form deisikligi veya hiz eksilmesi
yasamadan kanal boyunca yoluna devam etti. Onu ahdarttakip ettim, saatte 8-9
mil civarinda yuvarlaniryorken ve 30 feet civaringaunlukta ve bir foot ve bir
bucuk foot yuksekfiinde orijinal seklini korurken yakaladim. Yuksekii gitgide
azaldi, ve bir-iki mil takipten sonra onu kanalimrkmlarinda kaybettim. ”

Russell ayrica bazi laboratuvar deneyleri gergékheistir, su kanalinin bir ucuna
agirthk dusurerek solitary dalgalan ojturmuwstur. Dalgalari hayatimizin  birgok
alaninda gorebiliriz. Solitary dalgalarinin en dudeneklerinden biride Tsunami
olayidir.Ayni zamanda optik solitonlarda vardir lawda haberlgne sistemlerinde

bilgi alisverisi gibi sistemlerde de kullantlir.

No-liner Schrodingergli gini agsagidaki gibi yazariz:

fL 22 l//(x t) 2 61//(x t)

— o Tty = ih——= (4.47)
Do6ntsim uygularsak ;
iUy + Uy +ulul>=0 (4.48)

denklemini elde ederiz.Bu lineer olmayan Schrodinggli gidir.Ve hareket eden

dalganin ¢6zimusagidaki formda verilir:
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u = rel@+n) (4.49)

buradar(x — ct) ve 8(x — ct) reel fonksiyonlar, ve ¢ ve n reel sabitlerdir.&oly

dalgasinin ¢cozumungagidaki formda gosteriririz

L —cqt)) sech(aq(x—cqt) _L —cqt)) sech(aq(x—cqt)
u(x, t) = a,e@at) —«1/5 1D 4 g elzabmat) —«1/5 L (4.50)
b2
=4
VL
| | | | |
=20 -10 4] 10 20 30 40

X

Sekil 4.7. iki solitonun ¢cargma 6ncesini ,esnasini ve sonrasini gostermektelir.t

ve t=2 carpgmadan 6nceki durumu yaygavg dalgalarin birbirine yakkugini; t=4
ise tam cargma esnasini t=7 ve t=10 campadan sonraki solitary dlgalarinin

gittikce birbirinden nasil ayrilgini géstermektedir.
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Sekil 4.8. Bir o6nceki sekilin Ustten gorinumuadidr.Siyah renkteki yerlerderhangi parcacik
bulunmamaktadir. Yan tafaftaksik cubukta gagidan yukariya gidildikce parcalk gonlugunun
arttigini gosterir.

Sekil 4.9 Denizde meydana gelen solitonlarin goriim
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Sekil 4.10. iki solitonun etkilgmine oldukga yakin bir ¢6zim verir. Bu ¢Oziirtw, 0), birbirinden
farkll iki solitonun d@rusal olarak cakismasidir, gengic dgerleri icin Pseudo-Spektral metod

kullanilarak gitli gin niimerik integrasyonu ile ¢6ztm bulunur.

Yukaridakisekil bizim fortran bilgisayar programi ile hesaplayuldigumuz sekil

ile benzerlik icerisindedir.

4.2.3.1.b Tsunami

Merkezi deniz dibinde olana derin depremlerden aaremin ¢okmesi ve taban
kaymasi ile olgan dev dalgalara Japonlar tarafindan verilen islan d'sunami
siddetli sarsintilardan sonra kiyi bolgeleri icinyfild tehlike olgturuyor. Okyanus
kutlesinde var olan sismik bigsoktan d@an tsunami dalgalari onlarca metre
yukseklige ulgabiliyor ve deniz kiyisindaki topraklarda yikicikietyapiyor.
Depremlerden sonra afan tsunamiler gier deniz dalgalarindan farkhdirlar. Derin
denizde varfil hissedilmezken §isularda yeri gelginde bazen 30 metreye kadar
yukselerek coksiddetli akintilar yaratabiliyor. Tsunami ilk altugunda tek dalga
ama kisa sure igerisinde ¢ ya da Balgaya dongerek cevreye yayillmaya ggyor.

Bu dalgalarin genelde birincisi ve sonuncusu zajfyor fakat dger dalgalar

etkilerini kiyida hissettirebilecek bir enerji ikeyida ilerliyor.
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4.3. Fortran Programi

1953 yilinin sonlarinda, IBM'de c¢gdin John W. Backus ve ekibi IBM 704 ana-
bilgisayarinda daha verimli calibilecek bir progtama dili énermgtir. ilk taslak
"The IBM Mathematical FORmula TRANSslating Systemdll altinda 1954'de
tamamlanip 1957'de 32 deyim iceren ilk Fortran edecisi daitimi yapiimstir.
Takip eden yillarda her yeni sirimde gedek, 1958'de FORTRAN Il ve
FORTRAN lll, 1961'de FORTRAN 1V, 1966'da FORTRAN &677'de FORTRAN
77 derleyicileri kullanima sunulmgtur. Uzun bir stre sonra, dnemli ggklikler
yapiimg  Fortran 90 surimi ofturulmwtur. Hemen ardindan, birka¢ kicuk
desisiklikle Fortran 95 gelitirilmi stir [47].

Neden fortran programini tercih ediyoruz?

Fortran, sayisal hesaplamada gucli ve yeterincekebir dildir. Fortran, dier
dillerde olamayan esnek kutiphane fonksiyonlariahipgir. Fortran, tanimlayici
adlan kucuk-harf blayuk-harf ayrimi yapmaz. Forraasit bir yapisi oldgu icin,
programlama gigi iyi bir dildir. Fortran, dger dillerde olmayan esnek kutiiphane
fonksiyonlarina sahiptir. Fortran, sayisal hesapldan C/C++, Java ve gorsel
programlama dillerinden daha gugcli ve hizhidir. tFaor programinda kullanilan
baslica terimler:

PROGRAM : deyimi ana programin kiadigni gosterir. Programin adi Cember
olarak verilms.

IMPLICIT NONE : deyimi program icinde kullanilacak glgken ve sabitlerin
hepsini tanimlamaya zorlar. Aksi halde, ilk harfiJ,K,L,M,N ile bglayan
desiskenler tamsayi @erleri ise gercel sayi kabul edilir.

REAL : R, Alan, Cevre : Program igersinde kullanilan R, Alan ve Cevre
desiskenlerinin veri tipi gercel sayi tipi (real) olar@idirimistir.

PARAMETER : Program cajtigl slrece icefii degismeyecek olan sabitlerin
bildirimi i¢in kullanilan bir deyimdir.

PRINT : Ekrana sabit veya @skenleri yazdirmak igin

READ : Klavyeden veri okumak igin kullanilan bir deyimdi
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* ve **  * carpma glemi icin, ** kuvvet alma glemi igin kullanilan aritmetik
operatorlerdir.

END PROGRAM :Ana programin bitfii yeri isaret eder.

CALL : Bu komut herhengi birsiem blasundan herhangi birslem blgzunu
¢agirmak icin kullanilr.

Fortran yeni bir dilgi gibi dgtintlebilir. Bilgisayar ve verileri giren i arasinda
kurulmus iletisim dilidir. Yoksa bilgisayara kendi segti islem zincirlerini
uygulamak isteyen hergibu karmaik, hataya acik ve denetlemesi oldukg¢a zor olan
makine dili komutlari ile grasmak zorunda kalacakti. Programlama dillerinin
olusturulmasini sglayan neden budur. Fortran 90’ 1 kullandik buradaburada
fortran programi ya da kaynak kodlari .f90 olanydssnda saklanir. Fortran 90 ve
90+, argiman sayisi gigebilen esnek fonksiyonlar ve subroutineler taninagave
bir alt programin argiman listesinden istenilenlitllanmaya izin verir. Alt

programlarin argiiman sayisi esnektir [48].
4.4.1. Gross-Pitaevskii denkleminin nimerik ¢ozimuia yapan fortran programi

Programi olgtururken, Gross Pitaevskii denklemini ¢cozmek iciimmerik yontem

olarak, Cranck-Nicolson metodu ve split —Step metoallaniimstir.

Program, bir ana program ve birka¢ alt programdagnuaktadir. Ana program
metodun gerektirg gibi alt programlari her defasindaggar. Alt program belirli

olan klem zincirini belli parametrelere uygular.Ana pragr alt programi
cagirmadan 6nce onunla alakall 6n dizenlemeyi yapaitygrogram bittikten sonra

gereki olan dgeri bize verir.

Gross-Pitaevskii denklemi bilingii gibi lineer olmayan Schrodingersigi ginden
ibarettir. Programda Cranck-Nicolson ve Split-Stegtodunu kullanarak ki bu bir alt
programdir. Schrodinger sidigi bulunur ve bunun c¢O6ziminden de dalga
fonksiyonunu elde ederiz. Bulunan bu dalga fonksiyaa kullanilarak atomlarin

bulunma olasifil ve olasilik ygunlugu elde edilirSemalatirirsak;

Cranck-Nicolson+Split-Step Metod kullanilarak Schrodinger g@tli gi ¢cozulir —
bu ¢6ziim bize dalga fonksiyonunu vesr bulunan dalga fonksiyonu dax > ve

< x? >'1 degerleri bize verir.
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Burada bu kadaglemi yapmak gerek zaman agisindan gerek sonudagmulugu

acisindan fortran programi kullanignr. Ve program esnek olgu ic¢in kullanim
acisindan cok rahattir yapiimasini istergegdiislemin bagina ‘' isareti koymak
yeterlidir. Ve yine g§lem aralgini belirlemek de senin elindediistersen buyuk

matris ele alirsin isterseslemi sadece birka¢ matrisli sistem ile bitirebilirs

Programda oncelikle Cranck Nicolson saliji(icin bir buyldk bir kiicik dgerler
verilmisir. Blyuk olanlarda elde edilen sonuclarda uyumdan nimerik ve analitik
¢6zimden dolay! betanin kiiguk olargederinde hesaplamalar yapiknr. Genelde
baslangic zamani olarak sifir kullanilgtir. Hesaplamalarda kullargmiz fortran

programi ekte verilngtir.



BOLUM 5. SONUCLAR

Bu calsmada bir boyutlu lineer olmayan soliton yayllimhesaba katarak Bose-
Einstein y@unlasmasinin dinamikleri ve kararlgini gosterildi. Bu sistemler tipik

lineer olmayan kibik Schrédingeyiti gi tarafindan tanimlanir.

Uzaysal ve zamansal 2.dereceden kismi diferandgmtlemlerin nimerik ¢cézimleri
icin teknikler kullanildi. Lineer ve lineer olmayaerimlere ilave olarak korunumlu

ya da korunumsuz ve ihtiyacimiz olan kodlar (k@mluyarlandi.

Bose-Einstein ygunlasmasina uygulanan lineer olmayan Schrodinggh g baslica
optiksel ve madde dalgalari gibi alanlarda dasgdlg! icin oldukca dnemlidir. Cok

diUsUk sicaklikta tek parcacikli sistemin dingmie optiksel glarin etkisi incelendi.

Optiksel &, deneysel olanaklar tarafindan hareket ederdinger terim eklenerek
tanimlanabilir ya da lineer olmayan terim hesabalika (Feshbach rezonansi

aracilgl ile iki cisim arasindaki sacilma uzuglu desiserek deneysel ¢camalar

yapilir).

Uzaysal optiksel ygunluk deisimi, atomik saciimanin periyodik uzaysalgggmine
yol acar. Bu nedenle son yillarda BEY ’'na optikaglarda 6nem verilngtir. Hem
teorik hem deneysel alandaki soliton yayilimi veisoinu ile ilgili Feschbach

verilmistir.

Madde dalgalarinin dinagii BEY’ da ¢ok calgilmaktadir. Soliton ya da periyodik
dalgalar biciminde ve fizik Otesinde bircok alandanezin deniz bilimi, makine

muhendislgi, telekominikasyon, gibi bircok alanda da bungvbeulmaktadir.

Deneysel acidan bakacak olursak; lineer opiirason olarak BEY kullanilngti ve
Bloch titresimleri olaylari, Mott yalitkanlarda kuantum fazgderi ve soliton

olusumlari elde edildiincelenen optiksel soliton ve madde dalgalari hemarshem
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konuma bgh olarak lineer olmayan ve @dimdan meydana gelen farkli

manipulasyon dgerlerinde ortaya ¢ikar.

Optiksel iletsim ve bilgi toplama alanlarinda uygulanan vegitlen tarafindan
kontrol edilen solitonlar, gucli modilasyon ve walyzaman sacilimasi acisindan

bircok avantaja sahip ol@u icin ilgi cekicidir.
Bu calsmada aagidaki sira izlendi:

ikinci kisimda kisaca BEY hakkinda bilgi ve tarihgelisimi hakkinda bilgiler

verilmistir.

Calsmada harmonik potansiyelde tuzaklagrbozonlarda gozlenen Bose-Einstein
yogunlasmasinin 6zelliklerini  Cranck—Nicolson metodu ve iStep metodu
kullanilarak incelenmtir. Hesaplamalar Cranck Nicolsosité gi icin nimerik sabit
olan B degerinin kicuk dgerlerinde yapildi. CUnk{g deserinin blyumesi demek
analitik ve nimerik metot arasinda buyik bir uyurhggun oldyunu gosteriyordu.
Ve boylece tum ¢6zimlefl degerinin kuguk oldgu durumlarda inceledik. Sayisal
¢c6zimde Split-Step, Crank-Nicolson gibi metotlagmsal olmayan Schrodinger
esitligi gibi dogrusal olmayan kismi difreansiyel denklemlerini c@kmigcin

kullanilan nimerik metotlardir.

Calsmada 1D lineer olmayan soliton yayillimini hesabaarek Bose-Einstein
Yogunlagmasinin kararligini ve dinamiklerini gosterdik. Bu sistemler tiplikeer
olmayan kubik Schrodinger denklemi tarafindan tdamm. Biz ygunlugun
kararhligini elde etmek icin dietkilesimlerin yani sira iki atom arasi etkjlenin
oldugu durumu arariz. Deneysel durumlarda hesaba kakili@rkli etkilgim tipleri

kullanildi.

Bose-Einstein Ygunlasmasina uygulanan @ousal olmayan Schrodingersit gi
baslica optiksel ve madde dalgalari gibi alanlardaadgbng kapsamli oldgu igin
cok onemlidir. Cok dgiik sicakliktaki bircok parcacikli sistemin dinandikellikleri

incelendi.

Ucuincti kisimda caima ile ilgili teorik bilgiler verilecektir. Bu kisnda elde
ettigimiz nimerik sabitin klcUk @eri icin tim cozumleri yaptik. gagidaki sekilden
de anlaillacazl gibi nimerik sabit (Ek C’ dekf deseri) blyuk iken nimerik ve
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analitik ¢cdzum arasindaki uyumsuzluktan kaynaklaktadar. Ve bozon gazlarinda
gozlenen Bose-Einstein gonlasmasinin temel durum Ozellikleri ve pacaciklar arasi
etkilesiminin siddetine gore d&simi Gross-Pitaevskii denklemleri kullanilarak elde

edilmistir.

Parcaciklar arasi etkiienin zayif old@gu seyrek gaz durumunda Gross Pitaevskii
esitliginin iyi sonuc¢ verdii gozlenmgtir. Fakat etkilgim arttikca GP gtli gi
gecerliligini yitirmeye bglamigtir.
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Sekil 5.1. Noumerik terim betanin buylk oklu deserlerde numerik ve analitik ¢ézimin
karsilastirilmasi.Sekil buytk dgerlerde uyumsuz oldwnu gosterir.

Doérdunci kisimda verilen nimerik gahalarla alakal sayisal yontemler gosterildi.
Numerik metotlara uygulanan 6rnekler igin kesin igoter ile birlikte @retici
amacli olmasi igin hata gerleri de elde edilngtir. Soliton dalgalarindan

bahsedilmjtir. Ve buna drnek olarak tsunami olay1 gosterghmi
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