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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI
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: H hilbert uzayindaki pozitif operatorler uzay1
: H hilbert uzayindaki operatdrler uzay1

: X uzaymin dual uzayi

: X ve Y uzaylarinin kartezyen ¢arpimi

. A operatoriiniin spektral ayrisimi

: Zay1f yakinsama

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: X vektorlinlin normu
: A nin es operatori
: X lizerinde tanimli sinirli fonksiyonlar uzayi

: ® nin gradyan fonksiyonu
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OZET

Anahtar kelimeler: En dik inis yontemi, minimum nokta, gradient metodu

Bu calismada lineer ve nonlineer denklem takimlarinin ¢oziimiiniin bulunmasinda
oldukca Onemli yeri olan ve operatdrlerin maksimum veya minimum tespitinde
kullanilan ve diger yontemlere gore ¢Ozliim icin gerekli olan baslangi¢ noktasi
secimini daha serbest kilan en dik inig yonteminin teorisine ve uygulamalarina yer
verilmistir.

U normlu uzay ve < genellikle reel degerli, nonlineer fonksiyonel ve alttan sinirl
olsun. Alttan smirli oldugu i¢in ve V u e U vektori i¢in ®(u) = c olacak sekilde ¢
sabiti vardir. Buna gore ®(u) nin bir infimumu yani ing {®(u)} sayis1 vardir. Bu
ue
calismada ®(u*) = in{l{cb(u)} ve u, — u* olacak sekilde u, dizisi varsa bunun
uce
icin kullanilabilecek bir yaklastirim yontemi {izerinde durulmustur.
Tezin birinci bolimiinde ileride kullanilacak olan bazi teoremlere ve bilinmesi

gereken temel tanimlara yer verilmis ve ait olduklari kaynakc¢a son kisimlarda
numara ile belirtilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde ¢alismanin asil konusu olan En Dik Inis Yénteminin teorisi
anlatilmis olup teorik bir uygulamaya yer verilmistir.

Son bolim olan iglincii kisimda da yontemin uygulamasi niteliginde birkag

uygulamaya yer verilmistir. Bu bolimde yer alan uygulamalarin ¢oziimiinde
kullanilan matematiksel programlara ekler kisminda yer verilmistir.

Vi



STEEPEST DESCENT METHOD AND ITS APPLICATIONS

SUMMARY

Keywords: Steepest descent , minimum point, gradient method

In this thesis, the use of steepest descent method in the approximate solution of the
linear and nonlineer operator equations is investigated.

Some basic mathematical concepts are given in the first chapter.Some of them can be
listed as Lipschtz condition, Banach and Hilbert space, Frechet derivative.

In the second chapter, detailed information about steepest descent method and its
theory is presented.

In the following chapter, the application of steepest descent method to a linear
differantial equation and to a system of linear equation is given. Additionally, by
giving some examples, theoretical and practical results are displayed in the last
chapter.

Also, the packet programs of the solutions obtained by steepest descent method are
taken place in the appendix.

Vil



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Lineer ve nonlineer denklem takimlarinin ¢oziimiiniin bulunmasi ic¢in ardisik
yontemler gelistirilmesi fikri oncelikle Isaac Newton tarafindan 17.yilizyilda ortaya
atilmig olup bugiinkii bilinen adiyla Newton yontemi gelistirilmistir. Newton
yonteminin gelistirilmesinden sonra bilim adamlari tarafindan birgok ardisik yontem
gelistirilmis olup, bu yontemlerden birisi de bu calismada ele alinan en dik inis

yontemidir.

En dik inis yoOntemi operatorlerin maksimum veya minimumlarinin tespitinde
kullanilan ve lineer diferansiyel denklemlerde gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra
lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de kullanilan olduk¢a kullanigh bir

ardisik yontemdir.

Bu kisimda yontemin daha iyi anlagilabilmesi i¢in temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tanim 1.1.1. X bir K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun. |[. || : X - R, , x = ||x]|

donlisimi Vx,y € X veVa € K igin

(N1) [x|]l=0ox=6 ;
(N2) llax|l = lalllx| ;
(N3) llx+yll < llxll + lyll  (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X tizerinde norm adini alir ve bu durumda (X, ||. ) ikilisine

bir normlu vektor uzayi ya da sadece normlu uzay adi verilir [2] .



Tanim 1.1.2. Bir (X, ||.||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite
yakinsiyorsa bu (X, ||.||) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 adi

verilir [2].

Tanim 1.1.3. X Banach uzaymnin D alt kiimesinde tanimli A: D — X operatorii

verilmis olsun. Eger
Vx,y €D i¢in |lAx — Ayl < allx - yll

olacak sekilde a >0 saywisivarsa A:D — X operatoriine Lipschitz kosulunu

sagliyor denir ve «a sayisina da Lipschitz sabiti ad1 verilir [2] .

Tanim 1.1.4. K = R veya C olmak {izere X bir vektor uzay1 olsun.
(.,.): X xX = K doniisimi asagidaki 6zelliklere sahip ise (., .) ye X tizerinde bir
ic garpim, (X, (.,.)) ikilisine de i¢ carpim uzay1 adi verilir:

a) Her x €eX i¢in(x,x)=0ve (x,x)=0 &x =46 ;
b) Her x,y € X i¢in (x,¥)= (y,x) (Kompleks eslenik) ;
c) Her x,y €X ve a€ K i¢in (ax,y) = a(x,y) ;
d) Her x,y,z€X i¢in (x+y,2)=(x,2)+(y,2) [2]

Tanim 1.1.5. Bir (X,(.,.)) ic carpim uzay1 ||x|| = (x,x)'/? normuna gore tam ise
yani (X, (.,.)) i¢indeki her Cauchy dizisi yine bu uzayda bir noktaya yakinsarsa bu
i¢ ¢arpim uzaymna Hilbert uzay1 denir [2].

Tanim 1.1.6. X bir K say1 cismi (K =R veya K = C ) iizerinde bir normlu uzay
olsun.X {izerinde tanimli tiim sinirli lineer fonksiyonellerden olusan L(X, K) Banach

uzayina X in normlu duali denir ve X' ile gosterilir [2].

Teorem 1.1.7. (Riesz Gosterilim Teoremi). H bir Hilbert uzayi ve f € H' ise her
u€eEH igin f(u)= (u,uf) olacak sekilde tek bir ur € H vektorii vardir ve

fonksiyonelin normu || £l = ||uy|| ile verilir [1].



Tanim 1.1.8. X normlu bir uzay X uzayinin duali X’ olmak tlizere, X = X" ise X

uzayina refleksif uzay adi verilir [2] .

Tanim 1.1.9. (X, ||.]]) normlu bir uzay olsun. X in sayilabilir yogun bir alt kiimesi

varsa (X, ||.|]) uzaymna ayrilabilir normlu uzay adi verilir [2] .

Teorem 1.1.10. U normlu vektor uzayr olmak iizere U duali ayrilabilirse U da

ayrilabilirdir [1] .

Teorem 1.1.11. Bir Banach uzay1 ancak ve ancak duali refleksif ise refleksifdir [1].

Teorem 1.1.12. Bir refleksif Banach uzaymin kapali bir alt uzayida refleksiftir [1].

Tanim 1.1.13. Bir V vektor uzaymin bos olmayan bir kiimesi A olsun.V nin A
kiimesini i¢ine alan biitiin alt uzaylarinin arakesitine A nin Lineer kabugu adi verilir.

Dolayisiyla A alt kiimesinin lineer kabugu bu kiimeyi i¢ine alan en kiigiik alt uzaydir

[1].

Tanim 1.1.14. Bir V uzaymin bir A alt kiimesinin lineer kabugu V de yogunsa A

kiimesi V uzayinda bir temel kiime adini alir [1].

Teorem 1.1.15. Tanim bdlgesi sayilabilir olan bir doniisiimiin deger bolgesi de

sayilabilir bir kiimedir [1].

Teorem 1.1.16. X ve Y sayilabilir kiimeler oldugu taktirde X XY kiimesi de
sayilabilirdir [1].

Teorem 1.1.17. Sayilabilir bir kiimenin tiim sonlu altkiimeleri ailesi de sayilabilirdir

[1].

Teorem 1.1.18. Bir normlu uzay ancak ve ancak sayilabilir bir temel kiimesi varsa

ayrilabilirdir [1].



Tanim 1.1.19. {u,} c U dizisi bir uy € U noktasma gii¢lii yakinsiyorsa u, — u,

ile gosterilir bu durumda gii¢lii yakinsama lim ||lu,, — ug|| = 0 anlamina gelir
n—->0o

Tanmim 1.1.20. Her f € U’ igin sonlu bir lim f(u,) sayisi varsa u, dizisine zayif
n—->0oo

yakinsak bir dizi denir. { u,} € U dizisi bir uy € U vektoriine zayif yakinsayan bir
dizi ise her f € U’ igin

lim f(u, —uy) =0
n—->0o

yada esdeger anlamda lim f(u,) = f(ug) saglanir. uy € U ya {u,} dizisinin
n—-oo

zayif limiti ad1 verilir [1].

Goriiliiyor ki zayif yakinsamada vektor dizilerinin yerini skaler sayr dizileri

almugtir. u, — u, ile zayif yakinsamayi gosterecegiz. lim f(u,) =af €F  olsa
n—oo

da her feU  icin f(uy) = af olacak sekilde bir uy € U bulunmayabilir.

Dolayistyla zayif yakinsak bir dizinin her zaman bir zayif limitinin var oldugu

soylenemez. Simdi bir {f,} € U’ fonksiyoneller dizisini goz Oniine alalim.

fo = fo€U" olursa lim||f, — foll =0 ¢ikar. f, = f, ise her FeU" igin
n—oo
lim F(f,) = F(f;) olacaktir. Ote yandan zayif* topolojiye gore her u € U vektorii
n—->0oo
i¢in sonlu bir lim f(u,) sayisi varsa {f,} dizisine zayif* yakinsak denir. {f,} c U’
n—-oo

dizisi f, € U' fonksiyoneline zayif yakinsayan bir dizi ise her u€ U igin

lim f(u,) = fo(u) olmalidir. Dual uzaydaki zayif* yakinsama f, — f, ile
n—oo

gosterilecektir. fy dizinin zayif* limiti adim alir. Zayif* yakinsayan bir dizinin her

zaman bir zay1f* limitinin var oldugu sdylenemez [1].

Teorem 1.1.21. Bir refleksif normlu uzayda her sinirh dizinin zayif yakinsak bir alt

dizisi vardir [1].

Tanim 1.1.22. H bir Hilbert uzay1 ve A:H — H bir lineer operatdr olsun. A = A’

esitligi gegerli ise A ya kendine es operator adi verilir [2].



Teorem 1.1.23. I birim operator olmak iizere, her A € Sy igin

lAll = sup [(Au,u)l

lull=1,ueH
olur. Ayrica

m = inf (Au,u) ve M = sup (Au,u) ise mI<A < Ml
lfull=1 llull=1

yazilabilir [1].

Teorem 1.1.24. H bir Hilbert uzay1 ve 87, pozitif operatorler uzayini gostermek
lizere A € Sz € B(H) olsun . A nin tek bir K = A'/? karekokii vardir [1].

Tanim 1.1.25. Eger Vh € X i¢in

. F(xo +th) — F(xp)
lim

t—0

= 8F (xp, h)

limiti varsa bu limite F operatoriiniin x, noktasinda Lagrange anlaminda birinci

varyasyonu denir [2].

Tanim 1.1.26. A€ L(X,Y) olmak {lizere F operatoriiniin x, € X noktasinda
O0F (xg,h) = Ah seklinde birinci varyasyonu varsa F :X — Y operatorii  xg
noktasinda Gato tiirevlenebilir (G-tlirevlenebilir) denir, A operatoriine ise F

operatdriiniin Gato tiirevi denir ve A = F'(xy) seklinde yazilir [2].

Teorem 1.1.27. f:U — R fonksiyoneli u € U  vektori igin ekstremum degerini

aliyorsa ve bu nokta Df (u) Gateaux tiirevi varsa Df(u) = 0olur [2].

Tanim 1.1.28. U, V normlu vektdr uzaylar1 ve T: U — V bir operatdr olsun.

Q = D(T) < U bir agik kiime olmak iizere bir u € Q vektoriinde



(T w+Aw)-T@)-T (w)Aul| .

(g Taal 0, VAu € U (1.1)

bagmtis1 saglanacak sekilde bir T () € B(U, V) siirekli lineer operatérii varsa T ()
operatorii T operatoriiniin u vektdriindeki Frechet tiirevi adini alir.u vektdriine T (w)
operatoriine kars1 getiren T :U — B(U,V) operatériine ise T nin Frechet tiirevi ad1

verilir [2].

Dogal olarak T’ operatériiniin tanim bolgesi T nin Frechet tiirevinin tanimlanabildigi
vektorleri igerir. (1.1) taniminin her € > 0 sayisina karsi gelen bir §(€) > 0 sayisinin

her ||Au|| < 6 i¢in

IT(u+ Aw) — T(w) — T (w)Aul|
Iul ¢

veya

|IT(u+ Au) — T(u) — T'(u)AuII < &||Au]|

olacak sekilde bulunabilecegi anlamini tasidig agiktir. Buradan

Tu+w)—T@w) =T WW) +whsw) , lim weml_,

||| -0 lwll

yazilabilecegi de gortiliir. Goriiliiyor ki normu yeter derecede kiiglik w vektorleri igin
Frechet tiirevi T(u + w) — T (u) vektortinii siirekli bir lineer operator araciligiyla
yaklagik olarak ifade etme olanagmi vermektedir. Bu tanimlar aT ve T + S

operatorleri u vektoriinde Frechet-tiiretilebilirse

(aT) (W) = aT (w)

ve

T+ W=Tw+S W =T +S’)(u)



olacagini ifade eder [2].

Teorem 1.1.29. U bir normlu vektdr uzayi, V bir Banach uzay1 ve T:U-V siirekli
olarak Frechet-tiiretilebilen bir operator olsun. Bu kosullarda her ug,u; € U vektor
cifti igin

T(u) —T(uwy) = f;ol T'(w)(w; — ug) du

yazilabilir [1].

Teorem 1.1.30. U bir normlu vektdr uzayi, V bir Banach uzay1 ve T:U—-V siirekli
olarak Frechet-tiiretilebilen bir operatér olsun. Bir konveks Q c U alt kiimesinde T’
Lipschitz siirekli, yani her u,w € (1 vektorii i¢in

IT' (W) = T Wl < kll(w) — Wl , k>0

ise her u,, u; € Q igin

' 1
IT(u1) = T(up) = T (uo)(ug — up)ll < Ek“ul — ul?
esitsizligi gecerlidir [1].

Teorem 1.1.31. U bir normlu uzay ve M € U bir alt uzay1 olsun. Bir uy € U vektorii

icin 8§ = d(uy,M) >0 bulunuyorsa her u € M vektorii igin
fw)=0,f(w) =6 ve [fll=1
olacak sekilde bir f lineer fonksiyoneli vardir [1].

Teorem 1.1.32. A € B(H) kendine es bir operatér yani A = A’ ise spektrumu reel

eksenin [m, M] kapali aralig1 i¢inde bulunur. Bu araligin u¢ noktalar1 da 6(A) nin
igindedir [1].



Teorem 1.1.33. A kendine es kompakt bir operatordiir. Sifirdan farkli {u,}

Ozdegerlerine kars1 gelen dzvektorlerinin ortonormal kiimesi {¢,, } ise her u € H i¢in
Au = Xnq (U, §n) Pr

bulunur [1].

Teorem 1.1.34. Her n pozitif tamsayisi i¢in u,, 6zdegeri

|, | = sup{|(Aw, w|: |lu|l =1vel <m <n-—1icin (u, ¢,,) = 0}

bagintisini saglar [1].

Teorem 1.1.35. A kendine es kompakt bir operator ve sifirdan farkli 6zdegerlerine
kars1 gelen 6zvektorlerinin {¢,} ortonormal kiimesinin kapali lineer kabugu I ise

ML = N (A) olur. Ancak ve ancak NV (A) = {0} oldugu taktirde {¢,} bir tam

ortonormal kiimedir [1].



BOLUM 2. EN DIiK INIS YONTEMI

@ : U — R genellikle lineer olmayan bir reel degerli fonksiyonel ve U bir reel ya da
kompleks normlu vektér uzayr olsun. U fonksiyoneli alttan smirli olsun, yani her
u € U vektori igin ®(u) > c olacak sekilde bir ¢ reel sabitinin bulundugu kabul
edilsin. Bu takdirde {®(u)} reel sayilar kiimesi alttan sinirli oldugu igin bir

infimumu, yani bir iglf]{dJ(u)} sayis1 vardir.
u

Bu ikinci kisimda
o
®(*) = inf {®(u) }
olacak sekilde bir u*€ U vektoriinlin var olup olmadigi sorusu ve eger varsa bu
vektorii belirlemek igin kullanilabilecek bir ardisik yaklagim yontemi irdelenmeye
calisilacaktir.
Bu sartlarda her
u € Uigin ®(u) > ® (u*)
yazilabileceginden genellikle takip edilecek yol

lim Sur) = inf (G(w)

seklinde @ fonksiyonelini minimum kilan bir {u,} < U dizisini olusturmak

olacaktir.{ u, } dizisi bir u*€ U vektoriine yakinsarsa @ siirekli oldugu takdirde

lim & (u,) = ¢(u*)
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cikar ve aranan ¢6ziim de bulunmus olur. Lineer ya da lineer olmayan operatorler
iceren denklemlerin ¢éziimii ¢ogu zaman uygun bir fonksiyoneli minimum kilan

vektoriin bulunmasina indirgenebilir.

Skaler sayilarla ugragsmanin getirdigi kolaylik o&zellikle bilgisayar kullanimi

acisindan elverigli algoritmalarin gelistirilmesine olanak saglar.

2.1. En Dik Inis Yontemi

@ Fonksiyonelinin Fréchet-tiiretilebilir oldugu kabul edilsin. ®(u) bir u* € U
vektoriinde minimum degerine ulasiyorsa Teorem 1.1.27 e gore @ (u*) = 0
olmalidir. Bu kosulu saglayan vektorlere @ fonksiyonelinin duragan noktalar1 adi
verilir. Ancak kolayca anlasilabilecegi gibi bir duragan nokta bir lokal minimuma

kars1 gelir. Yani ancak

u € B, (u*) ise ®(u) >d(u*)

esitsizligi saglanir.

Bu esitsizligin her u € U vektdrii igin gegerli oldugu global minimum &' (u*) = 0
kosulu ile her zaman belirlenemez. Ancak konveks bir fonksiyonel s6z konusu
oldugunda ise bu durum degisir. ®:U— R fonksiyoneli her 0 < a < 1 sayis1 ve
U, up € U vektorleri i¢in

Olaus + (1—a) 2] < ad(ur) + (1—a ) P(uy)

bagintisin1 saglarsa konveksdir denir.

¢ :R — R fonksiyonu ¢ (t;u,w) = ® (u + tw) olacak sekilde tanimlanirsa @

konveks oldugundan ¢ de konveks bir fonksiyon olur.
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Gergekten kolayca

plati +(1-a)ty;u,wl=0[a(u+t;w) + (1—a)(u+ tw)]
Sadu+tuw)+ (1 —a)®(u+ tw)
= adp(t;;u,w) + (1 —a)dp(ty; u,w)

sonucu elde edilir.

f : R — R konveks bir fonksiyonsa tiirevi azalmaz, yani

ta=t; ise f(t2)=f(t)

olur. Bunu gérmek i¢in t3 = t; olmak iizere

floti + (1 —a) t3] < af(t) + (1 —a)f(t3)

bagintisi ele alinsin. Ortalama deger teoremine gore

f(t3) = f(t1) + f't)(tz —t1) , t2€(8,t3)

yazilabilir. Dolayisiyla

flaty + (1 —a)(tz- t)] — f(t1)
1-a)(t3- ty)

< f(t2)

esitsizligi bulunur. @ — 1 limitine gegilirse f'(t,) = f'(t; ) sonucu elde edilir [1].

Teorem 2.1.1. @ : U— R konveks ve tiiretilebilir bir fonksiyonel ise @ =0

denklemini saglayan her u vektorii @ nin bir global minimumu olur.

Ispat: u* € U vektorii P (u*) = 0 denklemini saglasin. ® konveks ve tiiretilebilir

oldugundan herhangi bir w € U vektérii ve bir 6 € (0, 1) sayisi igin
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O(u+w)— o) = ¢(1; u,w)— ¢(0; u'w) = ¢'(6; u*,w)
> ¢'(0; ut, w)= OW)(w)=0

elde edilir. Dolayistyla her

weUicindu" +w) = d(u")

bulunur. Bu kisimda bir ®@ fonksiyonelini minimum yapan bir { u, } c U dizisini

olusturmak i¢in bir yontem gelistirilecektir.

U normlu uzaymin segilen bir vektorii u olsun. @ nin u vektoriinde Fréchet-
tiretilebilir oldugu varsayilsin. Her hangi bir w € U vektorii i¢in ¢ : R — R
fonksiyonu yukaridaki gibi

o(t;u,w)=o(u+tw) , t>0

olarak ele alinsin. ® nin u vektoriinde w vektorii dogrultusundaki tiirevini

00w _ 1 . g -
2 = g who = 0 @W) = P@w,)
seklinde tanimlansin. Burada v, = I:VV_IH vektori w dogrultusunda boyu 1 olan

birim vektordiir. Bir u vektoriinde her dogrultuda reel sayilar kiimesi

ow

< lo@|llv, Il = @@

|a<1>(u)
aw

bagintis1 nedeniyle alttan ve tisten sinirhdir ve
-le@l < < el

D ()
aow

esitsizligi yazilabilir. Belli bir w dogrultusunda tiirevinin minimum oldugunu
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varsayilsin. Bu minimumun bir negatif sayiya karst gelecegi acgiktir. Bu w
vektoriiniin dogrultusuna ® nin u vektoriinde en dik inis dogrultusu adi verilecektir.
u vektoriinden en dik inis dogrultusunda ilerlendigi kabul edilirse ¢ sayisi 0 dan
baglayarak arttirildiginda ®(u + tw) degeri ® (u) degerine gore azalir, boylece
fonksiyonelin minimumuna yaklasilir. w vektorii dogrultusunda ilerlemeye Sadece
®(u + tw) fonksiyonelinin degeri yeniden artmaya baslayincaya kadar devam

etmek anlamli olacaktir.

Bu sekilde bir durumla karsilasildiginda durup yeni bir dik inis dogrultusu belirlemek
ve bu yeni dogrultuda ilerlemek gerekecektir. Bu yaklasim iteratif olarak tekrar
edilirse minimuma yaklasacagi umulan vektorler dizisi olusturulabilir. Bundan sonra

bu semaya nasil islerlik kazandirabilecegi gosterilecektir.

Keyfi olarak secilen bir u, vektoriinden baslayarak ug,uy, ... ,u, vektorlerinin

belirlendigi kabul edilsin.

u,, vektoriindeki en dik inis dogrultusu w,, 1 olmak tizere u, ,; vektori

Upy1 = Uy T L1 Wnt (2.1)

olarak ele alinsin. t,, ;1 > 0 sayisal parametresine inis degeri ad1 verilecektir. Bu inis

degerini belirlemek i¢in ¢(t; u,, w,41) fonksiyonu goz 6niine alinsin. Bu fonksiyon

[0, t,,+1] araliginda azalacaktir.

{41 sayisi

¢I(t; un'Wn+1) =0

denkleminin en kiigiik pozitif kokidir. ¢ (t; w,,w,4,) fonksiyonu t> 0 ekseni
lizerinde bir noktada bir minimuma erisirse bu noktayi t, ., inis degeri almak da
ikinci bir secenek olarak alinabilir. @ fonksiyoneli sikica konveks oldugu takdirde

inis degeri i¢in bu iki yaklasim da ayn1 sonucu verir.
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Her 0< a < 1 sayis1 ve uq,u; € U igin
Olau; +(1—a)uy) <a®(uy) +(1—a) ® (uy)

esitsizligi saglanirsa @ sikica konveks olarak adlandirilir. Bu takdirde ¢(t; u, w)

fonksiyonu da sikica konveks olur ve
t, >t ise ¢'(ty;u,w) > ¢'(t;u,w)
bulunur. Yani ¢'(t; u, w) artan bir fonksiyon olur.

Dolayistyla

(l),('[; Up, Wp41) =0

denkleminin ancak bir kokii vardir ve Teorem 2.1.1. e gore bu saymin belirledigi

U, 41 vektori @ fonksiyonelinin bir global minimumuna kars1 gelir.

Cesitli kosullar altinda fonksiyonelin minimumuna erisen bir dizi saglayan bu

yaklagim en dik inis yontemi adini alir.

w en dik inis dogrultusu birim kiire {izerinde @ '(w) siirekli lineer fonksiyonelinin

minimumuna kars1 geldigine w vektorii eger varsa

DW= inf @) = = sup (@' W ) =~

denklemini saglamalidir. Bir lineer fonksiyonelin birim kiire izerinde minimumuna
erismesi zorunlu olmadigindan bu denklemi saglayan bir w vektorii bulunmayabilir.
Yani bir u vektoriinde bir en dik inis dogrultusunun her zaman var oldugu
soylenemez. Ancak U bir refleksif uzay oldugu takdirde en dik inis dogrultusunun

her zaman var oldugu gosterilebilir:
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1"l = sup [®"(u)(v)
llvli<t
bagintist gz 6niinde tutulursa bir
v} < By [0] dizisi lim [©"(w) (va) | = [| @ @)l

olacak sekilde bulunabilir. {v,,} sinirli bir dizi oldugu i¢in Teorem 1.1.20 uyarinca

bir v* vektoriine zayif yakinsayan bir {U,(ll)} alt dizisi var olacaktir.
Yani

vf €U icin lim f (ufl”) = f @)

yazilabilir. Her f siirekli lineer fonksiyoneli i¢in

lim | ()] = 1f @D 1< AN

yazilabilir.

o

F ()] = s

| <1ir1

olduguna dikkat edilirse
vf € U”igin lim |f (v")] < If)
n—-oo
bulunur. Buradan |jv*|| <1, yani v* € B;[0] ¢ikar.

e (u?))

alt dizisi de || @"(w)|| sayisina yakinsayacagindan
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1o @Il = lim [’ (@) ()] = lim [0 @)(v")| = [0 @)@

sonucuna varilir. Ote yandan

0" W) @I = [l < Il @Il

olduguna gore

lv*ll = 1 yani [[v*]| =1

bulunur.

Buna gore v* ya da —v* vektorii en dik inis dogrultusunu belirler. Bu dogrultunun
tek olma zorunlulugunun bulunmadigr agiktir. Ancak U vektdr uzayr sikica

konveks oldugu takdirde bu dogrultuda tek olarak belirlenir. Sikica konveks bir

uzayda
1
ludll = Mluzll = S llug +uplf =1

bagintisin1 saglayan u;, u, € U vektorleri varsa u; = u, bulunur. Gergekten bu

durumda
lluy + uzll = llugll el

yazabilecegimizden u; = au,, @ >0 ve buradan da a = 1 ¢ikar. Simdi bir u

vektorunde
lugll = lluzll =1

olmak tizere u; ve u, en dik inis dogrultusunun bulundugu varsayilsin. Bu

varsayimla
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2lloy + vl S 1ve @ (W) = &' W)= = | (W)

bagintilar1 yazilabilir. Dolayisiyla da

1
O[5 +u)| = -l @I
esitligi saglanir. Buradan
1
Sl +vzfl =1
cikacag agiktir ve
1
Sl + vzl =1

bulunur. Buna goére U sikica konveks oldugu takdirde v; = v, olmas1 gerektigi

sonucuna varilir.

Simdi bir H Hilbert uzay1 tizerinde tanimlanmis reel degerli ve alttan sinirlt bir ©®
fonksiyoneli goz oniine alinsin. H refleksif oldugundan en dik inis dogrultusu daima
vardir, ayrica i¢ ¢arpim uzaylari sikica konveks oldugundan boyle bu dogrultu tek

olarak belirlenir.

VO(u) € H gradyan vektoriine basvuruldugu takdirde ®'(u) siirekli lineer
fonksiyoneli

O’ (W w) = (VO(w), w)y

seklinde ifade edilmektedir. Bu fonksiyonelin normu da

I @iy = IVO) ||y

bagintisini saglar. Buna gore
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v =—-Vo)/||VOe)llx

birim vektori igin

Vo (u)
IVO )|y

© (W) = (Vo(u), - ), = -Ive@lls = — o @lls

yazilabileceginden
w = -=VO(u)

vektorii bir u vektoriinde tek olarak belirli en dik inis dogrultusunu, V®(u) vektorii

de en dik ¢ikis dogrultusunu gosterir. Buna gore en dik inis yontemindeki dizi
Wni1 = —VO(u,) ile upp1-uy — tr11VO(wy)

seklinde olusturulur. t,,,; inis degeri ¢ fonksiyonunun yukaridaki sekildeki gibi
Dt up, Wyp1) = O(uy, — tVD, )

seklinde tanimlanmasi nedeniyle

ofuy —tVCD(un)—rVd)(un)]—qb(un_tVCD(un))

T

(D’(t; Unp, Wn+1) = limr—)O
= —0'(u, — tvq)(un))(vq)(un))

= —(Vo(u, - tVQq,,)), V0q,)), =0
denkleminin en kiigiik pozitif kokii olarak belirlenebilir.
Simdi en dik inig yonteminin @ fonksiyonelinin minimum noktasina yakinsama

sorunu daha yakindan irdelenmeye ¢alisilacaktir. Bu yontemle bir {u,} vektorler

dizisini



19

Upy1 = Uy, + Wiy , n=012,...

bagintis1 araciligiyla olusturuldugu varsayilsin. Burada w, ., birim vektori u,
vektoriindeki en dik inis dogrultusunu gostermektedir. Bu noktada birden fazla en
dik inis dogrultusu varsa w,,; bunlardan her hangi biri olarak segilecektir. ¢(t;
U, Wy41) Tonksiyonun t> 0 ekseni {izerindeki bir noktada minimuma eristigi

noktay1 t,, .1 inis degeri olarak alinsin. Yani t, ;1 degerini

@ (un + th+1Wnt1 ) = rgl;on(un + th—i—l)

kosulu yardimiyla bulunsun. Daha 6nce de deginildigi gibi sikica konveks bir

fonksiyonel s6z konusu oldugunda iki yaklasim da ayni sonucu verir. Bu durumda

esitsizligi saglanacaktir. Asagidaki ¢oziimlemede rastgele segilen bir uy, € U

baslangi¢ vektoriine bagimli olarak olusturulan

kiimesinin sinirli oldugu, yani her u € 2, i¢in ||u|| < r olacak sekilde bir r > 0
sayisinin bulundugu da varsayilsin. Olusum kurali g6z Onilinde tutulursa {u,}

dizisinin 0, kiimesinde yer alacagi agiktir.

Teorem 2.1.2. U bir normlu vektor uzay1 ve ®: U — R tiiretilebilir bir fonksiyonel
olsun. @" Fréchet tiirevinin p > r olmak iizere B,[0] kapali yuvarinda Lipschitz
stirekli oldugu kabul edilsin. Bu takdirde en dik inis yontemiyle olusturulan {u,}

dizisi lim @ "(u,,) = 0 kosulunu saglar.

n—o00

Ispat: Yukaridaki varsayimlara gore

u,w € B,[0]i¢in [|®"(w) — " (W)l <kllu —wl|
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esitsizligi saglanacak sekilde bir k > 0 sabiti vardir ve Teorem 1.1.29 uyarinca

Uy, uy € B,[0] vektor cifti icin
, 1
|D(uy) — D(uz) — O (ux)(uy —w| < 5k||u1 - u2||2

yazilabilir. Gortilecegi gibi teoremi ispatlamak i¢in bu esitsizlik 6nem tagimaktadir.
Dolayistyla @ nin ikinci Fréchet tiirevi varsa ve B,[0] iizerinde ®"'(u) bilineer

operatorii ||®"(w)|| < k daha gii¢lii kosulunu sagliyorsa teorem yine gegerli olur.

Simdi  u, =u, u; =u+v olarak segilsin. u, u+v € B,[0] igin yukaridaki

bagintidan yararlanilirsa

O (u+v)=0w)+ (W) +[Pu+v) —O(w) -0 (w)()]

< o) + O (W) +5klvle

sonucu elde edilir. 0< t < p —r kosulunu saglayan t i¢in, ||w, 11| = 1 olduguna

gore
lup + twpiall < llugll +t Wl s+t < p

cikar. Dolayisiyla yukaridaki esitsizligi u yerine w,, v Yyerine tw,,, alarak

uygulanirsa

, 1
DUy 41) < Py + tWy11) < @ () +ED (Uy)(Wp) +35kE?
sonucuna varilir. Bu esitsizlik

0 (1) (W) < TEEEE 4 g (22)

t

sekline de doniistiiriilebilir. — @ (u,)(Wy41)= @ (W, )| esitligi (2.2) kullanilirsa
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”(Dr(un)” S(I)(un)—f)(un_,_l) +%kt

elde edilir.u € £, i¢in bu kez

[P < [@w) + ()| + |[P(w) — ©(0) — O*(0) (w)|
< @) + 19" (O)[[llull + %kllull2

, 1
< |00)| + | (O)Ir + 5 kr?

bulunur.

1
M = 0(0)] +[[©"(0)[lr +

aliirsa

|O(w)| < Mveya —M < ®(u) <M

cikar. Buna gore () alt kiimesi tizerinde ®(u) alttan sinirlidir.

Bu durumda {®(u,)} azalan reel sayilar kiimesi alttan siirli olduguna gore

yakinsaktir. Herhangi bir & > 0sayisint géz Oniine alalim. t< min{e,p — 1}

secildiginde n > N i¢in

[q)(un) _tq)(un+1)] < e

olacak sekilde bir N (¢) pozitif tamsayis1 vardir. Buradan hareketle
, 1
o)l <e(1+5k) , n2N

elde edilir. Bu ise

lim (D’(un) =0

n—-oo
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oldugunu ifade eder. ®"(u) operatorii 2, kiimesi tizerinde siirekli oldugundan

u, > uise® ) =0

cikar.

Buna gore en dik inis dizisinin bir limiti varsa bu vektor @ fonksiyoneli i¢in bir
duragan nokta olur. Ote yandan en dik inis dizisinin yiginak noktalar1 varsa bu
noktalar @ fonksiyonelinin duragan noktalaridir. Gergekten dizinin bir yigak
noktast varsa bu noktaya yakinsayan bir alt dizisi vardir ve yine ®"(u) = 0 kosulu
saglanir.® bir konveks fonksiyonel oldugu takdirde en dik inis yOnteminin

yakinsamasina iliskin daha duyarli sonuclar elde edilebilir.

Teorem 2.1.3. U bir normlu vektor uzayt ve @ : U — R tiiretilebilir, alttan sinirh

bir konveks fonksiyonel olsun. m = i"f(I)(u) ve {u,} bir wu, vektoriinden

uel

kaynaklanan bir en dik inis dizisi ise

D(up) —m < | @ (uy)l

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat: Tanimdaki sartlar saglansin ve
No={ueU: o) < d(uy)}

kiimesi sinirlt olsun. Dolayisiyla

le{ue U:u=u; —uy; u;, U EQO}
kiimesi de sinirhidir. 2; < B,[0] olarak alinsin.

Ny, c B, [0]
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2y € By, [0]
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yani ¢ < 2r olacagi agiktir. Her hangi bir w € U vektorii ve uygun bir 8 € (0,1)

say1st i¢cin @ konveks ve tiiretilebilir oldugundan

D(u, +w) -0(uy,) = ¢(Lu,, w) — d(0; uy,w) = @' (6; Uy, w)
< ¢'(0; up, w) = O'(u,) (W)

elde edilir. Buna gore

D P +w) — P(wy) = Vivrﬁgcclf(un)(w)

yazilabilir.{ u, } € 0, olduguna gore
Ny €{u,+w:w €B.[0]}cU
kiime igermesine dikkat edilirse

_ < i < i
m Jrel(f/q)(u) < ”Ml/lﬁgc(b(un +w) < uler}zfodb(u)

siralamasi elde edilir. Ancak £, kiimesinin tanimindan

inf ®(u) =m

u€f

olur. Yani

||v}/r|}£cq)(u" +w)=m

cikar.
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||Mi,r|}£c¢’(u")(w) =c ||;1{|1£1q),(un)(z) = —cl|®'(w,)l

yazilabilmesi nedeniyle
m— ®(u,) = —cl|®(u,)ll

bulunur. Buradan esitsizlik —1 ile ¢arpilir ve tersine dondiiriiliirse istenen sonug

elde edilir.

Teorem 2.1.2 ve Teorem 2.1.3 deki kosullar beraberce saglandigi takdirde { u, }

en dik inig dizisinin @ fonksiyonelini minimum kilan bir dizi olacagi, yani

-
®(un) 2 Inf@(w)

esitsizliginin saglanacagi gortliir. ® "(u) Lipschitz siirekli oldugu takdirde {®(u,)}

dizisinin yakinsama hizi i¢in bir iist sinir verilebilir.
Teorem 2.1.4. U bir normlu vektoér uzayr ve ®: U — R alttan smirly, tiiretilebilir,

konveks bir reel degerli fonksiyonel olsun. U iizerinde @ '(u) Fréchet tiirevi Lipschitz

stirekli olmak iizere m = 11615 ®(u) ve {u,} bir en dik inis dizisiyse
u

®(u,) —m=0(11/n)
bulunur.

Ispat: %, = ®(u,) —m alnsm. { u, } bir en dik inis dizisi olduguna gore her n i¢in

xn > 0 olacaktir. Dizi

Upy1 = Unt Epp1Whyt, ”Wn+1” =1

olacak sekilde olusturulsun. Teoremde ongdriilen kosullarina gore her reel t sayisi

i¢in



Dty + tWy41) < @ (up) HO (1) (W) +3 kt?
yazilabilir (Teorem 2.1.2).

O (un)(Vn41)= — 1O ()l

bagintis1 hatirlanilirsa

Dty + tWs1) < D (1) ~tl| ()| +5ke?

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafi

_ oyl

P >0

t = 1,

icin minimum olur. Buna gore

Ay TR+l = () (un) -0 (un+1) =0 (un) -0 (un+Tn Wn+1)

’ 1 1 ’
= 7, |0 (w)ll - Ean 2= ;”d) (un)llz

bulunur. Ote yandan Teorem 2.1.3. uyarinca

’ >\n
P u)ll =—

c

esitsizligi saglanacaktir. Dolayisiyla
p = (2kc?) 7' >0 tanimiilen = 1,2, ... igin
g —Ap41 = M X2 sonucuna varilir . { X, } azalan bir dizi olduguna gore

2 2 —
A 2 An+1 Ve XNy —Xp+1 =X p41 [(>‘n / >‘n+1) - 1] = U >‘$1+1

25
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yazilabilir. Boylece
(>\n/>‘n+1) -1z M ™1
elde edilir. »,, = %” alinsin. Buradan da son esitsizlik bu tanimla

v n v
no> (145t
Un+1 n+1 n+1

seklini alir.

Buradan kolayca goriilebilecegi gibi

n=>1liginv,,1=22/pu

oldugunda

Unt1 = Wy

sonucu ¢ikar. Buna gore

Un41 < max{2 /p, vy }

yazilabilir ve vy = max{2 /u,v;} aliirsa her n igin v, < vy, dolayisiyla da
= D (u,)—m < %,n =12..

bulunur.Bu ise istenilen sonugtur.

Simdi bu sonuca dayanarak en dik inis dizisinin uzayin bir vektoriine yakinsamasi
kosullar irdelenmeye ¢alisilacaktir. Once bazi tanimlara gereksinim olacaktr.

Tanim 2.1.5. U vektor uzayi tizerinde @ : U — R fonksiyoneli
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lim ®(u) =

llull>co

bagintisin1 sagliyorsa bir baskict fonksiyonel adini alir. Bir u vektoriine zayif

yakinsayan keyfi bir {u,, } dizisi goz oniine alalim.
U, ~u =lime(u,) = o)
ozelligi varsa @ zayif olarak alttan yari-siirekli bir fonksiyoneldir denir.

Teorem 2.1.6. U bir normlu vektor uzayr ve @ : U — R siirekli olarak Fréchet-

tiiretilebilen bir fonksiyonel olsun. Her u,w € U igin
O (u+w)(w) -0 (uw)(w) =20 (2.3)

ise @ zayif olarak alttan yari-siireklidir.

Ispat:
u, = uise lim o (w)(u, -u) =0
n—-oo
olacaktir. Teorem 1.1.21 ve Teorem 2.1.3 varsayimindan yararlanilarak

Duy)—Pw) — (W) (uy —u) =

1
lfMﬁu+t0%—uﬂﬁM—u)—<FODOM-qut
0

1
=f5®W+ﬂw-wmwwwn—®wnmhﬂmmzo
0

bulunur. Dolayisiyla

lim inf ® (u,)=> ®(u)
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cikar.

Uzayda fonksiyoneli minimum kilan bir vektoriin varligi i¢in yeter kosullar asagidaki

teoremde gosterilmistir.

Teorem 2.1.7. U bir refleksif Banach uzayi, ® : U — R baskici ve zayif olarak

alttan yari-siirekli bir fonksiyonel ise ® minimumuna bir u* € U vektoriinde ulasir.
Ispat: ® baskic1 olduguna gore
||ul| > r i¢in ®(u) > @(0) +1

olacak sekilde bir r > 0 sayis1 vardir. Dolayisiyla @ fonksiyonelinin minimumu

ancak B, [0] kapal1 yuvari iginde bulunabilir.
™= {000 =, Jpf @0

yazilirsa @ (u,) — m bagintisin1 saglayan bir {u,, } < B, [0] dizisi bulunur. Bu dizi

sinirlt oldugu i¢cin Teorem 1.1.31 uyarmca bir u* € U vektoriine zayif yakinsayan

bir {u,(ll)} alt dizisi vardir. u* € B, [0] olacag1 kolaylikla gosterilebilir.

uﬁl) — u” olmasi nedeniyle

vf €U igin f () > f(u)
yazilabilir. Ote yandan

u* ¢ B, [0] ise § =d(u*,B,[0]) >0
olacagina gore

fow) =46, lfoll =1
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ve
Vu € B, [0]i¢in fy(u) =0

Ozelligini tasiyan bir fy € U’ fonksiyonelinin var oldugu Teorem 1.1.23. den

anlasilmaktadir.

Bu durumda varilan

0= lim fy(w?) = fow) =6 >0
n—oo
celiskisi ancak ve ancak u* € B, [0] alarak giderilebilir. Bir yan iiriin olarak elde

edilen bu sonu¢ “Bir refleksif Banach uzayinda her kapali yuvar zayif kapalidir

seklinde de yorumlanabilir.

® fonksiyoneli zayif olarak alttan yari-siirekli oldugundan

m = limo(u) = liminfo(ul”) = o)

n—-o0 n-—-oo

yazilabilir.

Tanim nedeniyle m < ®(u*) yazilmasi gerekeceginden ®(u*) =m sonucuna
varilir. Dolayisiyla @ fonksiyonelinin - minimumuna u* vektoriinde ulastig:
gosterilmis olur.

Son olarak

fm () = Inf e

kosulunu saglayan, ya da baska bir deyisle ® fonksiyonelini minimum kilan bir

{u, } c U dizisinin bir u* € U vektoriine yakinsama kosullar1 irdelenecektir.
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Teorem 2.1.8. U bir refleksif Banach uzayi, ®: U — R baskic1 ve siirekli olarak
olarak Fréchet- tiiretilebilen bir fonksiyonel olsun. w # 0 kosulunu saglayan her
u, w € U vektor gifti igin

O(u+w)(w)—0 (u)(w) >0 (2.4)

esitsizligi gergeklenirse @ fonksiyonelini minimum kilan her {u, } dizisi tek bir

u* € U vektoriine zayif yakinsar.

Ispat: Teorem 2.1.6 ve Teorem 2.1.7. in kosullar1 gerceklestigi i¢in fonksiyoneli
minimum kilan bir u* € U vektorii vardir. Simdi (2.4) varsayimi nedeniyle bu
vektoriin tek oldugu gosterilecektir.

d(u*) = o(u™)= Litrellf]db(u)

bagintisini saglayan iki u* ve u™* vektoriiniin bulundugu ve

ur—u=w=+0

oldugu varsayilsin. Bu durumda

O (u") = O (u™)= 0

yazilir ve

0= 0w )w) - & W)HWw) =o' +w)(w) —d'(u)H(w)

elde edilir. Bu da (2.4) ile gelisir. Dolayisiyla u* vektori tektir.

Fonksiyonel baskici oldugu takdirde minimum kilict {u,} dizisinin smirh olacagi

goriiliir. Dolayistyla bu dizinin her alt dizisi de smirhdir. U refleksif oldugundan

bdyle her alt dizinin U nun bir vektoriine zayif yakinsayan bir alt dizisi vardir.
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Teorem 2.1.8. uyarinca bu alt diziler ancak ® yi minimum kilan u* vektoriine zayif
yakinsayabilir. Bu vektor tek olarak belirlendigine gore {u,} dizisinin her alt
dizisinin ayn1 u* vektoriine zayif yakinsayan bir alt dizisi bulunacaktir.

Bu durumda {u,, } dizisi de u* vektoriine zayif yakinsamak zorundadir. Aksi halde bir

{uff)} c {u,} altdizisiicin ul® - u* = u*

olacaktir. Buda miimkiin degildir.
Teorem 2.1.8. Teorem 2.1.7. deki kosullara ek olarak
O (u+w)(w) —0 W) =Clw|>, Yuuw€e U (2.5)

kosulu da saglansin. Burada C > 0 bir sabittir. Bu durumda fonksiyoneli minimum

kilic1 dizi minimum kilan u* vektoriine gii¢lii olarak yakinsar.

Ispat: Teorem 2.1.5 deki yol izlenirse (2.5) den yararlanilirsa

Dlup) — 0w — O'(W)(uy, —u) = fJ%[d)'[u* + t(u, — u)][tw, —u)] —

O (u)[t(u, —u)]]dt =0
> Cllw, —w'l? i dt = 2Clhu, — |2
yazilabilir.
1Ili_r)go[d)(un) —dw)]=0ved (u)=0
oldugundan bu ifade
limflu, —u'l|? <0

veya
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lim ||, — u*|| = 0
n—-oo

olur. Dolayisiyla da u,, = u* bulunur.

Uygulama 2.1.1. H bir kompleks Hilbert uzay1 ve A4 : H — H kendine es siirekli

bir lineer operatdr olsun.

— inf _ sup
m= = (Auwve M =, (Aw,w)

ile A nin siirlart gosterilsin ve m > 0 olsun.
Au=v (2.6)

denklemi ele alinsm. 0¢ o(A4) oldugundan Teorem 1.1.26 ya gére A~! ters
operatorii vardir ve her v € H vektorii icin tek bir u* = A™'v ¢oziimii bulunur.

Simdi her u € H igin reel degerli
o(u) = (Au,u) — [(u,v) + (v,u)] (2.7)

olacak sekilde ele alinsin. (2.6) nin ¢6ziimii (2.7) nin bir minimumuna kars1 gelir.

Tersi olarak da (2.7) yi minimum kilan vektor (2.7) nin ¢oziimidiir. Gergekten

v = Aurise ®(u) = (Au,u) — (u, Au™) — (Au*,u)
= (Au,u) — (Au, u*) — (Au*,u) = (A(u — u*),u— u*) — (Au*, u")

yazilabilir.
Dolayisiyla her u € H igin

Od(w)=2m(u— u,u— u")— (Au*, u") = —(Au*, u") = Oo(u")
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elde edilir. Buna gore u* vektorii @ fonksiyonelini minimum kilar. Ters olarak bir

ug vektori @ yi minimum yapan nokta olsun. Buna sonuca gore

D(up) = D(u")

olmalidir. Dolayisiyla

0= (up) — P(w") = (A(ug — u"),uy — u*) = mjlug — u*||?

elde edilir. Buradan ug = u* c¢ikar. Simdi (2.6) denkleminin ¢oézimi (2.7)
fonksiyonelinin minimumunu en dik inis yontemiyle belirlenmeye ¢aligilacaktir. Her

hangi iki u,w € H vektorii ile

o(t;u,w) = O(u + tw)
= ®(u) + t[(Au — v,w) + (W, Au — w)] + t?(Aw,w)

yazilabilinecegine gore u vektoriindeki Fréchet tiirevi

Q' (w)(w) = (Au —v,w) + (w,Au —v) = 2R(Au — v, w)

olarak hesaplanir. Yukaridaki ifadenin normu 1 olan w’ vektorleri iizerinde

maksimumuna

w' = (Au—v)/||Au —v||

vektoriinde ulasacagi hemen goriiliir. Dolayisiyla u  vektoriinde en dik inis

dogrultusu

—w=v—Au

olur.
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Yontemi uygulamak igin secilen keyfi bir vektér ug olsun. En dik inis dogrultusunu

—w; vektorii belirlemektedir. Burada

wy = Aug—v

ile verilmektedir. t; inis degerini

@'(t; ug,—wy) =0

denkleminin ¢6ztimii olarak segilir.

P(t; up, —wy) = ©(ug) — 2tl|wy 1> + t?(Awy, wy)
bagintisindan kolaylikla

o lwli?
L=
(Awy, wy)

>0
sonucunu elde edilir ve
U =ug — tywy

olarak belirlenir. Boyle devam edilirse {u,,} en dik inis dizisininn = 0,1, 2, ... i¢in

[

U1 = Up — Lry1Wnyit, Wni1 =AUy =V, thyg = Gwnos i)

seklinde belirlenebilecegi kolayca gerceklenebilir. Simdi bu dizinin u* ¢oziim
vektoriine yakinsadigr gosterilmeye caligilacaktir. A bir pozitif operatér olduguna

gore Teorem 1.1.16. deki gibi belirlenebilen kendine es bir K kare kokii vardir.

Dolayistyla ®(u) fonksiyonelini K? = A olmak iizere
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O(u) =(A(u— u"),u— u")-(Au*, u") (2.8)
=(K(u— u"),K(u— u"))-(Ku",Ku")
= [IK(u— w]® —[IKu’||?

seklinde ifade edilebilir. Simdi kendine es, siirekli bir B: H — H lineer operatorii

B=1-kA

olarak tanimlansin ve k > 0 sayis1 B nin normu miimkiin olabilen en kii¢lik degeri

alacak sekilde secilsin.

|lu|]| = 1 olan vektorler igin

(Bu,u) =1 — k(Au,u)

yazilabileceginden B nin st sinir1  1— km, alt simir1 ise 1—kM  olur.

Teorem 1.1.16 g6z Oniinde tutulursa minimum normun

2
1-km = —( 1—kM) veya k =m

secimine kars1 gelecegi aciktir. Dolayisiyla

M—-m

Bl =1—km =kM —1 =
181 m T

<1

bulunur. B operatorii aracilig ile

n=0,12, ..i¢inv,,y =Bu, + kv =u, —k(Aun —v) =u, —kw,q

olacak sekilde vektdr dizisi tanimlansin.u, vektorleri yukarida belirlenen en dik inis

dizisinin elemanlaridir.
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u, den -w,,; dogrultusunda ilerlenirse fonksiyoneldeki azalma en fazla t,,,; inis

degeri i¢in gercekleseceginden

(D(vn+1) 2 (D(un+1)

olacaktir. Bu esitsizlikten yararlanarak asagidaki esitsizlik

P(Un41) — P < O(vy41) — D(u)

yazilabilir.

o) = —[IKu*|I?

bagintisina dikkat edilirse (2.8) den

IK(upt1 —ud)ll < 1K1 —u?)l

elde edilir.

Bu* = u"—kv

oldugunu g6z 6niine alinirsa

Uny1 — W =By —u’) Ve K(vpy—u) =KBu, —u)

sonucuna varilir. K operatdrii 4 ile komiitatif oldugundan B ile de komiitatiftir.

Dolayistyla

IK@Wn+1 —ud)ll < IIBINIK(u, —u)l

veya
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IK Gt =)l <

m
— (=)

elde edilir. Buradan da kolayca

M-m

n
=) g —udll, n=1,2,.. (2.9)

1K ugr =)l < (

sonucu ¢ikar. Teorem 1.1.16. uyarinca A spektrumu [m, M] kapali aralig1 iginde
olup ug noktalarda spektruma aittir. f(t) bu aralikta siirekli bir fonksiyonsa f(A)

operatdrii de kendine es ve stireklidir. Spektral doniisiim teoremine gore

f(a(A) = a(f(A)

yazilabilir ve yine Teorem 1.1.16. nedeniyle
IF Il = max |£(©)
olur. a(A) kapali oldugundan supremum yerine maksimum yazilabilir,

vVt ve 1/t fonksiyonlar1 [m,M] arahi@ iizerinde siirekli olduklarina gore

spektral doniisiim teoreminden yararlanilirsa

K|l = [|a2]| = maxVE = VM , IK7| = maxil /VE) = 1/¥m
o

teo(A)

elde edilir. Bu verilerle de

) - : - llwy |
1K (o —u)ll < 1K ACuo —udll < KM lAug —vll =72

bulunur. Bu iliskilerden yararlanilirsa (2.9) dan kolaylikla

. n
ey =l = KK =)l < = (55) llw (2.10)

m \M+m
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sonucuna vartlir. Bu dan — oo i¢in {u, } dizisinin u* vektoriine yakinsadigini ifade

eder.



BOLUM 3. EN DIiK INiS YONTEMiI UYGULAMALARI

Uygulama 3.1.1. f(x,y) = x? + y? —4x —y — xy fonksiyonu veriliyor. En dik
inig yontemi yardimiyla f(x,y) fonksiyonunun minumum noktasini bulunuz ve

minimum degerini hesaplayiniz.

Oncelikle f(x,y) = x? +y? —4x —y —xy fonksiyonunun minimum noktasmin
var oldugu fonksiyonun asagidaki grafiginden dolayisiyla yapisindan

anlasilmaktadir. f (x, y) konveks oldugundan minimum noktasi vardir.

X
3.5 3.0 2.5

Nul1®

Sekil 3. 1. f(x,y) fonksiyonun grafigi

O halde fonksiyonun minimum nokta tespiti i¢in en dik inig yontemi kullanilabilir.

Once fonksiyonun gradiyenti bulunacaktir.

Bilinen gradiyent tanimindan fonksiyonun gradiyenti



of ., 9f .
grad f(x, ) = Li+ 5 ;

grad f(x,y) = (2x =4 —y)i+ (2y — 1 = x)j
olarak elde edilir. Baslangi¢ noktas1
(x0, yo) = (2,—1) ve h=1/10

olarak alinsin.

= - p o —v. - p L
X1=X hax 0.70) VE Y1=Yo hay orve)

olmak {izere yerlerine yazilirsa

a 19
X1=%0 - hé (x0,¥0) = 2:(2.2-(-4)+1) (1/10) = 10 ;
= of — (2. (-D)-(-D)-(-2)) (L) = >
me%hmm—lauﬂn(mQQ =

. 19 5
olmak tizere (xy, y;1) = (ﬁ,—ﬁ) bulunur.

Iterasyona ayn sekilde devam edilirse

=x, - h L :2_(L 38 _ 442187 .
Xp=x - ho Gep,yp) 10 10) (10 4+2>_ 100

=y, - hL -—3_ (_i 1B (L —_ 5439
Y2=n hay Ly 10 . 10) -0 10) 0700 T

olmak lzere

_ (187 11
(x2, ¥2) = (—100 ) 100)

11

100

40
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bulunur.

a 187 187 11 /1 1870 . 415 2285
x3=x; - 2L = () A+ =)(5) T e o T e

0x| (xy,y,) 100 100 100’\10 1000 ' 1000 1000

_ of o1 11 187 , 1y _ 11 299 189
Y3=Vz- ha_ = 100 2.(- m)_l_ 100 ) E) T 100 " 1000 ~ 1000
y
(xZ'YZ)
; 2285 189 .

olmak iizere (X3, y3) = (m, m) hesap edilir.

Isleme matematiksel program ile devam edilirse 21. adimda

flo,y) =x*+y*—4x—y—xy

fonksiyonun minimum noktasi

(X21, yZl) = (312)

olarak hesap edilir. Boylelikle de fonksiyonun minimum degeri

min f(x,y) = =7

olarak bulunur.

Gergekten de bilinen yontemlerle f(x,y) fonksiyonunun minimumu hesap edilirse

min degerinin -7 oldugu goriliir.

3.1. Lineer ve Lineer Olmayan Denklem Takimlarinda En Dik Inis Yontemi

Lemma 3.2.1. A simetrik ve pozitif tanimli bir matris olmak iizere Ax = b

probleminin ¢ézimii

qx) =<x,Ax>-2<x,b>
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seklindeki kuadratik formun minimize edilmesi problemine denktir.

Ispat: Oncelikle q fonksiyonun bir dogru boyunca nasil davrandigina bakilmasi
gereklidir. x,v birer vektor ve t bir skaler olmak {izere x + tv s gbéz Oniine

alinsn. AT = A olduguda kullanilarak

glx+tv) =<x+tv,A(x+tv) > —<x+tv,b>
=<x,Ax > +t<x,Av,> +t<v,Ax > +t> < v,Ax >
—2<x,b>-2t<x,b>
=q(x) +2t <v,Ax > -2t <v,b>+t? <v,Av >
=q(x)+2t<v,Ax—b>+t? < v Av > (3.1)

Buradaki  (3.1) denklemindeki t? nin katsayisinin pozitif olduguna dikkat
edilmelidir. Bu nedenle q(x) fonksiyonu (x + tv) iizerinde bir minimuma sahiptir.

(3.1) denkleminin t ye gore tiirevi alinirsa

d
aq(x+tv)=2<v,Ax—b>+2t<v,Av>

olur. Bu tiirevi sifira esitlenirse ¢ nun 151n boyunca minumumu bulunabilir. Yani

minimum noktay1 veren t degeri

, <v,b—Ax>
T <y Av >

olur. Bu degeri kullanarak g fonksiyonunun 1s1n tizerinde alacagi minimum degeri

qix+tv) =qx) +t*[2<v,Ax — b > +t* < v,Av >]
=qx)+t[2<v,Ax—b >+<v,b— Ax >]

<v,b—Ax>2
<v,b—Av>

=q(x) —

olarak hesaplanir. Bu denklemde goriiliiyor ki v vektdrii b — Ax kalanna dik

oldugunda, yani
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<v,b—Ax >* 0

iken g minimum degerini alir.

x vektori Ax = b nin ¢oziimi degilse
<v,b—Ax >+ 0

ifadesini saglayan bircok v vektorii bulunabilir. Bu durumda Ax =b ise

q fonksiyonu q(x) ten daha kiigiik bir deger alamaz.

Bu ispat Ax = b sisteminin ¢oziimii igin ardigik bir metot sunmaktadir.

Metodun k. Adiminda oldugu varsayilsin.

x© X 3@ ()

degerlerinin bilindigini kabul edilsin. Uygun bir v®) yénii igin (k+1). Adimdaki x

vektoria

< v b Ax® >
N O T IOES

olmak tizere

XD = () ¢ p(0)

bigiminde hesaplanir. || v®)|| = 1 segilirse t;, degeri x® ile  x**D arasindaki

mesafeyi olger.

Lemma 3.2.2. A simetrik matris ve

2=lan o=l x= [
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olmak tlizere
gR'"->R,g(x)=<x,Ax>-2<x,b>
ise x deki gradiyenti 2(Ax — b) dir.

1spat:

_ X1 1a11x +ay X1 [by
'g(x'y) =< [y] ’ [a21x + azzy] >—2< [y] ’ [bz] >
9(x,¥) = x*ay; + xyay; + y?ay; + xyay — 2xb; — 2yb,

d
ag(x;)’) = 2xa;; +yag; +yay, —2by = 2(xaq; + ya;; — by)

d
@9(%3’) = Xdy + XA + 2yay; — 2b; = 2(xay; + yay, — by)

grad (x,y) = 2(Ax — b)
olur.

Uygulama 3.2.2.

2x —y=-1
—x+2y=3
—y+2z=-1

1
lineer denklem sisteminin ¢Ozimiini x, = [1] alarak en dik inis yOntemiyle
1

¢Ozlniiz.

Coziim: Yukaridaki denklem takimini temsil eden matris
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olmak iizere x; = xy + tovg oldugundan ¢, ve vy 1 hesaplamak gereklidir.

Vg = b — Axy oldugundan

—11 [2 -1 O01[1
vo=b—Axo=|3|-|-1 2 -1||1

olarak bulunur.

L3I3 17
<vq,vg> —2]1-2
to = = =—=10.293103
0 <vg,Avy> =2|12 -1 072 58
< 3p|-1 2 -1l 3|
—2llo -1 2ll-2
olarak hesaplanir. t, , x; = xy + tovg esitliginde yerine yazilirsa

=11.879931

0.413793
X1 =
0.413793

olarak hesaplanir. Isleme matematiksel program yardimi ile devam edilirse

0.501724
k=2 1i¢in t=1.7 , x, =]1.996554 ;
0.501724

0.499703
k=3 1i¢in t=0.293103 , x3 = 1.99958 ;
0.499703



0.500006
k=4icin t=17 , x, =] 199999 ,
0.500006

0.49999
k=5icin t=0293103, xs=| 2 ;
0.49999

0.5
k=6i¢in t=1.7 , xg =| 2
0.5

olarak elde edilir. Gergekten de lineer denklem takiminin ¢oziimii

0.5
Xg = 2
0.5

dir.
Lemma 3.2.3. En dik inis yontemiyle

fz(xll xZI "'an) = 0

fZ(xll'XZI ---;xn) = 0

ﬁl(xlleI "'an) = O

46

seklindeki lineer olmayan denklem sisteminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak icin basit

olarak

?:1(]01')2 =0

seklindeki denklem ¢oziiliirse aranan ¢6ziim bulunmus olur[4].
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Uygulama 3.2.3

fo(xq, %5, %3) = x — 81(x, + 0.1)? + sinx3 + 1.06 = 0

f3(x1; Xz,x3) = e X1%2 4 ZOX3 + 10m—-3

=0

olarak verilen nonlineer denklem sistemini baslangi¢ ¢6ziimii  x, = (0.5,0.5,0.5)"

ve to = 0,1 alarak ¢6ziiniiz.

Coziim g (x1, X2, X3)=[f1 (1, %2, x3)1% + [f2 (%1, %2, %3)]* + [f3 (21, %2, x3)]*

olsun. Bu durumda

Vg(xq,%2,x3) = Vg(x)
= @A) Lo, (xl)ﬁ *)

+2f0) 2 f FIORTIERE il L) + 26,00 5 i ()

+2f0) ﬁ (0,21 5 i () + 2£,00) —f )

f
+2fCe) 5~ (X))
olarak hesaplanir.

Vg(x) = [(3 + sin(xixy) x5 + 2x1 — xp,e 7 *1%2), (x4 sin(xqx,)

—162(x; + 0.1 — x;e7*1*2), (cosx3 + 20)]*
olarak elde edilir.

xo = (0.5,0.5,0.5)¢
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baslangi¢ degeri kullanilirsa

g(xo) = 1159.24, v° = % = [-0.0131206,0.9897569,0.1421648]"
0

olarak bulunur .
X1 = Xp + tovo
genel formiiliinde bu iterasyonla devam edilirse

k=1, x; =[0.5065602,0.005121952,0.4289176]° , g(x;) = 363.5173

k=2, x, =[0.5045557,0.06421983,—0.5155808]" , g(x;) = 1.874157
k=3, x3 =[0.5068673,0.001808132,—0.5179668]" , g(x3) = 0.0132214
k=4, x, =[0.5067566,0.001208410,—0.5235992]%, g(x,) = 0.0005774

olarak ¢6ziim elde edilir.

Gortldiigii gibi k = 4 icin bulunan ¢6ziim gergek ¢6zliim olan
xg =[0.5000073,0.00100012, —0.5548797]°

¢coziimiine ¢ok yakindir ve sistemin tutarliligi

g(x4) = 0.0005774

sonucundan da belli olmaktadir.

Uygulama 3.2.4.

"

y = —sinx olmak iizere lineer diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii baslangic
¢oziimii ug = 0,00296574(x — )7 (x)” ve smir degerleri u(0) = u(mw) =0

olmak iizere en dik inig yontemi ile ¢oziiniiz.



(6ziim : Bu sorunun en dik inis yontemiyle

Up41 = Uy — lny1Wnia

seklinde ¢oziilebilmesi i¢in

tnt1 Ve Wpy

degerlerinin hesaplanmasi gereklidir.

w; = Aug —v den wy; yon vektori ve

o lwll
! (AW1;W1)

den de t; yon vektorii belirlenecektir.
v = —sinx ve u, = 0,00296574(x — )7 (x)’
olarak alinirsa

w; = Aug — v = sinx + [(0,00296574). (42x°. (x — )7 + 7x°(7(x — m)® +
7x(x — m)® + 42x7 (x — m)°)]

olarak hesaplanir ve

o lwll
! (AW1,W1)

yerine yazilirsa

t; = —0.0693001 olarak hesaplanir. u; = uy — tyw; de yerine yazilirsa

49
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uy; = 0.00296574(x — m)”x” — 0.0693001(—0.124561(w — x)" x> +
0.290642(m — x)°x% — 0.124561 (7 — x)°x” — sinx

olarak hesaplanir. Elde edilen u; ¢oziimiiniin ve baslangic ¢O6ziimii olan wu,
¢ozlimiiniin ve gergek ¢6ziim olan sinx in grafikleri asagida verilmistir. En dik inis
yontemiyle elde edilen u; ¢oziimiiniin gercek ¢oziim olan sinx e wu, baslangic

¢Oziimiinden daha iyi yaklastig1 asagidaki grafikten goriilmektedir.

111(X)

Sekil 3. 2. u; , uy yaklagimlarinin ve sinx in grafigi

Isleme en dik inis yontemiyle devam edilirse yani u; = uy — t;w; de u, Yerine

uy alinirsa yani u, = uy — t,w, olusturulursa

wy = Auy —sinx ve t;=—22l  gen ¢, = —0.0431442

" (Awawp)
olarak hesaplanir.

Buradan
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u,=0.00296574 (1-x) 'x’'-=0.069300 (-0.12456 (r1-x) 'x°+0.29064
(m-x) °x°-0.12456 (n-x)°x'-Sin[x])-0.04314 (-0.12456 (n-x) 'x°
+0.29064 (1-x) °x°-0.12456 (n-x) °x'-Sin[x]+0.069300
(-2.49122 (m-x) 'x°+17.4385 (n-x) °x*-31.3894 (11-x) °x°
+17.4385 (n-x) “x°-2.49122 (1-x) *x'+Sin[x]))

olarak bulunur.

Ikinci adimda elde edilen u, yaklasiminin ger¢ek sonuca ilk yaklasimdan daha iyi

yakinsadig1 agsagidaki grafikten goriilmektedir.

}.'
/ K\\ u(x)
1 g /.r ‘\.\
.l'f .-\\
|'ll \\“‘u
/ \
/ u,(x) \
-'Jl{. III
1.0+ lll(x)
/
/ \
/ \
f." b
0.5t i
/ \
/ \
i \\
’/j A ,
s ™,
S N
- e \.\
—— L N L . e X
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 3. 3. uq , ug , u, yaklagimlarinin ve sinx in grafigi



EKLER

MATEMATIKSEL PROGRAMLAR

Uygulama 3.1 ve 3.3. i¢in matematiksel program kodlar1

grad = {8, £[{x, ¥}], & £[{x, v}]};
al{x_, 7_}] = grad;

norm[V_] :=1~1["u' 1-"-1-"]r-

gli=x, ¥}]
s[{x=_, v_*]1 = -

Valfz, v31.9l{x, v3}1
Py =40.99, 1.01%;
§u = S[En]:

Print[" £[%] = v, £r{x, y}]]:

Print[" v£[X] = ", gl{x. y}]];
", ogl{x, y}]];

Print|" Pp = ", Pu];

Print|" vE[¥]

Print|["ve[Pg] = ", q[ﬁu]]:

Print[""];:

Print|" Sg = -VE[Pgl /IVE[Po] "]

print[" S0 - ", - gtBal, "/", \alfol.alfal |;
Print|" Sg = ", s[ﬁu]];

Print."f[ﬁu + v Sg] = £[", Pg+vSg, "1"]|;
Print["£[Bg + v Sg] = ", Expand[f[5u+-v§u]]];



E".u = E".l

So = s[Ppl;

Print[" £[¥] = ", £[{x, y}]]f
Print[" vE[X] = ", g[{x, y}]]f
Print[" By, = ", Eu];
Print|"ve[By] = ", q[ﬁn]]s
Print[""];

Print|[" S, = -vE[Bgl/IVE[Pol "] ;
£[{ 0.990000000000, 1.010000000000%]
F[{ 2.490148500437, 0.9595147044550}]
£[{ 2.497647765143, 1.752572779846]}]
F[{ 2.872574606840, 1.7488606328991]
F[{ 2.874448871708, 1.9381613845731]
F[{ 2.9681530192387, 1.937233620724}]
F[{ 2.968621447818, 1.9845448922001]
£[{ 2.992040596078, 1.984313019454}]
F[{ 2.992157668749, 1.996137359224}]
F[{ 2.998010734155, 1.9960794080921]
£[{ 2.9980359923716, 1.999034623770}]
F[{ 2.999502825779, 1.599020140245}]
F[{ 2.999510142519, 1.9997587269131]
F[{ 2.999875743993, 1.999755107096}]

-5.
-6.
-5.
-6,
-5.
-5.
-5,
-5,
-5.
-6.
-5,
-6,
-5.
-5.
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242647772453
242647772453
B10717&1%870
DLZ2653320061
SEE176B07T7EG
997045071123
995261485012
955815425545
D95553860555
9959588470880
995557118568
DO0L00270854
5955955820016
S95555555017



Uygulama 3.2 i¢in matematiksel program kodlar1

r2 =1 0
A=)|-1 2 —1]

\ 0 -1 2

r=1 1
b = 3]1{:[1]

\ -1 1
Dc::-[

v=(b-A.x); pay = Horm[ (Transpose[v].v)];
payda = Norm[ (Transpose[v]).(A.v)]:

. H[ pay ];

payda

=
Print["k=", k, ", t=", £, " =x=", x]

{1, 10}]

X+t*x v;

k=1, t=0.293103 =={{0.413793}, {1.87931}, {0.413793}}
k=2, t=1.7 x={{0.501724}, {1.99655}, {0.501724}}

k=3, t=0.293103 x=={{0.49%703}, {1.59958}, {0.495703}}
k=4, t=1.7 x={{0.500006}, {1.9955%}, {0.500006}}

k=5, t=0.293103 =={{0.45%859%}, {2.}, {0.459955}}

k=6, t=1.7 w={{0.5}, {2.}, {0.5}}

k=7, t=0.293103 x=={{0.5}, {2.}, {0.5}}
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Uygulama 3.4 i¢in matematiksel program kodlari

Clear[ul, uj:;

u[x ] 1= 0.00296573662931S %« x "7 * (7 — 32) ©

v=-8in[x] -u'"[x];
av=D[v, {x, 2}]~

T
al =Re[J (v*v) dlx] ;
0

T
a2=Re[J’ (av + V) dl}-:];
o
al
t=N[— x
az
ul =su[x] +t=»v;

q=ReU:(u1*D[u1, [%, 2}1) dx - 2 % U;

Plot [{u[x], ul, Sin[x]}, {x, O, 7},
Plotstyle -+ {Red, Black, Blue}]

v2 = -Sin[x] -D[ul, {x, 2}]~
av2 =D[v2, {x, 2}];

I

a3l =Re[J (V2 % v2) dlx];
0
T

a4z = Re[J (avz xv2) dlx] ;
0

.

r

a3l
£2 =N[—]
adz

u2 =ul + 2 xv2;

-
[

(ul  (-sin[x])) dlx)]
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q=ReU:(u2*D[u2, {x,2}]) dx -2 % U':(uz* (-sin[x])) dlx)]

Plot[{u[x], ul, u2, sin[x]}, {x, 0, 7w},
Plotstyle - {Red, Black, Yellow, Blue}]
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