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ÖNSÖZ 

 

Bu tezin gerçekleştirilmesinde, başlangıcından sonuna kadar, yardım ve önerilerini 

benden esirgemeyen, karşılaştığım problemlerin çözümünde deneyimlerinden 

yararlandığım sayın hocam Prof. Dr. Refik KESKĐN’e teşekkür ederim. Ayrıca her 

durumda özverisi ve desteği ile yanımda olan değerli eşim Demet KARADAYI’ya 

ve bugünlere gelebilmem için maddi manevi hiçbir fedakarlıktan kaçınmayan aileme 

teşekkürü bir borç bilirim. 
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iV 

 

ÖZETÖZETÖZETÖZET    

    

Bu çalışmada Fibonacci toplamları ve Fibonacci  polinomları ele alındı. Birinci 

bölümde konuyla ilgili temel tanımlar ve teoremler verildi. Đkinci bölümde Fibonacci 

ve Lucas polinomları tanıtıldı ve bunlarla ilgili teoremler ifade edildi. Son bölümde 

de Fibonacci ve Lucas sayılarını katsayı kabul eden polinomlar ele alındı ve türev 

yardımıyla Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili toplamlar elde edildi.    
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FİBONACC İ SUMS AND FİBONACC İ POLYNOMİALS 

 

SUMMARY 

In this study, Fibonacci polynomials and Fibonacci summations are examined. In the 

first chapter, the main definitions and theorems are given. In the second chapter, 

Fibonacci and Lucas polynomials are investigated and some theorems concerning 

with Fibonacci and Lucas polynomials are given. The last chapter is related to the 

summations  containing Fibonacci and Lucas numbers. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanacağımız temel tanımlar ve teoremler  

verilecektir.  

Birinci tümevarım ilkesi:  Her n  doğal sayısı için ( )p n  bir önerme olsun. 

a) ( )1p   doğru olsun. 

b) ( )p n   doğru iken  ( )1p n +  de doğru olsun. 

Bu takdirde her n  için ( )p n  doğrudur. 

Đkinci tümevarım ilkesi: Her n  doğal sayısı için ( )p n  bir önerme olsun. 

a) ( )1p   doğru olsun. 

b)1 k n≤ ≤   olmak üzere  ( )p k   doğru iken  ( )1p n +  de doğru olsun. 

Bu takdirde her n  için ( )p n  doğrudur. 

Tanım 1.1: 1 1F = , 2 1F =   ve  3n ≥   için  n Z∈  

1 2n n nF F F− −= +  

biçiminde tanımlanan  ( )nF  dizisine Fibonacci dizisi ve nF  sayılarına da Fibonacci 

sayıları denir. Dizinin terimleri; 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,… biçimindedir. 

Tanım 1.2: 1n ≥  için 1( 1)n
n nF F+

− = −  biçiminde tanımlanan sayılara negatif indisli 

Fibonacci sayıları denir. 

Teorem 1.1:(Cassini Formülü) n Z∈   için  ( )2
1 1 1

n

n n nF F F− + − = − ’dir. 
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Teorem 1.2: 
1 5

2
α +=   ve  

1 5

2
β −=    2 1 0x x− − =   denkleminin kökleri olmak 

üzere, her n Z∈  için; 

a) 1
n

n nF Fα α −= + ’dir. 

b) 1
n

n nF Fβ β −= + ’dir. 

Teorem 1.3: 2 1 0x x− − =    denkleminin pozitif kökü α  negatif kökü β  olsun. Bu 

durumda 1n ≥   için  
n n

nF
α β
α β

−=
−

’dir. 

Tanım 1.3: 0 12, 1L L= =   ve  2n ≥   için  1 2n n nL L L− −= +   ile tanımlı sayılara Lucas 

sayıları denir. 

Tanım 1.4: 1n ≥  için ( 1)n
n nL L− = −  biçiminde tanımlanan sayılara negatif indisli  

Lucas sayıları denir. 

Teorem 1.4: 1n ≥   için  n n
nL α β= + ’dir. 

Teorem 1.5: ( )2 25 4 1
n

n nF L= − − ’dir. 

Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili geniş bilgi için [1] ve [2] numaralı kaynaklara 

bakılabilir. 



 

 

BÖLÜM 2. FİBONACC İ POLİNOMLARI 

 

Tanım 2.1: ( )1 1f x = , ( )2f x x=   ve  3n ≥  olmak üzere ( ) ( ) ( )1 2n n nf x xf x f x− −= +
 

bağıntısı ile tanımlanan polinomlara Fibonacci polinomları denir. Fibonacci 

polinomlarının ilk on tanesini yazalım; 

( )1 1f x =  

( )2f x x=  

( ) 2
3 1f x x= +  

( ) 3
4 2f x x x= +  

( ) 4 2
5 3 1f x x x= + +  

… 

 

tir. 

( )nf x ’in derecesi 1n ≥  iken 1n −  dir. Fibonacci polinomları ve Fibonacci sayıları 

arasında 1n ≥  olmak üzere  ( )1n nf F=   ilişkisi vardır. Örneğin  ( )4 41f F= ’tür. 

Ayrıca  ( )1 2 1f =  , ( )2 2 2f =   ve  3n ≥   olmak üzere  

( ) ( ) ( )1 22 2 2 2n n nf f f− −= +  

eşitli ği söz konusudur. Bu eşitlikten elde edilen sayılar 

( )2n nP f=  

biçimindeki Pell sayılarıdır. Pell sayıları 1,2,5,12,29… şeklindedir. 

( ) 9 7 5 3
10 8 21 20 5f x x x x x x= + + + +
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Tanım 2.2: ( )0 0f x =   olmak üzere  ( ) ( ) ( )1
1

n

n nf x f x
+

− = −   bağıntısı ile tanımlanan 

polinomlara negatif indisli Fibonacci polinomları denir. 

Teorem 2.1: 3n ≥  olmak üzere  ( ) ( ) ( )1
1

1
n

i n n
i

x f x f x f x+
=

= + −∑ ’dir.  

Đspat: ( ) ( ) ( )1 2n n nf x xf x f x− −= +   bağıntısını kullanırsak 

( ) ( ) ( )1 1
1 1 1

n n n

i i i
i i i

f x x f x f x+ −
= = =

= +∑ ∑ ∑  

olur. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1
1

n

n n i
i

f x f x x f x f x f x+
=

+ = + +∑  

 bulunur. ( )0 0f x =   olduğundan 

( ) ( ) ( )1
1

1
n

i n n
i

x f x f x f x+
=

= + −∑  

elde edilir. 

Tanım 2.3: ( )0 2l x =  , ( )1l x x=   ve  2n ≥   olmak üzere 

( ) ( ) ( )1 2n n nl x xl x l x− −= +  

biçiminde tanımlanan polinomlara Lucas polinomları denir. Lucas polinomlarının ilk 

10 tanesini yazalım; 

( )1l x x=  

( ) 2
2 2l x x= +  

( ) 3
3 3l x x x= +  

( ) 4 2
4 4 2l x x x= + +  

… 
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( ) 10 8 6 4 2
10 10 35 50 25 2l x x x x x x= + + + + +  

dir. 

Lucas polinomları ve Lucas sayıları arasında   0n ≥    için  ( )1n nl L=   ilişkisi vardır.
 

Tanım 2.4: Negatif  indisli  Lucas  polinomları      ( ) ( ) ( )1
n

n nl x l x− = −     biçiminde 

tanımlanır. 

Teorem 2.2: Her n Z∈  için ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

n

x x
f x

x x

α β
α β

−
=

−
’dir.  

Burada  ( )
2 4

2

x x
xα + +=    ve   ( )

2 4

2

x x
xβ − += ’dir. 

Đspat: ( ) ( ) 2 4x x xα β− = +   olduğunu kullanarak her n  doğal sayısı içinn

( ) ( ) ( )
2 4

n n

n

x x
f x

x

α β−
=

+
  olduğunu tümevarımla gösterelim. Đddia  1n =  için 

doğrudur. Çünkü, 

( ) ( ) ( )
1 2

1
4

x x
f x

x

α β−
= =

+
 

dir. Đddia  n   için doğru, yani ( ) ( ) ( )
2 4

n n

n

x x
f x

x

α β−
=

+
  olsun. 

( ) ( ) ( )1 1

1 2 4

n n

n

x x
f x

x

α β+ +

+

−
=

+
 

ifadesinin doğru olduğu gösterilecek. Fibonacci polinomlarının tanımından 

( ) ( ) ( )1 1n n nf x xf x f x+ −= +  

tir. Burada ( )nf x  ve ( )1nf x−  değerleri yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

( )1nf x+
( ) ( ) ( ) ( )11

2 24 4

nn n nx x x x
x

x x

α β α β −−  − −
= +     + +   
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             ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

2

1

4

n n n nx x x x x x
x

α β α β− −= − + −
+

 

              ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

2

1
1 1

4

n nx x x x x x
x

α α β β− − = + − + +
 

1 1
2 2 2 2 2 2

2

1 4 4 4 4
1 1

2 2 2 24

n n

x x x x x x x x x x

x

− −        + + + + − + − + = + − +       
        +         

2

1

4x
=

+

2 2 2

2

4 2 2 4

2 24

n

x x x x x

x x

 + + + + +
 
  + + 

 

2

1

4x
−

+

2 2 2

2

4 2 2 4

2 24

n

x x x x x

x x

 − + + − +
 
  + + 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 4 2 4 4 2 4

2 24 4 4 4 4

n n

x x x x x x x x x x

x x x x x x x

        + + + + + − + + − + = −       
        + + + + + + +          

bulunur. Ayrıca 

2 2

2 2

2 4

4 4

x x x

x x x

 + + +
 
 + + + 

   ve   
2 2

2 2

2 4

4 4

x x x

x x x

 + − +
 
 + + + 

   ifadeleri paydalarının eşlenikleri ile  

çarpılıp düzenlenirse 

2 2 2

2 2 2

2 4 4

4 4 2 4

x x x x x

x x x x

+ + + + +=
+ + + +

   ve   
2 2 2

2 2 2

2 4 4

4 4 2 4

x x x x x

x x x x

+ − + − +=
+ + + +

   bulunur. 

Böylece 

( )1nf x+

2 2 2 2

2 2 2

1 4 4 4 4

2 24 2 4 2 4

n n

x x x x x x x x

x x x

        + + + + − + − + = −       
        + + +          

elde edilir. Dolayısıyla 
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( )1nf x+
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 24 4 4

n n n nx x x x x x

x x x

α α β β α β+ +−
= − =

+ + +
 

olur. 

Şu halde iddia 1n +   için de doğrudur. Tümevarım ilkesine göre her n  için ifade 

doğrudur. Diğer  yandan 0n =  için ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0

x x
f x

x x

α β
α β

−
=

−
=0  doğrudur. Şimdi de

n N∈  olmak üzere  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

n

x x
f x

x x

α β
α β

− −

−

−
=

−
  olduğunu gösterelim. 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
( ) ( )
( ) ( )

n n n n

n

x x x x
f x

x x x x

α β α β
α β α β

− −

−

−−
= =

− −
  olur. Buradan, 

                                ( )nf x−

( ) ( )
( 1)

( ) ( )

n n

n

x x

x x

β α

α β

−
−=
−

 

                                           
( 1) ( ( ) ( ))

( ) ( )

n n nx x

x x

β α
α β

− −=
−

 

                                          
1( 1) ( ( ) ( ))

( ) ( )

n n nx x

x x

α β
α β

+− −=
−

 

                               ( )nf x−
1( 1) ( )n

nf x+= −   

elde edilir. Şu halde her  n Z∈  için  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

n

x x
f x

x x

α β
α β

−
=

−  

olur.
 

Teorem 2.3: Her n Z∈  için ( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β= + ’dir.  

Đspat: Önce her n N∈  için ( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β= +  olduğunu tümevarımla 

gösterelim.Đddia 1n =   için  doğrudur. Çünkü 
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( ) ( ) ( )1l x x xα β= + x=  doğrudur. Đddia n  için doğru, yani ( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β= +

olsun. ( ) ( ) ( )1 1
1

n n
nl x x xα β+ +

+ = +   ifadesinin doğru olduğunu gösterelim. Burada   

( ) ( ) ( )1 2n n nl x f x f x+ += +
 

olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 24 4

n n n n

n

x x x x
l x

x x

α β α β+ +

+

− −
= +

+ +
 

ve böylece  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2

1 2

1 1

4

n n

n

x x x x
l x

x

α α β β
+

+ − +
=

+
 

elde edilir. 

( )
2 4

2

x x
xα + +=  

olduğundan 

( )
2 2 2

2 2 4 4
1 1

4

x x x x
xα + + + ++ = +

2 2 4 4

2

x x x+ + +=  

olur. Buradan  

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

1 4 4 4

24 2 4

x x x x x x
x

x x

α
α

+ + + + + += = =
+ +  

bulunur. Böylece, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
n n

nl x x x x xα α β β+ = +  

ve buradan 

( ) ( ) ( )1 1
1

n n
nl x x xα β+ +

+ = +  

elde edilir. Şu halde iddia 1n +  için de doğrudur. Tümevarım ilkesine göre her n  için   
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ifade doğrudur. Diğer yandan 0n =  için ( ) ( ) ( )0 0
0l x x xα β= + =2 doğrudur.  

Şimdi de her n  doğal sayısı için ( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β− −

− = +  olduğunu gösterelim. 

( ) 1 1

( ) ( )n n n
l x

x xα β− = +   olup buradan 
( ) ( )

( )
( 1)

n n

n n

x x
l x

β α
−

+=
−

 olduğu görülür. 

Dolayısıyla 

( ) ( 1) ( )n
n nl x l x− = −  

bulunur. Şu halde her n Z∈  için 

( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β= +

 

dir. 

Teorem 2.4: Her n Z∈  için ( ) ( ) ( ) ( )1
n

n nx x f x f xα α −= + ’tir. 

Đspat: ( ) ( ) ( )
2 4

n n

n

x x
f x

x

α β−
=

+
  olduğundan 

( ) ( ) ( )1n nx f x f xα −+ = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 24 4

n n n nx x x x
x

x x

α β α β
α

− − − −
+ 

+ + 
 

yazılır. Buradan 

( ) ( ) ( )1n nx f x f xα −+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 4

n n n nx x x x x

x

α α β α β+ − −− + −
=

+
 

            

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1

4 4

n nx x x x
x x

x x

α α β α
α β

   
+ +   

   = −
+ +

 

olur. Burada  ( ) ( ) 1x xα β = −   olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( )1n nx f x f xα −+
( ) ( ) ( )( ) ( )

2 4

n
n

x x x
x

x

α α β
α

−
= =

+
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tir.Yani, 

( ) ( ) ( ) ( )1
n

n nx x f x f xα α −= +  

tir. 

Teorem 2.5: Her n Z∈  için ( ) ( ) ( ) ( )1
n

n nx x f x f xβ β −= + ’tir.  

Đspat: ( ) ( ) ( )
2 4

n n

n

x x
f x

x

α β−
=

+
  olduğundan  

( ) ( ) ( )1n nx f x f xβ −+ = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 24 4

n n n nx x x x
x

x x

α β α β
β

− − − −
+ 

+ + 
 

tür. Buradan 

( ) ( ) ( )1n nx f x f xβ −+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 4

n n n nx x x x x

x

β α β α β+ − −− − + −
=

+  

elde edilir. Böylece
 

( ) ( ) ( )1n nx f x f xβ −+
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1

4 4

n nx x x x
x x

x x

α β β β
α β

   
+ +   

   = −
+ +

 

olur. Burada  ( ) ( ) 1x xα β = −   olduğu kullanılırsa 

1( ) ( ) ( )n nx f x f xβ −+
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 4

n
n

x x x
x

x

β β α
β

− −
= =

+
 

bulunur. Dolayısıyla 

( ) ( ) ( ) ( )1
n

n nx x f x f xβ β −= +  

elde edilir. 

Teorem 2.6: Her n Z∈  için ( ) ( ) ( )2 4

2
n nn l x x f x

xα
+ +

= ’dir. 
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Đspat: ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

n

x x
f x

x x

α β
α β

−
=

−
  ve  ( ) ( ) 2 4x x xα β− = +   olduğu biliniyor. 

Buradan  

( ) ( ) ( )2 4 n n
nx f x x xβ α+ + =  

yazılır. Ayrıca  ( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β= +   olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )2 4 n n
n nx f x l x x xα α+ + − =

 

elde edilir. Buradan da  

( ) ( ) ( )2 4

2
n nn l x x f x

xα
+ +

=  

bulunur. 

Teorem 2.7: Her n Z∈  için ( ) ( ) ( )2 4

2
n nn l x x f x

xβ
− +

= ’dir. 

Đspat: ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

n

x x
f x

x x

α β
α β

−
=

−
  ve  ( ) ( ) 2 4x x xα β− = +   olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( )2 4 n n
nx f x x xβ α+ + =  

yazılır. Ayrıca  ( ) ( ) ( )n n
nl x x xα β= +   olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )2 4 n n
n nx f x l x x xβ β+ = − −  

olur. Buradan 

( ) ( ) ( )2 4

2
n nn l x x f x

xβ
− +

=  

elde edilir.  
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Teorem 2.8: Her n Z∈  için  

( )( )2
1 14 ( ) ( )n n nf x x l x l x+ −+ = +   ve  1 1( ) ( ) ( )n n nl x xl x l x+ −= + ’dir. 

Đspat: ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n

n

x x
f x

x x

α β
α β

−
=

−
 ve ( ) ( ) ( )n n

nl x x xα β= +  olduğu kullanılarak ispat 

yapılabilir. 

Teorem 2.9: ( )

2 4

2 2
1

2 2

x x

P x
x

 +
 

=  
 
  

 olsun. Bu durumda her n Z∈  için 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

 

dir. 

Đspat: Önce ifadenin her n doğal sayısı için doğru olduğunu gösterelim. Đddia n =1 
için doğrudur. Çünkü; 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2
11

1 1

4

2 2

2 2

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

2 4

2 2
1

2 2

x x

x

 +
 

=  
 
  

 

dir. Đddia n  için doğru, yani 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

 

olsun.  

( )
( ) ( )

( ) ( )

2
11

1

1 1

( ) 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

++

+

+ +

 +
 
 =
 
 
 
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ifadesinin doğru olduğunu gösterelim. 

( ) ( )( )

( ) ( )

2 24 4

2 22 2( ) ( )
1

2 22 2

nn

n

n n

f x xl x x x

P x P x
xf x l x

 +  +
   
 =  
   
     

 

ise 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2 2

2

4 4 ( )( 4)

4 4( ) ( )
4( )

4 4

n n n n

n

n nn n

xl x f x x xf x x l x x

P x P x
xl x f x xxf x l x

 + + + + +
 
 =
 + ++ 
  

 

olur. 1( ) ( ) ( )n nP x P x P x+ =  olduğunu göstermek için  

( ) ( )( )2

1
4 ( )

4 2
n n n

xl x f x x l x+
+ +

=  

ve  

( ) ( ) ( )

2 4
n n nf x xf x l x+

=  

olduğu gösterilmelidir. Đlk önce  

( ) ( )( )2

1
4 ( )

4 2
n n n

xl x f x x l x+
+ +

=
 

olduğunu gösterelim. Teorem 2.8’den
 

( )( )2
1 14 ( ) ( )n n nf x x l x l x+ −+ = +  

olduğu biliniyor. Ayrıca 

1 1( ) ( ) ( )n n nl x xl x l x+ −= +  

olduğu kullanılırsa 

( ) ( )2
1 14 ( ) ( ) ( )n n n nf x x xl x l x l x− −+ = + +  

olur, yani  

( )( )2
14 ( ) 2 ( )n n nf x x xl x l x−+ = +
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olur. Bu ifade de her iki tarafa ( )nxl x  eklenirse 

( )( )2
1( ) 4 2 ( ) 2 ( )n n n nxl x f x x xl x l x−+ + = +  

elde edilir. Buradan  

( ) ( )2

1

( ) 4
( ) ( )

2
n n

n n

xl x f x x
xl x l x−

+ +
+ =

 

bulunur. Dolayısıyla  

( )( )2

1

( ) 4
( )

2
n n

n

xl x f x x
l x+

+ +
=  

ve buradan   

( ) ( )( )2

1
4 ( )

4 2
n n n

xl x f x x l x+
+ +

=
 

elde edilir. Şimdi de  

( ) ( ) ( )

2 4
n n nf x xf x l x+

=
 

olduğunu gösterelim. Teorem 2.8’den 

( )1 1( ) ( )n n nf x f x l x+ −+ =  

olduğu biliniyor. Ayrıca  

( ) ( ) ( )1 1n n nf x xf x f x+ −= +  

olduğu kullanılırsa,  

( ) ( )1 1( ) ( )n n n nxf x f x f x l x− −+ + =  

olur. Bu eşitlikte her iki tarafa ( )nxf x  eklenirse 

( ) ( )12 2 ( ) ( )n n n nxf x f x xf x l x−+ = +  

bulunur. Buradan  

( ) ( )12( ( )) ( )n n n nxf x f x xf x l x−+ = +
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olur. Böylece  

( )12 ( ) ( )n n nf x xf x l x+ = +  

yani 

( ) ( ) ( )

2 4
n n nf x xf x l x+

=  

elde edilir. Böylece Đddia 1n +  için de doğru olduğundan her n  doğal sayısı için 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

 

dir. Şimdi de n N∈  için  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

−−

−

− −

 +
 
 =
 
 
 

 

olduğunu gösterelim.  

1( ) ( ( ))n nP x P x− −=  olduğundan ( )nP x  matrisinin tersini bulalım. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1

4
1 2 2( ( ))

det ( )

2 2

nn

n
n

n n

f x xl x

P x
P x f x l x

−

 +
 −
 =
 
− 
 

 

dir. Buradan  

1( ( ))nP x −

( ) ( )( )

( ) ( )

2 4

2 2( 1)

2 2

nn

n

n n

f x xl x

f x l x

 +
 −
 = −
 
− 
 

 

olur. Böylece  



16 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

1 2

1

1

( 1) 4( 1)

2 2( ( ))
( 1) ( 1)

2 2

nn
nn

n

n n
n n

f x xl x

P x
f x l x

+

−

+

 − +−
 
 =
 − −
 
 

 

elde edilir. Buradan da  

( ) ( )( )

( ) ( )

1 2

1

1

( 1) 4( 1)

2 2( ( ))
( 1) ( 1)

2 2

nn
nn

n

n n
n n

f x xl x

P x
f x l x

+

−

+

 − +−
 
 =
 − −
 
 

( )nP x−=  

bulunur. 0n =  ise teoremin doğru olduğunu görmek kolaydır. Şu halde her n Z∈  

için 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
   

dır.

 

Teorem 2.10: Her  n Z∈   için ’dir.  

Đspat: Bu  teoremin ispatını  ( )

2 4

2 2
1

2 2

x x

P x
x

 +
 

=  
 
  

  polinomunu  kullanarak  

yapacağız. Önceki teoreme göre  

 

 

dır. 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 
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det ( ) 1P x = −

 olduğundan  (det ( )) 1nP x = −  olur. Böylece  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 22 4

det 1
4 4

nnnn
f x xl x

P x
+

= − = −  

ve buradan 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 4 1
n

n nl x x f x− + = −  

elde edilir. 

Teorem 2.11:Her  n Z∈  olmak üzere 

( ) 1

1 0

x
Q x

 
=  
    

olmak üzere ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

n nn

n n

f x f x
Q x

f x f x
+

−

 
=  
 

’dir.  

Đspat: Önce her n  doğal sayısı için  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

n nn

n n

f x f x
Q x

f x f x
+

−

 
=  
   

olduğunu gösterelim. Bunun için tümevarım kullanılacaktır. Đddia n=1 için doğrudur. 
Çünkü  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 0

1
( )

1 0

f x f x x
Q x Q x

f x f x

   
= = =   

    

tir. Đddia n  için doğru, yani  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

n nn

n n

f x f x
Q x

f x f x
+

−

 
=  
 

 

olsun. Đddianın 1n +  içinde doğru olduğunu gösterelim. 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 11

1

n nn

n n

f x f x
Q x

f x f x
+ ++

+

 
=  
 

 

olur. 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1
( )

1 0
n nn

n n

f x f x x
Q x Q x

f x f x
+

−

   
=    

  
 

ifadesinden 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 1

1

( )
( )

( )
n n nn

n n n

f x x f x f x
Q x Q x

f x x f x f x
+ +

−

+ 
=  + 

( ) ( )
( ) ( )

2 1

1

n n

n n

f x f x

f x f x
+ +

+

 
=  
 

1( )nQ x+=  

bulunur. Dolayısıyla Đddia 1n +  için de doğrudur. 0n =  ise teoremin doğru olduğunu 
görmek kolaydır. Benzer şekilde n N∈  için  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1

1

n nn

n n

f x f x
Q x

f x f x
− + −−

− − −

 
=  
 

  olduğu ispatlanabilir. 

Teorem 2.12: Her ,m n Z∈  için; 

                                a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1m n m n m nf x f x f x f x f x+ + −= +  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11
n

m n m n m nf x f x f x f x f x− − −− = −  

tir. 

Đspat: ( )m nQ x+   matrisini yazalım. 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

m n m nm n

m n m n

f x f x
Q x

f x f x
+ + ++

+ + −

 
=  
 

                                                                         (2.1) 

olur. Diğer yandan 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

( ) ( ) m m n nm n m n

m m n n

f x f x f x f x
Q x Q x Q x

f x f x f x f x
+ ++

− −

   
= =    

   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) m n m n m n m nm n

m n m n m n m n

f x f x f x f x f x f x f x f x
Q x Q x

f x f x f x f x f x f x f x f x
+ + + −

+ − − −

+ + 
=  + + 

  (2.2) 

olur. (2.1) ve (2.2) eşit olduğundan        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1m n m n m nf x f x f x f x f x+ + −= +  
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bulunur. Ayrıca, 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

m n m nm n

m n m n

f x f x
Q x

f x f x
− + −−

− − −

 
=  
 

                                                                         (2.3) 

tir. Buradan 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

( ) ( ) m m n nm n m n

m m n n

f x f x f x f x
Q x Q x Q x

f x f x f x f x
+ − + −− −

− − − −

   
= =    

   
 

                                       

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

11

1
1 1

1 1

1 1

n n

n nm m

n n
m m n n

f x f xf x f x

f x f x f x f x

+
−+

+
− +

 − − 
 =  
 − −     

                                       

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1

1 1

1
nm m n n

m m n n

f x f x f x f x

f x f x f x f x
+ −

− +

−   
= −   −     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

( ) 1
n m n m n m n m nm n

m n m n m n m n

f x f x f x f x f x f x f x f x
Q x

f x f x f x f x f x f x f x f x
+ − + +−

− − − +

− − 
= −  − − 

(2.4) 

bulunur. (2.3) ile (2.4) eşit olduğundan  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11
n

m n m n m nf x f x f x f x f x− − −− = −  

olur. 

Teorem 2.13: Her  n Z∈   için ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1

n

n n nf x f x f x+ − − = − ’dir. 

Đspat: ( ) 1

1 0

x
Q x

 
=  
 

     ve    ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

n nn

n n

f x f x
Q x

f x f x
+

−

 
=  
 

 

olduğu biliniyor. Bu ifadelerin determinantları alınırsa, 

det ( ) 1Q x = −  

ve   

(det ( ) ) ( 1)n nQ x = −  

elde edilir. Buradan  
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( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1

n

n n nf x f x f x+ − − = −  

olur. 

Teorem 2.14: Her  n Z∈  için  ( ) ( ) ( )2n n nf x f x l x= ’dir. 

Đspat: Teorem 2.12’den  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1m n m n m nf x f x f x f x f x+ + −= +  

olduğu biliniyor. Burada m n=  alınırsa
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1n n n n nf x f x f x f x f x+ −= +  

elde edilir. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1n n n nf x f x f x f x+ −= +    

olur. ( ) ( ) ( )1 1n n nl x f x f x+ −= +   olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( )2n n nf x f x l x=  

elde edilir. 

Teorem 2.15: Her  ,m n Z∈   için 

                       a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 4m n m n m nl x l x l x f x f x x+ = + +  

                       b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 m n m n m nf x f x l x l x f x+ = +
 

dir. 

Đspat: ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

  ifadesi 
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( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

m nm n

m n

m n m n

f x xl x

P x
f x l x

++

+

+ +

 +
 
 =
 
 
 

                                                                (2.5) 

biçiminde yazılabilir. ( ) ( ) ( )m n m nP x P x P x+ =  olduğundan 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

2 24 4

2 2 2 2

2 2 2 2

m nm n

m n m n

m m n n

f x x f x xl x l x

P x P x P x
f x l x f x l x

+

   + +
   
   = =
   
   
     

yazılır. Buradan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2

2

4 4

4 4( )
4

4 4

m n m n m n m n

m n

m n m nm n m n

l x l x f x f x x x l x f x f x l x

P x
f x f x x l x l xf x l x l x f x

+

 + + + +   
 =
 + ++ 
  

                                                                                                                                 (2.6) 

olur. (2.5)  ve  (2.6)  matrislerinin eşitli ğinden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 4m n m n m nl x l x l x f x f x x+ = + +  

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 m n m n m nf x f x l x l x f x+ = +  

bulunur. 

Teorem 2.16: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
22 4n n nl x l x x f x= + + ‘dir. 

Đspat: Teorem 2.15’den   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 4m n m n m nl x l x l x f x f x x+ = + +  

olduğu biliniyor. Burada m n=  alınırsa,  
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
22 4n n nl x l x x f x= + +  

bulunur. 

Teorem 2.17: Her n N∈  ve ,m k Z∈  olmak üzere, 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n
n j n j

mn k j m m j k
j

f x f x f x f x−
+ − +

=

=∑  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n
n j n j

mn k j m m j k
j

l x f x f x l x−
+ − +

=

=∑
 

dir. 

Đspat: Bu teoremin ispatı için   ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

   polinomunu 

kullanacağız.  

( ) ( ) ( )1 1n n nl x f x f x+ −= +  

olduğundan, 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

1 1

1 1

4

2 2

2 2

nn n

n n n

f x xf x f x

f x f x f x

+ −

+ −

 ++
 
 =
 +
 
 

  

bulunur. 

( ) ( ) ( )1 1n n nf x xf x f x+ −= +   eşitli ği ( )nP x ’de yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

1

42

2 2( )
2

2 2

nn n

n

n n n

f x xxf x f x

P x
f x xf x f x

−

−

 ++
 
 =
 +
 
   

olur. Buradan 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

nn

n

n n

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 
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( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )

2

1

1

4
02 2( )

0

2 2

nn

nn

nn n

f x xxf x
f x

P x
f xf x xf x

−

−

 +
   
 = +  
   
 
   

elde edilir. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( )1
n

n nP x f x P x f x−= + Ι  

bulunur. Bu eşitlik yardımıyla 

( ) ( ) ( ) ( )1
mn k

mn k mn kP x f x P x f x+
+ + −= +                                                                    (2.7) 

elde edilir. Buradan 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

n nm k k
m mP x P x f x P x f x P x−= + Ι

 

                             
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

4 m n m nf x l x l x f x K x + − 
 

yazılır. Böylece 
 

( )( ) ( )nm kP x P x ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
0

n
j n jn k

j m m
j

f x P x f x P x
−

−
=

 
= Ι 
 
∑  

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n
n j j n j k
j m m

j

f x P x f x P x−
−

=

=∑  

( )( ) ( )nm kP x P x ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n
n j n j k j
j m m

j

f x f x P x− +
−

=

=∑                                                   (2.8) 

elde edilir. (2.7) ve (2.8)’den, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n
n j n j

mn k j m m j k
j

f x f x f x f x−
+ − +

=

=∑  

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

n
n j n j

mn k j m m j k
j

l x f x f x l x−
+ − +

=

=∑  
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bulunur. 

Teorem 2.18: Her ,m n Z∈  için 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 1
n

m n m n m nl x l x x f x f x l x−− + = −  

                          b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
n

m n m n m nf x l x l x f x f x−− = −
 

dir.
 

Đspat: ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 4

2 2

2 2

mm

m

m m

f x xl x

P x
f x l x

 +
 
 =
 
 
 

 olduğu biliniyor. Buradan 

( )mP x

( )

( )

( )( )

( )

2 4
0 0

2 2

0 0
2 2

m m

m m

l x f x x

l x f x

 + 
  
  = +
  
     

 

olur. Ayrıca 

( ) ( ) ( ) ( )1

2
m

m mP x l x f x K x= Ι +  
 

olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

4
m n m n

m m n nP x P P l x f x K x l x f x K x− −
− −= = Ι + Ι +  

yazılır. Buradan 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

2 4m n m n m ml x f x K x l x f x K x− −Ι + = Ι +  

                    × ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11
1 1

4
n n

n nl x f x K x
+− Ι + −  

elde edilir. Eşitli ğin sağ tarafı düzenlenirse
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( ) ( ) ( )( )1

2 m n m nl x f x K x− −Ι + = ( )1
1

4
n−
 

              × ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
m n m n m n m nl x l x l x f x K x f x l x K x f x f x K x − + − 

 

bulunur. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1

2
n

m n m nl x f x K x− −− Ι + = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21
4

4 m n m nl x l x x f x f x − + Ι
   

                                                        
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

4 m n m nf x l x l x f x K x + −   

olur. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 1
n

m n m n m nl x l x x f x f x l x−− + = −
 

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
n

m n m n m nf x l x l x f x f x−− = −  

bulunur. 

Teorem 2.19: Her ,m n Z∈  olmak üzere, 

                          a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
n

m n m n m nl x l x l x l x+ −= + −  

                         b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 4
n

m n m n m nl x l x x f x f x+ −− − = +
 

dir. 
 

Đspat:Teorem 2.15 ve Teorem 2.18’den dolayı 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 4m n m n m nl x l x l x f x f x x+ = + +  

ve  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 1
n

m n m n m nl x l x x f x f x l x−− + = −
 

olduğu biliniyor. Bu iki denklem taraf tarafa toplanırsa, 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2
n

m n m n m nl x l x l x l x+ −+ − =  

elde edilir. Buradan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
n

m n m n m nl x l x l x l x+ −= + −  

bulunur. Bu iki denklem taraf tarafa çıkarılırsa 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2
n

m n m n m nl x l x f x f x+ −− − =  

olur. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 4
n

m n m n m nl x l x x f x f x+ −− − = +  

bulunur. 

Teorem 2.20: Her ,m n Z∈  olmak üzere, 

                       a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21
m n

m n m n m nf x f x f x f x
−

+ − − = − −  

                       b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 4
m n

m n m n m nl x l x l x x f x
−

+ − − = − +
 

tir.
 

Đspat: Teorem 2.15’den   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 m n m n m nf x f x l x l x f x+ = +  

ve Teorem 2.18’den   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
n

m n m n m nf x l x l x f x f x−− = −  

olduğu biliniyor. Bu iki denklem taraf tarafa çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 1
n

m n m n m n n mf x f x f x l x f x l x+ −− = −                                          (2.7) 

elde edilir. Ayrıca Teorem 2.10’a göre     
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 4 1
n

n nl x x f x− + = −  

olup bu ifade (2.7)’de yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 4 4 1
n m

m n m n m n m n nf x f x f x l x x f x f x f x+ −− = − + − −
 

olur. Buradan 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 24 4 1

4 1

m

m n n n

m n m n n

f x l x x f x f x
f x f x+ −

 − + − − =
−  

elde edilir. Böylece   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 24 1 4 1

4 1

n m

m n
m n m n n

f x f x
f x f x+ −

− − −
=

−
 

olur. Buradan,
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21
m n

m n m n m nf x f x f x f x
−

+ − = − −  

bulunur. Dolayısıyla  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21
m n

m n m n m nf x f x f x f x
−

+ − − = − −  

elde edilir. Aynı şekilde Teorem 2.15’e göre  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 4m n m n m nl x l x l x f x f x x+ = + +  

ve Teorem 2.18’e göre 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 1
n

m n m n m nl x l x x f x f x l x−− + = −
 

olduğu biliniyor. Bu iki denklem taraf tarafa çarpılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 24 1 4
n

m n m n m n m nl x l x l x l x x f x f x+ −− = − +                             (2.8) 

bulunur. Teorem 2.10’a göre 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 4 1
n

n nl x x f x− + = −  

dir. Bu eşitlik  (2.8)’de yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 24 1 4 4 1 4
n m

m n m n m n n m nl x l x l x l x x f x l x x f x+ −− = − + + − +
 

olur. Böylece 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 24 4 1 4

4 1

m

m n n n

m n m n n

l x l x x f x x f x
l x l x+ −

 − + + − + =
−

 

elde edilir. Buradan da 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 24 1 4 1 4

4 1

n m

m n

m n m n n

l x x f x
l x l x+ −

− + − +
=

−
 

bulunur. Böylece
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 4
m n

m n m n m nl x l x l x x f x
−

+ − − = − +
 

elde edilir. Buradan da 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 4
m n

m n m n m nl x l x l x x f x
−

+ − − = − +  

bulunur. 

Teorem 2.21: Her m Z∈  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2
1 1 1 4

m

m m m nl x l x l x x f x
−

+ − − = − + ’dir.  

Đspat: Teorem 2.20’den  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 4
m n

m n m n m nl x l x l x x f x
−

+ − − = − +  

olduğu biliniyor. Burada  1n =   alınırsa   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2
1 1 1 4

m

m m m nl x l x l x x f x
−

+ − − = − +
 

olduğu kolayca görülebilir. 



 
 

BÖLÜM 3BÖLÜM 3BÖLÜM 3BÖLÜM 3....    FFFFİBONACCBONACCBONACCBONACCİ    VE LUCAS TOPLAMLARIVE LUCAS TOPLAMLARIVE LUCAS TOPLAMLARIVE LUCAS TOPLAMLARI    

    

 

Bu bölümde 
1

1

n
j

j
j

F x
−

=
∑  ve 

1

0

n
j

j
j

L x
−

=
∑  toplamları kullanılarak değişik toplam formülleri 

elde edilecektir. 

Teorem 3.1: ( )
1

1 2
1

1

1
n

n n j
n n j

j

x F x F x x x F x
−

+
−

=

+ − = + − ∑ 'dir. 

Đspat: Önce 0x ≠  olsun. Eğer   x α≠ −  ve x β≠ −   ise 

1

1

n
j

j
j

F x
−

=
∑ = ( )

1

1

1

5

n
j j j

j

xα β
−

=

 
− 

 
∑ = ( )

1

1

1

5

n
j j j j

j

x xα β
−

=

 
− 

 
∑   olur. Buradan 

                          = ( ) ( )
1 1

1 1

1

5

n n
j j

j j

x xα β
− −

= =

 
− 

 
∑ ∑ =

( ) ( )1 11

1 15

n n
x x

x x

α β
α β

 − − − − −  
 

                          =
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1 1 11

15

n n n nx x x x

x x

β α α β − − − − − 
 − − +  

 

                          =
1 1

2

1 1 1

15

n n n n n n n nx x x x x x

x x

α β β α αβ α β+ + − − + − + + −
 − − + 

 

                          =
( ) ( ) ( )1

2

1

15

n n n n n nx x x

x x

α β αβ α β α β+ − − − + − 
 − − +  

 

                          =
1

1
2

5 5 51

15

n n
n nx F x F x

x x

αβ +
−

 − + 
 − − +  

=
1

1
2 1

n n
n nx F x F x

x x

+
− + −

+ −
   

bulunur. Şu halde   

( )
1

1 2
1

1

1
n

n n j
n n j

j

x F x F x x x F x
−

+
−

=

+ − = + − ∑                                                                   (3.1) 

olur. 0x =  ise  (3.1)  ifadesi doğrudur. Bu eşitlik x α=    ve  x β=   için doğrudur. 

(3.1) ifadesinde x α=  alınırsa  

( )
1

1 2
1

1

1
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α α
−

+
−

=

+ − = + − ∑  
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olur. 
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( )2 1 2α α α+ − =   olduğundan   

1
1

1
1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α
−

+
−

=

+ − = ∑  

bulunur. Şimdi bu ifadenin doğru olduğunu tümevarımla ispatlayalım. Đddia 2n =  

için doğrudur, çünkü 

1
3 2

1 2
1

2 j
j

j

F F Fα α α α α
=

+ − = ∑  

eşitli ğinden 

3 2 22α α α α+ − =  

olur. Burada 3 2α α α= +  olduğu kullanılırsa eşitli ğin doğru olduğu görülür. Đddia n  

için doğru, yani   

1
1

1
1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α
−

+
−

=

+ − = ∑  

olsun. Đddianın  1n +  için doğru, yani   

2 1
1

1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α+ +
+

=

+ − = ∑  

olduğu gösterilecek.  

1
1

1
1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α
−

+
−

=

+ − = ∑  

eşitli ğinin her iki yanına 2 n
nFα α  eklenirse, 

1
1

1
1

2 2 2
n

n n n j n
n n n j n

j

F F F F Fα α α α α α α α α
−

+
−

=

+ + − = +∑  

bulunur. Buradan  

1
1 1 1

1
1

2 2
n

n n n n j n
n n n n j n

j

F F F F F Fα α α α α α α α α
−

+ + +
−

=

+ + + − = +∑  

olur. Böylece  

1 1
1

1

( ) ( ) 2
n

n n n j
n n n j

j

F F F Fα α α α α α+ +
−

=

+ + + − = ∑  

elde edilir. Burada  

1 1n n nF F F+ −= +  ve 2 1n n nα α α+ += +  olduğu kullanılırsa, 

2 1
1

1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α+ +
+

=

+ − = ∑  
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bulunur. Şu halde iddia 1n +  içinde doğru olur. Dolayısıyla (3.1) ifadesi x α=  için 

doğrudur. Benzer şekilde (3.1) ifadesinin x β=  içinde doğru olduğu tümevarımla 

ispatlanabilir. 

Teorem 3.2: 2 2 2
1

1

1

2

n
n n n

j j
j

F L F
F L + +

+
=

+ −=∑ ’dir. 

Đspat: Teorem3.1’den 

( )
1

1 2
1

1

1
n

n n j
n n j

j

x F x F x x x F x
−

+
−

=

+ − = + − ∑  

olduğu biliniyor. Bu eşitlikte x α=   ve  x β=   yazalım. 

x α=    ise       

( )
1

1 2
1

1

1
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α α
−

+
−

=

+ − = + − ∑  

olur. 2 1 2α α α+ − =  olduğundan 

1
1

1
1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fα α α α α
−

+
−

=

+ − = ∑                                                                             (3.2) 

dir. x β=   ise 

1
1

1
1

2
n

n n j
n n j

j

F F Fβ β β β β
−

+
−

=

+ − = ∑                                                                            (3.3) 

dir. (3.2) ve (3.3) ifadelerini taraf tarafa toplarsak 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1

1

2
n

n n n n j j
n n j

j

F F Fα β α β α β α β
−

+ + + +
−

=

+ + + − + = +∑  

olur. Buradan 

1

1 1 1
1

1 2
n

n n n n j j
j

F L F L F L
−

− + +
=

+ − = ∑  

elde edilir. Böylece, 

2 2 2
1

1

1

2

n
n n n

j j
j

F L F
F L + +

+
=

+ −=∑  

bulunur. 

Teorem 3.3: 
( )2

1
1

1

2 1 1

2

nn
n

j j
j

F
F F +

+
=

− − −
=∑ ’dir. 

Đspat: (3.2) ifadesinden (3.3) ifadesini taraf tarafa çıkarırsak; 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1

1

2
n

n n n n j j
n n j

j

F F Fα β α β α β α β
−

+ + + +
−

=

− + − − − = −∑  

olur. Buradan, 

1

1 1 1
1

5 5 5 2 5
n

n n n n j j
j

F F F F F F
−

− + +
=

+ − = ∑  

elde edilir. Bu eşitlikte her iki taraf 5  ile bölünürse, 

1

1 1 1
1

1 2
n

n n n n j j
j

F F F F F F
−

− + +
=

+ − = ∑  

elde edilir. ( )2
1 1 1

n

n n nF F F− + − = −  olduğu  kullanılırsa, 

( )2 2
1 1 2 1

n

n n n nF F F F− + + − = −  

ve buradan, 

( )2 1

1
1

2 1 1

2

n n
n

j j
j

F
F F

−

+
=

+ − −
=∑  

bulunur. Böylece, 

( )2
1

1
1

2 1 1

2

nn
n

j j
j

F
F F +

+
=

− − −
=∑  

elde edilir. 

Teorem 3.4: ( ) ( ) ( ) ( ){ }1

1 12

1

1 1 2 2
1

5

n
n

j n n n n
j

j

n F L n F L
F

+
+ +

=

− + − + +
− =∑ ’dir. 

Đspat: ( )
1

1

n
j

j
j

Q x F x
−

=

=∑  alınırsa Teorem 3.1’deki ifade 

( )1 2
1 1 ( )n n

n nx F x F x x x Q x+
− + − = + −  

biçiminde yazılabilir. Buradan her iki yanın türevi alınırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 '
1 11 2 1 1n n

n nn x F nx F x Q x x x Q x−
− −+ + = + + + −  

bulunur.  Bu eşitlikte x α= −  ve x β= −  yazalım. 

x α= −   ise      

( ) ( ) ( ) ( )1 1
11 1 1 1 5

n nn n
n nn F n F Qα α α− −

−− + + − − = − −                                            (3.4) 

dır. x β= −   ise      

( ) ( ) ( ) ( )1 1
11 1 1 1 5

n nn n
n nn F n F Qβ β β− −

−− + + − − = −                                              (3.5) 
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elde edilir. (3.4)  ve  (3.5) ifadelerini taraf tarafa toplarsak; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
11 1 1 2 5

n nn n n n
n nn F nF Q Qα β α β α β− − −

−− + + + − + − = − − + −  

bulunur. Bu eşitlikte  n n
nL α β= +   ve  1 1

1
n n

nL α β− −
− = +   yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11 1 1 2 5
n n

n n n nn F L nF L Q Qα β− −− + − − − = − − − −  

olur. Buradan da 

( ) ( ){ } ( )
1

1 1 2

1

1 1 2
1

5

n
n

jn n n n
j

j

nF L n F L
F

−
− −

=

− − + + −
= − −∑  

elde edilir. Dolayısıyla  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1

1 12

1

1 1 2 2
1

5

n
n

j n n n n
j

j

n F L n F L
F

+
+ +

=

− + − + +
− =∑  

olur. 

Teorem 3.5: ( ) ( )2 1
1

1 1
n

j n

j n n
j

F F F +
=

− = −∑ ’ dir. 

Đspat: (3.4)  ifadesinden  (3.5) ifadesini taraf tarafa çıkarırsak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
11 1 1 5

n nn n n n
n nn F nF Q Qα β α β α β− − −

−− + − + − − = − − + −  

olur. Bu eşitlikte n n
nF α β= −   ve  1 1

1
n n

nF α β− −
− = −  olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1
1

1 1 1 1
n

n n j

n n n n j j
j

n F F nF F F L
−

−
− −

=

− + + − = − −∑  

elde edilir. Böylece 

( ) ( )
1

1

1 2
1

1 1
n

n j

n n j
j

F F F
−

+
−

=

− = −∑  

olur. Buradan  

( ) ( )2 1
1

1 1
n

j n

j n n
j

F F F +
=

− = −∑  

elde edilir. 

Teorem 3.6: 

( ) 1
1

1
n

j

j j
j

jF F −
=

−∑ =
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1 1 11 1 1 1 2 1

10

n n n

n n n n n nn F L F L n F F
+

+ − +
 − + + + − + + −
   

dur. 
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Đspat: ( )
1

1

n
j

j
j

Q x F x
−

=

=∑   olmak üzere (3.1) ifadesinin türevinin, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 '
1 11 2 1 1n n

n nn x F nx F x Q x x x Q x−
− −+ + = + + + −  

olduğu biliniyor. Bu ifadenin  ikinci türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
1( 1) 1 2 2 2 1 ' 1 ''n n

n nn n x F n n x F Q x x Q x x x Q x− −
−+ + − = + + + + −  

olur. x α= −   alınırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 '
1( 1) 1 1 1 2 2 5

n nn n
n nn n F n n F Q Qα α α α− − −

−+ − + − − = − − −                (3.6) 

olur. x β= −   alınırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 '
1( 1) 1 1 1 2 2 5

n nn n
n nn n F n n F Q Qβ β β β− − −

−+ − + − − = − + −                (3.7) 

elde edilir. 

(3.6)  ve  (3.7)  ifadelerini taraf tarafa  toplarsak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2
1( 1) 1 1 1

n nn n n n
n nn n F n n Fα β α β− − − − −

−+ − + + − − + = 2 ( )Q α−  

                                                                              ( ) ( )( )2 ( ) 2 5 ' 'Q Q Qβ α β+ − − − − −  

olur. Buradan  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1

1 1 2 1
1 1

( 1) 1 1 1 2 1 10 1
n n

n n j j

n n n n j j j j
j j

n n F L n n F L F L jF F
− −

− −
− − − −

= =

+ − + − − = − − −∑ ∑  

elde edilir. Böylece  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

1
1 1 2 1

1
1

1 1 1 2 1
1

10

n n
n

jn n n n n n
j j

j

n n F L n F L F F
jF F

− −
− − − −

−
=

− + − − + −
= −∑  

bulunur. Buradan da 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 2 2 1
1

1

1 2 1
1

10

n n n
jn n n n n n n n n n

j j
j

n nF L F L nF L F L F F
jF F

− −
− − − − − − −

−
=

− + − + + −
= −∑  

elde edilir. Ayrıca  ( ) 1

1 1 2 1
n

n n n nF L F L
−

− − −− = −   olduğu kullanılırsa 

( ) ( )( ) ( )
( )

1 1
11 1 2 1

1
1

1 1 2 1
1

10

n n n
nn n n n n n j

j j
j

n F L F L n F F
jF F

− −
−− − − −

−
=

− + + − + −
= −∑  

olur. Şu halde 

( ) 1
1

1
n

j

j j
j

jF F −
=

−∑ =
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1 1 11 1 1 1 2 1

10

n n n

n n n n n nn F L F L n F F
+

+ − +
 − + + + − + + −
   

dur. 
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Teorem 3.7: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1

1
1

1 5 4 2 1 5 5
1

10

n
n

j n n n

j j
j

n n n F L F
jF L

+
+

−
=

+ − + − − + −
− =∑  

dur. 

Đspat: (3.6) ifadesinden (3.7) ifadesini taraf tarafa çıkarırsak 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 12 2
1 2 1

1 1

1 1 1 1 2 1 2 1
n n

n n j j

n n n j j j
j j

n n F n n F F F jF L
− −

− −
− − −

= =

+ − + − − = − − −∑ ∑  

elde edilir. Buradan  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
12 1

2 1 1
1

1

1 1 1 1 2
1

2 5

n n n
jn n n n n

j j
j

n n F F n F L F n
jF L

− −
− − −

−
=

− − − + − −
− = −∑  

bulunur. ( )2
1 1 1

n

n n nF F F− + − = −  ve ( ) 12
2 1 1

n

n n nF F F
+

− −− = −  eşitlikleri kullanılırsa 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1 2
11 1

1
1

5 1 1 1 2 2 1 4
1

10

n n n
nn n n j

j j
j

n n F L F n
jF L

+
−− −

−
=

− − − − + − +
= −∑  

elde edilir. Böylece, 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 1
1

1

5 1 10 1 2 1 4
1

10

n n n
jn n n

j j
j

n n nF L F n
jF L

−
− −

−
=

− − − − + − +
= −∑  

bulunur.Dolayısıyla 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 1

1
1

5 9 2 1 5
1

10

n
n

jn n n

j j
j

n n nF L F
jF L

−
− −

−
=

− + − − −
= −∑  

ve  buradan 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

1

1
1

1 5 4 2 1 5 5
1

10

n
n

jn n n

j j
j

n n n F L F
jF L

+
+

−
=

+ − + − − + −
= −∑  

elde edilir.  

Teorem 3.8: ( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

x x L x x L x L x
−

+
−

=

 
− − + = − − − + 

 
∑ ’dir. 

Đspat: Önce 0x ≠  olsun. Eğer   x α≠ −  ve x β≠ −   ise; 

1

0

n
j

j
j

L x
−

=
∑ = ( ) ( )

1 1 1 1

0 0 0 0

n n n n
j jj j j j

j j j j

x x x xα β α β
− − − −

= = = =

+ = +∑ ∑ ∑ ∑
( ) ( )1 1

1 1

n n
x x

x x

α β
α β

− −
= +

− −
 

                                             
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

1 1 1 1

1

n n
x x x x

x x

β α α β− − + − −
=

− − +
  

olur. Buradan 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
2

0

1 1 1 1 1
n

n nj
j

j

x x L x x x x xβ α α β
−

=

 
− − + = − − + − − 

 
∑    

                                      = 1 11 1n n n n n n n nx x x x x xα β β α αβ α β+ +− − + + − − +  

                                     ( ) ( ) ( )1 2n n n n n nx x xα β αβ α β α β+= + − + − + +
 

elde edilir. Böylece  

( )
1

2

0

1
n

j
j

j

x x L x
−

=

 
− − + = 

 
∑ ( )( )1 1 11 2n n n n

nx x L xα β+ − −− + − − +  

                                  1
1 2n n

n nx L x L x+
−= − + + −  

olur. Buradan 

( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

x x L x x L x L x
−

+
−

=

 
+ − = + + − 

 
∑  

bulunur. Buradan da   

( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

x x L x x L x L x
−

+
−

=

 
− − + = − − − + 

 
∑                                                    (3.8)  

elde edilir. 0x =  ise (3.8) ifadesi doğrudur. Bu eşitlik x α=    ve  x β=   için  

doğrudur. (3.8)  ifadesinde x α=  alınırsa  

( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α α
−

+
−

=

 
− − + = − − − + 

 
∑  

olur. ( )2 1 2α α α− − + = −   olduğundan   

1
1

1
0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α
−

+
−

=

 
− = − − − + 

 
∑  

bulunur. Şimdi bu ifadenin doğru olduğunu tümevarımla ispatlayalım. Đddia 1n =  

için doğrudur, çünkü 

1
3 2

1 2
0

2 2j
j

j

L L Lα α α α α
=

 
− = − − − + 

 
∑

 

eşitli ğinden .  

2 3 22 4 3 2α α α α α− − = − − − +   

olur. Burada 2 1α α= +  eşitli ği kullanılırsa her iki tarafın 6 2α− −  olduğu görülür. 

Đddia n  için doğru, yani 
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1
1

1
0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α
−

+
−

=

 
− = − − − + 

 
∑  

olsun. Đddianın  1n +  için doğru, yani 

2 1
1

0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α+ +
+

=

 
− = − − − + 

 
∑  

olduğu gösterilecek.  

1
1

1
0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α
−

+
−

=

 
− = − − − + 

 
∑

 

eşitli ğinin her iki yanına 2 n
nLα α− eklenirse, 

1
1

1
0

2 2 2 2
n

n j n n n
n j n n n

j

L L L L Lα α α α α α α α α
−

+
−

=

 
− − = − − − + − 

 
∑  

bulunur. Buradan  

1
1

1
0

2 2 2
n

n j n n n n
n j n n n n

j

L L L L L Lα α α α α α α α α α α
−

+
−

=

 
− − = − − − + − − 

 
∑  

olur. Böylece  

1 1
1

0

2 ( ) ( ) 2
n

j n n n
j n n n

j

L L L Lα α α α α α+ +
−

=

 
 − = − + + + + −   

 
∑  

elde edilir. Burada  

1 1n n nL L L+ −= + ve 2 1n n nα α α+ += +  olduğu kullanılırsa, 

2 1
1

0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α+ +
+

=

 
− = − − − + 

 
∑  

bulunur. Şu halde iddia 1n +  içinde doğru olur. Dolayısıyla (3.8) ifadesi x α=  için 

doğrudur. Benzer şekilde (3.8) ifadesinin  x β=   içinde doğru olduğu tümevarımla 

ispatlanabilir. 

Teorem 3.9: 
2

2 1
1

0

3

2

n
n n n

j j
j

L L L
L L + +

+
=

+ −=∑ ’dir. 

Đspat: Teorem 3.8’den ( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

x x L x x L x L x
−

+
−

=

 
− − + = − − − + 

 
∑  olduğu 

biliniyor. Bu eşitlikte x α=  ve x β=  yazalım. x α=  ise  

1
1

1
0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lα α α α α
−

+
−

=

 
= + + − 

 
∑                                                                   (3.9) 
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dir. x β=  ise  

1
1

1
0

2 2
n

j n n
j n n

j

L L Lβ β β β β
−

+
−

=

 
= + + − 

 
∑                                                                (3.10) 

dir. (3.9) ve (3.10) eşitliklerini taraf tarafa toplarsak 

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1

0

2 3
n

j j n n n n
j n n

j

L L Lα β α β α β
−

+ + + +
−

=

+ = + + + −∑  

olur. Böylece 

21
1 1

1
0

3

2

n
n n n

j j
j

L L L
L L

−
+ −

+
=

+ −=∑  

elde edilir. Burada n  yerin n +1 yazılırsa 

2
2 1

1
0

3

2

n
n n n

j j
j

L L L
L L + +

+
=

+ −=∑  

bulunur. 

Teorem 3.10: 2 2 2
1

0

1

2

n
n n n

j j
j

F L F
L F + +

+
=

+ +=∑ ’dir. 

Đspat: (3.9)  ifadesinden  (3.10)  ifadesini taraf tarafa çıkarırsak 

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1

0

2 5
n

j j n n n n
j n n

j

L L Lα β α β α β
−

+ + + +
−

=

− = − + − +∑  

bulunur. Bu eşitli ğin her iki tarafını  5  ile bölersek 

1

1 1 1
0

2 1
n

j j n n n n
j

L F F L F L
−

+ + −
=

= + +∑  

elde edilir. Buradan 

1
1 1

1
0

1

2

n
n n n n

j j
j

F L F L
L F

−
+ −

+
=

+ +=∑  

bulunur. Burada  n  yerine 1n +  alınırsa  

2 2 2
1

0

1

2

n
n n n

j j
j

F L F
L F + +

+
=

+ +=∑  

elde edilir.  

Teorem 3.11: ( ) ( ) 11
1

0

1 2
1

5

nn
j n n

j j
j

L L
L F

−−
−

=

− −
− =∑ ’dir. 

Đspat: ( )
1

1

n
j

j
j

Q x L x
−

=

=∑   olmak üzere  (3.8)  ifadesini yazıp  türevini alalım. 
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( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

x x L x x L x L x
−

+
−

=

 
+ − = + + − 

 
∑  

eşitli ği  

( )2 1
11 ( ) 2n n

n nx x Q x x L x L x+
−+ − = + + −  

olarak yazılabilir. Türev alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
12 1 1 ' 1 1n n

n nx Q x x x Q x n x L nx L−
−+ + + − = + + +  

elde edilir. Bu eşitlikte x α= −  ve x β= −  yazalım. x α= −  ise    

( ) ( )( ) ( ) 1

15 1 1
n n

n nQ n L n Lα α α −
−− − = + − + − +                                                  (3.11) 

olur. x β= −  ise    

( ) ( )( ) ( ) 1

15 1 1
n n

n nQ n L n Lβ β β −
−− − = + − + − +                                                  (3.12) 

dir. (3.11)  ve  (3.12)  eşitliklerini taraf tarafa toplarsak 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 15 1 1 1 2
n n

n n nQ Q n L nL Lβ α − −− − − = − + − − +  

yani   

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1
0

5 1 1 2
n

j j n

j n n
j

L L L n nα β
−

−
=

− − − − = − + − +∑  

olur. Buradan   

( ) ( )
1

1
0

5 1 1 2
n

j n

j j n n
j

L F L L
−

−
=

− − = − +∑  

 bulunur. Şu halde  

( ) ( ) 11
1

0

1 2
1

5

nn
j n n

j j
j

L L
L F

−−
−

=

− −
− =∑  

dir. 

Teorem 3.12: ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 1

0

1 1 1 2
nn

j

J n n n n
j

L n L F n L F
+

+ +
=

− = − + − +  ∑ ’dir. 

Đspat: (3.11) ifadesinden (3.12) ifadesi taraf tarafa çıkarılırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
15 1 1

nn n n n
n nQ Q n L nLα β α β α β− −

−− − − − = + − − − −  

yani 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 1
1

0

5 1 1 1 1
n

J n nn n n n
J n n

j

L n L nLα β α β
−

− −
−

=

− − = + − − − − −∑  
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bulunur. Bu eşitli ğin her iki tarafı 5  ile bölünürse  

( ) ( ) ( )
1

2
1 1

0

1 1 1
n

J n

J n n n n
j

L nL F n L F
−

− −
=

− = − − +  ∑  

bulunur. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 1

0

1 1 1 1
n

J n n

J n n n n
j

L nL F n L F
−

− −
=

− = − − − +∑  

elde edilir. Burada n  yerine 1n +  yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 1

0

1 1 1 2
nn

j

J n n n n
j

L n L F n L F
+

+ +
=

− = − + − +  ∑  

bulunur.  

Teorem 3.13: 2n ≥  olmak üzere 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 12

1 1 1

1
0

1 1 1 2 2 2 2 1
1

10

n n
n n n n n nj

j j
j

n n L L n n L n L F
L jF

+ +
+ − +

−
=

  − + − + + − + − −   − =∑  

dur. 

Đspat: (3.8) ifadesinin birinci türevinin, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
12 1 1 ' 1 1n n

n nx Q x x x Q x n x L nx L−
−+ + + − = + + +  

olduğu biliniyor. Bu ifadenin ikinci türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
12 2 1 ' 2 1 ' 1 '' 1 n

nQ x x Q x x Q x x x Q x n n x L−
−+ + + + + + − = +  

                                                                                                      ( ) 21 n
nn n x L−+ −  

bulunur. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
12 2 2 1 ' 1 '' 1 1n n

n nQ x x Q x x x Q x n n x L n n x L− −
−+ + + + − = + + −  

elde edilir. ( ) ( )2 1 ''x x Q x+ −   ifadesi  x α= −   ve x β= −  için sıfır’dır.  

x α= −  için; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
12 2 2 1 ' 1 1 1 1

n nn n
n nQ Q n n L n n Lα α α α α− − −

−− + − + − = − + + − −  (3.13) 

dir. x β= −  için; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
12 2 2 1 ' 1 1 1 1

n nn n
n nQ Q n n L n n Lβ β β β β− − −

−− + − + − = − + + − −  (3.14) 

elde edilir. (3.13) ve (3.14) ifadelerini taraf tarafa toplarsak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
12 2 5 ' ' 1 1

n

nQ Q Q Q n n Lα β α β −
−− + − + − + = − +        

                                                                                           ( ) ( ) 21 1
n

n nn n L L −+ − −  
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bulunur. Ayrıca 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

n
j j

j
j

Q Q Lα β α β
−

=

 − + − = − + −
 ∑  

dir. Burada  j j
jL α β= +   yazılırsa 

( ) ( )
1

2

0

( 1)
n

j
j

j

Q Q Lα β
−

=

− + − = −∑  

elde edilir. ( )
1

1

0

'
n

j
j

j

Q x L jx
−

−

=

=∑    olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

0 0

' '
n n

j j

j j
j j

Q Q L j L jα β α β
− −

− −

= =

− − + − = − − + −∑ ∑  

olur. Buradan, 

( ) ( )' 'Q Qα β− − + − ( ) ( )
1 1

1 1

0 0

1 1
n n

j jj j
j j

j j

L j L jα β
− −

− −

= =

= − − −∑ ∑  

bulunur. Böylece  

( ) ( )' 'Q Qα β− − + − ( ) ( )
1

1 1

0

1
n

j j j
j

j

L j α β
−

− −

=

= − −∑  

elde edilir. Dolayısıyla  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

0

2 5 ' ' 2 5 1
n

j j j
j

j

Q Q L jα β α β
−

− −

=

− + = − −   ∑  

elde edilir. Bu eşitli ğin sağ tarafı 5  ile çarpılıp bölünürse, 

( ) ( ) ( )
1

1
0

2 5 ' ' 10 1
n

j

j j
j

Q Q L jFα β
−

−
=

− + = −   ∑  

bulunur. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2
1 1 2

0 0

2 1 10 1 1 1 1 1
n n

j j n n

j j j n n n
j j

L L jF n n L n n L L
− −

− − −
= =

− + − = − − + + − −∑ ∑  

elde edilir. Ayrıca 

( ) ( ) ( )
1

2
1

0

1 2 1 1
n

j n

j n n
j

L n L F
−

−
=

 − = + − −
 ∑  

olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 2 1

0

10 1 1 1 1 1
n

j n n

j j n n n
j

L jF n n L L n n L
−

− − −
=

− = − − − − +∑  

                                                                             ( ) ( ) 12 2 1 1
n

n nn L F −
 − + − −
 
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bulunur. Buradan 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 1 1

1
0

1 1 1 2 2 1 1
1

10

n n
n n n n n nj

j j
j

n n L L n n L n L F
L jF

− − − −

−
=

  − − − + − + − −   − =∑  

elde edilir. Bu ifadede n  yerine n +1 alınırsa 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 12

1 1 1

1
0

1 1 1 2 2 2 2 1
1

10

n n
n n n n n nj

j j
j

n n L L n n L n L F
L jF

+ +
+ − +

−
=

  − + − + + − + − −   − =∑  

bulunur. 

Teorem 3.14: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 1 1 2
1

0

2 1 4 5 1 1 1 2
1

10

n n
n

j n n n n n

j j
j

L L n n F L n n F
L jL

+ +
+ − +

−
=

− + + − + − + +  − =∑   

dur. 

Đspat: (3.13)  ifadesinden  (3.14)  ifadesi taraf tarafa çıkarılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 5 ' 'Q Q Q Qα β α β− − − − − + − =       ( ) ( )( )1 1 1
11 1

n n n
nn n Lα β− − −

−− + −  

                                                                               ( ) ( )( )2 21 1
n n n

nn n Lα β− −+ − − −  

bulunur. Diğer yandan   

( ) ( )
1

0

( ) ( ) 1
n

j j j
j

j

Q Q Lα β α β
−

=

− − − = − −∑  

ve   

( ) ( )
1

1 1 1

0

'( ) '( ) 1
n

j j j
j

j

Q Q L jα β α β
−

− − −

=

− − − = − +∑  

eşitlikleri kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

0 0

2 1 2 5 1
n n

j jj j j j
j j

j j

L L jα β α β
− −

− − −

= =

   
− − − − + =   

   
∑ ∑ ( ) ( )1 1

n
n n− − +  

                                                                                      ( ) ( )1 1 21 1
n

n n n nF L n n F L− − −× + − −  

elde edilir. Buradan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1 1
0 0

2 1 2 1 1 1 1
n n

j j n

j j j j n n n n
j j

L F L j L n n F L n n F L
− −

− − − −
= =

   
− + − = − − − − +      

   
∑ ∑  

olur. Ayrıca  

( ) ( ) 11
1

0

1 2
1

5

nn
j n n

j j
j

L L
L F

−−
−

=

− −
− =∑  
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olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 2 1 1

0

2 1 4
2 1 1 1 1

5

nn
j nn n

j j n n n n
j

L L
L j L n n F L n n F L

−
−

− − − −
=

  − +
− = + − − − +    

 
∑  

bulunur. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 1 11

1
0

1 1 11 4
1

5 2

nnn
j n n n nn n

j j
j

n n F L n n F LL L
L j L

−
− − −−

−
=

− − − + − +  − = +∑  

elde edilir. Bu ifade de paydalar eşitlenirse, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 1

1
0

2 1 4 5 1 1 1
1

10

n n
n

j n n n n n n

j j
j

L L n n F L n n F L
L j L

−
− − − −

−
=

− + + − − − +  − =∑  

bulunur. Burada n  yerine n +1 yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 1 1
1

0

2 1 4 5 1 1 1 2
1

10

n n
n

j n n n n n n
j j

j

L L n n F L n n F L
L jL

+ +
+ − +

−
=

− + + − + − + +  − =∑  

elde edilir. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 1 1 2
1

0

2 1 4 5 1 1 1 2
1

10

n n
n

j n n n n n

j j
j

L L n n F L n n F
L jL

+ +
+ − +

−
=

− + + − + − + +  − =∑  

bulunur. 

Teorem 3.15: 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j F F
−

−
=

− − =∑
( )( ) ( ) ( ){ }2 1 35 1 1 1 2

75

n

n n n nn n n L F n L F− − −− − − + − −  
+ 

                                         
( ) ( ) ( ){ }2

1 13 5 9 6 1 5

75

n

n n nn n nF L F− −− − + − − −
+ ’tir. 

Đspat: ( )
1

1

n
j

j
j

Q x F x
−

=

=∑  olmak  üzere (3.1) ifadesinin ikinci türevinin 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
1( 1) 1 2 2 2 1 ' 1 ''n n

n nn n x F n n x F Q x x Q x x x Q x− −
−+ + − = + + + + −  

olduğu biliniyor. Bu ifadenin üçüncü türevi alınırsa 

2 3
1( 1)( 1) ( 1)( 2)n n

n nn n n x F n n n x F− −
−− + + − − = ( ) ( ) ( )2 ' 4 ' 4 2 ''( )Q x Q x x Q x+ + +  

                                                                        ( ) ( ) ( )( )22 1 '' ''' 1x Q x Q x x x+ + + + −  

bulunur.  

( ) ( ) ( )( )2 3
1( 1) 1 1 2n n

n nA x n n n x F n n n x F− −
−= + − + − −   alınırsa 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )26 ' 6 3 '' ''' 1A x Q x x Q x Q x x x= + + + + −  

yazılır. Bu ifadede x α= −  ve x β= −  yazalım. x α= −   ise 

( ) ( ) ( )6 ' 3 5 ''A Q Qα α α− = − − −                                                                          (3.15) 

dır. x β= −   ise   

( ) ( ) ( )6 ' 3 5 ''A Q Qβ β β− = − + −                                                                          (3.16) 

olur. (3.15)  ve  (3.16)  ifadelerini taraf tarafa toplarsak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 ' ' 3 5 ' 'A A Q Q Q Qα β α β β α− + − = − + − + − − −        

bulunur. 

( )
1

1

n
j

j
j

Q x F x
−

=

=∑    ,   ( )
1

1

1

'
n

j
j

j

Q x F jx
−

−

=

=∑    ,   ( ) ( )
1

2

2

'' 1
n

j
j

j

Q x j j F x
−

−

=

= −∑  

olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1

' '
n

j j

j
j

Q Q jFα β α β
−

− −

=

 − + − = − + −
 ∑  

ve böylece 

( ) ( ) ( )
1

1

1
1

' ' 1
n

j

j j
j

Q Q jF Lα β
−

−
−

=

− + − = −∑  

elde edilir. Ayrıca  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

2

'' '' 1
n

j j

j
j

Q Q j j Fβ α α β
−

− −

=

 − − − = − − − −
 ∑  

dir. Burada sağ taraf 5  ile çarpılıp bölünür ve 
2 2

2

j j

jF
α β

α β

− −

−
−=
−

  olduğu 

kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
2

'' '' 5 1 1
n

j

j j
j

Q Q j j F Fβ α
−

−
=

− − − = − − −∑  

bulunur. Böylece, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

1 2
1 2

6 1 15 1 1
n n

j j

j j j j
j j

A A jF L j j F Fα β
− −

−
− −

= =

− + − = − − − −∑ ∑                        (3.17) 

elde edilir. Diğer yandan  

( ) ( ) ( )( )2 3
1( 1) 1 1 2n n

n nA x n n n x F n n n x F− −
−= + − + − −  

alınmıştı. Burada  x α= −   ve  x β= −   yazılıp taraf tarafa toplanırsa, 
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( ) ( )A Aα β− + − = ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 12 2
11 1 1 1 2 1

n nn n
nn n n F n n nα β −− −

−− + − + + − − −  

                                                                                            ( )3 3n n
nFα β− −× +  

bulunur. Ayrıca  2 2
2

n n
nL α β− −

− = +   ve 3 3
3

n n
nL α β− −

− = +   olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )2 1 31 1 1 1 2 1
n n

n n n nA A n n n L F n n n L Fα β − − −− + − = − + − − − − −  

elde edilir. Buradan 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 31 1 1 2
n

n n n nA A n n n L F n L Fα β − − −− + − = − − + − −    

bulunur. ( )( ) ( ) ( )2 1 31 1 1 2
n

n n n nn n n L F n L F R− − −− − + − − =     olsun. 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 1

1
1

5 9 2 1 5
1

10

n
n

jn n n

j j
j

n n nF L F
jF L

−
− −

−
=

− + − − −
= −∑  

eşitli ğinde de  
( ) ( ) ( )2

1 15 9 2 1 5

10

n

n n nn n nF L F
N

− −− + − − −
=   olsun. Ayrıca  

( ) ( ) ( ) ( )21
1 1

1
1

5 9 2 1 5
1

10

n
n

j n n n

j j
j

n n nF L F
jF L

−
− −

−
=

− + − − −
− =∑  

olduğu biliniyor. Bu eşitlikler (3.17) ifadesinde yerine yazılırsa 

( ) ( )
1

2
2

6 15 1 1
n

j
j j

j

R N j j F F
−

−
=

+ = − − −∑ ( ) ( )
1

1 1 1

1

1
n

j j j
j

j

jF α β
−

− − −

=

= − −∑  

bulunur. Buradan 

( ) ( )
1

2
2

6
1 1

15 15

n
j

j j
j

R N
j j F F

−

−
=

− − = − −∑   yazılır. Böylece 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j F F
−

−
=

− −∑ =
( )( ) ( ) ( )2 1 31 1 1 2

15

n

n n n nn n n L F n L F− − −− − + − −  −  

                                         
( ) ( ) ( )2

1 15 9 2 1 5

25

n

n n nn n nF L F− −− + − − −
−  

elde edilir. Burada gerekli payda eşitleme işlemleri yapılırsa 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j F F
−

−
=

− − =∑
( )( ) ( ) ( ){ }2 1 35 1 1 1 2

75

n

n n n nn n n L F n L F− − −− − − + − −  
+ 

                                      
( ) ( ) ( ){ }2

1 13 5 9 6 1 5

75

n

n n nn n nF L F− −− − + − − −
+    bulunur. 
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Teorem 3.16: 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j F L
−

−
=

− − =∑
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 35 1 1 1 2

15

n

n n n nn n n F F n F F− − −− − − + − −  
+ 

                                       +
( ) ( )( ) ( ){ }1 1

1 1 2 13 1 1 6 1

15

n n n

n n n n n nn F L F L n F F
− −

− − − −− − + + − + −
 

tir. 

Đspat: (3.15)  ifadesinden  (3.16)  ifadesi taraf tarafa çıkarılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 ' ' 3 5 '' ''A A Q Q Q Qα β α β α β− − = − − − − − + −                          (3.18) 

bulunur. Ayrıca, 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1

' '
n

j j

j
j

Q Q jFα β α β
−

− −

=

 − − − = − − −
 ∑ ( ) ( )

1
1 1 1

1

1
n

j j j
j

j

jF α β
−

− − −

=

= − −∑  

                                                                             ( )
1

1
1

5 1
n

j

j j
j

jF F
−

−
=

= − −∑  

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

2

'' '' 1 1
n

j j j
j

j

Q Q j j Fα β α β
−

− −

=

− + − = − − +∑  

olur. Buradan  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
2

'' '' 1 1
n

j

j j
j

Q Q j j F Lα β
−

−
=

− + − = − −∑  

bulunur. Bu eşitlikler (3.18) ifadesinde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2

6 5 1 3 5 1 1
n n

j j

j j j j
j j

A A jF F j j F Lα β
− −

− −
= =

− − − = − − − − −∑ ∑               (3.19) 

elde edilir. Ayrıca   

( ) ( ) ( )( )2 3
1( 1) 1 1 2n n

n nA x n n n x F n n n x F− −
−= + − + − −  

eşitli ğinde  x α= −  ve  x β= −   alınıp taraf tarafa çıkarılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )2 1 35 1 1 1 5 1 2 1
n n

n n n nA A n n n F F n n n F Fα β − − −− − − = − − + − − − −  

ve buradan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 35 1 1 1 2
n

n n n nA A n n n F F n F Fα β − − −− − − = − − + − −    

elde edilir. Burada  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 35 1 1 1 2
n

n n n nn n n F F n F F T− − −− − + − − =     olsun. Ayrıca 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2

6 5 1 3 5 1 1
n n

j j

j j j j
j j

A A jF F j j F Lα β
− −

− −
= =

− − − = − − − − −∑ ∑  

eşitli ğinde 

( )
( ) ( )( ) ( )1 1

1 1 1 2 1

1
1

1 1 2 1
1

10

n n n
n n n n n n nj

j j
j

n F L F L n F F
jF F

− −
− − − − −

−
=

− + + − + −
− =∑  

olduğu biliniyor. Burada 

( ) ( )( ) ( )1 1

1 1 2 11 1 2 1

10

n n n

n n n n n nn F L F L n F F
S

− −
− − − −− + + − + −

=  

olsun. Bu eşitlikler (3.19) ifadesinde yerine yazılırsa, 

( ) ( )
1

2
2

6 5 3 5 1 1
n

j

j j
j

T S j j F L
−

−
=

+ = − − −∑  

bulunur. Buradan 

( ) ( )
1

2
2

2 1 1
3 5

n
j

j j
j

T
S j j F L

−

−
=

− − = − −∑  

elde edilir. Böylece 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j F L
−

−
=

− −∑
( ) ( ) ( ) ( )2 1 31 1 1 2

3

n

n n n nn n n F F n F F− − −− − − + − −  = −  

                                        
( ) ( )( ) ( )1 1

1 1 2 11 1 2 1

5

n n n

n n n n n nn F L F L n F F
− −

− − − −− + + − + −
−  

bulunur. Burada gerekli payda eşitleme işlemleri yapılırsa 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j F L
−

−
=

− − =∑
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 35 1 1 1 2

15

n

n n n nn n n F F n F F− − −− − − + − −  
+ 

                                       +
( ) ( )( ) ( ){ }1 1

1 1 2 13 1 1 6 1

15

n n n

n n n n n nn F L F L n F F
− −

− − − −− − + + − + −
 

elde edilir. 

Teorem 3.17: 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j L F
−

−
=

− − =∑
( ) ( ) ( ){ }2 1 115 1 1 1

75

n

n n n nn n F L n n F L− − −− − − − +  
 

                    +
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 3 15 1 1 1 2 6 1 12

75

n n

n n n n n nn n n L L n L L L L− − − −− − − + − − + − +  
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Đspat: ( )
1

1

n
j

j
j

Q x L x
−

=

=∑   olmak üzere  

( )
1

2 1
1

0

1 2
n

j n n
j n n

j

x x L x x L x L x
−

+
−

=

 
+ − = + + − 

 
∑  

 ifadesinin  ikinci  türevinin 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
12 2 2 1 ' 1 '' 1 1n n

n nQ x x Q x x x Q x n n x L n n x L− −
−+ + + + − = + + −  

olduğu biliniyor. Bu ifadenin üçüncü türevini alırsak 

( )( ) ( )( )2 3
11 1 1 2n n

n nn n n x L n n n x L− −
−+ − + − − = ( ) ( ) ( ) ( )2 ' 4 ' 4 2 ''Q x Q x x Q x+ + +  

                                                                             ( ) ( ) ( ) ( )2 1 ''' 2 1 ''x x Q x x Q x+ + − + +  

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
11 1 1 2n n

n nA x n n n x L n n n x L− −
−= + − + − −  

olsun. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )26 ' 6 3 '' 1 '''A x Q x x Q x x x Q x= + + + + −  

yazılır. Burada x α= −   ise   

( ) ( ) ( )6 ' 3 5 ''A Q Qα α α− = − − −                                                                          (3.20) 

dır.x β= −   ise  

( ) ( ) ( )6 ' 3 5 ''A Q Qβ β β− = − + −                                                                          (3.21) 

olur. (3.20)  ve  (3.21)  ifadelerini taraf tarafa toplarsak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 ' ' 3 5 '' ''A A Q Q Q Qα β α β β α− + − = − + − + − − −                        (3.22) 

bulunur. Diğer yandan 

( )
1

0

n
j

j
j

Q x L x
−

=

=∑    ,   ( )
1

1

1

'
n

j
j

j

Q x L jx
−

−

=

=∑    ,   ( ) ( )
1

2

2

'' 1
n

j
j

j

Q x L j j x
−

−

=

= −∑  

olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1

' '
n

J J

j
j

Q Q jLα β α β
−

− −

=

 − + − = − + −
 ∑  

dir. Burada ( ) ( )1 1

1

J J

jL α β− −
− = − + −  yazılırsa 

( ) ( ) ( )
1

1

1
1

' ' 1
n

J

j j
j

Q Q jL Lα β
−

−
−

=

− + − = −∑  

bulunur. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

2

'' '' 1
n

J J

J
j

Q Q j j Lα β α β
−

− −

=

 − − − = − − − − −
 ∑  

 ifadesin sağ tarafı 5  ile çarpılıp bölünür ve ( ) ( )2 2

2

J J

jF α β− −
− = − + −  yazılırsa 

( ) ( ) ( )( )
1

2
2

'' '' 5 1 1
n

J

j J
j

Q Q j j L Fα β
−

−
=

− − − = − − −∑  

elde edilir. Bu eşitlikler  (3.22) ifadesinde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2

6 1 15 1 1
n n

j j

j j j j
j J

A A jL L j j L Fα β
− −

− −
= =

− + − = − − − − −∑ ∑                       (3.23) 

bulunur. Ayrıca  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
11 1 1 2n n

n nA x n n n x L n n n x L− −
−= + − + − −  

eşitli ğinde x α= −  ve x β= −   yazılıp taraf tarafa toplama işlemi yapılırsa  

( ) ( )A Aα β− + − = ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) 12 2
11 1 1 1 2 1

n nn n
nn n n L n n nα β −− −

−− + − + + − − −  

                                                                                             ( )3 3n n
nLα β− −× +  

bulunur. Burada 2 2
2

n n
nL α β− −

− = +   ve  3 3
3

n n
nL α β− −

− = +   yazılırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 31 1 1 1 2 1
n n

n n n nA A n n n L L n n n L Lα β − − −− + − = − − + − − − −  

elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 31 1 1 2
n

n n n nA A n n n L L n L L Rα β − − −− + − = − − + − − =    

olsun. Diğer yandan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 1

1
0

2 1 4 5 1 1 1
1

10

n n
n

j n n n n n n

j j
j

L L n n F L n n F L
L j L

−
− − − −

−
=

− + + − − − +  − =∑  

olduğu biliniyor. ( )
1

1
0

1
n

j

j j
j

L j L N
−

−
=

− =∑   olsun. Bu eşitlikler  (3.23) ifadesinde yerine 

yazılırsa  

( ) ( )
1

2
2

6 15 1 1
n

j

j j
j

R N j j L F
−

−
=

= − − − −∑  

elde edilir. Buradan 

( ) ( )
1

2
2

6 15 1 1
n

j

j j
j

R N j j L F
−

−
=

+ = − − −∑  

bulunur. Böylece 
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( ) ( )
1

2
2

2
1 1

15 5

n
j

j j
j

R N
j j L F

−

−
=

− − = − −∑  

elde edilir. Burada R  ve N  yerine yazılıp gerekli payda eşitleme işlemleri yapılırsa 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j L F
−

−
=

− − =∑
( ) ( ) ( ){ }2 1 115 1 1 1

75

n

n n n nn n F L n n F L− − −− − − − +  
 

                    +
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 3 15 1 1 1 2 6 1 12

75

n n

n n n n n nn n n L L n L L L L− − − −− − − + − − + − +  
 

bulunur. 

Teorem 3.18: 

( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j L L
−

−
=

− − =∑
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 35 1 1 1 2

15

n

n n n nn n n F L n F L− − −− − − + − −  
 

                    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

2 1 13 1 1 1 6 2 1 1

15

n n

n n n n nn n L L n n L n L F− − −
  − − − − + − + − −   +  

tir. 

Đspat: (3.20)  ifadesinden  (3.21) ifadesi taraf tarafa çıkarılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 ' ' 3 5 '' ''A A Q Q Q Qα β α β α β− − − = − − − − − + −                        (3.24)  

bulunur. Bu eşitlikte, 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1

1

' ' 1
n

j j j
j

j

Q Q jLα β α β
−

− − −

=

− − − = − −∑  

dir. Bu ifadenin sağ tarafı 5  ile çarpılıp bölünür ve
1 1

1

j j

jF
α β

α β

− −

−
−=
−

olduğu 

kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )
1

1
1

' ' 5 1
n

j

j j
j

Q Q jL Fα β
−

−
=

− − − = − −∑  

elde edilir. Aynı şekilde  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

2 2

2

'' '' 1 1
n

j j j
j

j

Q Q j j Lα β α β
−

− −

=

− + − = − − +∑  

ifadesinde   

2 2
2

j j
jL α β− −
− = +  

olduğu kullanılırsa 
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( ) ( ) ( )( )
1

2
2

'' '' 1 1
n

j

j j
j

Q Q j j L Lα β
−

−
=

− + − = − −∑  

elde edilir. Bu eşitlikler (3.24) ifadesinde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2

6 5 1 3 5 1 1
n n

j j

j j j j
j j

A A jL F j j L Lα β
− −

− −
= =

− − − = − − − − −∑ ∑               (3.25)  

bulunur. Diğer yandan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
11 1 1 2n n

n nA x n n n x L n n n x L− −
−= + − + − −  

eşitli ğinde  x α= −  ve x β= −   yazılıp taraf tarafa çıkarma işlemi yapılırsa 

( ) ( )A Aα β− − − = ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12 2
11 1 1 1 2 1

n nn n
nn n n L n n nα β −− −

−− + − − + − − −  

                                                                                            ( )3 3n n
nLα β− −× −   

bulunur. Bu eşitli ğin sağ tarafı  5   ile çarpılıp bölünür ve  

2 2

2
5

n n

nF
α β− −

−
−=  ve 

3 3

3
5

n n

nF
α β− −

−
−=  

olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )2 1 35 1 1 1 5 1 2 1
n n

n n n nA A n n n F L n n n F Lα β − − −− − − = − + − − − − −  

elde edilir. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 35 1 1 1 2
n

n n n nA A n n n F L n F L Tα β − − −− − − = − − + − − =    

olsun. 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 1 1

1
0

1 1 1 2 2 1 1
1

10

n n
n n n n n nj

j j
j

n n L L n n L n L F
L jF

− − − −

−
=

  − − − + − + − −   − =∑  

olduğu biliniyor.  

( )
1

1
0

1
n

j

j j
j

L jF S
−

−
=

− =∑   

olsun. Bu eşitlikler (3.25) eşitli ğinde yerine yazılırsa 

( )( )
1

2
2

6 5 3 5 1 1
n

j

j j
j

T S j j L L
−

−
=

+ = − − −∑  

bulunur. Burada her iki taraf 3 5−  ile çarpılıp bölünürse 

( )( )
1

2
2

2 1 1
3 5

n
j

j j
j

T
S j j L L

−

−
=

− − = − −∑  

elde edilir. Bu eşitlikte  T   ve  S   yerine yazılırsa 
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( ) ( )
1

2
2

1 1
n

j

j j
j

j j L L
−

−
=

− − =∑
( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 35 1 1 1 2

15

n

n n n nn n n F L n F L− − −− − − + − −  
 

                    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

2 1 13 1 1 1 6 2 1 1

15

n n

n n n n nn n L L n n L n L F− − −
  − − − − + − + − −   +  

bulunur. 
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SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada Fibonacci ve Lucas polinomları ile beraber Fibonacci ve Lucas 
toplamları ele alındı. Yapılan çalışmalar k-Fibonacci sayıları ve k-Fibonacci 
polinomları içinde araştırılabilir. k-Fibonacci sayıları ve k-Fibonacci polinomları için 
[4] no’lu kaynak incelenebilir. 
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