T.C.
SAKARYA UN iVERSITESI

FEN BiLIMLER I ENSTITUSU

FIBONACCI TOPLAMLARI VE FiIBONACCI
POLINOMLARI

YUKSEK L ISANS TEZI

SEDAT KARADAY!I

Enstitil Anabilim Dall : MATEMAT 1K

Tez Dansmani : Prof. Dr. Refik KESK IN

Nisan 2010



14, 4
SAKARYA UNIVERSITESI

FEN BIiLIiMLERIi ENSTITUSU

FIBONACCIi TOPLAMLARI VE FIBONACCI
POLINOMLARI

YUKSEK LISANS TEZi

SEDAT KARADAYI

Enstitii AnabilimDali  :  MATEMATIK

Bu tez 22/04/2010 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Owybirligi ile kabul
edilmistir.

=

:'F\".'.I

'8
N .

ll'n_w— &_F,r{v-i‘_/{__"\_h
Prof. Dr. ¢.Dr. Sk of.Dr.
Refik KESKIN Halim OZDEMIR Ibrahim OKUR

Jiiri Baskan Uye Uye



ONSOz

Bu tezin gercekigiriimesinde, bglangicindan sonuna kadar, yardim ve onerilerini
benden esirgemeyen, kdastigim problemlerin ¢6ziminde deneyimlerinden
yararlandgim sayin hocam Prof. Dr. Refik KE$K'e tesekkiir ederim. Ayrica her
durumda Ozverisi ve degfeille yanimda olan dgerli esim Demet KARADAYI'ya

ve buglnlere gelebilmem i¢in maddi manevi higbddiearliktan kaginmayan aileme

tesekkdrd bir borg bilirim.



iCINDEKILER

ONSOZ. .. e e i
ICINDEKILER. ... oot e, ii

O ZE T oo, iv
SUMMARY ..., v
BOLUM 1.

GIRIS ... .. oo e 1
BOLUM 2.

FIBONACCE POLINOMLARL. .. ... oot oo 5

BOLUM 3.

FIBONACCI VE LUCAS TOPLAMLARL. ..ot ioeie oo, 28
SONUG VE ONERLER ... ...ttt e, 51
KAYNAKLAR. ... .ottt B2

OZGECMIS. .. ... e, 53



OZET

Bu calsmada Fibonacci toplamlari ve Fibonacci polinomiale alindi. Birinci
bolimde konuyla ilgili temel tanimlar ve teoremberildi. ikinci boliimde Fibonacci
ve Lucas polinomlar tanitildi ve bunlarla ilgiedremler ifade edildi. Son bélimde
de Fibonacci ve Lucas sayilarini katsayl kabul gu@momlar ele alindi ve tirev

yardimiyla Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgdpiamlar elde edildi.



FIBONACCIi SUMS AND FIiBONACCI POLYNOMIALS

SUMMARY

In this study, Fibonacci polynomials and Fibonaanmations are examined. In the
first chapter, the main definitions and theorems given. In the second chapter,
Fibonacci and Lucas polynomials are investigated smme theorems concerning
with Fibonacci and Lucas polynomials are given. Tdst chapter is related to the

summations containing Fibonacci and Lucas numbers.



BOLUM 1. GIRIS

Bu bolimde, dier bélimlerde kullanagamiz temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Birinci tumevarim ilkesi: Her n dogal sayisi iginp(n) bir Gnerme olsun.
a)p(1) dagru olsun.
b)p(n) dagruiken p(n+1) de d@ru olsun.
Bu takdirde hem icin p(n) dogrudur.
Ikinci timevarim ilkesi: Her n dogal sayisi iginp(n) bir Gnerme olsun.
a)p(1) daogru olsun.
b)l<k<n olmak tizere p(k) dogru iken p(n+1) de dgru olsun.
Bu takdirde hem icin p(n) dogrudur.
Tanm 1.1: F, =1,F, =1 ve n=23 i¢in nOZ
I:n = I:n—l + I:n—2

biciminde tanimlanan(F,) dizisine Fibonacci dizisi vé, sayilarina da Fibonacci

sayllari denir. Dizinin terimleri; 1,1,2,3,5,8,13,324,55,89,144,... bicimindedir.

Tanim 1.2: n>1i¢in F_ =(-1)"™F, biciminde tanimlanan sayilara negatif indisli

Fibonacci sayilari denir.

Teorem 1.1:(Cassini Formili)n0Z igin F,,F,, —F2=(-1)"dir.

n



1++/5 1-/5

Teorem 1.2:a:T ve ,B:T x*—x-1=0 denkleminin kokleri olmak

Uzere, hemJZ igin;
a)a" =aF, +F__ dir.
b) 8" = BF, +F,_ dir.
Teorem 1.3: x* —x-1=0 denkleminin pozitif kokirr negatif kokiis olsun. Bu

durumdan=1 igin Fn:u’dir.

Tanm1.3:L,=2,L,=1 ve n=22 i¢in L, =L, +L,_, iletanimh sayilara Lucas
sayllar denir.

Tanim 1.4: n=21i¢in L_, =(-1)"L, bi¢ciminde tanimlanan sayilara negatif indisli
Lucas sayilari denir.

Teorem 1.4:n21 igin L, =a"+ " 'dir.

Teorem 1.5:5F % =L * - 4(-1)"dir.

Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili gerbilgi icin [1] ve [2] numarali kaynaklara
bakilabilir.



BOLUM 2. FIBONACCIi POLINOMLARI

Tanim 2.1: f,(x)=1, f,(x)=x ve n=3 olmak uzeref, (x)=xf,, (x)+ f,_,(x)

bagintisi ile tanimlanan polinomlara Fibonacci polidam denir. Fibonacci

polinomlarinin ilk on tanesini yazalim;

f,(x)=1
f,(x) =x
f,(x)=x*+1

f, () =x%+2x

fs(x)=x"+3x*+1

fio(X) =% +8x"+21x° + 20¢*+ X
tir.
fn(x) 'in derecesin=1 iken n—-1 dir. Fibonacci polinomlari ve Fibonacci sayilari

arasindan=1 olmak tzere f (1)=F, iliskisi vardir. Omngin f,(1)=F, tur.

n

Ayrica f,(2)=1, f,(2)=2 ve n=3 olmak lizere

bicimindeki Pell sayilandir. Pell sayilar 1,2,8,29...seklindedir.



Tanim 2.2: f,(x) =0 olmak tizere f_ (x)=(-1)"" f,(x) bazintisi ile tanimlanan

polinomlara negatif indisli Fibonacci polinomlarrmr.

Teorem 2.1:n>3 olmak Uzere xzn: f. () = f,..(x)+ f,(x)-1dir.

i=1
ispat: f,(x)=xf_(x)+f,_,(x) bagintsini kullanirsak

n n

2 fra(X) =3 i (x)+

n
i=1 i=1 i=1

f_,(X)

olur. Buradan

n

f, (X)+ fon (X) =3 f () + £, (X) + ,(x)

i=1

bulunur. f,(x) =0 oldusundan

x> 1 () = f (%) + £, (%) -1
i=1
elde edilir.

Tanim 2.3:1,(x) =2, 1,(x)=x ve n=2 olmak iizere
1 (%) =, (%) +1,_, (%)

biciminde tanimlanan polinomlara Lucas polinomtinir. Lucas polinomlarinin ilk
10 tanesini yazalim;

1, (x) = x
l,(x)=x*+2
1,(x) = +3x

,(X) =X +4x%+2



Lo (X) = x'° +10x°+ 35¢°+ 5+ 2&*+
dir.

iligkisi vardir.

n

Lucas polinomlari ve Lucas sayilari arasinagez 0 igin | (1) =L

n

Tanim 2.4:Negatif indisli Lucas polinomlar 1_ (x)=(-1)"1,(x) biciminde

tanimlanir.

Teorem 2.2:Her n0Z icin f (x)=

)= X+X2 +4

Burada o (x 5

ve B(x)=————"dir.

ispat: a(x)-B(x)=vx*+4 oldugunu kullanarak hen dogal sayis! igim

_a"(x)-8"(x)
f =
n (X) \/)(2 +4
dogrudur. Cunka,

oldusunu timevarimla gosterelinddia n=1 igin

dir. Iddia n igin dagru, yani f, (x) =

(9= G2

ifadesinin d@ru olduysu gosterilecek. Fibonacci polinomlarinin tanimindan

foa(X)=xF, (X)+ £, ()

tir. Burada f, (x) ve f_,(X) degerleri yerine yazilir ve gerekljlemler yapilirsa

00 :X(a"(x)—ﬂ“(x)Ha“‘l(x)—ﬁ”‘l(x)J

Ve +4 U +4




\/ﬁ [a"‘l (X) (1+ xa(x)) -B"*(x) (1+ xﬁ(x))]

n-1 n-1
_ 1 X+ X+ 4 1+x2+x\/x2+4 | x=vx?+4 1+x2—x\/x2+4
Si+a 2 2 2 2
_ 1 X+Vx: +4 2 2+ X+ XX+ 4
VX +4 2 X+ +4 2
1 X=X +4 2 2+ X =X+ 4
VX +4 2 X+ +4 2

_ 1 x+xe+4) [ 2452+ x5+ 4 ~ x—\x2+ 4] [ 2 x7—xx?+ 4
VX +4 2 X2+ A+ 3 X2+ 4 2 X+ A3 X2 + 4

bulunur. Ayrica

2+ X+ XIXT+4 ve 2+ X - XVX +4 ifadeleri paydalariningkenikleri ile
X2+ 4+ X X2+ 4 X2+ 4+ XX+ 4

carpilip diizenlenirse

2+ X +xx*+4 _ x+yx’+ 4 ve 24X = xX*+4 _ x—-x*+4
X +a4+xIX+4 AP+ 4

= bulunur.
X +A4+xIX+4  AXP+ 4

Boylece

1 |[(x+eea) [xedea) (x=ra) (x=Vxr 4
fn+1(X)_\/x2+4[[ 2 N J [ N J]

2% + 4 2 A/ + 4

elde edilir. Dolayisiyla



) =T (al)_ A8 _a™ ()-8
™ VX +4 X2 +4 Jx2+4

olur.

Su halde iddia n+1 igin de dgrudur. Tumevarim ilkesine gore harigin ifade
o (x)-£°(¥

dogrudur. Diger yandam =0 igin f,(x) = a(x)-B(x)

=0 d@rudur.Simdi de

nON olmak tizere f_ (x) =

olduzunu gosterelim.

1 1
(¥ "0 B
(x)  a(¥-B(x

olur. Buradan,

NN

B"(x)-a"(x)
fg=—L
- a(x)-B(x)

_ (DB () -a"(x)
a(x) - B(x)

_(D)"(@" () -B"(x)
a(x) - B(x)

£,00 = (D™ f, (%)

elde edilir.Su halde hernJZ igin

olur.

Teorem 2.3:Her n0Z icin |, (x)=a"(x)+ B"(x) dir.

ispat: Once hemON igin I,(x)=a"(x)+ B"(x) oldugunu timevarimla

gosterelimiddian=1 icin dgsrudur. Cunk



1, (x) =a(x)+ B(x) = x dogrudur.iddia n i¢in dogru, yanil, (x) =a" (x)+ 8" (X)

— ANl

olsunl ., (x) =a™*(x)+8"*(x) ifadesinin dgru olduzunu gosterelim. Burada

|n+1(x) = fn+2(x) + fn (X)
oldugu kullanilirsa

a™ (x)-B"*(x) , a"(x) =B (x)

L (X) =

X2 +4 X2 +4
ve boylece
_ a”(x)(az(x)+1)—,8”(x)(,Bz(x)+1)
|t (X) .
X" +4

elde edilir.

X+\X2+4

a( ):T
oldugundan

a*(x) +1= x2+2x\/x24+4+x2+ 41 X +x\/>;2+4+4

olur. Buradan

@’ (X)+1_ X +xx2+4+4 X2+ 4+x _

\/x2+4 2\/X2+4 2

a(x)
bulunur. Boylece,
o (x) =a" ()@ (x) + 8" (x) B(x)
ve buradan
i (X) = 2™ (x)+ 87 (x)

elde edilir.Su halde iddian+1 igin de d@rudur. Tumevarim ilkesine gore harigin



ifade darudur. Diger yandam =0 icin |,(x) = a®°(x) +8°(x)=2 dagrudur.

simdi de hern dogal sayisi icinl_, (x) =a™(x)+ 87" (x) oldugunu gosterelim.

I_, (x) :a“i(x)Jr ,8”1(x) olup buradan_ (x) :% oldugu gorulir.
Dolayisiyla

L, (X) = (=1)"1,(x)
bulunur.Su halde hemOZ igin
L (x)=a"(x)+B8"(x)
dir.

Teorem 2.4:Her n0Z icin a"(x)=a(x) f, (x)+ f, () tir.

a"(x)-8"(x)
VX +4

Ispat: f,(x)= oldusundan

an(x)(a(x)+ a(lx)] _ﬁ“(X)[a(X)U;(lx)J

N VX +4

olur. Burada a(x) B(x) =-1 oldugu kullanilirsa
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tir.Yani,
a"(x)=a(x) f, (%) + f.(x)
tir.

Teorem 2.5:Her n0Z igin B"(x)=B(x) f,(x)+ f,_, (x) tir.

=}

a'(x)-8

X2 +4

(x)

Ispat: f,(x)= oldusundan

800109+ £ = 0| “LEL) o L

VX +4 N

tur. Buradan

=B (x)-a"(x) B(x)+a"*(x) - B"(X)

A 109+ 1409 = o

elde edilir. Boylece

oot L) wefsoe |

N VX +4

Bx) 1 () + T (x) =
olur. Burada a(x)8(x) =-1 oldugu kullanilirsa

£ (9(B(x)-a(x))

X +4

B, () + 400 =— =" (%)

bulunur. Dolayisiyla

elde edilir.

1, (X)+X +4f, (x)
2

Teorem 2.6:Her n0Z icin a" (x) = 'dir.




yazilir. Ayrica |, (x) =a" (x)+ B"(x) oldugu kullanilirsa

V4t (x)+1, () -a" (x)=a" (x)

elde edilir. Buradan da

() + ¢+ 41, (3
2

a"(x)=
bulunur.

Teorem 2.7:Her n0Z icin S"(x) = (%)

-V +4f (X)),
5 dir.

ispat: f,(x)= xX) ve a(x)-pB(x)=vx’+4 oldugu kullanilirsa

VX +4f (x)+ 8" (x) =a"(X)
yazilir. Ayrica |, (x) =a"(x)+B"(x) oldusundan

Ve +af (x) =1, (x) =8 (X)-8"(X)

olur. Buradan

— ln(x)_\/mfn(x)
(=Ll

elde edilir.

11
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Teorem 2.8:Her nJZ igin

f,(X) (3 +4) =1, 00+1,,(0) Ve 1,.,(x) =X, (x) +1,,(x) "dir.

n+l

ispat: f,(x)= aa’g;:z(x))() vel,(x)=a"(x)+B"(x) oldugu kullanilarak ispat
yapilabilir.
X X +4
Teorem 2.9: P(x) = i 2 | olsun. Bu durumda henJZ igin
X
2 2
1, (%) fn(x)(x2+4)
P"(x) = 2 2
() L%
2 2

dir.

Ispat: Once ifadenin hendogal sayisi icin dgru oldusunu gosterelimiddia n=1
icin dogrudur. Cunku;

|l(x) fl(X)(X2+4) X X2 +4
P(x): 2 2 -2 2
f,(x) 1, (X) 1l X
2 2 2 2

"
2 2

olsun.




13

ifadesinin dgru oldusunu gosterelim.

In(x) fn(X)(X2+4) X X +4
P"(x)P(X) = 2 2 2 2
(X)P(x) « (%) (4 1 x
2 2 2 2

ise

4,0+ 1,(0(¢ +4) 1, (x)(x°+ 4 +1, 6007+ 4

P (X)P(X) = 4 4
xf, (%) +1, (%) X, (x)+ fn(x)(x2+4)
4 4

olur. P™(x) = P"(X)P(x) oldugunu gostermek icin

Xy () + £, (€ +4) 1,0

ve

oldugu gosterilmelidirilk 6nce

M, () + £, (x)(x*+4) 1 (%)
4 2

oldugunu gosterelim. Teorem 2.8'den
£, (X)X +4) =1, 00 +1,, (%)
oldugu biliniyor. Ayrica
s (9) =X, 00 +1,,(%)
oldugu kullanilirsa
£, (X) (3 +4) =X, 00 +1,, () +1,,(x)
olur, yani

£, () (% +4) =X, 00+ 2, (x)
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olur. Bu ifade de her iki tarafal (x) eklenirse
X, (%) + (%) (x* +4) = 24, (x)+ 2, &)
elde edilir. Buradan

Xl (X)+ fn(x)(x2 +4)

X, () +1,4(x) = >

bulunur. Dolayisiyla

0= X, (X) + fnéx)(x2+4)

ve buradan

Xy () + £, () +4) 1,0

elde edilir.Simdi de

oldugunu gosterelim. Teorem 2.8'den
fo (X)+ fr () =1,(X)

oldugu biliniyor. Ayrica
frua (%) =30, () + 1,1 (%)
oldugu kullanilirsa,
xf, (X)+ fL () + f. (%) =1, (X)
olur. Bu aitlikte her iki tarafaxf, (x) eklenirse
2xt, (x) +2f_, ()= xf, (x)+1, ()
bulunur. Buradan

20, (x) + ,., () = x, () +1, (x)



olur. Boylece
2f,,, 00 =X, (x)+1,(x)
yani

f,(x) _ xF, (x)+1,(x)

2 4

elde edilir. Boylecdddia n+1 icin de dgru oldusundan hem dogal sayisi igin

1, (x) fn(x)(x2+4)

2 2

dir. Simdi denON igin

L (x) o (x)(x*+4)
70 0 L
2 2

oldugunu gosterelim.

P™"(x) = (P"(x))™* oldusundanP"(x) matrisinin tersini bulalim.

1, () £, (x)(x +4)

neen-l— L 2 2
(PN = et @ 1.() ()
2 2

dir. Buradan

= 1= (=) 2 2
(P"(x)~"=(-1) (Y (4
2 2

olur. Boylece



16

O, (x) DM (x) (X2 +4)

Pe))*=| 2 2
(-1)™ £, () -1)'1,(x)
2 2

elde edilir. Buradan da

(%) (DML (x)(x2+ 4)

(P"(x)* = 2 2 =P(x)
(—1)”*l f, (x) (—1)”In (x)
2 2

bulunur.n=0 ise teoremin dgru oldusunu gérmek kolaydit§Su halde hemJZ

icin
In(x) fn(x)(x2+4)
() =| 2 2
I AR
2 2
dir.

Teorem 2.10:Her NUZ igin *dir.

X X +4

. . . _| 2 2 .

Ispat: Bu teoremin |spat|n|P(X)— 1 N polinomunu kullanarak
2 2

yapac#&iz. Onceki teoreme gore

In(x) fn(x)(x2+4)
2

2
W) (¥
2 2

P"(x) =

dir.
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detP (x)=-1

oldugundan (detP (x))' = -1 olur. Bbylece

det(p () = - T

ve buradan

elde edilir.

Teorem 2.11Her nOZ olmak lzere
[x 1 ) drn e (x) (X)L
Q(x)—{1 O} olmak lizereQ (x)—{ ¥ ) dir.

Ispat: Once hem dogal sayisi igin

oldugunu gosterelim. Bunun igin timevarim kullanilacaltidia n=1 icin dgrudur.

Gunk
o(x) :[fz(x) fl(x)} {x 1} — 00

10

olsun.iddianinn+1 icinde dgru oldusunu gosterelim.

Qn+1(x)=[ff:j((3 f?f((xx))}

olur.
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ifadesinden

0" (X)) {:T(l)((x)w f.(x) f +1(x)} _[fmz(x) fo. (x)} o

)x+ £, f.(x) |

n

bulunur. Dolayisiyldddia n+1 icin de dgrudur.n=0 ise teoremin déru oldusunu
gormek kolaydir. Benzegekilde nON icin

oy | Faa () (%) . .
Q (x)—{ f (x f—n—l(X):| olduzu ispatlanabilir.

Teorem 2.12:Her m,nOZ igin;
hen (%) = T (X) Foua (%) + s (%) £ (%)
b)(_l)n 1:m—n (X) - fm(X) fn-l(x) - 1:m-l(X) 1:n (X)
tir.

Ispat: Q™" (x) matrisini yazalim.

0™ (x) = { frenet (X) Frnen (%) } (2.1)

fven (X) frena (%)

olur. Diger yandan

Qm*"(x)=Qm(x)Q"(x):[f;”:((x’;) fi:((xx))}r;:((x) f"(x)}

e (X) Frun (%) + £, (%) £, (%)
f

m n = f "
Qe (X)‘{ 009 s (0 £ (0 £, (0) 1

olur. (2.1) ve (2.2) gt oldugundan

fon (X) = fi0 (%) foa (%) + s (%) 1 (%)
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bulunur. Ayrica,
f f
Qw%@:{mwﬂﬁ w*”} 2.3)

tir. Buradan

f f f
QWW@=QW@QWM:{wA@ N@} -

fu(X)  foa(X)

R n| o (X) o (X) = F (X) f (X)) f. (%) (X)=f
= 000 -

bulunur. (2.3) ile (2.4%sit oldugundan

(=2)" for (%) = T (%) fora (%) = Fora () T (%)

olur.

Teorem 2.13:Her NOZ jcin (%) foa(X) = £.2(X) =(=1) "dir.

spac 2] 3] ve @< i) MO

10 f(x) foa(x)
oldugu biliniyor. Bu ifadelerin determinantlari alinigsa
detQ(x)=-1
ve
(detQ(x)')= ¢ 1f

elde edilir. Buradan



frua (%) fous (%) = 17 () = (=2)°

olur.
Teorem 2.14:Her NOZ icin ., (X) = f,(X)1, () dir.
Ispat: Teorem 2.12'den

Fonen (X) = £ (%) Foun (%) + s (%) £, ()
oldugu biliniyor. Buradam=n alinirsa

fan (X) = 4 (%) foun (%) + Fra(%) £ ()
elde edilir. Boylece

fon (%) = £ (X) | faa (X) + 1 (%) ]
olur. |n(X) = fn+1(X)+ fn—l(x) oldugu kullanilirsa
fon () = £, ()1, (%)

elde edilir.

Teorem 2.15:Her mnUZ cin
B e (X) =1 ()1, (%) + £, () fn(x)(x2 +4)
b)2f,...(x) = £ ()1, (x) +1,,(x) £, (X)
dir.

In(x) fn(x)(x2+4)
2 2
W) LY
2 2

Ispat:P"(x) = ifadesi

20
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Im+n (X) fm+” (X) (X2 * 4)
m+n —_ 2 2
P™"(x) = 0 e (2.5)
2 2

L) )+ ][ 1(x) . (x)(x+4)
TIEPOPEE e e
2 2 2 2

olur. (2.5) ve (2.6)matrislerinin gitli ginden

2 (X) =y (31 (X) + £ () £, (x) (x +4)

2f,..(x) = £, (X1, (x) +1,,(x) , (x)
bulunur.
Teorem 2.16:21,, (x) =17 (x) +(x* +4) f,(x) ‘dir.
Ispat: Teorem 2.15'den
2 (%) =1 (3)15 (%) + £, (%) £, () (5 +4)

oldugu biliniyor. Buradam=n alinirsa,



n

2l,,(x) =12(x) +(x2 + 4) f,2(x)
bulunur.

Teorem 2.17:Her nON ve m kO Z olmak Uzere,

2) frei (X) :Z(T)fni (%) o (%) Frc (%)

0) e (%) = 22 (7) (%) i (X)1 (%)
dir.

In(x) fn(x)(x2+4)

2

Ispat: Bu teoremin ispati icin P”(x) = 2 polinomunu
() LX)
2 2
kullanac#iz.
In (X) = fn+1(x) + fﬂ—l(x)

oldugundan,

1L(x) f.(x)(x*+4) fa()+f(x)  f.(x)(x+4)
pn (x) - 2 2 - 2 2

f. (x) 1, () f. (x) fon(X)+ ()

2 2 2 2

bulunur.

foa(X)=xF,(x)+f,_.(x) sitligi P"(x)'de yerine yazilirsa

Mo (x)+26,, (0 f () +4)

P"(x) = 2 2
f. (%) xf, (x)+2f ()
2 2

olur. Buradan

22



fn

xf, (X) f, (x)(x* +4)
R 2 |, fal) 0
" { ( M "

N
N

elde edilir. Boylece

bulunur. Bu eitlik yardimiyla
P™H(X) = frc (X) P(X) + e (X)

elde edilir. Buradan

(P ()" P (3) = (£ () P(x)+ s (1) P(¥)

ve

23
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bulunur.

Teorem 2.18:Her m,n0Z igin

1
N
|
N=—7

E
3
]
—
X
SN—

a)l,, (x)1, (x)—(x2 +4) fo (%) £, (%)

dir.
Im(x) fm(X)(X2+4)
ispat: P™(x) = f 2(x) I (2x) oldugu biliniyor. Buradan
m2 m2
1, (X) 0 ] 0 £ (%)% +4)
P™(x) = 2 + 2
0 |m(2X)_ fméx) 0
olur. Ayrica
P™(x) =51 ()1 + £ (x) K (x)]
oldugundan

pmn (X) =pm"p™" :%(|m(x)| + fm(X) K (x))(l_n(X)| + f—n(x) K (X))

yazihr. Buradan

L (91 1 (9K ()=

(1, )1+, (X) K (x))

NG

1

x z((-l)“ L (X)1+ (=)™, (x) K (X))

elde edilir. Kitli gin sg; tarafi dizenlenirse



bulunur. Béylece

(1) 2 (X)1+ s (K ()

olur. Buradan
ve

bulunur.

Teorem 2.19:Her m,nO0Z olmak Uzere,

dir.
Ispat:Teorem 2.15 ve Teorem 2.18'den dolayi

2 (X) =1 ()1, (%) + £, (X) fn(x)(x2 +4)
ve

lm(X)ln (X) _(XZ +4) fm(X) fo (X) = 2(_])n lin (X)

oldugu biliniyor. Bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa

I
N
1
—_—
3
—~
o
N
—~~
>
p
—
x
N
+
N
N—
—_
3
—~~
>
p
-
—~
o
p
N —
L1



2(|m+n (X) +(_1)n - (X)) =4, (X)ln (X)
elde edilir. Buradan
Ly ()1 (X) =1 (X) + (=D)L (X)

bulunur. Bu iki denklem taraf tarafa cikarilirsa

21 (9) = (=11 (%)) = 260 () £,()
olur. Boylece

e (%) = (=)l (X) = (7 +4) £,(%) £, (%)
bulunur.

Teorem 2.20:Her m,n0Z olmak uzere,
) fen () fora (0)~ 1,2(0) = =(-1)"" £,2(x)

), () e (X) =12 (%) =(-)™" (x2 +4) f.?(x)

tir.

Ispat: Teorem 2.15'den

2fn () = £ (1 () +1 (X) 2 (X)

ve Teorem 2.18'den

oldugu biliniyor. Bu iki denklem taraf tarafa carpilirsa

4(=D)" o (X) Fun (X) = £,2(x)1,7(X) = £.2(X)1,2(X)

elde edilir. Ayrica Teorem 2.10’a gore

26
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12 (x) = (% +4) £.2(x) = 4(-1"
olup bu ifade (2.7)’de yerine yazilirsa
(=2)" fan (%) Fien (X) = 2 (12 (%) = (37 + 4) £,2(x) £,5(x) - 4= 9" £,(x)

olur. Buradan

f 2 (x)[lnz(x) —(x2+4) fnz(x)] -4(-1)" £, ?(x)

4(-1)"

fonen (X) Firon (X) =

elde edilir. Boylece

Fa () o () = fmZ(X)4(_1é)1z—_1;fS_])m (¥

olur. Buradan,

bulunur. Dolayisiyla

fren (X) Firon (X) = .2 (X)

1
—
|
=

i
>
—
=]

N
—~
X
—

elde edilir. Aynisekilde Teorem 2.15’e gére
2 (X) =1 ()1, (%) + £, (X) fn(x)(x2 +4)
ve Teorem 2.18’e gore
L ()1, (%) = (5 +4) £,,(X) £, (X) = 2(=1)"1,,., (x)
oldugu biliniyor. Bu iki denklem taraf tarafa carpilirsa
(=1 | (¥) oy (%) = L2 (1,2 (%) = (x2+ &) £,2(%) £,(x) (2.8)

bulunur. Teorem 2.10’a gore



1,2 (x) —(x2 +4) f.?2(x)=4(-1"

dir. Bu sitlik (2.8)'de yerine yazilirsa

A=D1 () 1 (%) =12 (X)1,% (%) —(x2+ 4) f.2(x)1,,%(x)+ 4~ ])m(x2+ Z) f 2

olur. Boylece

bulunur. Béylece I, (X)1,...(x) =1, (X) :(—1)m_"(x2+4) f.?(x)
elde edilir. Buradan da

e (o (91209 = (-2 (2 +4) 1,2(x)

bulunur.

Teorem 2.21:Her mOZ olmak lGzere
e (90 () 71,2 (X) = (<) (2 + 4) £,2(x) .

Ispat: Teorem 2.20’den

i (%) () =1 (%) = (=) (% + 4) £,%(

oldugu biliniyor. Buradan=1 alinirsa

I (%) s () =10 () = (=) (% + 4) £,%(x)

oldugu kolayca gorulebilir.

28
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BOLUM 3. FIBONACCI VE LUCAS TOPLAMLARI

n-1 ) n-1 )

Bu beUmdez Fx' ve Zij’ toplamlan kullanilarak dgsik toplam formdalleri
j=1 j=0

elde edilecektir.

n-

l .
Teorem 3.1: x™F_, +X"F, —x= (x2 + x—l)z F.x! dir.
i=1

J

Ispat: Once x# 0 olsun. Ber x#-a ve x#-f ise

n-

Z%‘ijj:%{ni al -p )x’}:%{f(a"xj -B'x )} olur. Buradan

j=1 j=1 i=1

1 RS il ax)" -1 (Bx)"-
%{;(GX) _jzl(ﬁX) }_%{(G’X)—l _(,Bx)—l }

1 [(Bx-1)(a"x" 1) - (ax- (ﬁnxn_])}

—

anﬁxnﬂ _ﬁx_a,nxn +1_a,ﬁnxn+l +ax+ﬁnxn _ 1
-x* - x+1

—x?-x+1

|
|
1 {x (a"B-ap")-x"(a"-B )+x(a—ﬂ)}
|

1 | VBapx™F,_, —/5xF, + x\/é} _ X"F L +X"F —X

-x? —x+1 X2 +x-1

bulunur.Su halde

n-

X"F L +X"F, —x=(x2+x—1)i F.x (3.1)
=1

J

olur. x=0 ise (3.1) ifadesi dgudur. Bu gitlik x=a ve x=/ i¢in dgsrudur.

(3.1) ifadesindex =a alinirsa

n-1
a™F _+a"F -a= (02 +a —1) Fa’
=



olur.

30
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(a2 +a —1) = 20 olduzundan

n-1
a™F, , +a"F, ~a=2a) Fa’
=1

bulunur.Simdi bu ifadenin dgru oldugunu tiimevarimla ispatlayaliriddia n = 2
icin dogrudur, ¢inku
l .
a’F +a’F,~a=2a) Fa’
j=1
esitli ginden
a’+a’-a=2a?
olur. Buradaa® = a” +a oldugu kullanilirsa itli gin dogru oldusu gérailiir.iddia n
icin dogru, yani
n-1 )
a™F  +a"F —a=2a) Fa’
j=1
olsun.iddianin n+1 icin dogru, yani
a™’F, +a™F,, ~a=2a) Fa
j=1
oldugu gosterilecek.
n-1 )
a™F, ,+a"F, ~a=2a) Fa’
=1
esitli ginin her iki yanina2aF,a" eklenirse,
n-1 _
20F 0" +a™F _ +a"F ~a=20) Fa' +2Fa"
j=1
bulunur. Buradan

n-1
n+1 n+1 n+1 n oy = j n
Fa™+Fa™+a"™F +a"F -a=2a) Fa'+20Fa
=

olur. Boylece
a™(F,+F )+F (@ +a") -a=2a) Fa’
=

elde edilir. Burada

n+l

F..=F +F_ vea™ =a™ +a" oldugu kullanilirsa,

n
a™’F, +a"™F , ~a=2a) Fa’
=
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bulunur.Su halde iddian+1 icinde dgru olur. Dolayisiyla (3.1) ifadest = a igin

dogrudur. Benzesekilde (3.1) ifadesininx = £ icinde d@ru oldusu timevarimla

ispatlanabilir.
Teorem 3.2: Zn: Fili,= Foloes +2F2“+2 “Logir,
=1
Ispat: Teorem3.1'den
X"E +X'F, - x = (x? +x—1)ni Fx
j=1

oldugu biliniyor. Bu sitlikte x=a ve x=£ yazalim.

X=qa ise
n-1

a™F, ,+a"F, —a=(a’+a-1)Y Fa’
=

olur. a® +a -1= 2 oldugundan

n-1
a™F,  +a"F —a=2a) Fa’
=L

dir. x=L0 ise
n-1 '
ﬂnﬂFn_l +,8nFn —,8 — 2/82 Fjﬂj
=1

dir. (3.2) ve (3.3) ifadelerini taraf tarafa toak

Fn—1(an+l+/8n+l)+l:n (an +ﬂn)—(a+ﬂ):2§ Fj (aj+1+ﬁj+1)

olur. Buradan

n-1
Folw tRL -1=2> FL,,
i=1
elde edilir. Boylece,
x FnLn+ F n+ _1
ZF,-L,-+1— : 2 e
j:
bulunur.
n 2F,.2-(-1)"-1
Teorem 3.3: ) F,F,, =—" 2( ) 'dir.
j=1

Ispat: (3.2) ifadesinden (3.3fadesini taraf tarafa gikarirsak;

(3.2)

(3.3)



o=+ (0= 3) (- ) =25 F (a0 - 5
j=1
olur. Buradan,

n-1
I:n—l Fn+1\/E + Fn I:n\/g - \/_5 = 2\/_52 Fj Fj +1
=

elde edilir. Bu gitlikte her iki taraf~/5 ile béliinirse,

n-1

FoaFutFF -1=2) FF
j=1

j+1

elde edilir. F,,F,,,—F,>=(-1)" oldugu kullanilirsa,
n+l

F.F.+F2-2F?*=(-)

ve buradan,
2F7+(-1)"-1_ 2
(2 ) :ZFijﬂ
j=1
bulunur. Béylece,
n 2F,.2-(-1)"-1
;Fij: L 2( )
elde edilir.
n+l
Teorem 3.4: Z(—l)j F? :( Y {(n+1) Fraln =(n+2) F”L“+1} i 2’dir.

= 5
. n-1 )
Ispat: Q(x) =) _F,x’ alinirsa Teorem 3.1'deki ifade

j=1
X™F _ +X"F —x= (x2 + x—l)Q(x)

biciminde yazilabilir. Buradan her iki yanin turalinirsa,

(n+1)x"F,, +nx"*F _, =(2x+ 1) Q(X) +(x2 +X— ])Q' (x)
bulunur. Bu gitlikte x=-a ve x=-£ yazalim.
X=-a ise

n

(-)"(n+Y)a"F. +(-)"" na"*F, - 1=V R(-a)

dir. x=-0 ise

(-2 (n+D B"F, i+ (=) nB"F, - 1=V R(-5)

32
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elde edilir. (3.4) ve (3.5) ifadelerini taraf&fa toplarsak;
(3 (00" +£)+ (-3 0F, (0" + ) - 2=V 0(-0) +Q(-)
bulunur. Bu gitlikte L =a"+8" ve L _,=a""+ 4" yazilirsa,
(0" (n+9F b, - (=" R L, - 2=~V 5§Q(-a) -Q(-A5))
olur. Buradan da
(-0)'{-nFL, +(n+)F L} -2 =

nn-1 - - z(_l)j sz

=1

elde edilir. Dolayisiyla

DF,.L, —(n+2F,L,.}+2

n—n+l

Zn:(_l)j sz - (_1)n+1{(n+

= 5

olur.

Teorem 3.5: Y (<1)' F,, =(~1)" F.F,.," dir.

n' n+l
j=1

Ispat: (3.4) ifadesinden (3.5) ifadesini taraf tarafa ¢ikakrsa
(<) (n+)Fu(a"=B")+ (-9 0F, (@™ - B) = —V5(Q(-a) +Q(-))
olur. Bu aitlikte F, =a"-p" ve F_ =a""-B"" oldugu kullanilirsa
(-0 (n+) FF (-9 R R =3 (-9 FL
=1

elde edilir. Boylece
olur. Buradan

elde edilir.

Teorem 3.6:

(_1)n (n+l):FnLn i F”+1L”‘1+(_])n (n+ ]) + 1_ jnﬂ I:n+1|:n

2(_1)j JF] Fj‘lz 10 B

=

dur.
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n-1 _
Ispat: Q(x) =>_F,x’ olmak tizere (3.1) ifadesinin tiirevinin,
=1
(n+1)x"F,, +nx"*F,_ = (2x+ 1) Q(x) + (x2 +X— ])Q' (x)
oldugu biliniyor. Bu ifadenin ikinci tlrevi alinirsa

n(n+1)x"*F _, +n(n-1) x"?F, = 0(x) + 2 X+ 3Q (x)+(x2 +X— )Q (x)

olur. x=—a alinirsa

n(n+1)(-1)""a"*F,, +n(n-1(-9"a"*F, = Q(-a)- 2/ R (-a) (3.6)
olur. x=-£ alinirsa

n(n+1)(-1" B7F,, +n(n-1)(-1" B7F, = D(-)+ /R (-B) (3.7)
elde edilir.

(3.6) ve (3.7)ifadelerini taraf tarafa toplarsak,

n(n+1)(-1"F, (@™ +5) +n(n-9(-1"F, (a"* + ") = 2Q(-a)
+2Q(-B)-2/5(Q (-a)-Q (-A))

olur. Buradan

n(n+1)(-)""FL,,+n(n-(-9"F,L,,= zi(— VFL - 152_1(— Y7 iFFL

elde edilir. Boylece | |

(_1)n-ln((n+1) Fn-an—l_(n_])(FnLn—Z)) + 2(_ ])n F.Fa - E(_l)j iF

10 = it

bulunur. Buradan da

(-)" n(nF,, L, *+F, L —nFL ,+FL ) +2(-) " FF,_, &

n—n-2 n—n-

10 =

n-1

elde edilir. Ayrica F L, -F,L,_,=(-1)"" oldusu kullanilirsa

(<0 n(Fpily L+ n(-1)" )+ 21" R F,,

n—n-2

10

n-1 .
: l(_l)J IFF4
=

olur. Su halde
(_1)n (n+1)|:FnLn i Fn+an_1+(—])n (n+ ])j| + q_ iml I:n+1|:n

Z(_l)j JIFF,= 10

=1

dur.
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gy +1)(-5n+4)- -9 (( 3+ §F - LF
j=1

dur.

Ispat: (3.6) ifadesinden (3.7) ifadesini taraf tarafa gulsak

n-1

n(n+1)(-)" F en(n-) (-9 F.F .= B (- ) Fi- B (-Y L

=1

elde edilir. Buradan

(-0)"n((n-)FF,~(n+)F_?) (-)"'LF-2n o

=S'(-1) iFL
2 5 j:]_( ) J i1

bulunur. F, F,,,-F.2=(-1)" ve F,F._,—F,_2=(-1)"" esitlikleri kullanilirsa

s (1) (-3 (r 7 ANLE S G e

j=1

elde edilir. Boylece,

-5n(n-1)-10(-1"nF, > + "L F+ A 2t
( ) q ]) 0 Z )‘ Z(_l)JJFij—l

=1

bulunur.Dolayisiyla

n(-5n+9)-2(-1"(5F, 7 -L F,) o

10 =jZ:1,(-1)’ jFiLiy
ve buradan
(n+1)(-5n+4)- 2~ (( B+ §F -LF.,) @
0 ( oSy e,
j=1
elde edilir.

n-1 '
Teorem 3.8: (—x2 - x+1)(z Lx’ j =-x"'L,, —X"L, —x+ 2’dir.

j=0

Ispat: Oncex# 0 olsun. Ber x#-a ve x#-f ise;

:]Z;:ijj:zalxl +:Z_:lgixi :Z(ax)j +::(,3 )’ = (C;);)_;l ('/5[;)2_11
(Bx=1)((%)" =1) +(ax-1)((Bx)" -1

olur. Buradan
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(1)[2 L,-Xi}(ﬂx-l)((w)“‘])+(0X-1)((/3X)”‘])
B = Bx—a"X" +1+aB" X" —ax-B"X" +1

=X”+1(a”,3+a,3”)—xn(a”+,B”)—X(a+,3)+2

elde edilir. Boylece
(—x2 - x+1)[ni L,x j = X" (-1)(a"" + B - XL, — x+ 2
j=0

=-x"L , +X"L, +x-2
olur. Buradan
n-1
(x2 + x—1)(z L,x ] =x"L _, +X"L, +x-2
j=0
bulunur. Buradan da
n-1
(—x2 ‘X+1)(Z Lixi]:—x"ﬂLn_l—x”Ln -X+2 (3.8)
j=0
elde edilirx=0 ise (3.8) ifadesi dgrudur. Bu gitik x=a ve x=/£ i¢in
dogrudur. (3.8) ifadesind&=a alinirsa
n-1 .
(—a2 -a +1)(z L,a’ j =—a"™L _,-a"L —a+2
j=0
olur. (—az —a+1) =-2g olduzundan
n-1 _
—Za(z La’ ] =-a™L,,-a"L,-a+2
j=0
bulunur.Simdi bu ifadenin dgru olduzunu timevarimla ispatlayaliriddia n =1

icin dogrudur, ¢cunki
1 .
—Za(z L,a’ j =-a’L-a’L,-a+2
j=0
esitli ginden .
20°-4da=-a’-0"-a+2

olur. Buradaa® = a +1 ssitli gi kullanilirsa her iki tarafin-6a — 2 oldugu goralir.

Iddia n igin dogru, yani
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n-1 )
—Za(z Lja‘j =—a"™L ,-a"L -a+2
j=0
olsun.iddianin n+1 icin dogru, yani

—Za(z Lja"j =-a"™’L, -a"™'L, ., -a+2

j=0

oldugu gosterilecek.

n-1 _
—Za(z Lja’] =-a"'L ,-a"L, -a+?2

j=0

esitli ginin her iki yanina-2aL a" eklenirse,
n-1 )
—2aL.0"-2a| Y La' |=-a™L ,-a"L,~a+2- 2L a"
i=0
bulunur. Buradan
n-1 )
-2alL,a" - Za(z Lja’] =—a™L _,-a"L —a+2-alLa"-alLa"
j=0
olur. Boylece
—Za(z Lja‘} = —[a”*l(Ln +L )+l (@ +a")+a- 2}
j=0

elde edilir. Burada

L., =L, +L,_,ve a™? =a"" +a" oldugu kullanilirsa,
Y j 2 1
_ i | —_ ~n+ N+ _
20| > La' |=-a"?L, —a™L, ~a+2
=0

bulunur.Su halde iddian+1 icinde dgru olur. Dolayisiyla (3.8) ifadest=a i¢in
dogrudur. Benzesekilde (3.8) ifadesininx = 4 icinde d@ru oldysu timevarimla
ispatlanabilir.

" e
Teorem3.9:) L L, =—2= > et ~3
=0

"dir.

n-1 )

Ispat: Teorem 3.8’der(—x2 - X+1)(2 L;x’ j =-x"', , —x"L, —x+ 2 oldugu
i=0

biliniyor. Bu ssitlikte x=a ve x= yazallm.x=¢a ise

n-1 )
Za(z Lja‘j:a”+an_l+a”Ln+a—2 (3.9)

j=0
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dir. x=L ise
n-1

Zﬂ[z '-jﬁjj=ﬂ”+an_l+,8”Ln+,8-2 (3.10)
i=0

dir. (3.9) ve (3.10%sitliklerini taraf tarafa toplarsak

ZE Lj (O’j+1+ﬂj+1) z(an+l+18n+l)|-n—l+(an +ﬂn) Ln -3
=0

olur. Boylece
o L.L ,+L%-3
Z Lj Lj+1 — 1 12
j=0

elde edilir. Buradan yerin n+1 yazilirsa

i |_ L — I‘n+2|‘n + I‘n+12 _3

~ j i+ 2
bulunur.
n + +
Teorem 3.10: Y L,F,, = Pzl 2an+2 Lgir.
j=0

Ispat: (3.9) ifadesinden (3.10) ifadesini taraf taratagrsak
n-1 ) )
22 L, (a“l —,3“1) = (a”*l—[?“”)Ln_l + (a” —,6’“) L, ++/5
j=0
bulunur. Bu gitli gin her iki tarafini J5 ile bolersek
n+l

n-1
22 LF.,=F.l +FL,+1
j=0

elde edilir. Buradan

S Fn+ Ln— + Fn Ln +1
2 Ly, = >
j=0

bulunur. Buradan yerinen+1 alinirsa

iL F — I:n+2Ln+F2n+2+1

= it 2
elde edilir.
1o )" L L, -2
Teorem 3.11:2(—1)l L].sz( ) 5””’1 "dir.
j=0
n-1

Ispat:Q(x)=> L,x' olmak tizere (3.8)fadesini yazip tiirevini alalim.
=1



n-1 _
(x2 + x—l)[z L,x j =x"L, , + XL, +X-2
i=0
esitli 3i

(x2 + x—l)Q(x) =xX"L L, + XL, +X=2

olarak yazilabilir. TUrev alinirsa

(2x+1)Q(x)+(x2 +x—1)Q (x)=(n+x"L,_, +nx""L, + 1

elde edilir. Bu gitlikte x=-a ve x=-4 yazalim.x=-a ise
~V5Q(-a)=(n+1)(-a)" L, +n(-a)" L, +1

olur. x=-L ise

~5Q(-B)=(n+1)(-B)" L, +n(-8)""L,+1

dir. (3.11) ve (3.12)ssitliklerini taraf tarafa toplarsak

\/g(Q(—ﬁ) -Q(-a))=(-1)"(n+)L,-(-2"nL L+ 2

yani

-5y L ((-a) = (=8)') = (-1)" Ly (n+1-n) + 2
olur. Buradan
—52(—1)j LF =(-1)"LL,, + 2

bulunur.Su halde

n-1

Sy 2 Lk =2

Z(‘l)J LiF; = 5n

dir.
n+l

n' n+l

Teorem 3.12:Zn“(—1)j L>=(-1) [(n+DL..F,~(n+2LF,,]dir

j=0

Ispat: (3.11) ifadesinden (3.12) ifadesi taraf tarafa glkaa

~/5(Q(-a)-Q(-A)) =(n+ D) L,s(a" - 5) =nl, (-9" (@™ - 5)

yani

B -1 L2 =(n+ )L, (-1 (0" - B7) -y (- 7' (a7 - B

j=0

39

(3.11)

A3)
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bulunur. Bu eitli gin her iki tarafi/5 ile boliinirse

n-1

(-1’ L2 =(-1)"[nLF,-(n+)L,F,]

j=0
bulunur. Béylece
n-1
()’ L,2=(-)"nLF,, - (-))" (n+ IL,F,
j=0
elde edilir. Buradan yerinen+1 yazilirsa

n+l

zn“(—l)j L2=(-1) [(n+D)L..F,-(n+ILF,..]

j=0
bulunur.

Teorem 3.13:n=> 2 olmak Uzere

]Z::”O(_l)j ijFH:(_l) [ (n+) Lyl =(n+7)( nioz {Z(n+ 3-(- ) LR J
dur.

Ispat: (3.8)ifadesinin birinci tirevinin,
(2x+1)Q(x)+(x2 +x—1)Q (x)=(n+x"L,_, +nx""L, + 1

oldugu biliniyor. Bu ifadenin ikinci tirevi alinirsa

2Q(x)+(2x+)Q (x)+(2x+IQ (x)+(x2+x— :)Q {x)=n(n+ }x""L,,

+n(n-1)x"’L,

bulunur. Buradan

2Q(x)+2(2x+1Q (x)+(x2 +X— ])Q (x)=n(n+ Ix"L, +n(n- Ix"2L,
elde edilir. (x2 + x—l)Q"(x) ifadesi x=—-a ve x=-4 icin sifirdir.
X=-a igin,
2Q(-a)+2(-22+3)Q (-a)=(-3""n(n+ da™L, +(- ¥'n(n- Ya"L, (3.13)
dir. x==4 icin;
2Q(-B8)+2(-28+39Q (-B)=(-3""n(n+ 38"L +(- }'n(n- 18", (3.14)
elde edilir. (3.13) ve (3.14) ifadelerini tarafdéa toplarsak

2[Q(-a)+Q(-B) ]+ /5[ -Q (a)+Q (B)]=(-3""n(n+ L.’

+(-1)"n(n-1)L,L

n—n-2



4]

bulunur. Ayrica
Q(-a)+Q(-B)= L[ (-a) +(-A)' |
j=0
dir. Burada L, =a' + ' vyazilirsa

n-1

Q(-a)*+Q(-B)=2L ('L

j=0

n-1

elde edilir.Q'(x)=>_L,jx)™* oldusundan
=0

Q(-a)+Q(-B)=-3Li(-a)* +3L,i(-)

olur. Buradan,

Q(-0)+Q () =3 (<)) L ja -3 (1) L5

j=0 j=0

bulunur. Boylece
~Q'(-a)+Q(-8) =X (-1) Lji(a"*-£")
elde edilir. Dolayisiyla
2J5[-Q(a)+Q(B)]= 2\/_52(— V(-7
elde edilir. Bu gitli gin sg tarafi J5 ile carpilip boltintrse,
2\/3[_(3 (8)]= 102 ])j L;JFp
bulunur. Buradan
25 (-1) L2 +105 (-9 LRy = (= 'n(n+ L, 2+ (- Y n(n- JL L,

j=0 i=0

elde edilir. Ayrica

> (<)) L2 =[ 2(n+ ) ~(-1"LF,.]

j=0

oldugu kullanilirsa
105 (1)L =(-'n(n- 4L (-4 n(ns I
2 2(n+9-(-1" L,
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bulunur. Buradan

1 -1)" n(n-1L,L,,-n(n+ 1L, n+} LF,
i(‘l)] Liij-l:( AU R ])101 2[2( l}
i=0
elde edilir. Bu ifadeden yerinen+1 alinirsa
" )" [n(n+)L,.L,,-(n+)(n+ I, + "L F,
R R
j=0
bulunur.
Teorem 3.14:

n+l n+
i(_l)j ijLj_lzz( )" Ll + 4+ 5- 1)) 1[n§r(;+an_an+l—(n+ }(n+ 2F, ]

j=0
dur.
Ispat: (3.13) ifadesinden (3.14fadesi taraf tarafa ¢ikarilirsa,

2[Q(-a)-Q(-B)]-2/5[Q (-a)+Q (-B)]= (1) n(n+1)(a"" - ") L.,
+(-1)" n(n—l)(a”‘2 —,[:’“‘2) L,

bulunur. Dger yandan

n-1

QA-@-Q-A)=2(-)'L,(a' -5
ve
Q) -Q-A)= 3 L,i(-1) *(a"+57)

esitlikleri kullanilirsa,

2(:2;1)(—1)&,.(&—/3"))—2{ :Z;:LJ( )Y (o +p 1)j ~(-1)"n(n+1)
xF L. +(-1)"n(n-1)F_L

n

elde edilir. Buradan

2(nz_1(—1)j L, Fjj+ z(lzz Lj(-9’ Lj_lj:—(—])”[n(n— IF L, -n(n+ }F.L.,

j=0

olur. Ayrica

i

n-

n-1
(-)'LF, :( ) I;:Ln_l :

j=0



oldugu kullanilirsa

2(-1)"LL,,+4
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2(:2;; Lij(_l)j Iﬂ—ljz 5n — +(—])”[n(n—j)Fn_2Ln—n(n+ j)Fn—an—l

bulunur. Buradan

n-1 , ()Lt +4+(_1)n[n(n—1)F L,-n(n+)F_L,,

Z L (‘1)] Lo = ; = = 2n

elde edilir. Bu ifade de paydalagitkenirse,

§ ey, = A bl e 4t 8o Y [n(n= 3R, L on(n+ F. L
. .

=ik ' 10

bulunur. Buradan yerine n+1 yazilirsa,

2(_1)“+1 Ln+an + 4+ E(_ ])“+1[n(n+ :)Fn—an+l_(n+ :)'(n+ aF"L"

(‘1)j LjLis =

-

1
o

10

J

elde edilir. Buradan

n+l n+l
> (-’ |_ijJ._1:2( O™ L, + 4+ 5(- ) [n§2+ I L= (n+ J(n+ 3F,]
j=0
bulunur.
Teorem 3.15:

=
LN

{sn(n-9(-9' [(n+ LR~ (- AL R ]

75

{944 (5,0t
75

(_1)j i(i-1)F_F =

I
N

j

+

tir.

n-1 '
Ispat: Q(x) =) F,x’ olmak uzere (3.1) ifadesinin ikinci tiirevinin
=1

n(n+1)x"*F _, +n(n-1) x"?F, = 0(x) + 2 X+ 3Q (x)+(x2 +X— )Q (x)

oldugu biliniyor. Bu ifadenin Gglncu tirevi alinirsa
n(n-1L)(n+1Xx"*F _ +n(n-1)n- 2X"°F, = 2Q'(x) + 4Q (x) +(4x+ 2Q "k)

+(2x+1)Q"(x)+Q '"(x)(x2 +X— ])
bulunur.

A(x) =n(n+1)(n-1)x"?F,_ +n(n-1(n- x"°F, alinirsa
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A(x) =6Q'(x) +(6x+3JQ "(x)+Q "(x)(x2+x— ])

yazilir. Bu ifadedex=-a ve x=-4 yazallm.x=-a ise

A(-a)=6Q'(-a)- 3V (-a) (3.15)
dir. x=-4 ise
A(-B)=6Q'(-B)+3/: '(-B) (3.16)

olur. (3.15) ve (3.16) ifadelerini taraf tarafglarsak
A(-a)+ A(-B)=6[Q(-a)+Q(-5)]+3/5[Q (-5)-Q (-a)]

bulunur.

n-

Q(X):,Z;Fix" ’ Q'(X)=nZ:Fjix"‘1 Q(X)=3i(i-)Fx

j i=2

oldugundan

O(-a0-0)-S . [(a) +0)]

i

ve boylece

a,j—2 _ﬁj—Z

a-p

dir. Burada sgtaraf\/g ile carpilip bolundr veF,_, =

kullanilirsa
Q'(-6)-Q'(-a)= B3 i(i-9F,.F,

bulunur. Béylece,
n-1 . n-1 _—
Al-a)+A(-B) =62 (-1 JF L, -18) (-9 (i- IF LF (3.17)
=1 j=2
elde edilir. Dger yandan
A(x) =n(n+1)(n-1)x"?F _ +n(n-1)(n- 2 x"°F,

alinmstl. Burada x=-a ve x=- yazilip taraf tarafa toplanirsa,



A(-a)+A(=g) = n(n-1)(n+1)(-1" (" +"*)F,,+n(n-J(n- J(- "
><(a,n—s +,[7m_3) F
bulunur. Ayrical,_, =a"?+ "% vel, ,=a"°+"° olduu kullanilirsa

A(-a)+A(=B)=n(n-1)(n+3)(-3 L, .F-n(n-3(n- (- ¥ LR,

elde edilir. Buradan
A(-a)+A(=B)=n(n-1)(-1)"[(n+ DL, ,F,,~(n- 2L F, |
bulunur.n(n-1)(-1)"[(n+2L,F,,~(n- L _F, |=R olsun.

n(-5n+9)-2(-9"(5F,  -L,F,) =

10 = (1) RL

=1

-5n+9)-2(-1"(HF,_2-L,_F
&Sltllglnde de n( n+ ) ( ]) ( n-1 n-1 n)

=N olsun. Ayrica

10
n-1 . n(—5n+9)— 2(_])n( EnFn—12_Ln—1Fn)
-1)' jFL =
;( )" iFiLi, 10

oldugu biliniyor. Bu sitlikler (3.17) ifadesinde yerine yazilirsa
Re6N=-18) (<) (j=IFoF, =3 () JF, (o= 47
j=2 j=1

bulunur. Buradan

_155_%: :(—1)j j(i-1)F_F, yazilir. Boylece
1 n(n-1)(-1)"[(n+)L _F_,—(n- 2L _,F,

(_1)1 j(J—l)Fj_ZFj:— ( )( ) [( ])152 1 ( ) 3 :I
j=2

n(-5n+9)-2(-1"(5F,,* - L, F,)
25

elde edilir. Burada gerekli paydgitteme klemleri yapilirsa
U ~{5n(n-1)(-1)"[(n+ L, ,F,,~(n- IL,.F,]

(_1)l J(J _1) Fj—ZFi = { 75 dan - }+
j=2

fon(-sn+9- ' 57,

75

bulunur.

45
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Teorem 3.16:

; {5(-0"n(n-3[(n+ IR (- IR AT

(_1)j j(j—l)Fij_zz 15

30" n(Frabrs + Pl o #n(-0"") + 8- 9" R F,
' 15

=

I
N

j

tir.
Ispat: (3.15) ifadesinden (3.16fadesi taraf tarafa ¢ikarilirsa
A(-a) - A(8) =6[Q'(-a) ~Q (-8)]- WE[Q (-a) +Q (-5)] (3.18)

bulunur. Ayrica,

=

Q(-a)-Q(-8)=3 iF[(-a)*-(-5)"] =

i=1 i

n-1 .
=—£Z(—1)’ JFiF,
j=1

> (1) jF, (@ - 577)

1

ve

3
iR

Q"(-a)+Q"(-A) =2 (-1 i(i-JF (a"*+57)

j=2

olur. Buradan

n-

Q"(-a)+Q"(-8) =2 (-1 i(i-9FL;,
bulunur. Bu eitlikler (3.18) ifadesinde yerine yazilirsa
A(-a) - A(-5) = -6J83 (-1 iF - 3 (-9 i (- IF L (3.19)
elde edilir. Ayrica
A(X) =n(n+1)(n-1)x"?F,_, +n(n-13)(n- x"°F,
esitli ginde x=-a ve x=-£ alinip taraf tarafa ¢ikarilirsa
A(-a)-A(-B8)=v5(-1)"n(n-1(n+IF,_,F_, -V (n- 3(n- J(- I'F_F,
ve buradan
A(=a)=A(=8)=V5(-1)"n(n-[(n+ I F,F ~(n- IR ]
elde edilir. Burada

V5(-1)"n(n-1[(n+)F,_,F,,-(n- IF_F,|=T olsun. Ayrica



A(-a)-A(-) =653 (-3 IF/F .- 3/8 (-3 i (i~ AL

esitli ginde

U (-0 n(Fral Rl +n (=)™ )+ 2A-1" R F,,
-1 jFF_, =
JZ:]:-( ) J S 10

oldugu biliniyor. Burada

(=) n(Frl o Rl o+ n(-3" )+ AR F,,
=S
10
olsun. Bu eitlikler (3.19) ifadesinde yerine yazilirsa,

T+6\/_58=—3~/_5§(—1)j i(i-3FL,

bulunur. Buradan

elde edilir. Boylece

n-

2(_1)j J(J _1)F L= _(_1)nn(n_l)[(n+])Fn—2Fn_1—(n— 2)Fn F ] )

T2

LN

i=2

(<0 n(Frabps * Py o +n(=1)"7)+ 2(- "R R,

5
bulunur. Burada gerekli paydaitteme slemleri yapilirsa
U —5(-1)"n(n-9[(n+F,_F_-(n- AF,_F,
() i(i-)FL.,= { : 15 — : ]}+
j=2
—{3(—1)”‘l 0(Frabt Fulpo #0(=0)") + (-4 FnFn_l}
' 15
elde edilir.
Teorem 3.17:

nz_:(—l)j i(i-)LF_,= _{15(_1)n[n(n_ VF L -n(n+IF,_L,, }

imiz 75

LN

j=2

A{5n(0-D(-0"[(n+ oty =(0- AL b ]+ €L L+ 1P

75




48

n-1

Ispat: Q(x)=>_L,x’ olmak tizere
j=1

(x2 + x—1)[§ L,x’ j =x"1, , +X"L, +x-2
ifadesinin ikinci tdrevinin
2Q(x)+2(2+1Q (x)+(x2 +X— ])Q (x)=n(n+ IxL,, +n(n- Ix"2L,
oldugu biliniyor. Bu ifadenin Gguincu turevini alirsak
n(n+1)(n-1)x"?L,_, +n(n-1)(n- 2 x"°L, = 2Q'(x) + 4Q '(x) +( 4+ 2 Q (x)
+(x2 +x—1)Q'"(x) +(2x+1Q '(X)
bulunur.
A(x) =n(n+1)(n-19)x"?L,, +n(n-1(n- 2 x"°L,
olsun. Boylece
A(x) =6Q'(x) +(6x+3Q "(x)+(x2 +X— ])Q "(x)

yazilir. Buradax=-a ise

A(-a)=6Q'(-a)- 3/ (-a) (3.20)
dir.x=-4 ise
A(-B)=6Q'(-8)+3VR (-5) (3.21)
olur. (3.20) ve (3.21) ifadelerini taraf tarafglarsak
A(-a)+A(-B)=6[Q(-a)+Q'(=5) ]+ /5[ Q (-£)-Q (-a)] (3.22)
bulunur. Dger yandan

Q=S¥ . (=T . (=T Li(i-)x

oldugundan

n-

Q'(-a)+Q'(~8) =Z i [ (-a) +(-8)"]

J-1

dir. Buradal, , =(-a) +(-B)"" yazilirsa

-1

Q(-a)+Q'(-8)=2 (-9 "L, L

]

=]

1
iy

bulunur.
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Q"(-a)-Q"(-8) =S, i(i-)L,[(-a) " ~(-5)]

j=2

ifadesin sa tarafi +/5 ile carpilip bolinr Ve, , = (—a)J_2 +(—,8)J_2 yazilirsa

Q*(-a)-Q"(-8)= JEZJ(J—)( VLR,

elde edilir. Bu gitlikler (3.22) ifadesinde yerine yazilirsa
A(—a)+A(—,8):—62(—1)j iL, Lj_1—15§(—])j i(i-ILF, (3.23)
bulunur. Ayrica

A(x)=n(n+1)(n-1)x"L,_, +n(n-1)(n- I x"°L,
esitli ginde x=-a ve x=-4 vyazilip taraf tarafa toplamglemi yapilirsa
A(=a)+ A(=p)= n(n-1)(n+1)(-3"(a"* + %)L, +n(n-J(n- 3(- 9"

x(a™%+ )L,

bulunur. Buradd,_, =a"?+ 3" % ve L _,=a"%+ 3" yazilirsa

A(=a)+A(=8)=(-1)"n(n-3)(n+JL, L., -n(n-J(n- J(- ¥ L,L,
elde edilir.
A(-a)+ A(=B) = (1) n(n-D[(n+ L, L, = (n- AL, =R
olsun. Dger yandan

$ ey, = A bl 4t S Y [n(n=3F, L mn(n+ 3F. L
J j-1

2, . = 0

n-1 .
oldugu biliniyor. ' L. j(-1)' L., =N olsun. Bu gitlikler (3.23) ifadesinde yerine
J -1

j=0

yazilirsa

R=-6N-155 (-9 i(i- 9
elde edilir. Buradan

R+6N _—152( ) i(i-ILF,

bulunur. Boylece
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_ I
elde edilir. BuradaR ve N yerine yazilip gerekli paydaideme slemleri yapilirsa

ST . L LA (X LA

75
_,__{Sn(n_l)( ]) [(n+])|-n 2k 7N aLn_3Ln]+ E(— :)_” LL ,+ 1?
75
bulunur.
Teorem 3.18:
?3_Djuj_gLﬂwzz_{ D[n+25n2nl _aFFééﬂ
+—{3(‘1)n[n(n—])LnLn_2 n+JL, 2 E{ An+ )-(- I'L, H}}
15
tir.

Ispat: (3.20) ifadesinden (3.2ifadesi taraf tarafa ¢ikarilirsa,

A(-a)-A(-B)=6[Q'(-a)-Q'(-B)]-3/5[Q (~a)+Q (-B)]

(3.24)
bulunur. Bu eitlikte,

n-1

Q'(-a)-Q'(=8) =2 (-1 iy, (a"*-£")

j=1

i1 _ pit
dir. Bu ifadenin sgtarafi J5 ile carpilip bolundr ve&,_, :%oldugu

kullanilirsa,

Oee)- ) =B

elde edilir. Aynisekilde

n-1

Q"(-a)+Q"(-B)= L i(i-9(-I'L, (a"*+57)

ifadesinde

oldugu kullanilirsa
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Q'(-a)+Q"(-8) =3 i(i-)(-)'L L .

j=2

elde edilir. Bu gitlikler (3.24) ifadesinde yerine yazilirsa
A-a)-A(-F) =BT (- ILFL -3, e29)
bulunur. Dger yandan

A(x)=n(n+1)(n-1)x"*L,, +n(n-1)(n- 2 x"°L,
esitli ginde x=-a ve x=-L yazilip taraf tarafa ¢cikarmglemi yapilirsa
A(=a)=A(=B)=n(n-1)(n+1)(-1"(a"* = F"*) L. +n(n-J(n- I(- 9"

x(am* - B0,

bulunur. Bu itli gin sgs tarafi J5 ile carptlip boltnur ve

an—z _an—Z ve F B a,n—3 _ﬁn—3

F,=
oldugu kullanilirsa
A(-a)-A(-B) =Bn(n-1)(n+)(-)"F, L, ~V&(n- J(n- 3(- ' L,
elde edilir.
A(-a)-A(-B)=Bn(n-1)(-)"[(n+IF, L, ~(n- IF, o, ]=T

olsun.

=

n-

(-1 LjF = (-)"[n(n-DLL,,~n(n+1L, |- 2[ An+3-(- ¥ n|:n_1J

j=0 10

oldugu biliniyor.
n-1 .
(-1)'LiF, =S

j=0

olsun. Bu gitlikler (3.25) sitli ginde yerine yazilirsa
n-1 .
T+6J§S=—3J%Z;j(j -)(-¥LL,
=
bulunur. Burada her iki taraf3y/5 ile carpilip béluntirse
~Tas=S (-0 L,
3J5 =

elde edilir. Bu gitlikte T ve S yerine yazilirsa
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g(—l)i i(i-DLL, = ‘{5(-1)nn(n—])[(n+ ]iSFn_an_l—(n— 2)|:n_3|_n]}
+—{3(-1)”[n )L L, -n(n+3L,2]- § dn+ - iLnFn_J}
15

bulunur.
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SONUGLAR VE ONERILER

Bu calsmada Fibonacci ve Lucas polinomlari ile beraberof#éTci ve Lucas
toplamlari ele alindi. Yapilan cainalar k-Fibonacci sayilari ve k-Fibonacci
polinomlari icinde argirilabilir. k-Fibonacci sayilari ve k-Fibonaccilpwmmlari igin
[4] no’lu kaynak incelenebilir.
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