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OZET

Anahtar kelimeler: Cift indisli diziP-Yakinsaklik,|-Yakinsaklik,I*-Yakinsaklik,I-
Limit noktast,I-Yigiima noktasi|-Sinirlihk, 1-Ust limit, [-Alt limit.

“Bazi | ve I"-yakinsak cift indisli dizi uzaylari” adli bu tezlganasi alti bélimden
meydana gelmektedir. Bu alti bélim bu konu ile jrapi bazi cakmalarin bir
kisminin derlemesinden glmaktadir.

Birinci bolimde, sonraki bolimlerde kullanilacakawoltemel tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci bolimde, ilk olarak c¢ift indisli dizi ve Prgsheim anlamda yakinsaklik
tanitildi. Daha sonra da ¢ift indisli diziler igazi ygunluk kavramlari verilerek bu
yogunluklarin yakinsaklikla igkileri verildi.

Ucuincti bolimdel-yakinsaklik,I*-yakinsaklik, AP ve APZ2artlari tanitildi. Sonra
dal*-yakinsaklik ilel-yakinsaklik arasindaki bazigatilar verildi.

Doérdunci bolimdel-limit noktast, I-yigilma noktasi|-sinirlilik tanitildiktan sonra
[-Gst limit, I-alt limit ve bunlarin bazi igkileri verildi.

Besinci bolimde, bazi ve I*-yakinsak cift indisli dizi uzaylarn tanimlandi i
uzaylarin bazi topolojik 6zellikleri verildi.

Altinci bdélimde, n-normlu uzaylarda Orlicz fonksiyonu ve ideal yakkiga
yardimiyla tanimlanngibazi cift indisli dizi uzaylar verilerek bu uzayla ilgili bazi
sonugclar incelenngiir.

Son bélumde ise, elde edilen bazi genel sonuckdmistir.
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SOME I AND I* CONVERGENT DOUBLE SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key Words: Double sequencB;Convergencel-Convergence/*-Convergencel-
limit point, I-Cluster point]-Boundedness;Limit superior,l-limit inferior

This study which is entitled “SomleandI* Convergent Double Sequence Spaces”
contains six chapters. These six chapters are ¢ednpf a collection of some study
on this subject.

In the first chapter, some basic definition andotkeens which will be used in the
following chapter, are given.

In the second chapter, firstly the concept of cogerce of double sequences in
Pringsheim sense is introduced. Then some denditiesdouble sequence are

identified and the relations between densities @nmi/ergence of double sequences
are given.

In the third chapter|-convergence/*-convergence, AP and AP2 are introduced.
Then the common conclusions betwéaonvergence anki-convergence are given.

In the fourth chapterl-limit point, I-cluster point,I-boundedness are introduced.
Thenl-limit superior and-limit inferior definitions and common results ot are
given.

In the fifth chapter, somkeand/*-convergent double sequence spaces are introduced
and some topological properties of this spacegiaen.

In the sixth chapter, some new double sequenceespdefined by Orlicz function
and ideal convergence are introduced and somédt medated to this spaces are
given.

The final chapter gives some general results warehobtained.

viii



BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE
TEOREMLER

1.1. Temel Kavramlar

Bu bolumde, dier boélimlerde kullanilacak olan genel tanim ve dsder

verilecektir.

Tanim 1.1.1X bos olmayan bir kiime ve bir

d:XxX >R
(x,y) = d(x,y)

donsumu verilsin. Ber herx,y,z € X igin,

M1) dx,y) =0 x=y

(M2) d(x,y) = d(y,x)
(M3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (Ucgen gitsizligi)

Ozellikleri sa&laniyorsad ye X Uzerinde bir metrik yada uzaklik fonksiyonljle

birlikte X e metrik uzay deni(X, d) ikilisi ile ya daX ile gosterilir [45].

Ornek 1.1.2.vx,y € R icin d(x,y) = |x — y| seklinde tammlanani: RxR —» R
fonksiyonuR Uzerinde bir metriktir. Bu mefte R nin mutlak dger (alsiimis, dasal,
salt dger) metrgi denir [35].



Tanim 1.1.4X = (X, d) bir metrik uzay vex,} bu uzayda bir dizi olsun. Her> 0

icin m,n > n, oldugunda

d(xXm, x,) < €

olacaksekilde birn, = ny(¢) sayisi varsdyx, } dizisine Cauchy dizisi denir [35].

Ornek 1.1.5R (izerinde mutlak dgr metrgi verilsin. R deki{x,} = {1/n} dizisi
0 € R noktasina yakinsar. Dolayisiyla, } bir Cauchy dizisidir [28].

Tanim 1.1.6.X = (X,d) bir metrik uzay olsunX deki her{x,} Cauchy dizisi

yakinsak ise(X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [45].

Ornek 1.1.7R kiimesi, uzerindeki mutlak ger metrgine gére tamdirC kiimesi de

tzerindeki mutlak dger metrgine gore tamdir [35].

Ornek 1.1.8Q rasyonel sayilar kime® uzerindekid(x,y) = |x — y| metrigine
gOre tam dgildir [46].

Tanim 1.1.9X = (X, d) bir metrik uzay olsunX deki her dizi yakinsak bir alt diziye
sahips€X, d) uzayina kompakt metrik uzay defds5].

Tanim 1.1.10(X,d) bir metrik uzay veS € X olsun.S kiimesinin tum agik alt
kiimelerinin birlgimine S nin ici denir veS° veyaintS ile gosterilir. EBerS = S°

iseS ye X de acik bir kiime denir [45].

Tanim 1.1.11(X,d) bir metrik uzay veS € X olsun.S kimesini kapsayan tim
kapali kumelerinin arakesiting nin kapargi denir veS olarak gosterilir. Eer

S =S iseSyeX de kapali bir kime denir [45].



Tanim 1.1.12(X,d) bir metrik uzay veScXmlsun.S = X ise S kimesineX de

yogundur denir. Ber (§)O = @ ise S hicbir yerde ygun olmayan kiimedir denir
[45].

Tanim 1.1.15.{x,}, (X,d) metrik uzayinda bir dizi olsunx € X olmak uzere
lim,, d(x,, x) = 0 ise{x,} dizisix e yakinsaktir denir vém,, x,, = x veyax, — x

(n = o) seklinde gosterilir [35].

Tanim 1.1.16X bos olmayan bir kiime ve, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger,

i) X,0 € tdur.
i) T ya ait sonlu sayida kiimenin kgsii, T ya aittir.

iii) T ya ait herhangi sayida kimenin bgrfai, 7 ya aittir.

sartlari sglaniyorsar yaX igin bir topoloji ve(X, t) ikilisine de bir topolojik uzay
denir [36].

Tanim 1.1.17X bos olmayan bir kimeE bir cisim olsun.

+HX XXX wFXX->X
(x,y) >x+y Ax) - Ax

ikili i slemlerive, B € F veVx,y,z € X i¢in

Dx+y=y+x

Dx++z2)=(x+y)+z

3)Vx € X icinx + e = e + x = x olacaksekilde bire € X vardir.

4 Vx € Xicinx + (—x) = (—x) + x = e olacaksekilde (—x) € X vardir.
51-x=x

B)a-(x+y)=a-x+a-y

Na+p) x=a-x+L-x



8) (a-B)-x=a-(B-x)

sartlarini sgliyorsa(X, +,.) UclustneF cismi Uzerinde lineer uzay (vektdr uzayi)
denir [45].

F = RiseX e reel lineer uzay;, = C iseX e kompleks lineer uzay adi verilir.

Tanim 1.1.18X, F cismi(F = R veyaF = C) Uzerinde bir lineer uzay olsun.

I|.]: X - R

x = ||x||

donkUmiY x,y € X veV a € F icin,

(ND x| =0 x=6
(N2) [[ax|l=|alllx]l
(N3) [[x + yll < llx|l + llyll (Gggen sitsizlii)

sartlarini sghyorsa]||. ||[fonksiyonunaX de (veyaX tzerinde) norm(X, ||.||) ikilisine

de bir normlu vektdr uzayi denir [45].

Tanim 1.1.19. BilX, ||. ||) normlu lineer uzayindaki her Cauchy diztsicinde bir

limite sahip ise bu uzaya tam normlu uzay ya daaBhruzayi denir [45].

X in reel veya kompleks lineer uzay glma gére Banach uzayi reel veya kompleks

Banach uzayi olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.20V bir F skaleri Gzerinde tanimlanan lineer bir vektor uzag V
kimesi Uzerinde bir topolojB olsun. (V,B) bir Hausdorff uzayr ve carpim

topolojilere gore hew € F veu,v € V igin

i) skalerle carpmasliemi, yaniau — v surekli,

i) vektdrlerin toplami glemi, yani(u, v) - u + v surekli



ise (V,B) uzay! bir topolojik vektdr uzay! ya da bir linetpolojik uzay adini ahr
[45].

Tanim 1.1.214 bir lineer topolojik uzay olsunvi € N igin P;(x) = x; seklinde
tanimlananP; : 4 - C donumu surekli isel ya bir K —uzay! denir. Tam lineer

metrik bir K —uzayinaFK —uzayl, normluFK —uzayina daBK —uzay denir [19].

Ornek 1.1.221, c ve ¢, uzaylari||x|| = supy|xx| normuna goére biBK —uzayidir
[30].

Tanim 1.1.23(X, 1) topolojik uzay ved € X olsun.A kiimesiX de hichir yerde
yogun olmayan kimelerin sonlu bgieni ise birinci kategoridendir denid kiimesi

bdyle bir bilsimle ifade edilemiyorsa ikinci kategorideniib].

Ornek 1.1.24.Q, rasyonel sayilar kiimesi & dogal sayilar kiimesi birinci

kategoridenRR reel sayilar kiimesi ikinci kategorideng4r5].

Teorem 1.1.25. (Baire teoremi) Her tam metrik uikayci kategoridendif45].

Tanim 1.1.26E herhangi bir dizi uzayi olsunger (x;), (vx) € E iken(x.yx) € E
oluyorsak ye dizi cebiri denir [50].

Tanim 1.1.271 herhangi bir kime ve her hir I igin bir A; kiimesi var olsur, I
kimesini taradiindaA; lerin birlesimi ve arakesitleri sirasiyld;c; A; ve Nie 4; ile

gosterilir.I kimesine de damga (indis) kiimesi denir [21].

Tanim 1.1.284 bir kime vel indis kimesi olmak Uzerei € I igin A; kuimeleri,A

nin alt kimeleri olsunlar.

(i) VieliginA; # 0,
(ii) (A;),¢; ailesi ikiser ikiser ayrik,
(ii)) A = Uier 4y,



sartlari sglaniyorsa(4;);¢; ailesined nin bir ayrgimi denir [19].

Ornek 1.1.294 = {1,2,3,4,5} kiimesinin bir aysimi olarak,4, = {1}, 4, = {2,3},
A; = {4,5} olmak lizere{A,, A,, A3} alinabilir [43].

Tanim 1.1.304 bir kiime,S de bir kime ailesi olsun.gérA c Uyes X iseS ye A

nin bir értlsu denir [21].

Tanim 1.1.31. Bir 6z alt kiimesiylg guclu yani bir alt kiimesiyle arasinda bire bir
ve Orten bir fonksiyon olan kiimeye sonsuz kiimerd&si.

Ornek 1.1.32N dogal sayilar kiimesi sonsuz bir kiimedir [35].

Tanim 1.1.334 = {1,2,3, ...,n} (n € N) kiimesi ile denk olan kiimeye sonlu kiime
denir [35].

Tanim 1.1.34A = ¢ yadaA sonlu yadad =~ N (es gugcli) iseA sayilabilir bir
kimedir [35].

Tanim 1.1.35N dogal sayilar kiimesiyle denk olan kiimeye sayilaboinsiz kiime
denir [35].

Tanim 1.1.36. Bir kimenin eleman sayisina o kim&andinalitesi (eleman sayisi)

ya da kardinal sayisi denir [45].

Teorem 1.1.37. Sayilabilir bir kimenin her alt kigmge sayilabilirdir [45].

Teorem 1.1.38NxN kiimesi sayilabilir sonsuz bir kiimedir [45].

Teorem 1.1.39. Sayilabilir kiimelerin sayilabilitederinin bilesimi de sayilabilirdir
[45].



BOLUM 2. CIFT iNDISLi DiZiLER VE P-YAKINSAKLIK

2.1. Cift indisli Diziler
Bu bolimde c¢ift indisli dizi vé>-yakinsaklik kavramlari incelengtir.

Tanim 2.1.1. Tanim kiimeRixN olan bir fonksiyona cift indisli dizi veya kisacét
dizi denir [1].

Deger kimesi reel sayilar kimesi ise reel cift dizpmpleks sayilar kiimesi ise
kompleks cift dizi olarak adlandirilir. Kompleksyaereel terimli batlin ¢ift dizilerin
kiimesiQ ile ifade edilecektir. Buna gore;

Q= {x = (xppn) : Ym,n € N icin x,,,,, € C}

olup bu kimeva € C ve Vx,y € 2 i¢in a.x = (axpyy) Ve x + Y = (Xn + Ymn)

islemleri altinda bir vektor uzayidir.
Tanim 2.1.2m <m' ve n < n' oldusundax,,, < x,,, oluyorsa(x,,,) dizisine
monoton artan cift dizin > m’ ven > n’ oldugundax,,, < x,,,7,; oluyorsa(x,,,)

dizisine monoton azalan ¢ift dizi denir [18].

Teorem 2.1.3. Artan bir cift dizi Ustten sinirleiBmiti supremumuna, azalan bir cift

dizi alttan sinirli ise limiti infimumunasétir [16].
Tanim 2.1.4X # @ bir kime ve

f:NxN - X
(Tl, k) - f(n! k) = Xnk



dizisi verilmis olsun.

i:N->N ve j:N->N
k = i(k) = ji n-jn) =i,

artan iki fonksiyon (dizi) olmak tzere;

h:NxN - X
(Tl, k) - h(n, k) = (in'jk)

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
foh:NxN - X
(n, k) = foh(nk) =x; ;,

bileske fonksiyonundx,,,) dizisinin bir alt dizisi denir [38].
NxN kimesinin sonsuz c¢oklukté,, j,) elemani oldgundan, bir(x,;) dizisinin
sonsuz ¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt daijinal diziden artan sirada satir ve

sutundan bazi elemanlar atilarak elde edilmektédisj,) alt dizisinin her teriminin

(%) dizisinin bir terimi oldgu aciktir.

Onerme 2.1.5. Yakinsak bir cift indisli dizinin hadt dizisi yakinsaktir [38].
2.2.P-Yakinsaklik

Tek indisli dizilerdeki durumun tersine cift dizitke birden fazla yakinsaklik
kavrami mevcuttur. Bunlardan en fazla bilineni Bsineim ve reguler yakinsakliktir.
Bu calsmada yalnizca Pringsheim yakinsaklik ve onunldi ilgikinsaklik ttrleri

verilmistir.

Tanim 2.2.1. Eerm ven birbirinden bgimsiz olarak sonsuza yakigken



limg, , Xy = €

olacaksekilde bir ¢ sayisi varsa = (X;;n)mnen Gift dizisine Pringsheim anlamda
yakinsak kisaca P-yakinsaktir denir. Yani &er0 ve (m,n) € NxN icgin
min{m,n} > N ve

| — €l < €

olacaksekilde N = N(¢) tamsayisi vardir. Buradé degerine x = (X)) mnen Gift

dizisinin Pringsheim limiti denir [39].

P-yakinsak dizilerin kiimesC? ile gosterilir. C? kiimesi koordinatsal toplama ve

skaler ile carpmaglemlerine gore bir vektor uzayidir.
Tanim 2.2.2. Keyfi bilG > 0 icinn, < n vem,; < m iken|x,,,,| > G olacaksekilde
ny ve my dogal sayilari var ise = (X)) mnen Gift dizisine kesin iraksak dizi denir

ve P —lim,, , X, = oo seklinde ifade edilir [39].

Tanim 2.2.3x = (Xmn)mnen Gift dizisi verilsin. Ve > 0 icin m,n > k vei,j > k

iken
|%mn — x| < €

olacaksekilde birk € N sayisi var isec = (Xn)mnen Gift dizisine Cauchy dizisi
denir [39].

Teorem 2.2.4x = (Xmn)mnen Gift dizisinin P —yakinsak olmasi igin gerek ve yeter

sartvVe > 0 icin
min {m,n,i,j} > N Ve|xl-j —xmn| <¢

olacaksekilde birN = N(¢) pozitif tamsayisinin var olmasidir [32].
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Tanim 2.2.5. Reel sayilarin bir= (x;,,)m nen Gift dizisi icin M>0 reel sayisi vardir

oyleki timm, n € N iGin |x,,,| <M ise (X)) mnen dizisine sinirh dizi denir. Yani
||x||(oo,z): SUPm 20 Xmn| <

isex = (Xmn)mnen Cift dizisi sinirhdir [31].

Batdn sinirh ¢ift dizilerin kimesil,, ), ile ifade edilecektir. Buna gore;

()2 ={x = (mn) € 2 ¢ Ixllo = sUPIn20lXmnl| < o0}

seklinde tanimlanir. Pringsheim anlamda yakinsak dift dizisi sinirl olmak

zorunda dgildir.

Tanim 2.2.6. Pringsheim anlamda yakinsak ve siolah cift dizilerin kiimestC??

ile gdsterilir. Yani

CPB = {x = (xmn) €Ecy ¢ ”x”(oo,z) = Supm,nzolxmnl < o} = (g (le)2

seklinde ifade edilir. Bu uzajfx|| . ) normu ile bir Banach uzayiskdl eder [32].

Tek indisli dizilerin algilmis yakinsaklgl ile cift dizilerin Pringsheim anlamda
yakinsaklgl arasindaki temel farlgudur: Pringsheim anlamda yakinsak bir cift
dizinin sinirl olmasi gerekmez.

2.3. Pringsheim Limit Noktasi, Pringsheim Alt Limit ve Ust Limit

Burada Onceliklex = (x;;) cift dizisinin Pringsheim limit noktasi, sonra da

Pringsheim alt ve Ust limit noktasI tanimlari vecgktir.
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Tanim 2.3.1x = (xy;), (X, d) metrik uzayinda bir ¢ift dizi olsun.gér x = (xy;)
cift dizisinin [ € X noktasinaP —yakinsak bir alt dizisi var isé € X noktasina
x = (x);) cift dizisinin Pringsheim limit noktasi denir [52]

x = (xx,) Gift dizisinin tim Pringsheim limit noktalari kiirsiai L2 ile gosterecgiz.
Tanim 2.3.2x = (x;) reel sayilarin bir gift dizisi ve

an(x) = sup{xy; : k,l =n} ve f,(x) =inf{xy,; : k,l = n}

olsun. Bu durumda en az bire N igin a,(x) < o ve f,(x) > —o isex = (xi;)
dizisi Pringsheim anlamda bir alt ve bir Gst lims@hiptir. Buna gore; bit = (x;)

dizisinin Pringsheim Ust limiti,

1. Eger her bim € N igin a,,(x) = 400 iseP — limsup xj; = +oo,

2. Eger bazm € N'ler igin a,,(x) < o iseP — limsup xy; = inf, {a, (x)}

ve Pringsheim alt limiti,

1. Eger her bim € N i¢in 8,(x) = —oo iseP — liminf xj; = —oo,

2. BEger bazm € N'ler igin ,,(x) > —oo iseP — liminf x;; = sup,{B,(x)}

seklinde tanimlanir [37].

Asagidaki ornekle, bir c¢ift dizinin alttan ve uUsttennssiz olmasina fnen

Pringsheim st ve alt limitlerinin var olggagoraltr.

Ornek 2.3.3x = (x,) Gift dizisi,

k, =0 igin,
-1, k=0 igin,
Xkl = )~k 1=k>0 igin,
0 diger hallerde
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seklinde tanimlanirsa sug,; = +o ve infx,; = —oco oldugu halden > 2 igin
a,(x)=1 ve pB,(x)=-1 bulundgundan, P —liminfx;,; =—-1 ve P —

limsup x;; = 1 olur [37].

Teorem 2.3.4i) limy_.(Sup,k=nXnk) = L 0lmasi igin gerek ve yetagart verilen

Ve > 0igin,

a) Yeteri kadar blyuk secilebilen herk > N igin x,,, < L + ¢ ve
b) Sonsuz ¢okluktén, k) icin x,,; > L + € olmasidir.

ii) limy_,o, (infy, x>nyxnk) = K Olmasi igin gerek ve yetgart verilenve > 0 igin,

a) Yeteri kadar blyuk secilebilen herk > N igin x,,, > L + ¢ ve
b) Sonsuz ¢okluktén, k) icin x,,; < L + & olmasidir [38].

Teorem 2.3.5.x = (xi;) reel deerli bir ¢ift dizi olsun. Bu durumda dizinin

P —limitleri arasinda sagidaki ba&intilar mevcuttur;

1) liminfx < limsup x,

2) P —limx =L © liminfx = L = limsup x,
3) limsup(—x) = —liminfx,

4) limsup(x + y) < limsup x + limsup y,

5) liminf(x + y) = liminf x + liminf y,

6) Egerz, x cift dizisinin bir alt dizisi ise
liminf x < liminf z < limsup z < limsup x [37].
2.4. Bazi Y@unluk Kavramlari ve Aralarindaki fliskiler

Tanim 2.4.1A4 c NxN ve (m,n) € NxN i¢in j < n, k < m olacaksekilde (j, k) € A

A(m,n)
mmn

larin sayisiA(m,n) olsun. %er{ } y dizisi Pringsheim anlamda bir limite
mmne

sahipsed dogal cift yogunluga sahiptir denir. Yani alt gal cift yogunluk
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A(mn)

mmn

d,(A) = im0 intf

ve Ust dg@al cift yogunluk

A(mn)

EZ (A) = limm,n_)oosup T

olmak tzere alt ve Ust dal ¢ift yogunluklari mevcut ve birbirinesé ise

A(mn)

mn

d,(4) = limm,n—wo

mevcuttur ved, (A) sayisinag kiimesinin dgal cift yogunlugu denir [6].

Tanim 2.4.2A < NxN ve y,, A kimesinin karakteristik fonksiyonu olmak tizere
8,(A) = limypy poseoinf —— 3y T x4 (i)

A kiimesinin alt asimptotik yunlugu,

82(A) = limyp oo SUp — N, ST 2 (i)

A kiimesinin Ust asimptotik gonlugu olmak tzere alt ve Ust asimptotikgymluk

mevcut ve birbirine @t ise
. 1 ..
8,(4) = limy 00 mn =1 Z;nzl Xa (@)

mevcuttur. Bu durumdé, (4) sayisinad kiimesinin ¢ift asimptotik ygunlugu denir
[22].

Tanim 2.4.3A < NxN ve y,, A kimesinin karakteristik bir fonksiyonu olmak tzere
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Zm xa(j)
Inm.Inn =1 mn

P2 (4) = limm,n—woinf
A kiimesinin alt logaritmik ygunlugu,

EZ(A) = lim, e SUp Zm XA(U)

Inm.nn

A kimesinin Ust logaritmik ygunlugu olmak tzere alt ve st logaritmik gnluklar

mevcut ve birbirine @t ise

. xa(j) (lJ)
p2(4) = hmm,n—mom =1 e

mevcuttur.p, (A) sayisina kiimesinin ¢ift logaritmik ygunlugu denir [22].
Keyfi bir A ¢ NxN igin

8,(A) < p2(A) <P, (A) < 6,(A)

esitsizligi saglanir.

2.5. Cift Indisli Dizilerin Bazi Yakinsaklik Tanimlari

Tanim 2.5.1.x = (Xpn)mnen Gift dizisi verildiginde here > 0 icin herm,i > z

ve n,j = k iken
{(m,n) € NxN: |xmn — xij| > ¢}

kimesinin dgal c¢ift yogunlugu 0 olacak sekilde k,z € N sayilar var isex =

(Xmn)mnen dizisine istatistiksel Cauchy cift dizisi denir[3

Tanim 2.5.2. Reel sayilarin bir Gift dizisi= (x,,,) mnen iGin herhangi bire > 0

sayisi alindiinda
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A(e) = {(m,n) € NxN| |x,,,, — £| = &}
kuimesi igind, (A(g)) = 0 oluyorsax = (Xymn)maen Cift dizisi £ € R ye Pringsheim
anlamda istatistiksel yakinsaktir denir weat — lim,, ,, e Xy, = £ ile gosterilir

[34].

Teorem 2.5.3x = (X;n)mnen reel Gift dizisinin istatistiksel yakinsak olmaésin
gerek ve yetesartx = (x;,n)mnen Gift dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasid
[34].

Tanim 2.5.4. Reel sayilarin bir ¢ift indisli dizigi= (x,,,)m nen h€rhangi bire > 0

alindginda

A(e) = {(m,n) e NxN : |x,,, — | = €}

kiimesi iginp,(4) = 0 ise x = (X;un)mnen Gift dizisi £ € R sayisina Pringsheim
anlamda logaritmik yakinsaktir denir \eg — lim,,, x,,, = ¢ seklinde gdsterilir

[22].

Tanim 2.5.5. Reel sayilarin bir ¢ift dizisi= () mneny Pringsheim anlamda bir

limite sahip ve

lim,, e Xin = Xm m=1.2,..

lim,, 00 Xn = X n=12,..

limitleri mevcut ise(x,,,)mnen Cift dizisi regller yakinsaktir denir [32].

Regiler yakinsak bix = (X)) mnen Gift dizisi igin lim,, e Xy Ve limy, 00 Xy

limitleri mevcut ve Pringsheim limitesgtirler. Tim reguler yakinsak cift dizilerin

kiimesiCPR ile, 0 a regller yakinsak cift dizilerin kiimesi R ile gosterilir [17].
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Bir cift dizinin reguler yakinsakgi, Pringsheim anlamda yakinsakhi gerektirdgi

gibi ayni zamanda ¢ift dizinin sinirigini da gerektirir. Fakat tersi gau desildir.

Tanim 2.5.6. Reel sayilarin bir cift dizisi= (x,,,)mnen Pringsheim anlamda

logaritmik yakinsak ve

l0g-lim,, 00 Xppn = Ly m=12,..

l0g-lim;, 00 X = My, n=12,..

limitleri mevcut isex = (X )mnen Gift dizisi logaritmik regiler yakinsaktir denir
[22].

Tanim 2.5.7. Reel sayilarin bir cift dizisi= (x;,4,)mnen Pringsheim anlamda

istatistiksel yakinsak ve

statlim,,_, o0 X;nn = Ky, m=1.2,..

statlim,,, e X = Ny, n=12,..

limitleri mevcut ise X£x,,,)mnen Gift dizisi istatistiksel reguler yakinsaktir deni
[22].



BOLUM 3. I VE I YAKINSAKLIK

3.1.Ideal ve Siizgeg

Bu bolimde ideal ve suizge¢ tanimldryakinsaklik vel-yakinsaklik ile ilgili genel
tanim ve teoremler verildikten sonrd —yakinsaklik tanimlanarak bazartlar
altindal vel* —yakinsaklgin denklgi incelenmitir.

Tanim 3.1.12%, X # @ kiimesinin kuvvet kiimesi olmak Uzdre 2% ailesi icin,

i) el
ii)A,BeligcinAuUB e (toplamsallik)
iii)AelveB c AiseB €1 (kalitsallik)

sartlar sglaniyorsal yaX de bir ideal denir [26].

Tanim 3.1.2.Ber X ¢ I isel ya 6z (nontrivial) ideal denir. Buna go2€ disindaki
tim idealler 6z idealdir [3].

Tanim 3.1.3Vx € X i¢in {x} € I ise yanil ideali X nin tim sonlu alt kiimelerini

iceriyor ise uygun (admissible) ideal olarak adiahd [25].

Tanim 3.1.4. Eer [ ideali kapsamaya gore maksimal olan bir 6z idealmaksimal

ideal olarak adlandirilir [25].

Tanim 3.1.52%, X # @ kiimesinin kuvvet kiimesi olmak lUzdrec 2% ailesi icin,

Hoer
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ii)A,BEFIiCINANBEF
iii)Ae FveAcBicinBEF

sartlari sglaniyorsaF ye X de bir stizge¢ ya da filtre denir [36].

Onerme 3.1.6l, X de bir 6z ideal olsun.

F(I) ={M c X:3 A €] vardir dyle kiM = X/A}

seklinde tanimlana@' (1) kiimesineX Uzerindd ideali ile ilgili sizgeg denir [25].
Biz bu tezde cift dizileri inceleyeganizden aldgimiz I idealiNxN nin idealidir. Bu
bolumde kullanagamiz ideal aksi belirtiimedikceNxN nin uygun 6z ideali

olacaktir. Yaniv(m,n) € NxN igin {(m,n)} € I ve NxN ¢ [ olacaktir.

Tanim 3.1.71, NxN nin bir 6z ideali olsuni € N i¢in Nx{i} ve {i}xN kiumeleril

kiimesine ait isé ya kuvvetli uygun ideal denir [3].

Buradan kuvvetli uygun idealin, uygun bir idealadnu soyleyebiliriz. Orngin,

Ih, ={A c NxN:3m(A) e Nicin (i,j = m(4) = (i,j) € A)}

seklinde tanimlana, ideali kuvvetli uygun bir 6z idealdir. Bu durumd&uvvetli

uygun idealdir= I, c I dir [3].

Tanim 3.1.81, NxN nin bir ideali olsun. Eer VA c NxN icin A € I yada(NxN /

A) € I isel ya maksimal ideal denir [3].

3.2.1 —Yakinsaklik

Tanim 3.2.1.1, NxN nin bir ideali olsun. Reel sayilarin bir cift dzix =

(Xmn)mmnen OlMak Gzere, her > 0 icin
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A(e) = {(m,n) € NxN: |x,;,, —¢| = €} €1

ise X = (Xmn)mnen Gift dizisi £ € R ye I-yakinsaktir denir ve £ € R sayisina
X = (Xmn)mnen Gift dizisinin I —limiti denir, I —lim,, e Xm, =€ seklinde

gosterilir [3].

Eger I ideali ], ideali isel —yakinsaklik ile Pringsheim anlamda yakinsaklik dymi
Fakat! idealinil; = {A c NxN: d,(A) = 0} ideali olarak alirsal{; ideali NxN de
uygun bir ideal olur vel;-yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik olur.

Tek indisli dizilerin bilinen anlamda yakinsaklidizinin sinirli olmasini gerektirir.
Fakat cift dizilerin yakinsak@i (Pringsheim anlamda yakinsaklik) dizinin sinirli
olmasini gerektirmez. Yattyakinsak bir ¢ift dizi sinirli olmayabilir.

Ornek 3.2.2NxN nin I, idealini alalimx = (X)) mnen Gift dizisini de

_m,m=1
xmn_

2 m#1

olarak tanimlayalim. Bu durumda = (x,,)mnen Gift dizisi I-yakinsaktir ancak
sinirh desildir [3].

Tanim 3.2.3. Reel sayilarm= (X;;,) mnen Gift dizisi verilsin.Ve > 0 icin,
{(n,m) € NxN: |x,,, —x;j| = e} €1

olacaksekilde i = i(¢),j = j(e) € N sayilar var isex = (X;yn)mnen Gift dizisine

I — Cauchy dizisi denir [22].

Tanim 3.2.4.x = (X;un)mnen Gift dizisi 0 a Pringsheim anlamdayakinsak ise

X = (Xmn)mnen Cift dizisine Pringsheim anlamda-null (I-sifir) Gift dizi denir [22].
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Tanim 3.2.51, N de bir ideal olsunx = (X,;,)mnen Gift dizisi Pringsheim anlamda

I-yakinsak ve hes > 0 icin

meN:|xpp—Lnl =€}€I hermeNiginL,, €c

ve

{meN:|xp, —M,| =€}l herneNigcinM, €c

isex = (Xmn)mnen Gift dizisi regilerl- yakinsaktir [22].

Tanim 3.2.61, N de bir ideal olsunx = (x,,,,)m nen Gift dizisi Pringsheim anlamda

[-null ve here > 0 icin

{n € N: x| =€} €1 (herm € N igin)

ve

{m € N: |x,,| =€} €I (hern € N igin)

isex = (X;mn)mnen Gift dizisi regtlerl- null dur [22].

3.3. Baziideal Yakinsak Dizi Ornekleri

Ornek 3.3.1.1,(P), NxN nin tim alt kiimelerinin bir sinifi olsum,, ko, € N igin
D c NxN —{(n, k) € NxN:n > ny, k > ky,} olsun. D € [,(P) dir. Bu durumda
I,(P), NxN nin bir idealidir ve x = (X;n)mnen ¢ift dizisinin I —yakinsakhig

bilinen anlamda Pringsheim yakinsaklik olur [22].

Ornek 3.3.2. Ber I,(P) ile berabeN nin tim sinirli alt kiimelerinin sinifi olaiff)

bilinen regulen —yakinsaklik olacaktir [22].
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Ornek 3.3.31,(p), NxN nin tim alt kiimelerinin bir sinifi vé dogal yogunluklu

I —yakinsaklik bildgimiz istatistiksel yakinsaklik olacaktir [22].

Ornek 3.3.41,(p*), NxN nin tim alt kiimelerinin sinifi vé logaritmik yazunluklu
olsun. I,(p*) N NxNEnin ideali oldgu kolayca gorilebilir. Bu durumda =

(Xmn)mnen Gift dizisininI-yakinsaklgi logaritmik yakinsaklik olacaktir [22].

3.4. Bazi Sonuglar

Teorem 3.4.11, NxN nin uygun bir ideali olsunx = (x;;); jen Gift dizisinin I-

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yetart [-Cauchy olmasidir [22].

Z,, NxN nin tim uygun ideallerinin sinif,, de NxN nin tim /-yakinsak uygun
ideallerinin sinifi olsunZ, sinifi kapsamadan dolay! kismen siralidgelZ,, c Z,
bos olmayan tam sirall bir alt kimesi i§eZ,,, NxN nin, Z,, nin bir Gst siniri olan

uygun bir idealidir. Bu ylizden Zorn Lemma siI gerg, maksimal elemana yani

maksimal uygun ideale sahiptir.

Lemma 3.4.21,, NxN nin uygun bir ideali olsun. ger herA c NxN icin 4 € I,
yadaNxN / A € I, & I, maksimal idealdir [6].

Teorem 3.4.31, NxN nin bir ideali olmak Gizere kompleks sayilafmy,;) ¢ift dizisi
I —yakinsaktir=[@ —@Cauchy dizisidir [6].

3.5.I" —Yakinsaklik

Tanim 3.5.1x = (X)) mnen reel sayilarin bir Gift dizisi olsun.

F(I) = {M c NxNB@A € I, M = NxN / A}
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olmak tzereNxN / M € I olacaksekilde birM € F(I) kiimesi var veg(m,n) € M

icin

lim mn-oo Xpn = £
(mn)eM

olacaksekilde £ € R sayisi varsa = (Xyn)mnen Gift indisli dizisi £ € R ye I*-

yakinsaktir denir vé&* — lim,;, 0o X = £ seklinde yazilir [3].

Teorem 3.5.2I, NxN nin kuvvetli uygun bir ideali olsun.ger

I" = limyy, oo X = £ 1S€1 — liMyy 00 Xy = £

dir [3].

Ispat: Kabulimiiz gege

I" = limy, oo X = £

oldugundanNxN / M = H € I olacaksekildeM c F(I) veV(m,n) € M igin

lim,, oo X = £

limiti vardir. Bu durumdav(m,n) € M veVm,n = n, igin

|xmn —-f|<e

olacaksekilde birn, € N sayisi vardirSimdi

A(e) = {(m,n) e NxN : |x,,, — | = ¢}

kiimesini alalim,



23

A(e) cHU[Mn ({12, ..,ny— 1}xN) U (Nx{1,2,...,ny — 1})] €1
oldugundand(e) € I dir. Bu dal — lim,, .o X, = £ Olmasini gerektirir.
Bu teoremin tersi dgru degildir. Bunu bir 6rnekle agiklayabiliriz.

Ornek 3.5.3N = U2, N; olacaksekilde N; ler N nin ayrik ayrgimi olsun. Het igin
N; sonsuz bir kimedir. Bu durumdaNxN = U2, UjZ,(N;xN;) olacak sekilde

N;xN; ler NxN nin ayrik bir aygimidir.
I = {A c NxN : baz1 p,q E NTicinA € (Nx(UilNi)) U ((U?=1 N])xN)}

dir. Bu durumda aciktir Ki, NxN nin uygun bir idealidir. YanH, N nin sonlu bir alt

kimesi olmak Gzer®&xH € I ve HxN € I dir. Simdi (m,n) € N;xN; olmak Uzere

X = (Xmn)mnen Cift indisli dizisini
Xmn = %‘l' % L] =123, ..

olarak tanimlayalim. Acikca gorultyor Kim,, ;.. X, = 0 ve dolayisiyla idealin
tanimindan dolayl I —limy, ;0 Xy = 0 dir. Simdi I — limy, 00 X = 0

olmadgini gosterelim. Kabul edelim ki
I" — limyy, 00 X = 0

olsun.m,n = 1,2, ... ve K c F(I) olacaksekilde birK = {(m,n)} kimesi alalim. Bu

durumda

limmn-owo X, =0
(mn)eK

dir. K ¢ F(I) oldugundanK = NxN / B olacaksekilde bir B € I kiimesi vardirl

idealinin tanimindan
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(Nx(UP, M) U (UL, N)xi) € B

olacaksekilde p ve q pozitif tamsayilari vardir. Bu duruma@,,;xN,,; < K ve bu

ylzden sonsuz ¢okluktan{n) € N,.1xNg,q C K igin

1 1

X. =
mn p+1 q+1

olur. Buradan da anddir ki (m,n) € K icin lim,, ;0 Xy, limiti bulunamaz. O
halde bu

I" = limyy, 00 Xmn = 0 0lmMasi ile gekiir [6].
Teorem 3.5.4(X, d) bir metrik uzay olsun.

(i) Eger X bir yigilma noktasina sahip gise kuvvetli uygun/ ideali igin I ve I*-
yakinsaklik denktir (@egerdir).

(i) Eger X bir ¢ yigilma noktasina sahip ise kuvvetli uygunideali ve x =

(Xmn)mnen Gift indisli dizisi igin

I —limy, 00 Xy = € varkenl™ — limy,, 00 Xy, YOKtur [3].
Ispat:(i) Teorem 3.5.2. dan dolagi€e X ve

I" = 1imyy, 00 X = € oOldugundal — limy;, 00 X = €
oldugunu biliyoruz. Géstermemiz gereken &€ X icin

I —1imy, 00 Xy = € Oldugundal™ — lim,, 00 X = €
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oldugudur. X bir yigilma noktasina sahip olmaandan birs > 0 sayisi vardir dyle
ki

B(§,6) ={xeX:d(x,¢§) <6} ={&}

dir. I = limy, 00 X = &

oldugundan dolayi

{(m,n) € NxN:d(x,,,, §) = 6} €1

vardir. Bu durumda

{(m,n) € NxN:d(x;n, &) < 6} ={(m,n) ENxN: x,,,,, =&} € F(I)
oldugundan dolayl* — lim,, ;o0 Xyn = €

olur ispat biter.

(i) ¢ X de bir ygilma noktasi olsun. Bil(z]-)jEN dizisi X in & den farkli tim
noktalarinin dizisi olsun. Bu durum(ﬂaj)jeN dizisi ¢ ye yakinsar yanid(z;, €)) jen

dizisi0 a yaklnsar(Ej)jEN N nin sonsuz aygimi oldysunda
A; = {(m,n) € NxN : min {m, n} € E;}
seklinde tammlanaQA]-)jEN NxN nin bir ayrsimi olur.

I = {A c NxN : 4, A; nin sonlu bilesimlerindedir }

ideali deNxN nin kuvvetli uygun bir idealidirx = (x,,,;,) Gift dizisini
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Xmn = Zj © (M,n) € A;

seklinde tanimlayalinm € N icin

& = d(zp,$)

alahm ven > 0 verilmis olsun. g, <n olacak sekilde bir v e N secelim. Bu

durumda,

A(m) ={(m,n) € NxN : d(x;pn, &) 2N} c Ay UA, U...UA, EI

oldugundanA(n) € I, dolayisiyla dd — lim,;, ,_,c0 Xp = ¢

olur. Simdi kabul edelim ki — lim,;, ;, 00 Xppn = €

olsun. Bu durumd® < F(I) veM = NxN / H olacaksekilde H € I vardir dyle ki

lim mn-oo Xmn = f
(mn)eM

dir. I idealinin tanimindan dolayi b#t€ N vardir dyle ki

HcA UAU...UA,

bulunur. FakatA,,; € NxN /H dir. A,,; in yapisindan dolayr baz, € N igin

{m,n} > n, ve(m,n) € M ile sonsuz ¢oklukté&m, n) icin

d(xmn' E) =&pp1 >0

olur. Bundan dolay{m,n) € M i¢in lim,; o Xy = &

olmasi ile gekir. (Buradal™ — lim,, ;.00 X1 = p Vardir ancakp # ¢ dir) O halde
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I* = limyy, 00 Xy limiti yoktur.

3.6. AP ve APZSarti

Tanim 3.6.1. (ARart1) I, N nin uygun bir ideali olsun. O haldeya ait ikerli ayrik
(A)neny kumelerinin her sayilabilir aileleri igid,,AB,, sonlu bir kime ve/n € N
icin B = Uy~ B, € I ve olacaksekilde! ya ait sayilabilifB,,),cy kimeleri var isé

uygun ideali AP Ozelfiini sagslar denir [25].

Bu tanim NxN nin uygun idealleri icin de benzegekildedir. Tek ve cift indisli
dizilerde I —yakinsaklik benzerdir. YarN ve NxN arasindaki birebir ve orten bazi
donGsumler yardimiyla tek indisli dizilerden c¢ift indislizilere, ayni zamand® nin
idealinden NxN nin idealine I —yakinsama ve APsartt korunur. Ancak

I* —yakinsaklik bu 6zelgi korumaz.

Tek indisli dizilerde (AP) Ozelfini sazlayan uygun idealler i¢ih ve I* —yakinsaklik
kavramlarinin denk oldiu gosterilmgtir [25]. Ancak tek indisli dizilerden farkh
olarak cift indisli dizilerde (AP) O6zellinin salanmasi I ve I* —yakinsaklk
kavramlarinin denkgi icin gereksart degildir [1]. Eger I, NxN nin AP kaulunu
sagzlayan uygun bir ideali ise herhangi = (X;;,)mnen Gift dizisi I- yakinsak isé*-

yakinsaktir.

Ornek 3.6.2NxN nin I, ideali (, ideali icin I —yakinsaklik Pringsheim anlamda
icin B; = {i}xN € I, ve (B;);eny NxN nin bir ayrgimi olsun. Eer NxN den her bir
(Bj)ien Nin yalnizca sonlu elemanini cikarirsak kalan ki@me I, a ait olmaz. Bu

durumdal, ideali APsartini sglamaz [3].

Yukaridaki ornekten de anlidacasl Uzere cift indisli dizilerinl ve I*-yakinsakIginin

denkligi icin farkl bir 6zellik (sart) vermek gerekir.
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Tanim 3.6.3. (AP3art1) I, NxN nin uygun bir ideali olsun. Bu durumdaya ait
ikiserli ayrik (Aj)jEN kumelerinin her sayilabilir aileleri i¢im;AB; € I, (yani
Vj € N igin A;AB; kimesiNxN nin satir ve sttunlarinin sonlu biielerine dahildir)
ve Vj € N igin B = UjZ; B; € I olacaksekilde I ya ait sayllabilir(Bj)jEN kiime

ailesi var isel uygun ideali AP2 6zellini sazlar denir [3].

Teorem 3.6.4(X, d) keyfi bir metrik uzay veé, NxN nin AP2sartini sglayan uygun

bir ideali olsun. Bu durumda in keyfi birx = (x;;,,)mnen Gift dizisi igin
I —1imyy, 00 Xy = & vVarisel™ —limyy, 00 Xmn = €
de vardir [3].

Teorem 3.6.5(X, d) bir metrik uzay veX en az bir ygllma noktasina sahip olsuk.

in keyfi bir ¢ift dizisix = (X;n)mneny VEV € € X iGIN

I —1imy, e Xmp = € IKeNT™ = limyy, 00 X = €

oluyorsal ideali AP2sartini sglar [3].

Teorem 3.6.6. Cift dizileri;-yakinsaklgi I* ;-yakinsaklgini gerektirir [3].
Ispat: Reel sayilarin bir cift dizist = (X,n)mnen € € R yel;-yakinsak olsun.
Ay ={(m,n) € NxN : d(x;, §) = 1}

ve

A = {(m,n) € NxN : % < dXmn€) < k—il k=23.1}
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olsun. Varsayimdan dolayik € N i¢in d,(A4,) = 0 dir. I ideal tanimindam € N

icin d,(Ul_,; Ax) =0 dir. p € N i¢in n > T,,,m > T, olacaksekilde bir T, dogal

sayisi olsun dyle ki
1 . . . . 1
mcard{(l,]) ENxN:i<mwvej<nve(ij)E€ U£=1Ak} <;

dir. Buradan acikca soyleyebiliriz (<Tp)pEN artan bir dizidir.

Cp ={(i,j) ENxN : T, < min {i,j} < Tp41}

vep € N i¢in D = Uy, D, olacaksekilde D, = C, n U}_, A, vardir. Bizd,(D) =

0 oldugunu gostermeliyizy > 0ve p € N igin% <nise(m,n) € C, igin

({12, ... m}x{1,2,..,n}) nD c ({1,2, ..., m}x{1,2, ..., n}) N UL_; Ay
dir. Bu yizden boylém,n) ler icin
#card{(i,j) ENxN:i<mwvej<nve(ij) €D} <%

olur. Boyleced, (D) = 0 oldugu goralir. Ayni zamanda > T,

»m =T, ve(m,n) ¢

D icin
1
|xmn - El < ;

vardir. Yanix,,, dizisi¢ € R yel*; — yakinsaktir. Bu durumdg ideali AP2sartini
salar. Simdi del, idealinin APsartini sglamadgini gosterelimilk oIarak(Ep)pEN
N nin 0 dogal yosunluklu alt kiimelerinin bir dizisi olsun dyle kiy_, E;, = N dir.
p €N igin Ap = E,xN alalim. Acikca goruluyor kp € N igin d,(4,) =0 dir.

(Bp)pen NxN nin alt kiimelerinin bir dizisi olsun oyle ki
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card(A,AB,) < X,

dir. Bu durumNxN nin sonlu alt kiimelerinin bﬂFp)pEN dizisi vardir dyle ki

A, / F, € B, dir. Simdi bizd, (U5, B,) # 0 oldusunu gdstermeliyiz. Orrign
d2(Uj1 By) = dz(4,/F,) = 1
olsun.vn € N vem keyfi bir dgzal sayi iginn > m olsun.vn > 0 igin

1 .. . . .. fe
Hcard{(l,]) ENxN:i<mwvej<nve(ij)€ Up=1(Ap /Fp)} >1-—n
dir. Simdi bir PyeN secelim oyle ki {1,2,..,m}cUR E, U2, E =N
oldugundan dolayi{1,2, ..., m}xN c UfglAi dir. Buradan acik bigekilde F nin
sonlu oldgu yerde
({1,2,..,m}xN) / F c U2, (A;/F)

dir. Bu yuzdervn € N icin

(1,2, ... m}x{1,2,..,n}) / F c ({1,2, .., m}x{1,2,..,n}) n (U, (4;/F))
(1,2, ..., m}x{1,2,...,n}) n (UZ,(4;/F)

dir. Ancak burad#&, n ye b&li degildir ve yeteri kadar buyuk € N igin
#card{(u,z, womix{1,2,., DN U2, (A, /F)}>1—7

esitsizligine ulginiz. Buradan da, (U, B,) = 1 ve dolayisiyladU3., B, & I, olur.

Buda bizel; idealinin APsartini sglamadgini gosterir.
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Asikar olarak cift diziler icin APsarti AP2sartindan daha kuvvetlidir. Orpia I,
idealini alirsakl, ideali AP2sartini sglar ama APsartini sglamaz. I; idealini

alirsakl,; ideali de APZartini sglar ama ARsartini sglamaz.



BOLUM 4. I —UST LIMIT VE I —ALT L IMIT

Bu boélimdel idealiyle alakall bazi genel tanimlar, drneklert@eremler verildikten

sonra,] —Ust limit vel —alt limit tanimlari ve genel sonuclari verigr.

4.1.1 —Sinirhlik, I —Limit ve I —Y1g1lma Noktasi

Tanim 4.1.11,, NxN’nin bir uygun ideali olsun. ger{(n,k) € NxN : x,;, < K} €

I, olacaksekilde bir K reel sayisi var isé€x,;) reel cift dizisil —alttan sinirli;
{(n,k) € NxN : x,;, > K} € I, olacaksekilde bir K reel sayisi var iséx,;) reel
cift dizisi I — Ustten sinirhdir denir. ger (x,,,) reel ¢ift dizisi hem alttan hem de
ustten/ —sinirh ise(x,,,) reel ¢ift dizisil —sinirhdir denir [24].

Tanim 4.1.21,, NxN'nin bir ideali olsun. erve > 0 igin

() € NxN: |xy — ¢l <&} €1,

ise ¢ sayisinax = (x,;) Gift dizisinin Pringsheim anlamda—yigilma noktasi denir
[16].

x = (xny) Gift dizisinin timI —yigiima noktalari kiimesini, (Ty) ile gOsterec@z.

Tanim 4.1.31,, NxN'nin bir 6z (nontrivial) ideali olsun. ger M ¢ I, olacaksekilde

birM ={n, <n, <-}x{k; <k, <--}c NxN ,yani,

M ={(n,k;):i,j ENn; <ngyqy,kj <kjq} ©NxN  kimesi var ise P—
limi,jﬁwxnikj = ¢ olmak Uzer€ € R noktasinax = (x,;) ¢Gift dizisinin Pringsheim

anlamda — limit noktasi denir [16].

x = (xny) Gift dizisinin timI —limit noktalari kiimesini,(A,) ile gosterecgz.
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Ornek 4.1.41 = {A c NxN : d,(A) = 0} olmak Uzere bifx,) ¢ift indisli dizisi

_ {1, n =k ise,
nk =k, diger,

seklinde tanimlansin. Bu durumdg = Pringsheim limit noktalar1 kiimesi = {1}

bulunur fakatl —limit noktasi yoktur. Yani,(A,) = @ dir [5].
Onerme 4.1.5. Cift dizinin-limiti varsa tekdir [6].

Ispat: Kabul edelim kix = (x;;) bir cift dizi, § #n igin I —limx;; =& ve I —

§-n

limx;; = n olsun.§ > n igin ¢ = = olarak alalim. Bu durumdéy — ¢, + ¢€) ve

(& — &,¢& + &) komsuluklari ikiser ikiser ayriktir.& ven, x = (x;;) dizisinin limitleri

oldugundan

A={(,j) ENxN: |x;; —¢&| =€} €l

ve

B={(i,j)ENxN: |x; —n|=e} el
yazilir. Buradan da

A ={(i,j) ENxN: |x;; —&| < e} e F()
ve

B¢ ={(i,j) € NxN: |x;; —n| < e} € F(I)

oldugu goriilir.F(I), NxN de bir filtre oldgundanA n B¢ € F(I) ve A N B¢ # @
olmali ancak (n—¢en+¢) ve (§—¢&+¢) komsuluklar ikiserli ayrik
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olduklarindanA® n B¢ = @ dir. @ ¢ F(I) oldusundan bu bir ¢egkidir. Bu nedenle

¢ = n olmak zorundadir.
Onerme 4.1.6(x;;) ve (y;;) iki Gift dizisi icin asagidaki ifadeler dgrudur.

i) Eger vneN icgin I, Nx{n}ve {n}xN formundaki tim kiUmeleri iceriyor ve

P —limx;; = ¢ limiti mevcut isel — limx;; = ¢ mevcuttur.
i) Egerl — limx;; = & vel — limy;; = n isel — lim(xl-j + yij) =&+ ndr.
iii) Egerl — limx;; = ¢ vel — limy;; = n isel — lim(xijyij) = &.n dir [25].

Ispat: i)e > 0 igin x = (x;j) Pringsheim anlamdé& ye yakinsak ise bim pozitif

dogal sayisi vardir 6yle ki, j = m icgin

|xij —¢| <&

olur. Bu durumda

A= {(i,j) € NxN : |xl-j — €| > e} c Nx{1,2,..,m—1}uU{1,2,...,m — 1}xN
olur. Bu nedenle gatarafl ya ait oldgundanA € I dir. O haldd — limx;; = & dir.
ii) e > 0iginI — limx;; = £ ve I — limy;; = n olsun. Bu durumda

A={G)j) ENaN: |x;; — ¢ =3

ve

B={(i,j) ENxN: |x;—n| =5
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kimeleril ya aittir.

C={G)eNxN: |(x;;+y)) — E+n)| = ¢}

olarak tanimlayalim. ger C € A U B oldugunu gosterirsek ideal tanimindan ispat

tamamlanir(i, j) € C igin
e< |y +yip) — E+m)| < |xi;— &+ |xi; — |

olur. |x;; — €|, |x;; — n| her ikisi de birlikte;— den az olamaz. Bu yiizden

|xi = €] 22
yada
i —n| 23

olmalidir. Bu da gosterir kii,j) ya A nin yadaB nin elemanidir. O haldg,j) €
A U B dir. Buradan d& c A U B bulunur.

iii) I —limx;; = ¢ oldugundan

A={()) ENxN: |x;; —&| =1}
kiimesil ya aittir. Bu durumda

A ={(i,j) ENxN: |x;; —&| <1} € F(I)

olur. A4 daki bazi(i, ) ler icin |x;;| < e + 1 yazabiliriz. e > 0 i¢in § > 0 segelim

&

——— olsun. Buradan
le|+|8]+1

oyle ki0 < 26 <
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B={(i,j) eENxN: |x; —&| <8}eF()
ve
C={(j)eNxN: |y; —n| <8} e F{)

kimeleri vardirF(I), NxN de bir stizge¢ oldiundanA n B n C € F(I) dir. Her bir
(i,y) EAnBnNCicin

|[xijvij — &nl = |oegjyig — xgm + xm = E.1
< |xyjllyyy —nl + Inllxi; — €]
€lel + 16 + Inlé

= (le| + 18] + 1§
<¢g

bulunur. Bu durumda

I —lim(x;;y;;) = &.n yani{(i,j) € NxN : |x;;y;; — &.n| = €} € I bulunur.
Teorem 4.1.7. (Siktirma TeoremiXx;;), (yi;) Ve (z;) Ug cift dizi olsun.K € F(I)
ve V(i,j) €K igin x;j <y;j<z; ve I—-limx;=¢ [ —limz; =¢ ise I —
Ispat:e > 0 olsun./ —limx;; = ¢ ise

A={(i,j) ENxN: |x;; —&| = e} e I dir. ] —limz;; = £ ise

A={@{,))ENxN: |z; —¢| = e} el

dir. Bu durumda
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A ={(i,j) ENxN: |x;; —&| <e} e F(I)

ve

C={(i,j))ENxN: |z; —&| <e}eF()

olur.

B¢ ={(i,j) € NxN: |y;; — | < ¢}

olarak tanimlayalim. Acikca goruluyor KA N C N K € F(I) dir. Buradan da
A°NC°NnK c B° oldugu gorulmektedir. Cunku bu kaeshdeki A¢ en kiguk
kiimedir veA¢ c B¢ dir. O halde stizgec¢ tanimindan dol&{i1 € F(I) olacaktir. Bu
durumdaB = {(i,j) € NxN : |y;; — | > &} € I olur. Bu da

I —limy;; = ¢ oldugunu gosterir.

4.2.1 —Ust Limit ve I —Alt Limit

Oncelikle sonraki tanim ve teoremler icerisinde lauhcgimiz su iki kiimeyi

tanimlayalimVvt € R icin,

M, = {(n, k) € NxN : x,,, >t}
ve

Mt = {(n, k) € NxN : x,,, <t}
olsun.

Tanim 4.2.1a) Eger,
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1. M, ¢ I, olacaksekilde birt € R var ise
I —limsup x,, =sup{t e R: M; & I,}
2. Vvt € Rigin M, € I, ise bu durumdé — limsup x,; = —oo dur.

b) Eger,
1. Mt ¢ I, olacaksekilde birt € R var ise

I —liminf x,;, = inf{t € R: M* ¢ I,} dir.
2. Vt € Ricin Mt € I, ise bu durumda — liminf x,,;, = +co dur [16].

Ornek 4.2.2. Birx = (x,,) Gift dizisi

tek ve kare

k, k
_ )2, k cift ve kare
Xnk = 1, k tekve kare degil
0 k ciftve kare degil

yada

xnkz{

olarak tanimlansin. Bu durumda = (x,;) cift dizisi Ustten sinirsizdir fakat

tek ve kare
cift ve kare
tek ve kare degil
cift ve kare degil

oL, N3

n
n
n
n

I —sinirhidir. Ayrica
{teR: M, ¢ ,}=(—oo, 1) vef{te R: M* ¢ [,} = (0,)
ve boylece

[ —limsup x,;, = 1 vel —liminfx,; =0
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olur. Diger taraftan x = (x,;) ¢ift dizisi Pringsheim anlamda —yakinsak

olmayabilir ve Pringsheim anlamda-yigilma noktalari kiimedi0,1} dir [16].

Eger I, I,(f) ise tanim 4.1.3. il — limsup x,,;, ve P — liminf x,; nin tanimlari

ortusar.

Teorem 4.2.3.1, NxN’nin kuvvetli uygun ideali olsun.(X,d) metrik uzayinda
herhangix = (x;;) ¢ift dizisi i¢in I (A,) < I,(T) dir [5].

Teorem 4.2.41, NxN'nin kuvvetli uygun (strongly admissible) idealX, d) bir
metrik uzay olmak lzere;
. L(Iy), (X,d) metrik uzayinda ki hex = (x,;) cift dizisi icin kapali bir
kiimedir.
i. (X,d) aynlabilir bir metrik uzayA,, € NxN de ayrik kiimelerin bir dizisi ve
n €N icin A, € I olsun. Bu durumda her kapah c X alt kiimesi icin

P = I, (Iy) olacaksekilde birx = (x,,;) cift dizisi vardir [5].

Teorem 4.2.5. i} — limsup x,;, = B (sonlu) olmasi icin gerek ve yetgrt Ve > 0

icin

a) {nk)ENxN: x,;, >p—¢€} el
b) {(n,k) ENxN: x,;, > +¢c}€el

olmasidir.

i) I — liminf x,,;;, = a (sonlu) olmasi icin gerek ve yetartVve > 0 icin

a) {(nk) ENxN: x, <a+e}el
b) {(n,k) ENxN: x,;, <a—¢c}€l

olmasidir [16].
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Tanim 4.1.4. den dolayi— limsup x,;, x = (x,) dizisinin Pringsheim anlamda en
blyuk I —yigilma noktasi; I — liminfx,;, da x = (x,;) dizisinin Pringsheim
anlamda en kucuk —yigilma noktasi oldgu séylenebilir. Bir sonraki teorem bu
sonucu destekler niteliktedir.

Teorem 4.2.6. Her = (x,;,) reel ¢ift dizisi igin

[ — liminf x,,; < I — limsup X,

esitsizligi sazlanir [16].

Ispat: Berx = (x,;) Cift reel dizi ise tic durum s6z konusudur.

1.Egerl — limsup x,;, = +oo ise ispat zaten aciktir.

2.Egerl — limsup x,;, = — ise birt € R vardir dyle kiM, € I ve Mt ¢ I dir.

Bu durum dd — liminf x,,;, = inf{t € Mt & I} = infR = —oo olur ve

[ — liminf x,,;, < I — limsup x,,;, s&lanir.

3. BBer—oo < [ — limsup x,,; < +oo ise bu durumda, § € R vardir dyle ki

[ — limsup x,,;, = B

dir. Bazit € Rigin B < t iseM, € I veM* ¢ I dir. Bunun anlami

I —liminfx,, =inf{teR: M* ¢} <

olmasidir. Dolayisiyla dA— liminf x,, < I — limsup x,, sglanms olur.

Teorem 4.2.7. Hex = (x,;) Gift reel dizisi igin

P —liminf x,;, < [ — liminf x,,; < I —limsup x,,; < P — limsup x,;

esitsizligi gecerlidir [16].
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Ispat: P — limsup x,; = +o durumunda ispat aciktiP — limsup x,;, = L < o
olsun. Bu durumda bazf > L olacaksekilde t" € R vardir dyle kiM, € I olur.
Ancakt' ¢ {t e R: M, & I} yani

I —limsup x,;, =sup{teR: M, ¢} <t
ve
I —limsup x,;, <L

olur. Bu da ikinci kismi dgrular. Birinci kisim igin ise ger P — liminf x,;, = —oo
ise aitsizlik acik olarak sglanir. Kabul edelim kiP — liminf x,,;;, = L > —oo olsun.
O halde bazt’ < T olacaksekilde t' € R vardir 6yle kiMt' € I olur ancakt’ ¢
{t : Mt ¢ I} dir. Bu dasu anlama gelir ki

[ —liminfx,; =sup{t e R: M* ¢ I} >t’
ve
I —limsup x,,; = T dir.

Sonug 4.2.8. ger I —limx,,;, mevcut ise 0 zaman = (x,;,) Cift dizisi I —sinirhdir
[16].

Sonug 4.2.9. ger x = (x,) Gift dizisi I —sinirl ise bul — liminfx,;, ve I —

limsup x,,; nin sinirli oldgu anlamina gelir [16].

Teorem 4.2.101, NxN'nin bir ideali olsun. Ber x = (x,x) ve y = (V) Gift
dizileri Pringsheim anlamda—sinirli iseler,

1) I —limsup (xXpx + Ynr) < I — limsup x,; + I — limsup v,

2) I —liminf (xp, + yi) = I — liminf x,, + I — liminf y,,;,

esitsizlikleri saglanir [24].
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4.3. Genel Sonugclar

Bu bolimdel —ust limit ve I —alt limit ile I —yakinsaklik arasindaki gkiler ve

genel sonuglar verilngiir.

Teorem 4.3.1. Reel bix = (x,;) ¢ift dizisinin I —yakinsak olmasi igin gerek ve

yetersart] — liminf x,;, = I — limsup x,,;, olmasidir [16].

Ispat: Oncelikle gerekli kismi ispatlayalinh.= I —limx,,, olsun. Bu durumda

Ve > 0icin

{(nk) ENxN:x,;,, >L+¢e}l€l
ve

{(n,k) eENxN:x,, <L—¢€} €I

yazilir. Bu durumda bazt > L + ¢ ve bazit’ < L — ¢ bulunur dyle kiM, € I ve

Mt € I dir. Dolayisiyla da
sup{t e R : MtGEI}SL+eveinf{tE]R: Mt $1}2L—£

sonucuna varilir. Bu sonu¢ da bize- liminf x,,;, = L = I — limsup x,;;, oldugunu

gOsterir.
Simdide yeterlilik kismini gosterelim.
e > 0vel —liminfx,;, =1 —limsup x,;, =L

olsun. Buradan da
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{(n,k) € NxN : |x,,;, — L| = €}
C{(nk) ENxN:x,, >L+ec}U{(n k)€ NxN:x, <L-—¢}

oldugundan ideal tanimi gege

{(n,k) e NxN : |x,, — L| = e} €1

olur. Sonug olarak da— limx,,; = L bulunur.

Tanim 4.3.2. Bixx = (x,,;,) ¢ift dizisi ve her bitG > 0 reel sayisi igin

{(n,k) e NxN : x,;, < G} €I

yada

{(n,k) ENxN: x,,,, = -G} €I

oluyor ise x = (x,) ¢ift dizisi o (yada — o0)’a I —yakinsaktir denir [5].

Teorem 4.3.3[, NxN’nin kuvvetli uygun ideali olsun. ger

[ —limsupx,, =p

ise 0 zaman = (x,;) Cift dizisininp’ye I —yakinsak bir alt dizisi vardir [5].

Teorem 4.3.4. ger I — liminf x,;;, = q isex = (x,,;) ¢ift dizisinin g ya Pringsheim

anlamdal —yakinsak olan bir alt dizisi vardir [5].

Teorem 4.3.5. Her I —sinirh x = (x,;) reel cift dizisi sonlu bir reel saylya

Pringsheim anlamdh—yakinsak olan bir alt diziye sahiptir [5].



BOLUM 5. BAZI I VE I* YAKINSAK C IFT INDiSLi Dizi
UZAYLARI VE BAZI TOPOLOJ iK OZELL iKLERT

5.1. Bazil —Yakinsak Cift indisli Dizi Uzaylari

Bu bélimde bazi-yakinsak reel cift indisli dizi uzaylari tanimlaa& bu uzaylar ile

ilgili bazi topolojik 6zellikler verilmstir. Burada

(Pw)2 = {x = (xnux) € 2: lIxllo = sUPyi|2xns| < o0}

(€HE =Pringsheim anlamda yakinsak cift diziler uzayi.
(chHHE =Pringsheim anlamda null cift diziler uzay!.

(CHE = Reguiler I- yakinsak cift diziler uzay:.

(CHR = Reguler I- null ¢ift diziler uzay:.

(CHEP =sinirli Pringsheim anlamdayakinsak cift diziler uzay!
(CHEP = simirli Pringsheim anlamdanull cift diziler uzay!
(CHBR = sinirli regliled - yakinsak cift diziler uzayi

(CHBR = sinirli reguled-null cift diziler uzayi

olarak gdosterilir. Bu dizi uzaylari arasinda

(CH3" = (CHE N (F)2
(€37 = (C)7 N (£)2,
(CHEF = (CNHE N ()2 Ve
(€3 = (C)E N (Boo):

bagintilar vardr.

Teorem 5.1.11, NxN nin uygun bir ideali olsun(CH?%, (CHE, (CHE, (cHE, (cHEF

ve (CHEP dizi uzaylari lineer uzaylardir [22].
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Teorem 5.1.2.(CHER, (¢)HBR, (CHEP ve (C})5P dizi uzaylan
x|l = Supn,klxnkl

normu ile birlikte normlu lineer uzaylardir [33].

Teorem 5.1.3(CHER, (C)HBR, (CHEP ve (CHEP dizi uzaylari
| (an )l = Supn,klankl

normu ile birlikte Banach uzayidirlar [22].

ispat: Kabul edelim k{4"), ()R c (1), de bir Cauchy dizisi olsun. Bu nedenle
(AY) dizisi (I,), uzayinda yakinsaktir. Yani heg N icin

lim; ., A" = A
dir.
I —lima',, = L;

olsun. Bu durumda

i) (L)), L gibi bir sayiya yakinsakir.

i) I —lima,, = L dir.
ifadelerinin dgru oldysunu gostermeliyiz.

(AY) bir Cauchy dizisi oldgundan hee > 0 igin bir n, € N sayisi vardir éyle ki tim

i,j =ngicin
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Jlai = i) < £

olur. Simdi NxN nin I idealine ait olan

E;={(nk) € NxN: |al, — L;| = 2}

ve

Ej = {(n,k) € NxN : |a,jlk - Lj| > 2}

kiimelerini alalimi, j = ny ve (n, k) € E; N E; oldusunu g6z 6ndine algimizda

|Li = L] < |akye = Li| + |a), — Lj| + |abi — af, |

olacaindan

ILi —Lj| < ¢

bulunur. Boyleceg(L;) kompleks sayilarin bir Cauchy dizisi olup yakirntsak<abul
edelim Kilim;_, L; = L olsun.n > 0 i¢in bir m, sayisi bulabiliriz oyle ki her
Jj > mgigin

L — L] < % (5.1)

olur.i — oo iken A’ - A oldugunu biliyoruz. Tim > m, igin

4t~ 4<% 52)
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olur. a’,,, dizisi L; ye I- yakinsak oldgundan her bin, k) € D icin D € I, vardir

oyle ki
|/ e — Lj] <% (5.3)

dir. Genellik kaybolmadap> m, icin tim (n,k) ¢ D ve (5.1), (5.2) ve (5.3)
esitsizliklerinden

|ank - Ll < |ank - ajnkl + |ajnk - L]| + |L] - Ll
olur. Buradan da
Iank _L|<’7

bulunur. Bu durumdda,,,), L ye I- yakinsak olur. Béylec&C’),”” bir Banach

uzay! olmy olur. Diger uzaylarda benzegekilde gosterilir.

Teorem 5.1.41,NxN nin 6z (nontrivial) ideali olsun. Bu durumd&’)5?, (£4),

normlu lineer uzayinin kapali lineer alt uzayi@y. [

Ispat: Onerme 4.1.6. dan agikca goruliyo(di)5?, (¢.), normlu lineer uzayinin
lineer alt uzayidir. Bu yiizden biz sade@)5F nin (¢,), de kapall oldgunu
gOsterelim.

xP e (CHE? (p=12,..) ve xP - x € (£,), dir. O haldex € (C")5F oldusunu
gostermeliyizx? € (C')3” oldusundanx? = (x? ) olmak lizere hep € N icin a,

reel sayisi vardir dyle ki

I —limx?,, =a, p=12,.. olur. Budurumda

a) (ap)pen dizisi bira reel sayisina yakinsar.
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b) x = (Xmn)mnen OlMak Gzerd — limx,,, = a
ifadelerini gosterirsek ispat biter. O halde

a) xP - x € ({,), oldugundan dolayi heg > 0 icin Gyle birn(¢) € N vardir dyle

ki herq = r = n(e) igin
”ﬂm_xm”<£
3

yazabiliriz.x@, x(™ € (¢"5P oldugundan
I —limx@,,, =aqa,
ve

I =1limx™ . =a,

dir. Bu nedenle

A, ={(m,n) € NxN : x,(,,f,)l —a,

<JEFD)
ve
Ay ={(m,n) € NxN : xr(,?r)l - aq| < g} eEF(D

vardir. Stzge¢ tanimindan dolayl dan A, € F(I) dir. I 6z (nontrivial) ideal
oldugundan 4, N 4, sonsuz olmak zorundadi(mg,,n,) € A, N A, secelim. O

Zaman

x )

mony — Ar

<&
3
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ve

(@ €
xmono - aq < 5

yazilabilir. Buradan da her > r > n(¢) igin

()]

MoMno

(@

Mmono

(@ ()
+ |Xmong = Xmone| + | % —a,|<e

|aq—ar| < |aq—x

bulunur. Bu durumdéa,),cy reel bir Cauchy dizisi olmwolur ve bira reel sayisina

yakinsar yani
limq_,oo a; =a
dir.

b)n > 0 olsun.x® — x oldusundan dyle big € N sayisi vardir dyle ki
@~ < 2
3
yazilir.Simdi q sayisini 0yle secgelim ki hem
@ — ] < 2
3
hem de

lag, —a| < % olsun.l — limx'% = a, oldugundan

Ay ={(m,n) € NxN: x,(,‘f,)l - aq| <g} € F(I)
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yazilir vev(m,n) € 4, igin

q q
X — al < |xmn—x,(n,3| + x,(m)l—aq| +|a; —al <7

bulunacgindan dolayd, c {(m,n) € NxN : |xq,,, —a| <7}
dir. Ideal ve stizge¢ tanimindan dolay!

{(m,n) € NxN: |x,,, —a|=n} €l

dir. Bu dal — limx,,,, = a demektir.

Teorem 5.1.51, NxN nin uygun bir ideali olsun. Bu durumd&a’5? = (£,,), ©

I, NxN maksimal uygun idealidir [6].

Ispat:<: Kabul edelim kil, NxN nin maksimal uygun ideali ve = (x;,n) € (£)
olsun. Gostermemiz gereken ige- limx,,,, € R nin var oldgudur. x = (x,,,) €
(%), oldusundan herm,n € N i¢in a < x,,, < b kosulu sa&layacak sekilde

a, b € R reel sayilari vardir dyle ki

a+b
Ay ={(m,n) € NxN:a < x,,,,, < T}

a+b
B, ={(m,n) € NxN:TS Xmn < b}

yazilabilir. Bu durumdad; U B; = NxN olur. I uygun ideal oldgundanA, ve B,
kimelerinin ikisi del ya ait olmayabilir. Bu nedenle en az hirya ait dgildir. I ya
ait olmayan kimeyiD; ve bu kimeye karik gelen araliklarin kiimesiniJ,, =

[a,, b,] olmak lUzerd, ile gbsterelim. Yani

D; ={(m,n) ENxN: x,, € ;} &1
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olsun.Simdi J,, kapah araliklarin bir dizisiniu sekilde olyturalim;
J,0J,0..0J,0... Jo=l[anby]  lim, e(ay, —b,) =0

ve

D,={(mn)€ENxN: x,, €} &l (k=12..)

yazabiliriz.¢§ € Ny, Jx vee > 0 oldugunda

M(k) = {(m,n) € NxN : |x,,, — &| < &}

kiimesini olgturabiliriz. Yeterince buylkn € N ler icin/,, = [a,,, b,,] var ve
[am, bm] © (§ — €& +€)

dir. D, ¢ I olduzundanM (¢) ¢ I dir. I maksimal ideal oldgundanNxN / M(¢) € I
dir. O halde

{(m,n) e NxN : |x,,, —&| =€} €I

olur. Bu durumdd — limx,,,, = & bulunur. O halde: = (x,,,,) € (C))5F dir. Sonug

olarak(CHEP = (£4), olur.

=: Kabul edelim kil maksimal olmasin. Lemma 3.4.2. den dolayi Wi NxN
kimesi vardir 6yle kM ¢ I veNxN / M & I dir. Simdi x = (x,,,,,) Gift dizisini

_ {1, (mn)eM
Xmn = 0, (mn)eM

seklinde tanimlayalim. Bu durumda = (x,,,) € ({»), ancakl — limx,,, limiti

yoktur. Gercekten dé € R icin yeterince kigtlk > 0 sayisi vardir dyle ki
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{(mrn) € NxN : |xmn - fl 2 g}

kimesi yaM ye veyaNxN / M ye yadaNxN ye denktir ve bu kiimelerin higbifiya

ait degildir. Bu durumda(CHEF = (£,,), isel maksimal ideal olur.

Teorem 5.1.5. sinirsiz diziler i¢cin @anmayabilir. Bunun igin ggidaki 6rnei

verelim.
Ornek 5.1.6.1, NxN nin uygun bir ideali olsunx = (x,,,) dizisini x,,, =

max (m,n), ((m,n) € NxN) olarak tanimlayalim. Bu durumda= (x,,,) dizisi I

yakinsak olmayan sinirsiz bir dizi olur [3].

Teorem 5.1.7.(C"),"%, (C'),"%, (€H,®F ve (¢,"),"" dizi uzaylar birer K-

uzaylandir [22].

Teorem 5.1.8.1,,NxN nin bir ideali olsun. (CH%,(CHE, (€., (€,H,%,

(€H,PR, (€1, ve (C,"),"F uzaylan birer dizi cebiridir [22].

Kapsamadan dolayi = (C,"),"%, (¢1),"", (€)),%® ve (C,),"" icin Z c (1), dir.

Teorem 5.1.91,, NxN nin bir ideali olsun.(c!),®%, (¢,"),*", (¢"),®" ve (C,"),""

hicbir yerde ygun olmayan(l,), uzayinin alt uzaylandir [22].

5.2.I" —Yakinsak Cift indisli Dizi Uzaylari

Bu bolimde(C')5P reel sayilarin tiini* —yakinsak sinirli cift dizilerinin kiimesi

olmak tzere bu uzayin bazi topolojik 6zelliklerrilraistir.

Acikca goruniyor ki(C')5P c (1), dir.
I kuvvetli uygun ideal oldgunda(c’)5” < (¢")5" dir.
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Eger! ideali AP2 6zellini saslarsa(C’)5? = (€1)EP dir.

Eger I maksimal olmayan kuvvetli uygun ideal i@ )5” < (¢)H5” ¢ (I.,),

Simdi de I kuvvetli uygun ideal oldgunda (C')5” nin (I,,), de ygun oldyunu

gOsterelim.

Teorem 5.2.11, NxN’nin kuvvetli uygun ideali olsun(C")5”, (1,,), de(C')5” nin

kapansi olmak Uzere(C')5P = (¢H5P dir [25].

Ispat: Teorem 3.5.2. den dolaga@’ )57 < (€HEP oldugu agiktir. Bu durumda biz
ispat icin sadecgCH5F < (C'")EP oldugunu gostermeliyiz.(l,,), de bir yuvar

d>0vez e (l,), icin
B(z,6) ={x € (lo)2 : lIx—z|l <&}

seklinde tanimlansinispat igin vy € (C)5? ve § > 0 icin bir B(y,§) yuvari

alindginda
B(y,5)n(CHEP = ¢

oldugunu gostermek yeterli olacaktifimdi I —lim,; 0 Ymn =1 ve keyfi bir

€ € (0,6) olsun. Bu durumda
A(e) ={(m,n) e NxN : |y, —Il| =€} €l
olur. x = (Xyn)mnen Gift dizisi

= e U E4E)
mn l, diger durumlarda

olarak tanimlansin. Bu durumaae (lo,),, 1" — limy, oo Xy =1 Ve x € B(y, €)

dur. Sonug olarak da(y, §) n (C'")5P # @ oldusu agiktir.



BOLUM 6. n- NORMLU UZAYLARDA TANIMLI  I-YAKINSAK
BAZI CIFT INDISLi Dizi UZAYLARI

Bu boélimde, Sawa [43] tarafindan tanimlanam-normlu uzaylarda Orlicz
fonksiyonu yardimiyla tanimlanan bazi c¢ift dizi wzau ve bu uzaylar ile ilgili

varilan genel sonuglar verildi.

6.1.n-Normlu Uzaylarda Orlicz Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanan Bazi Yeni
Cift indisli Dizi Uzaylari

Tanim 6.1.1. Cift, konveks, surekli, azalmayan,iy#iG0) = 0, x > 0 icin M(x) >
0 vex — oo igin M(x) — oo Ozelliklerine sahip biM: [0, ) — [0, ) fonksiyonuna

Orlicz fonksiyonu denir [27].

Orlicz fonksiyonunun konvekslik 6zedini M(x + y) < M(x) + M(y) ssitsizligi ile

yer deistirilirse elde edilen fonksiyona Modulus fonksiyodanir [29].

Tanim 6.1.2.V uy,u, € R icin M(”j—”Z) <2 [M(u) + M(u;)]  ssitsizligini

sglayan reel dgerli M fonksiyonuna konvekstir denir. Byitsizlik 0 < a < 1 igin
Mlau, + (1 — @)uy] < aM(uy) + (1 — a)M(u,)

esitsizliginin sgilanacg! anlamina gelir. Bugisizlige Jensensésizligi denir [23].
Tanim 6.1.3X, K cismi Gzerinde bir lineer uzay olsun. Hel € X icin

(i) g® =0
(i) gix) =g(—x)
(i) glx+y) < gx) + g(»)
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(iv) A,4€EKvex,xs€X icin n—>o iken A,—>1, ve n—-o iken

g(x,, — x9) = 0 olmasin —» o iken g(1,x, — 1yx,) — 0 dir.
sartlarini sglayan g:X - R fonksiyonuna bir paranorm(X, g) ikilisine de
paranormlu uzay denir.3r g(x) = 0 iken x = 8 oluyorsag ye total paranorm

denir [28].

Tanim 6.1.4n € N ve n <d olmak UzereX, d boyutlu bir vektér uzay! olsun.

., ., ] : XxXx ...xX — R fonksiyonu

(1) llxg, x5, o, Xl = 0 © x4, X5, ..., X, lineer bgimli
(i) |lx1, %3, ..., x, || permitasyon altinda giemez
(i) |axq, x2, oo, X || = la|l|x1, X2, o, X0 |, @ € R

W)lx1 + v, %2, o, Xl < Nlx1, 22, s X0 [l 4 Ly, X2, o0, 25l

Ozelliklerini saghyorsall., ...,.|| fonksiyonunan-norm, (X, ||., ...,.||) ikilisine den-

normlu uzay denir [14].

Sonug 6.1.5. Hen-normlu uzay ayni zamanda tiim= 1,2, ...,n — 1 i¢in (n —r)-

normlu uzaydir [15].

Tanim 6.1.6. Herhangi-normlu (X, ||., ..., . ||) uzayinda birc = (x;) dizisi verilsin.

VX1, X5, ., X—1 € X ICIN

limk_m”xl,xz, e X1, X — XH =0

olacaksekildex € X varsax = (x;,) dizisix € X noktasina yakinsaktir denir [15].

Tanim 6.1.7. Herhangi-normlu (X, ||., ..., . ||) uzayinda birc = (x;) dizisi verilsin.

Egervxy, x, ..., X1 € X igin

limk,l—mo”xlrxz: e Xp—1, X — x| =0
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oluyorsax = (x;) dizisin-normlu (X, ||., ...,.|]) uzayinda bir Cauchy dizisidir denir
[47].
X, I, .-, -1I) herhangi birn-normlu uzay olsun v8" (n — X) ile deX dezerlikli gift

dizi uzayini gosterelim. sikardir ki S"”"(n — X) ¢ift dizi uzay toplama ve skaler ile

carpim altinda bir lineer uzaydir.

Tanim 6.1.8.M bir Orlicz fonksiyonu ve(X, ||, ...,.||) herhangin-normlu uzay
olsun. Ek olarakp = (py,;) pozitif reel sayilarin sinirl bir dizisi olsunuBlurumda
n-normlu uzayda Orlicz fonksiyonu yardimiyla yenr Rift dizi uzayini aagidaki

sekilde tanimlayalimp > 0 veVz,, z,, ..., Z,_1 € X igin

Dk,
< )

UMy, 1) = fx €87 (0= X): 202, [M (||%,zl,zz, ooz )]
[43].

Simdi sonraki tanim ve genel sonuclarda kullanilatez! gitsizlikleri verelim.

p = (py,) pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi olsun ve

0 < Pr; < SUpg; Px; = H veD = max {1,271}

oldugunda

|, + bk,l|pk'l = D(lak,llpk'l + |bk,z|pk'l)

yazilabilir [41].

Teorem 6.1.91" (M, p, ||., ..., .|) dizi uzayi lineer bir uzaydir [43].

Ispat: Kabul edelim ki,y € I (M, p,|l., ...,.|]) vea, B € C olsun. Bu durumda bazi

p; > 01icin
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2 [M (220202 <
ve bazip, > 0 igin
§i0=01,1 [M (”%'21'22' ---,Zn_1||)]pk'l < oo
yazilr.||., ...,. ||, X Uzerinden-norm veM bir Orlicz fonksiyonu oldgundan

2 [
kl=1,1

ax; + Bk,
max(|a|py, |Blp2)’

Z1, 22y ey Zn_1

<D Z _ lal M( Xl Z,Z z >_pk'l
—_ T - . 11 T 141,42, 40—
Kisia alps + |Blp, P1 ]
% 1Pk,
+D Z LM( m,zl,ZZ,...,Zn_l )
= alps + |Blp2 P2 ]

olur. Bu durumda

H H
F = max{l,(lalpllf:mpz) '(|a|p1|f:ﬁ|92) }

alindginda
- axy,; + B Pkl
[M(’ k.l Vi, 7 7 2 )]
VL1 4Ly -1
max(|a|pq,
W= (lalps, [Blp2)
00,00
i Xj 1 1Pk,
SDF Z M(|_,!Z]_!ZZ!"”ZTL—1 )
Kl=1,1 P1
00,00
i Yk,,l 1Pk,
+DF z M _'21'22""'Z7'l—1 ) < 0
kl=11 P2

olur ve ispat tamamlanir.
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Teorem 6.1.10l" (M, p, ., ...,.||) uzayrg:l" (M, p, |l., ...,.|]) = R seklinde tanimli
0< pk'l < Supk’l pk,l = H, M* = maX{]., H} I(;In

1

_ Pkl Pk,I\M*
g(x) =inf{pH :(Z,fi(:l_l [M (”%,21,22, ---;Zn—1||)] ) <@

donisumu ile bir paranormlu uzaydir [43].

Ispat: Dongiim paranorm olma oOzelliklerini g@mmalidir. (i) g(8) =0 ve (ii)

g(—x) = g(x) oldugu asikardir.

(i) xx 1, yi1 €U"(M,p, |l., ...,. 1) olsun. Herhangp,, p, > 0 sayilari vardir dyleki

Pk,
00,00 Xkl d
Zk,l=1,1 [M (||ZPZ]JZZP ---:Zn—1||)] <

ve

Pk,
00,00 Y1l ’
Dkie11 [M (” Py 21, Z2, ---on—lll)] <o

yazilabilir. Orlicz fonksiyonunun ve-norm’un dzelliklerinden

X+
M( k’l—yk'l,Zl,Zz,...,Zn_l )
p1+ P2
Xk,1 Yk,
SM( ——,Z1,Z2, ey Zp—1 || T ——,Z1, 22, ey Zp_1 )
p1+ P2 " p1+ P2 "
X
< Pr M(ﬂ,zl,zz,...,znﬂ)
p1+ P2 P1
+ P2 M( m,zl,zz,...,znﬂ)
p1+ P2 P2

olur. Buradan
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. Pkl \ X1 + Vi Pier\M"
g(x + }’) = inf (pl + pZ) H Z [M< — 0 21,22,y Zpq )]
L= p1+ P2
1N
00,00 M*
. Pkl XK1 Pk,
<inf<p; H :( z [M( —=,Z1,Z9, <) Zn_1 )] ) r
\ k1=1,1 P1
O0,00 1*\
Pk, Pk,
+inf{p, H: Z [M( m,zl,zz,. ) Zn-1 )] >
ki1=1,1 P2
\ o J

yazilabilir. Bu da
glx+y) <gx)+91)
demektir.

(iv) A > 0ven - o ikeng(x™ — x) = 0 olsun.

Pkl 1

90 = inf}(2) T (50 [M (2 21,2 e ) ) <

olur. Buradan da — oo iken g(1x™) — 0 oldugu anlaihr.

Teorem 6.1.11. Herk ve [ igin 0 <pg; <qy; <o ise I"(M,p,|.,..,.|I) €
l'"M,aq,ll.,...,. 1D [43].

Ispat: Berx € I”(M,p, ||, ...,.||) ise

Pk,
00,00 Xkl d
Zk,l=1,1 [M (||71211221 ---;Zn—1||)] < ©

olacaksekildep > 0 sayisi vardir. Bu d& vel nin yeterince buyuk gerleri igin
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Xk,
M(||T,Z1,Z2, ""ZTl—1||) < 1

olmasi demektirM Orlicz fonksiyonu azalmayan olgundan dolayi

00,00 00,00
X1 Akl Xi 1 Pk,

Z [M( 7,21,22, vy Zn—1 )] < Z [M( 7,21,22, vy Zn—1 )] < o0

kl1=1,1 kl1=1,1

olmasi demektir. Bu da bizee "' (M, q, ||., ..., . ||) oldugunu gdsterir.

Sonug 6.1.12. (i) ger 0<p,; <1 ise her k1l icin I"(M,p,[l.,...,.1) €
Ul D

(i) Egerpy, = 1ise herk, Licin I" (M, ||., ...,.|I) € "M, p, ||, ...,. 1) [43].

Teorem 6.1.13M, ve M, Orlicz fonksiyonlari icin

UMyp |l s DN UMy, p, Iy ey D) € 1" (My + Mo, - o, D

dir [43].

Ispat: Orlicz fonksiyonunun ve-norm’un ézellginden

Xk Pkl
[(Ml +M2)( 7’21’22""’ZTL—1 )]
X1 Xkl Pl
- [Ml ( 7,21, Zz, ...,Zn_l ) + MZ ( 7,Z1,Z2, ""Z‘l’l—l )]
X1 Dkl
S D [Ml ( 7,Z1,Z2, ""Z‘l’l—l )]

Ziel Z1,Z Z
141y 4D) vy dén—-1
p

I

+D[M2<
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yazabiliriz. x e l'"(My,p,|l., ... D NnI"(My,p,|l.,...,.|[) olsun.  yukaridaki
esitsizligi k,l = 0,0 danco, o a kadar toplarsak € I (M, + M,,p, ||., ...,.||) olur.

Tanim 6.1.14.X herhangi bir dizi uzayi olsun.ger (x,) € X ve Vk € N ic¢in
|a,| < 1 olacaksekilde skaler bir(a,) dizisi verildiginde (a;x;) € X oluyorsaX
dizi uzayina solid uzay denir [42].

Teorem 6.1.15" (M, p, ., ...,. ||) solid uzaydir [43].

Ispatx,; € I'"(M,p, ||, ..., ) olsun. Yani

Pk,
00,00 Xkl ’
Zk,l:l,l [M (|| p Z]JZZP ey Zn—l ||)] < ©

dur. Timk, [ € N igin |a; ;| < 1 olacaksekilde skalerlerin bia, ;) dizisini alalim,

Orlicz fonksiyonunun vee-norm’un 6zellginden

X [u(l "< 3 [

esitsizligini yazabiliriz. Bu da ispatl tamamlar.

Ak 1 Xk 1 Xkl

yZ1) Z2y s Znq

I

121,29, vy Zpn—q



BOLUM 7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde; cift indisli dizi uzaylarinda ideal yakak kavrami caildi ve son
bolumde bazm —normlu dizi uzaylarinda ideal yakinsaklik incelegstmi Orijinal
calsma olarak gagidaki dizi uzaylar tanimlanarak, bazi topolojik etikleri

calisilabilir.

Tanim 7.1.60 = (k,) r = 0,1,2, ... pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsuk, = 0
olmak Uzerer - o icin h, = k, — k,_; = o ise 8 = (k,) dizisine lacunary dizisi
denir . 68 = (k,) lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar= (k,_4, k,] ile,
% orani dag,. ile gosterilir.

Tanim 7.2. Reel sayilarin bir= (x; ;) Gift dizisi igin

. 1 om+p-1n+qg-1 _
P - llmp,q_)oo supm,nzoﬁ k=m I=n |Xk,l - L| =0

isex = (xy,) Gift dizisi L sayisina hemen hemPryakinsaktir denir.
Hemen hemeR- yakinsak dizi uzayji¢?] ile gosterilir.
Tanim 7.3k, vel; pozitif tamsayilarin artan iki lacunary dizisi ainizerek, = 0,

r—oo ikenh, =k, —k,_; >0 vel,=0,s— o iken hy = I, — l,_; = oo igin

kys = ks, hys = h-hy ve 6,.¢={(k,l)} dizisine ift lacunary dizisi denir.

Buradal,,s = {(k, [): ks < k <k, li_y <L <I}veq, ==, g =—d.

r—1 s—1
Tanim 7.4.M Orlicz fonksiyonu,S” (2 — X) ise 2-normlu uzay derli cift dizilerin
kiimesi vep = (py,;) pozitif reel sayilarin bir ¢ift dizisi olsun. Bwtumda yeni bazi

cift dizi uzaylarisu sekilde tanimlanir: hex € X icin
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x = (X, ): P — lim, ¢ isZk,leIm”xmm,Hn - L'Z” = 0}

m ve n ye gore diizgiin, bazi L ve her z € X i¢in

[ACo, 1., 1I] = {

x = (xp): P —lim, ¢ izk,lelrs”xk+m,l+n'z|l = 0}

m ve n ye gore diizgiin ve her z € X i¢in

[ACo, 11, 1I] = {

[ACo, M, p,1.,.1]] =

_ _ . 1 Xk+ml+n—L Phl _
{X = (Xg,): P — lim, 5 EZk,lezr,s [M (” P 'Z”)] =0

m ve n ye gore diizgiin, bazi p > 0 ve L ve her z € X i¢in

[ACBT,S!M' b, ”: . ”]0 =

. 1 Xk+m,l+n Pkl
{x = (Xp,p: P — lim,. 5 EZI{,IGIT,S [M( “’%Z”)] = 0}
m ve n ye gore diizgiin, bazi p > 0 ve her z € X i¢cin

Eger bu uzaylar icerisindeM(x) =x ve tim k,l icin p,, =1 alinirsa

[ACo, . M, p, I, II] = [ACs, , II.,. 1] ve[ACy, . M,p,|I... ||]0 = [ACq, ... ||]O olur.

Teorem 7.6M, Orlicz fonksiyonup = (py,;) pozitif reel sayilarin ayrilabilir bir ¢ift
dizisi olmak uzere[ACo ,M,p,l.,.I] ve [ACy, ., M,p, ... II]0 uzaylari lineer

uzaylardir.
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