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OZET

Anahtar kelimeler: Hiperbolik denklem, ¢dzUmuin pathsi, dizgin kararllk,
asimtotik davrar

Bu tez 6 bolimden ofmaktadir.

Birinci bélimde hiperbolik denklemin ¢ézimin davgamdan bahsedilerek teze
giris yapiimstir.

Ikinci bolimde tezde kullanilan temel tanim, teorensitsizlikler verilmistir.

Ucuinctl ve dorduncu bolumde iki farkli dalga denkil@m asimtotik davras
incelenmgtir.

Besinci boélimde ele alinan hiperbolik denklemin ¢ozinindi dizgin kararlg
incelenmgtir.

Altinci bolimde ele alinan hiperbolik denklemin go®intn patlamasi incelengtir.
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BEHAVIOUR OF SOLUTION FOR HYPERBOLIC PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION

SUMMARY

Key Words: Hyperbolic equation, Blow-up of solutjoiuniform stabilization,
Asymptotic behavior

This thesis is consist of six chapters.

In the first chapter, it is mentioned about behawiosolution for hyperbolic equation
and there is introduction to the thesis.

In the second chapter, main definitions, theorentsinequalities used in the thesis
are given.

In the third and forth chapter, it is concernedhwasymptotic behavior to two
different wave equations.

In the fifth chapter, it is concerned with unifostabilization to hyperbolic equation.

In the sixth chapter,it is concerned with blow-dsolution to hyperbolic equation.
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BOLUM 1. GIRIiS

Adi Turevli Diferansiyel Denklemler ve Kismi TurevDiferansiyel Denklemler
yardimiyla gercek hayatta kaestigimiz bircok problemin  modellemesi
yapilabilmektedir. Bahsedilen bu problemlerin buygdgunlugu; bata fizik, kimya
ve biyolojiden olmakla birlikte tiptan ekonomiyerhen hemen her bilim dalindan
gelebilmektedir. Problemlere kartk gelen bu diferansiyel denklemlerin ¢ézumleri
maalesef her zaman tam olarak bulunamayabilir. aHatbzimi bilinenler,
bilinmeyenlere kiyasla ¢ok kic¢uk bir gruptur. Burwinda nimerik yontemlerle en
azindan yaklgk bir ¢c6zim elde etmeye ya da ¢ézimin yapisi|gai ibilgiler
ediniimeye cakilir. CozuUmun yapisi agarilirken, ise ilk 6nce bu problemin
¢O6zUmUunin vargl ve ¢6zum varsager ¢ozimin tek olup olmagl aratirilarak
baslanir. Tahmin edilebilegg tUzere bu sorulara cevap bulmadsa bglamak bazen
zaman kaybindan 6teye gitmeyecek hiragtan baka bir sey desildir. Ozellikle
¢bzumun var olmagi bir durum g6z 6nune alinirsa, bir probleme ilarak ¢6zim
aramagine girismenin ne kadar anlamsiz olgcanlailabilir. CozUmunin var§ ve
tek oldigu kanitlanmy bir problem hakkinda daha fazla bilgiye sahip olinéyaci
hissedilir.Iste asimptotik davragibir diferansiyel denklemin ¢éziimiiniin sonlu veya
sonsuz bir zamanda davrgrhakkinda, her ne kadar ¢6zim tam olarak bilinnuese

bilgi verir.

Denklemin davrasi ile ilgili en basit haliyle f (t)=t*>+t*>+3 fonksiyonu ele

alinsin. Burada t ¢ok biiyuk gerler alirken;t®, f(t) 'nin davrangini t* ve 3 ‘e

gbre daha cok etkiler ve hatta bu iki terim. o ‘a giderken 6nemsiz kalir.

Batin bu arstirmalarin gercek hayatta kaesilan problemlerde faydasi; orgia,
bir bélgede bulunan nifusun artveya azaki  belirlenmg kosullar altinda sonlu
veya uzun zaman davranile belirlenebilir. Kimyasal bir deney sonucuaya ¢ikan



ve ¢O6zumu bilinen yontemlerle belirlenemeyen binidemin ¢6zimin davrag

yardimiyla deneyin sonuclari hakkinda bilgi salilbinabilir.

Yukarida verilen 6rnekleri galtmak mimkindur. Orneklerden de arlkcas Uzere
oldukca ilgi ceken ve hayatla @@ zaman bire-bir Ortigbilen bu diferansiyel
denklemlerin ¢6zumlerinin davrani konusu hakkinda camalar 1960 yillarin

basindan ginimuze kadar gelen devam etmektedir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM, TEOREM VE E SIiTSIZLIKLER

Tanim 2.1.

QO R" bir bolge vep pozitif bir reel sayi olsunQ tzerinde tanimlanmi

J‘u(x)‘pdx@o

kosulunu sglayan, dlculebiliru fonksiyonlar sinifinal, (Q) uzayi denir.

1< p<oo igin Uzerindeki norm,

o =[ fu) dx}l

seklinde tanimlanir.

p=2icin L,(Q) Hilbert uzayidir ve tizerindeki i¢ ¢arpim,
= J.u(x)v(x)dx, Ou,vOL,(Q)
Q

biciminde tanimlanir.

Esitsizlik 2.1. (HOlder ssitsizli gi)

1< p,g<o ve 1+£:1 olsun. Bu durumda
q

ulL,(Q), vOL,(Q) ise
_ﬂu (X)V(X)‘dX = ”u”Lp(Q) ||V||Lq(Q)
Q

esitsizligi saglanir. Hatta daha genel olarak

<11 Jo o) dx};’ Xyt

Jillui (x)dx




esitsizligi saglanir.

Esitsizlik 2.2. (Poincare-Friedrichs aitsizli gi)
Q O R" sinirli bir bélge olsun.

c=c(Q) >0 olmak tizere DuOW; (Q) igin

e

Jull,. =<cfu
p(Q)

olacaksekilde c=c(p,n)>0 sabiti vardir. Burada = P g,

n-p

Esitsizlik 2.3. (Gronwall esitsizli gi)(integral formu)

uvev fonksiyonlarl[o,t] aralginda surekli ve negatif olmayan fonksiyonlar ve c

negatif olmayan bir sayi olsungér
u(t)sc+ IIu(s)v(s) ds, tO[0,T]

0
ise bu durumda
u(t) < cexp{ ]v(s) ds}

0

esitsizligi saglanir.
Teorem 2.1. {ntegral i¢in Ortalama Deger Teoremi)

f(t) ve h(t) fonksiyonlarinin[a,b] kapali aragginda surekli veh(t)’nin bu

aralikta garet dgistirmedigini varsayallm. O zaman a ile b arasinda bir assay

vardir dyle ki;



BOLUM 3. DIiSPERIV VE DIiSiPATiIV TERIMLI IV.
MERTEBEN  DALGA  DENKLEM iNiN  COZUMUNUN
ASIMTOT iK DAVRANI Sl

3.1.Giris ve Probleminifadesi

Lineer olmayan elastik gubuklarda, dikey gergingdatienklemlerinin yayilimi ve
lineer olmayan iyon akustik ve uzay iletim dalgalaratirilirken temel ifadesi

u, —Au-Au, seklinde lineer olmayan denklemler ve farkli lineémayan terimler

elde edilmgtir.

Asagidaki problem ile ilgili ilk ¢alsmalardan biri Shang Yadong tarafindan Acta
Mathematicae Applicatae Sinica dergisindeki “ bditboundary value problem of

equationu, —Au-Au, -Au, = f (u) “isimli makalede ele alinrgir.

U, —Au-Au, -Au, = f (u) xO0Q ,t> 0 (3.1)
u(x,0)=u,(x), u (x,0=u,(x) xOQ (3.2)
u|oQ =0 (B.3

n=1,2,3i¢in f OC*, f'(u)ustten sinirli olsun.

4
n-2

(HO) n=2 igin 0< p<wiken|f'(u)|< Alu/’ +B; n=3igin 0< p<

u (x)OH?(Q)NH:(Q) (i=0,1) oldugunu varsayalim.

Bu durumda (3.1)-(3.3) probleminin herhangi bir Oicin



uow?* (O,T;H 2(Q)N Hol(Q)) olacaksekilde

bir tek u(x,t) ¢oztimii vardir. Buradd, B, p pozitif sabitlerdir.

Liu Yacheng ve Li Xiaoyuan Journal of Natural $we of Heilongjiang University
dergisinde 2004 yilinda vyayinlanan “ Some remarka the equation

u, —Au-Au, -Au, = f (u) “ calismalarinda (3.1)-(3.3) problemini bu sefer=1

seklinde ele alarak ¢camislar ve gagidaki sonucu elde etgier.

nz1icin f OC', f'(u)ustten sinirli olsun.

4

(H1) n=2 igin 0< p<wiken|f'(u)|< Aju’+B; n23 igin 0< p< —

u (x)OH?(Q)NH:(Q) (i=0,1) oldugunu varsayalim.
Bu durumda (3.1)-(3.3) probleminin herhangiBir Oicin
uow?* (O,T;H 2(Q)N Hol(Q)) olacaksekilde

bir tek u(x,t) ¢oztimii vardir. Buradd, B, p pozitif sabitlerdir.

Her iki calsmada da elde edilen (HO) ve (H1) sonuclarina bakrda (H1) in (HO)
a gore daha kapsamli bir sonug¢ @dworulebilir.

Bu bolimin amaci (3.1)-(3.3) probleminin ¢dziminéasimtotik davramini

incelemektir.

Teorem 3.1.

OuOR ve f(u) igin uf (u)<F(u)<0 kosulunun sglandgini varsayalim ve

buradaF (u) = jf (s)ds dir. Bu durumda (3.1)-(3.3) probleminin ¢ozumiinic
0

E(t)<CE(0)e™, 05 two (3.4)



dir. Burada

E(1) =S Julf +3I0uf + J[Fu - F (u)ex ve 4, c> 0 dr.
Q

Ispat

u(x,t), (3.1)-(3.3) probleminin herhangi bir ¢ozimu ols(®1), u, ile ¢arpilip,Q

Uzerinde integre edilirse,

I uu, dx — j u,Audx — j u,Au,dx - jutAundx: I u, f (u)dx (3.5)
Q Q Q Q Q

elde edilir. (3.5) gtli ginin sol tarafindaki integralleri hesaplayalim. Bugore ilk

integral,

_1d 2 1d 2
é[utundx—iaéﬂud dx—Ea”ut”

seklinde yazilabilir. Dger integraller ise kismi integrasyon yardlmlyl%Q =0 ile

asagidaki sekilde hesaplanabilirler.

N

d 2 1d
—éfutAudx: ~u0u|, +§'2|.DutDudx: EéﬂDu| dxzaa”Du”2

—jutAutdx =-u0u],, + J'DutDutdx = 0w’
Q Q

1d
_IutAundX: _utDun|aQ + J.Dutljuttd :EE”DUtHZ
Q Q

(3.5) sitli ginin sg8 tarafindaki ifade de is€ (u) = | f (s)ds ile

OCt¢



qutf (u)dx = j%l]f (s)dsdx:%QIF (u)ax

Q 0

seklinde yazilabilir. Bu durumda (3.5),
S A+ 10"+ Hou - [ o+ =0 @9)
olarak yazilabilir. Burada

E (1) =2l + Z|0ul + 5] ou* - [F (e)ax (3.7)

dir. (3.7) kullanilarak (3.6) denklemi

d
aE(t)+||Dut||2 =0 (3.8)

seklinde yazilabilir.d >0 olmak lizere (3.8) denkleng" ile carpilirsa,

d d
a(ed‘E(t)) =e” E(E(t)) +0e™E(t) yardimiyla

S(eE ) +e* [ouf = o E () (3.9)

ve bu ifade de 0 ‘dab’ye integre edilirse,
t t

¢E(t)+ [¢” |Ou,|" dr = E(0)+5 [¢"E(r)dr (3.10)
0 0

elde edilir. (3.10) gtli gindeki sg taraftaki integral (3.7) yardimiyla

o sl 1 1
E(1)+ [e [Tu*dr =E(0)+ 3¢’ {;nqu+5||mu||2+—2||mu,n2— JF<u>dx}dr



seklinde yazilabilir. Bu gtlik de

t
)+ o [ou [ dr =(0) 6 e Gl +3J0u  Jor
0

+5I (|Du|| jF dx]d (3.11)

seklinde tekrar yazilabilir. (3.11)s#li ginde sg tarafta ikinci integralde bulunan

%”Du”2 - IF (u)dx ifadesini dizenleyelim. Buna géué (u) < F (u) ile
Q

—||D I —jF dx<—||Du|| juf (3.12)

seklinde yazilabilir.u, —Au-Au, -Au, = f (u)  yardimiyla (3.12) gtsizliginin sa

tarafi igin

1 2 1 2

E||Du|| —IF (u)dxsE”Du” —Iu(un—Au—Aut—Autt)dx
Q Q

- %”Du”2 = (u,u )+ (u,8u) +(u,Au, ) +(u,Au, ) (3.13)

elde edilir.Simdi (3.13) un s tarafini diizenleyelim(u,Au), (u,Au,) ve (u,Au,)

integrallerine kismi integrasyon uygulanuui% =0 ile

(u,Au) = juAudx:uDu| —_|.|Du|2dx:—||Du||2
Q Q

0Q

_ _ _1d 2 1d 2
(u,Au,) = é[uAutdx— udu,,, —é[DuDutdx— —Eaéﬂﬂq dx = —Ea”Du”
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(u,Auy) :JuAundx:uDunLQ —QjDuDundx: ~(Ou,0Ou,)
olarak elde edilirler. Bunlar (3.13) de yerine yaga,
310 = JF (u)oxs 10 (o) [P - 5410 () @14

elde edilir. (3.14) den

1 2 1 2 1d 2
§||Du|| —é[F(u)dxs—EHDu” —(u,utt)—(Du,Dun)——Za”Du” (3.15)

elde edilir. (3.15) gtsizliginin sg tarafinda bulunan—%”Du”2 <0 oldusundan bu

terimin ihmal edilmesi @tsizligin yonina dgistirmeyecginden,
Liouf - [F (u)dx<=(u,u )—(Du,Dun)—li”Du”2 (3.16)
2 K ! 2 dt

yazilabilir. O halde (3.11)s#li gindeki bulunan 5.[ [ |Du|| IF(u)dxj

terimi icin
t t
0 Q 0

elde edilmg olur. Kismi integrasyon yardimiyla (3.17) ningserafinda bulunan

t
terimler diizenlenirse ilk olarakjear (u,u,,)dr terimi igin

t t
P4 = _ |0 d _ 2
Je (w, i == e { ) -fu | for

0 0
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t 5 d
:—Jefm r+I v, || dr

yazilabilir. u(x,0) =u, (x), u, (x,0 =u,(x) ile

t

~[e" (u,u, )dr=-¢" (u,u,)

0

r+_[ I, || dr

t
=—€" (U,u) +(up,u) + 3 [ (u,u, ) dr + J‘e‘” Ju, | dr (3.18)
0 0

elde edilir. (3.18) in gatarafina Cauchysésizligi uygulanirsa,

t

[ (uu, )dr s e (Juf +Jul?)+ Sl +ul) + 5[ (el *# )z

0

t
+[e’|u, | dr (3.19)
0

t
olur. (3.17) eitsizliginin sgs tarafinda bulunan ikinci terimje"r (Du,Du,,)dr icin

kismi integrasyon uygulanirsa(x,0) =u, (x), u,(x,0 =u,(x) ile

t

d 2
e” (Ou,0 = (Ou,O O
- [ (Ou,0u, )dr = j {dt u,0u, )~ u,||}dr

0

je —(DOu,0Ou,) dr+j " |Ou, || dr

=-e” (Ou,

"(Ou,0Ou,) dr+j O, || dr

ve buradan da
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t t
—Iedr (Ou,0u,, )dr =-€” (Ou,0Ou, ) +(0u,, Ou,) +Jje5f (Ou,0u, )dr
0

0

t
+[e|0u, | dr (3.20)
0

elde edilir. (3.20) gtli ginin s& tarafina Cauchysésizligi uygulanirsa

t t
- e (00, )or < 5 (| +ou ) (10l [} + 50 e (joul*|ou | ar

0

t
+[e |Ou [ dr (3.21)
0

t
olur. (3.17) eitsizliginin sas tarafinda bulunan Ggincii terim% Iedrdi||Du||2dr
T
0

icin kismi integrasyon uygulanirsa(x,0) = u, (x) oldugundan

1' d
-3 [ I dr == Ze Joul o + e5f||mu|| dr (3.2

0

elde edilir. (3.22) gtsizliginin s& tarafinda bulunan— ||Du|| <0 oldugundan

bu terimin ihmal edilmesisgsizligin yoninu dgistirmeyeceginden,

t

I
N~
O'—.

T d 2 1 2 dt T 2
e’ E||Du|| drs-2||Duo|| +_20je" |ou|* dr (3.23)

olur. Buradan (3.17)sésizligi

bl 2 o) 2 2\ O 2 2
ofe ol - JFofor s S o ) Sl +hu)
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2t

0% 5 . o o
# [ (I + ) r . o Ju oz -+ e (JEul 0w ) 510w+ Jou

0

0

5 ! St 2 2 ! S5t 2 5 2 52t St 2
+ - e ([0l +|0u ) dr + fe [Ou, [ dr + 2 0w |+ e ouf*ar - (3.24)
0 0
seklinde yeniden yazilabilir. (3.24}iesizliginin (3.11) de yerine yazilmasiyla

t t
&E(t)+ [ |Ou, | dr < E(0)+ 5 e (%”ur”z +—;||Du,||2]dr

0 0
1o} 1o} 1 ! T ' T
g (b)) 5 [ (1™ fu e o e ol e
5 ) 1o
+e (||DU||2+||Dut||2)+§(||Duo||2+||DU1||Z)+—2520f95 (Jlou]*+ou )z

t t
+5[e” ||Dur||2dr+g||Duo||2+%52 e |ouar (3.25)
0 0

elde edilir. (3.25) gtsizliginin S tarafindaki terimler

%||ut||2 +%||Du||2 +—;||Dut||2 <E(t) yardimiyla, benzer terimler bir araya toplanarak

C,.C,,C, pozitif sabitler olmak tizere derlendirilirse ilk olarak,

E(O)+g(||uo||2+||u1||2+2||Du0||2+||Du]j|2) terimleri icin Poincare gisizligi

yardimiyla

o o
£(0) +-5 (Juol +u” + 2[ug* [ *) < E(Q)+ 5 (i (2 Ao [oud *+|ou )

yazlabillr. Buradan dau[* +2|0uq|f +0uj|* < E(0) yardimiyla

J
E(0) + 2 Juol” 200" + [ < CE () (3.26)
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elde edilir. ikinci olarak ge‘“(”unz+||u[||2+||Du||2+||Dut||2) terimleri Poincare

esitsizligi yardimiyla

1) 1)

S (Jul” [+ [oul o) < S e (Ju*+ (14 40) [Pu*+ [ou ] ) < C.oeE (1)
yazilabilir. Buradan da

1)
S (Julf + o+ 0w ) s c e 1) (3.27)

t
elde edilir. Uglinc OIarakgdj'e‘” (||Du,||2+||u,||2)dr terimleri Poincare stsizligi
0

yardimiyla

3

t
256[6& (”DUTHZ +||Ur||2)dr < >

t
(A +1) 3 [¢" |Ou | *dr (3.28)
0
t
yazilabilir. Son olarak da%dzje&(”unz+||ur||2+2||Du||2+||Dur||2)dr terimleri
0
Poincare gtsizligi yardimiyla
1 o' s o2 2 2 2 1, s 2 2 2
>0 e (Julf +Ju " + 2] 0] +0u, ) dr <5 8% [e (Ju, |+ (2+ A) 0wl *+[Ou, | )z
0 0
yazilabilir. Buradan da
t t
%52 [ (JulF +Ju. I+ )00 +|Ou,|?)dr < C,8° [e"E(7) dr (3.29)
0 0

elde edilir. (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) daumanlarin (3.25) gtsizliginde yerine

yazilmasiyla
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3

ot
1
j |Ou,|* dr < C,E(0) + C,oe”E(t) + S(A+1) 5] |Ou,[*dr

t

+C,0° [¢"E(r)dr (3.30)
0

elde edilir. (3.30) gtsizliginin her iki tarafi da 2 ile carpilirsa,

26" E(t +zj 10w, | dr < 2C,E(0)+ T,0e"E(t) + s(h;laj "|Ou, Fdz

t
+2C,0° jef”E(r)dr (3.31)
0

t
(3.31) in sg tarafinda buluna2C,5e™E(t) ve 3(4, +1)5.[e"’ ||Du,||2dr terimlerinin
0

sol tarafa atilmasiyla

(2-2c0)e™E(t) +(2- A, + 9 9) ;jef’f |0, | dr < Z,E( Q

t
+2C,0° [¢"E(r)dr (3.32)
0
elde edilir. (3.32) gtsizligi
t
eE(t)+(1- 2¢,0) " E(t) +(2- (4, + ) J) '[e"’ |0u|f dr < Z,E( Q
0

t
+2C,0% [¢"E(r)dr (3.33)
0

seklinde ifade edilir ve(1-2C,8), (2-3(A, +1)8) katsayilar pozitif olacakekilde
secilirse,

olur.

(1-20,0)> 0 ise d<—= ve (2-3(h+1)3)> 0 ised<

2
2C, ° 3(1+4,)
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O halde 0<d<min!—~ — 2| elde edilir.
2C, 31+ 1))

(3.33) ifadesinin sol tarafindaki ikinci ve tcuntgiimler, 0 ’nun seciminden dolayi
t

pozitif oldugundan (1- 2C,5) € E () ve (2-3(4, +1)J) J'e"f |Ou,|* d7 terimleri sol
0

taraftan atilirsa, (3.33) un sol tarafi daha kigggmden ,
t

&"E(t) < 2C,E(0)+ 2,8 [¢"E(r)dr (3.34)
0

elde edilir. Gronwall gtsizligi yardimiyla (3.34) den
e"E(t)<2C,E(0)e, &0

elde edilir. Buradan da

E(t)<2C,E(0) e, & 0

esitsizliginde t — o’a giderken (3.1)-(3.3) probleminin ¢ézimunin Ustéhrak
sifira gittigini gosterebilmek igin, Ustel fonksiyonun kuvvetaki t’'nin katsayisi

negatif olarak secilmelidir. Bu durumdél—2C25)>0 olmasi icgin 5<%
2

olmalidir.

Sonu¢ olarak gr 0<o0< min{ 1 2 1} olacak sekilde secilirse

2C, '3(1+4,) ',

t - o’a giderken (3.1)-(3.3) probleminin ¢6zimuidnin Ustéhrak sifira gitti

ispatlanmg olur.



BOLUM 4. LINEER OLMAYAN DALGA DENKLEM i iCiN
BASLANGIC SINIR DE GER PROBLEMININ COZUMUNUN
ASIMPTOT iK DAVRANI S|

4.1.Giris ve Probleminifadesi

Lineer olmayan dalga denklemleri, viskozite ileitalanms titresim icin kullanilan
bir problem akla getirir. dagida verilen lineer olmayan dalga denklemi icin
baslangic sinir dger problemi ilk olarak 1980 yilinda Webb tarafind@anadian
Journal of Mathematics dergisinde yayinlanan” Exise and asymptotic behavior

for a strongly damped nonlinear wave equationimismakalede cagiimistir.

u, —alu, —Au = f (u), a>0,x0Q,t>0 (4.1)
u(x,0)=uy(x), u(x,0)=u(x), x0Q (4.2)
Uls =0 (4.3)

Webb calymasinda;n=1,2,3 icin f(u) lzerinde alinan daha genel ve basit

kosullar altinda (4.1)-(4.3) probleminin ¢ozumunuarhgini kanitlamgtir. Daha

sonra f (u) Gzerinde alinan, bazi varsayimlar altinda 4 igin ¢ozimin varfii

elde edilmgtir. Ayni problem enerjinin pozitif olmag durumlar dgunulerek
potansiyel metot kullanilip, Yacheng Liu, Wang FebBgcheng Liu tarafindan 2004
yilinda Acta Mathematicae Applicatae Sinica derglsi © On potential well and
application to strong damped nonlinear equationsimli makalede cagiimistir.
Bunun 6ncesinde ise Yadong Shang Journal of Engime®athematics dergisinde
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2000 yilinda yayinlanan “ Blow-up of solutions fiovo classes of strongly damped
nonlinear wave equations “ isimli makalesinde (44LB) probleminin ¢6zUmunin

sonlu zamanda patlamasini gadistir.

Bu bolimidn amactf (u) ile ilgili alinan daha basit ve daha genekldtar altinda

(4.1)-(4.3) probleminin ¢6zimindn asimtotik davsam incelemektir.

Asagida verilen 6nerme ile (4.1)-(4.3) probleminiregininin tekii gosterilmi

olur.

Onerme 4.1.

f OC*, f'(u)ustten sinirli olsunn=4 igin 0< p<oiken ‘f (u)‘ < Alu® +B;
n>4igin 0< psn+44

u (x)OH?(Q)NH:(Q) (i=0,1) oldugunu varsayalim.

Bu durumda (4.1)-(4.3) probleminin herhangi Bir Oicin

u, 0L (0,T;12(Q)) ileuiW™ (0T H2(Q)NHy(Q)) olacaksekilde

bir tek ¢cozumu vardir. Burada, B, p pozitif sabitlerdir.

Teorem 4.1.

OuOR ve f(u) igin 0<-F(u)<-uf (u) kosulunun sglandgini varsayalim ve

buradaF (u) = If (s)ds dir. Bu durumda (4.1)-(4.3) probleminin ¢ozumiinic
0

E(t)<CE(0)e™, t=¢C (4.4)

dir. BuradaE (t) :%”ut I +%||Du||2 - jF (u)dx veA, C>o0drr.
Q



19

Ispat

u(x,t) (4.1)-(4.3) probleminin herhangi bir ¢6zimu ols(#hl), u, ile ¢arpilip, Q

Uzerinde integre edilirse,

Iutundx—ajutAuldx— IutAudx: .[u[f(u)dx (4.5)
Q Q Q Q

elde edilir. (4.5) gtli ginin sol tarafindaki integralleri hesaplayalim. Bugore ilk

integral,

junu =19 _ﬂ | dx = ||u I

seklinde yazilabilir. Dger integraller ise kismi integrasyon yardlmlyufiyQ =0 ile

asagidaki sekilde hesaplanabilirler.

-a jAututdx =-a0uy, |, +ajDuIDutdx = a0y |
Q Q
1d 1d
‘QIAUUth =-[uu, |aQ+JDuDutdx = EaQﬂDude = EE”DUHZ

(4.5) sitli ginin sg tarafindaki ifade |seF f ds ile

o.,_.:

qut f (u)dx = Qf%:ff (s)dsdx :%JF(u)dX

seklinde yazilabilir. Bu durumda (4.5),

1ld

Sl + oo~ JFacalou <o @
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olarak yazilabilir. Burada

E(t) = =u +2]0ulf - [F (uyax (4.7)
2 2 3

dir. (4.7) kullanilarak (4.6) denklemi

d 2

aE(t)+a||Dut|| =0 (4.8)

seklinde yazilabilir.d >0 olmak lizere (4.8) denklena ile carpilirsa,

d

a((;,«ﬁE(t)) =g %(E(t)) +0e™E(t) yardimiyla

%(e"tE(t)) +ae” |Ou | = e™E(t) . (4.9)

ve bu ifade de 0 ‘dab’ye integre edilirse,
t ) t
&E(t)-E(0)+a [¢"|Ou, | dr =& [¢"E(r)dr (4.10)
0 0
elde edilir. (4.10) gtli ginde sg taraftaki integral (4.7) yardimiyla,
3t ' 57 2 ‘ sl 1 2 1 2
e E(t)+aje |Ou, " d7 = E(O)+5Ie §||ur|| +E||Du|| - jF(u)dx dr
0 0 Q
seklinde yazilabilir. Bu gtlik de

t t
eJtE(t) +O,J'e5r ||E|ur||2 dz‘ = E(O)+g J.e& ||uz.||2 dT
0 0
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+5;Ie"f [%”Du”z —JF(u)dxjdr (4.11)

seklinde tekrar yazilabilir. (4.11)skli ginde s& tarafta ikinci integralde bulunan

%”Du”2 ~ [F (u)dx ifadesini diizenleyelim. Buna goreF (u) < -uf (u) ile
Q

I - JF@dxs 2 - fuf wex (4.12)
Q Q

seklinde yazilabilir. u, —aAu, —Au = f (u) yardimiyla (4.12) gtsizliginin s&s tarafi

icin

1 2 1 2

E||Du|| - IF(u)dxsEHDu” - {u(utt —alu, - Au)dx
Q Q

= 2| - () +a (v.8u) + (u.80) (4.13)

elde edilir. $Simdi (4.13) Un sa tarafini duzenleyelim. (u,Au,)ve (u,Au)

integrallerine kismi integrasyon uygulanuvq;b =0 ile

_ _ _1d 2 1d 2
(u,Au,) —QIuAuth—uDut|aQ —JDUIDudX——EEéﬂDw dx-——za”Du”

(u,Au) = IuAudx =ulu|yg = jDuDudx = —||Du||2
Q Q

olarak elde edilir ve bunlar (4.13) de yerine yazd,

1 2 1 2 ad 2 2
Lol - [ras 210l () -5 210 - 414
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elde edilir. (4.14) den

ad
et

1 1
§||Du||2— jF(u)dxs——2||Du||2—(u,un (4.15)
Q

elde edilir. (4.15) gtsizliginin sg tarafinda bulunaﬁ—%”Du”2 <0 oldusundan bu

terimin ihmal edilmesi @tsizligin yonind dgistirmeyecginden,

—||DU|| IF(U)dX< u, un)———IIDUII (4.16)

yazilabilir. O halde (4.11)s@li gindeki bulunan JJ' ( |Du|| jF(u)dxj

terimi I(;II”I

t T 1 2 ' T ad 2
Joje‘f [§||Du|| —QjF(u)dx]drs—Jojeﬁ {(u,u”)+aa||ﬂu|| }dr

elde edilir. Buradan da
t t

5[ {%”Du”z— jF(u)dedrs—Jje dr——j —T||Du||2dr (4.17)
0 Q 0

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyon yardimiyld.17) nin sg tarafinda bulunan

t
terimler diizenlenirse ilk oIarakJ'e"r (u,u,,)dr terimi igin
0

- [e" (uu, dr_j {Cf' )||u||}

0

! d
:—.[e dr(u u dr+.[ "Iy, |dr

0
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yazilabilir. u(x,0) =u, (x), u,(x,0 =u,(x) ile

_]e (uu,)dr =-€"(u, u\ +Jje"’ u,,u dT+I fue[ dr
0
t

= €™ (u,u) +(uy,U) + 3 [€” (u ) T+I “u, | dr (4.18)
0 0
elde edilir. (4.18) gtli ginin sg tarafina Cauchysésizligi uygulanirsa
t Ot
- ()Ie"f(u,u,,)drse;(llwllz+||U||2) (IIu [+ {ul )+—I () etz
(4.19)

t
+ je"t Ju, | dr
0

elde edilir. (4.17) @tsizliginin sg tarafinda bulunan ikinci terim

t
—% J.eé’%”Du”2 dr igin kismi integrasyon uygulanirsa(x,0) = u, (X) ile

0

a d
Eje a”Du”Zdr———{ 5‘||Du|| ‘ Jj ||Du|| dr}

0

== 2 e J0uf + o |+ Ie‘” [Oul*dz

. a L . I
elde edilir. ——=¢* ||Du||2s0 oldusundan bu terimin ihmal edilmesiitsizligin

yonunu dgistirmeyecginden,

a ad'
Efe —||Du|| dr<—||Du || +—2 e‘“||Du|| dr (4.20)

0

yazilabilir. (4.17) de (4.19) ve (4.20) yerine yasa
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3 B10ul - [ = e (uf )5l )

20’5

2t t
+ & Je (ju oz + 8 e o + o+ 22 ferfouar - @)

0 0 0
elde edilir. (4.21) gtsizliginin (4.11) de yerine yazilmasiyla
eJtE(t)mj |0u, | dr < E(0)+2 je5f||u [Pdr++2 e’ (el +ul)

2 t
{lulF +1ul)+ S Je (jul" 1 )dr+af Yooz

+ 22 +% & [ dr (4.22)

0

elde edilir. (4.22) gtsizliginin sg tarafindaki terimler %||ut||2+—;||Du||ZsE(t)

yardimiyla, benzer terimler bir araya toplanar@k C,,C, pozitif sabitler olmak

Uzere dgerlendirilirse ilk olarak

E(0) +g(||ul||2 +||u0||2)+a—25||Du0||2 terimleri icin Poincaresdsizligi yardimiyla
o ao o) o)

E(0) +§(||U1||2 +||Uo||2)+7||DU'o||2S E(0)+=Juf +S(Ao+a)[Dud

yazilabilir. Buradan da%”ul”2 +—;||Du0||2 <E(0) yardimiyla

o (o)
E(0)+ 2 (Ju” +[uol) + 0w s £ (0) (4.23)
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elde edilir.ikinci olarak ge‘“ (||ut||2 +||u||2) terimleri Poincaresisizligi yardimiyla
[
> (Jul? +||U||) & (lufl*+ 4 J0u]*) s coeE® (4.24)

elde edilir. Uciincii olarak— J' 3|, || dr terimleri Poincare gitsizligi yardimiyla

J.e‘”3||u | dr<= 5/1 I |Cu, | dr (4.25)

2
elde edilir. Son olarak %I o (||u || +||u|| )dr+ J' ||Du|| dr terimleri
0

Poincare gtsizligi yardimiyla

2

2 e o )or 22 Je louPor < e + 4 s a)fouf o

0 0

yazilabilir ve buradan da

52 2 Or

?I (||u I”+ |y )dr+—_[ “|Ou|*dr <C,8 je E(r)dr (4.26)
0

elde edilir. (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) bulatan (4.22) gitsizliginde yerine
yazilmasiyla

e‘“E(t)+aI “|Ou, [ dr<C EO)+3 35 je"f||mu I dr +Coe™E(t)

+C,0° j e"E(r)dr (4.27)
0
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elde edilir. (4.27) gtsizliginin her iki tarafl da 2 ile carpilirsa,

t t
2¢™E(t)+ 20 [€” |Ou, | dr < 2C,E (O B, [ Oy, | dr + T,FeE ()
0 0

t
+2C,0° jef”E(r)dr (4.28)
0

t
(4.28) in sg tarafinda buluna2C,9e”E(t) ve 334, Ie"f |Ou,|* dr terimlerinin sol
0

tarafa atilmasiyla
t t
(2-2C0)e™E )+ (20 - BA,) [e”|Ou, | dr < TE (O Z,0° [¢"E(r)dr  (4.29)
0 0

elde edilir. (4.29) gtsizligi

t
e*E(t) +(1- 2C0) " E )+ (27 - D), jef’f |0, | dr < T E (0
0

t
+2C,0° jef”E(r)dr (4.30)
0

seklinde ifade edilir ve(1-2C,0), (2a-3d4,) katsayilari pozitif olacalsekilde

secilirse,

(1-2c,0)>0 ise 5<% ve (2a-3d1,)>0 ise5<§7a olur. O halde

1 0

0<d<mint— 2| aide edilir.
2C '3

1 0

(4.30) ifadesinin sol tarafindaki ikinci ve U¢luntiimler, o’nun sec¢iminden dolayi
t

pozitif oldusundan (1-2C3)e™E () ve(2a-3d1,) Ie& ||Dur||2 dr  terimleri sol
0

taraftan atilirsa, (4.30) un sol tarafi daha kigggmden ,
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t
¢"E(t) <2C,E(0)+ 2,8 [¢"E(r)dr (4.31)
0

elde edilir. Gronwall gtsizligini yardimiyla (4.31) den
e™E(t) < 2C,E(0) ™", &0

elde edilir. Buradan da,

E(t)<2CE(0)e ">, &0

esitsizliginde t — «’a giderken (4.1)-(4.3) probleminin ¢6zUmunin Usbéhrak

sifira gittigini gosterebilmek icin, Ustel fonksiyonun kuvvetaki t'nin katsayisi

negatif olarak segilmelidir. Bu durumddl-2C,d)>0 olmasi icin d< 21

olmalidir.

Sonu¢ olarak ger 0<d <min i,ﬁ, 1 olacak sekilde secilirset — «’a
2C, 34, X,

giderken (4.1)-(4.3) probleminin ¢ézumunun Ustedrak sifira gitigi ispatlanms

olur.



BOLUM 5. LINEER OLMAYAN H IPERBOLiK DENKLEMLER
iCIN COZUMUN DUZGUN KARARLILI Gl

5.1. Giris ve Probleminifadesi

Bu bolimde gagida ifadesi verilen lineer olmayan hiperbolik desrklicin balangic

sinir-dgger probleminin ¢6zimunin davranincelenmektedir.

u, + kA% +k,A% +Ag(Au) =0 QxR* (5.2)
u=0 xR (5.2)
g—‘::o xR 35.
u(x,0)=u,(x), u (x0)=u,(x) (5.4)

BuradaQ R" ‘de ' diizgin sinirina sahip sinirli bir bélde,k, pozitif sabitler ve

g, C? sinifindan reel deerli fonksiyon olsun.

Bu problem elastomer cupun hareketini tanimlamaktadir. Problemin fiziksel
yorumuyla ilgili daha fazla bilgi H.T.Banks, D.S.iliam ve V.l. Shubov isimli
yazarlarin  “ Differential and Integral Equatiob8 “ kitabinin “ Global solvability
for damped abstract nonlinear hyperbolic systerm8liminde bulunmaktadir. Ama

bu problemin fiziksel yorumuna burada girilmeyeaekt

Lemma 5.1.

E:R" - R (R+ = [O,oo)) artmayan bir fonksiyon ve
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OSOR" icin ij(t)dt <TE(S) (5.5)

olsun. Buradal >0 dir. Bu durumda
t
1-—

Ot=0 icin E(t)<E(0)e T (5.6)
dir.

Teorem 5.1.

(Upu), HZ(Q)xL*(Q)'ye ait ve buradai=1,2,3 icin ¢ pozitif sabitler,

£>0igin G(x)= [g(t)dt iken

0
(k)X -e,56(X) sl +e, (H1)

olsun.

Burada i=1,2 icinc pozitif sabitler ve

a>0icin g'(x)z-a iken (H2)
g(=clX+e, (H3)
olsun. Bu durumda (5.1)-(5.4) problemirﬂr[lC(R*; Hg(Q)) N Cl(R+; LZ(Q)) olan

tek bir ¢ozUmu vardir.

(5.1)-(5.4) probleminin t zamanindaki enerjisag@daki formul ile tanimlansin.
£(1) = [{luf +kjau?)ax+ [6 (au)ix (5.7)
Q Q

(5.1) denkleminiu, ile ¢arpihp,Q Uzerinde integre edilirse,
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Iutundx +k1IutA2udx+ K, _[utAzutdx+ J.utAg(Au)dx:O (5.8)
Q Q Q Q

elde edilir. (5.8) gtliginin sol tarafindaki integralleri hesaplayalim. Bugore ilk
integral

jutundx =—— .ﬂut |2dx
Q

seklinde yazilabilir. Dger integraller ise kismi integrasyon yardlmlytlii%n =0 ve

Du|aQ =0 ile aagidakisekilde hesaplanabilir.

é[utAzudx =u, D"‘u‘aQ —JDutD%dx =-0Ou0 ZULQ + é[D u.0%udx = %% I|Au|2dx,

Q

IutAzutdx =u, D"‘ut‘aQ - IDUtDSUth =-0u0 Zul‘m + '[D u0udx = J.|Aut|2dx,
Q Q Q Q

juAg Au)dx =u, Dg(Au J'Du Og Au)dx——Dutg(Au +IAug Au)dx

:é[aé[g(r)drdx:aé[G(Au)dx

Bu durumda (5.8)

gt j{ lu|* + |<1|Au| +G(Au)}dx+k I|Au| dx=0 (5.9)

olarak yazilabilir. (5.7) kullanilarak (5.9) deeghii,

2
+EO :—kZQﬂAut| dx (5.10)



31

seklinde yazilabilir. Bu ifade de0< S<T <wolmak UzereS’ den T’ ye integre
edilirse,

T d T 2
—E(t)dt = [k, [|au[ dxat
S dt S Q

£(T)-E(S) =k, [ [Jau ot

)
E(S)-E(T) =k, [ [|au dxt &S<T <o (5.11)
SQ

elde edilir. Buradan daS<T i¢in E(S)-E(T)=0 olduguna gore E(t)enerji

fonksiyonunun monoton artmayan ofaunu goérulebilir.

Teorem 5.2.

g Uzerinde (H1)-(H3) hipotezleri gecerli wgx,t), (5.1)-(5.4) probleminin

C(R+; HZ (Q)) N Cl(R+; LZ(Q)) sinifinda ¢6zimii olsun.

OxOR igin xg(x)=0 (H4)
OxOR igin 2G(x) < xg(x) (H5)

varsayimlari altinda

OtOR" icin E(t)<E(0)e™

dir. Burada

_c(Q) N max{ LC(kQ)} +% ve

c(Q), DuOHZ (Q)icin juzdxsc(Q) I|Au|2dx
Q Q

esitsizliginde bolgeye bai bir sabittir.

*)
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Ispat

u(xt), (5.1)-(5.4) probleminin herhangi bir ¢6ziimi olsg®.1) denklemiu ile

carpilip,Q uzerinde integre edilirse,

juun +k jquudx+ K, Iquutdx+ juAg (Au)dx=0 (5.12)
Q Q Q Q

elde edilir. (5.12) gtli ginin sol tarafindaki integralleri hesaplayalim. Bugore ilk

integral

qundx: I{(uut)t —|ut|2} dx:% qutdx— j|ut|2dx
Q Q Q

Q

seklinde yazilabilir. Dger integraller ise kismi integrasyon yardlmlyl¢aQ =0 ve

Du|aQ =0 ile asagidakisekilde hesaplanabilir.

Iquudx = uD3uLQ - IDUD Sudx = —Oul Zu‘m + ID U0 Udx = J.|Au|2 dx,
Q Q Q Q

d
SjuNutdx =ul%, ‘m —JDUD3utdx =-0ud ZlJt‘aQ +JD U0 4, dx :%EéﬂAur dx,

juAg (Au)dx =ulg (Au)‘aQ - jDuDg (Au)dx =-DOug (Au)‘aQ + _[Aug (Au)dx
Q Q Q

= JAug (Au)dx
Q
Bu durumda (5.12)

% J.{uuI +k—22|Au|2}dX+ I{ k1|Au|2 _‘utZ‘ +Aug (Au)}dx =0 (5.13)
Q Q
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olarak yazilabilir.0< S<T <o olmak Uzere (5.13)S’ den T’ ye integre edilirse,

T T T
{.[uutdx} +ﬁ“|Au|2 dx} +| {k1|Au|2 —|ut|2+Aug(Au)}dxdt =0
Q S 2 Q s SQ

elde edilir ve buradan da

T T

TJ‘{k1|Au|2—|ut|2}dxdt:—[J.uutdx} —k—z{'ﬂAuFdx} +T”—Aug(Au)dxdt
sSQ Q s Q s sa

.
seklinde yazilabilir. (5.14) Un her iki taraflrﬂa”G(Au)dxdt eklenirse,
SQ

]

+T‘[ I 2G (Au) - Aug ( Au)}dxdt
SQ

Q

{k1|Au|2 _‘UIZ‘ +2G (Au)}dxdt = —{ J.Uuth} _k_zz{ I|Au|2 dX}

S S

(5.14)

(5.15)

T T
olur. (5.7) den (5.15) in her iki taraflr%1H|ut|2 dxdt eklenirse, sol taraftajE(t)dt
SQ

elde edilir. Yani

T

.
ZTjE(t)dt = 2T”|ut|2 dxdt { juutdx} —ﬁ{ I|Au|2 dx}
S sSQ Q S 203

+T_[ I 2G(Au) - Aug ( Au)}dxdt
SQ

S

elde edilir. (H5)'dekiDxOR icin 2G(x) < xg(x) kosulu yardimiyla (5.16)

(5.16)
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T T

ZTJE(t)dt < 2;[9]|ut|2 dxdt _UUUthL —k—zzLﬂAuF dx} (5.17)

S

.
elde edilir. (5.17) gtsizliginin sa tarafindaki ilk terim olar2 j I|ut|2 dxdt icin (¥
SQ

esitsizligi yardimiyla,

2] [l chet < 26(2) | [lau? = 222 fic o e
SQ SQ 2 SQ

N

elde edilir ve buradan da (5.1K)tkgi yardimiyla

z;jQﬂutrdxdts@(E(s)—E(T))

2

elde edilir. E(t) artmayan fonksiyon oldw icin,

2c(Q)
k2

2Tj [l dxat < E(S) (5.18)

T

elde edilir. (5.17) gtsizliginin sgs tarafindaki ikinci terim—“uutdx} icin
Q

S

I uu,dx <
Q

J uu, dx|
Q

< J |uu, ol
Q

ve Cauchy gtsizligini yardimiyla,

quutdxs% _[(|u|2 +|ut|2) dx

Q

oldugundan (*) eitsizligi yardimiyla,
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H

QIUUthS% _[(|u|2 +|Ut|2)dX5§ I(C(Q)|Au|2+|ut|2) dx

Q Q

elde edilir. Eer

c(Q)<k, olsaydl;% I(C(Q)|Au|2 +|ut|2)dxs% I(k1|AU|2+|Ut|2) dx< E(t) ve

Q Q

c(Q)zk, olsaydl;% I(C(Q)|Au|2 +|Ut|2)dxs_ I[C(Q)|Au|2 +%|W|2J dx

Q Q

NI

I\)ll—‘

T)J(kl|Au| ofufox== ey
elde edilirdi. Bu durumda

Qj uu,dx < max{ 1%} E(t)

olur ve E(t) artmayan fonksiyon oldu igin

{ Qj uUtdxl = { Qj uutde < max{ 1%} E(S) (5.19)

T

elde edilir. (5.17) gtsizliginin sol tarafindaki sonuncu terim olankzz[ﬂAuf dx}
Q S

icin

% o s 142 oo s (Y
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olur ve E(t) artmayan fonksiyon oldundan

S

K, 2 i _k, 2 ﬁ
_?Lﬂm de —ELﬂAu| dxl h E(9) (5.20)

elde edilir. (5.18), (5.19) ve (5.20) da bulunamg5.17) de yerine yazilmasiyla,

elde edilir ve buradan da

]E(t)dts(@+max{1,c(TQ)}+ﬁJE(S) (5.21)

S 2

elde edilir. T — o giderken,

T-oo

g[rl;jE(t) dt <1im [%?)+max{l,%} +ﬁJ E(S)

0S20 igin :IE(t)dts[@+max{lF(TQ)}+ﬁjE(S) (5.22)

2

seklinde yazilabilir.
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Q
+max{1,c—}+ﬁ seklinde ifade edilirse, (5.22)

E(S) (5.23)

seklinde yazilabilir. Bu ifade de lemma 5.1. yardylai
E(t)<E(0)e™ (5.24)
olarak yazilabilir.

Bu durumdaT - o giderken (5.1)-(5.4) probleminin ¢bzimuniun duzgéararlilig

ispatlanmg olur.



BOLUM 6. LINEER OLMAYAN H IPERBOLIK DENKLEM iCiN
BASLANGIC SINIR DE GER PROBLEMININ COZUMUNUN
PATLAMASI

6.1.Giris ve Probleminifadesi

Bu bolimde gagida ifadesi verilen lineer olmayan hiperbolik desklicin baglangi¢

sinir-dgger probleminin ¢cb6zimuanin patlamasi incelenmektedir.

u, +k0u+k,0%, +0%g(0%) =0, Qx(0,T), (6.1)
_ ou _ N

u=o0,  —-=0, oux(0,T), (6.2)

u(x,0)=u,(x),  u(x0)=u(x)), x0Q, (6.3)

Buradau(x,t) bilinmeyen fonksiyorQ, R" ‘de diizgin sinira sahip sinirli bir bélge
(n>1 bir dgal sayI olmak tizere},,k, pozitif sabitler, ] gradient operatori]® = A
laplace operatorid* = A®biharmonik operatory 0Q’'da birim ds normal,g(s)
veriimis lineer olmayan bir fonksiyon,u,(x),u,(x) verilen balangic-dger

kosullarini belirtir.

W, + Aw+ Aw +N'g(Nw) = f (t)

w(0) = ¢, (*)
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A, A, N vef Dbelirli kosullari s&lamak tUzere H.T.Banks, D.S. Gilliam ve V..

Shubov isimli yazarlarin “Differential and Inted) Equations 10 “ kitabinin “
Global solvability for damped abstract nonlineapénpolic systems” bolumunde (*)
denklemiyle verilen denklemlerinin genel bir singtalsiimistir. Bu kitapta lineer
olmayan terim tzerinde oldukca geneklitar alinarak (*) probleminin ¢éztmanun;
global zamanda vag, tekligi, diizenliligi ve balangi¢ verilerine surekli @amlilig
incelenmgtir. Yukaridaki (6.1)-(6.3) problemi (*) problemimi sadece 6zel bir
ornesidir. Bu ornek ismi verilen kitabin ayri bir bolimde incelenmnstir. Kitabin
yazarlar tarafindan, ¢oziman vgrhi elde etmek igin “monotonicity method” ve
¢6zimun tekiini elde etmek icin “Ladyzhenskaya’s argument” kallmstir.
Bahsedilen bu sonugclari elde etmek icin yari-grapmiilasyonu kullaniimang

fakat, kitapta problemin yari-grup formulasyonunibir bolim ayrilmgtir.

Lineer olmayan bir denklemin ¢6zimunun patlamasusanu elde etmek i¢in genel
distince ¢ozimun enerji diferansiyesitsizliginin kurulmasidir. Orngin; lineer
olmayan bir denklemin c¢6zimuinin patlamasindan sizele icin genellikle

“cancavity method” olarak adlandirilan bir metodgulanir. Bu metodu uygulamak

icin t=0 ve H (t)pozitif, iki kere diferansiyellenebilir bir fonkson olmak utzere,

H"H-(B8+1)(H ')2 > 0 seklinde diferansiyel bir gtsizlik kurma ihtiyaci duyulur.

Batin bunlardan hareketlesagida ifade edilen teoremi kanitlamak icin benzer

sekilde ilerki satirlarda diferansiyel bigsiesizlik kurulacaktir. (6.54 deki gibi)
Yukaridaki (6.1)-(6.3) problemi icin kanitlanacaotemle ilgili olarak daha 6nceki
calismalardan verilen kallar altinda, ¢ozimin telji ile ilgili asagidaki teorem

elde edilmstir.

Teorem 6.1.

n=3, u,OH*(Q), u,OH?*(Q) ve gOC*(R)olsun. (6.1)-(6.3) hgangigc-sinir

deger problemi [O,TO) maksimum bir zaman arginda
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unc([oT,);H*(@))NCH{[0T) H*(@))NH((0To) H “(@))NH *(( oT,) £1(2))
seklinde tek bir ¢ozime sahiptir.

Asagida verilen lemmadan ¢6zUmun patlamasini eldedstararlanilacaktir.

Lemma 6.1

u=F (t,u), v, 2F(tyv), FDC([ Opo (=00 ,+oo)) veu(t,) =v(t,) ty= (olsun. Bu

durumda t 2 t, icin v(t)=u(t) dir.

Teorem 6.2.

(1) s9(s)<KG(s),G(s) = sIg(r)drolmak lizereG(s) < —a|s|q+1,K >2,a>00>1

0

sabitleri

(2) k, =Lu,0H?*(Q),u,0L*(Q) ve
E(0) =u +k] 0%y +2[G(D%,)dx
Q

~40]

(K -2)a} s(a+ 3" 1-e )™

<

<0

|Q|,Q ‘nin Olgusund belirtmek tzere (1) ve (2) skbarinin gerceklendini

varsayallm. Bu durumda (6.1)-(6.3) probleminim(x,t) ¢c6zumi  sonlu

Tzamaninda patlar. Yani| . | L?(Q)uzayinin normunu belirtmek tizere
2 . 2
t -~ T iken Hu(t)”2 + t”[Dzu(x,r)] dxdr + ]”[Dzu(x,s)] dxdsdr — o olur.
0Q 00Q
Ispat

u(x,t), (6.1)-(6.3) probleminin herhangi bir ¢6zimu ols@.1) denklemi2u, ile

carpilip,Q uzerinde integre edilirse,
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2uu, + |20kAu+ (kA% + | Ag(Au) = O (6.4)
J2uu, + [2nkau+ [24kA%, + [214g (Au)
Q Q Q Q

elde edilir. (6.4) denkleminin sol tarafindaki igtalleri hesaplayalim. Buna gore ilk

integral

d

_ 2, _d 2, d 2
Jmtundx—gsfam dx—EQﬂUJ dx—a||ut|| (6.5)

seklinde yazilabilir. Dger integraller ise kismi integrasyon yardlmlydgQ =0 ve

Du|0Q =0 ile asagidakisekilde hesaplanabiliilk olarak j2quD4udx terimi icin
Q

IZklutD“udx =2k, juﬂ“udx = Z(l{utmsu
Q Q

aQ-IDUtD%dX} =~ %, [Ou0 ok

= —2k1{DutD2u

aQ—jDzutDZde} = 2 07,0 %udx
Q Q

d d d

= klgja\mzuf dx = klagﬂmzu‘zdx = klaHDZUHZ ,

elde edilir. Buradan da

J 2k u,Judx = k%”ﬂzuuz (6.6)

seklinde yazilr. I2k2utD4utdx terimi igin
Q

IZkZUtD“utdx =2k, IutD4utdx = Z(Z{uth’ut
Q Q

aQ—J‘DuID?’tudx} =-X, IDUtD ,dx
Q Q

= -2k, {Dutﬂzut |0 = [0Pu0 Zutdx} = 2, [0%,0ydx
Q Q
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= 2k, J 0% [ dx = 2, |02,
elde edilir. Buradan da
Qj 2k,u,0udx = 2k, [0 || (6.7)

seklinde yazilir. (6.4) denkleminin son terinfiZqug(Dzu)dx, G(s)= jg(r)dr
Q

0

yardimiyla
JZutDZg(Dzu)dx: 2409(07u) 0 - Zd[Duth(Dzu)dx = —ZJDuth(Dzu)dx
=_2{Dutg(azu)|m - JDZUtg(Dzu)}z ) J‘%D;rg(s)dsdx: 2 Jo()a

olarak elde edilir. Buradan da

QIZUtng(Dzu)dx: Z%JG(Dzu)dx (6.8)

seklinde yazilir. (6.5), (6.6), (6.7) ve (6.8) delimanlarin (6.4) de yerine

yazilmasiyla,
%{llutllz + o7l +ZQIG(D2u)dx}+ 2,[0%] =0 (6.9)

elde edilir.

E(t) =Ju () +kJo2u( ) + 2k2;jHD2ur(.,r)H2dr+ Zo(ou(x))ax  (6.10)

olarak alinirsa (6.9) denklemi
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E(t)=0 ,t>0 (6.11)

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade de 0 ‘ddrye integre edilirse,

E(t)=E(0)<0 (8)1

seklinde yazilabilir. (6.12) nin sol tarafi (6.10argdimiyla

Ju |+ ke Jou + 2%, tﬂ\mzur “dr+2[G(0%u)dx=E(0)
0 Q

seklinde yazilabilir ve daha sonra tim terimlgitlezin sg tarafina gecirilirse

0=E(0)~|u* -k o[ - , tﬂ\mzur “dr - 2[G (0] dx (6.13)
0 Q

olarak yazilabilir. (6.13) denkleminin her iki threa K IG(Dzu)dx eklenirse,
Q

K [6(0u)dx = E(0) ~[u|* -k |02 - 2, tj”mzu, “dr
0

Q

+(K -2) [6(0%u)dx (6.14)

Q

elde edilir.
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t

M (t) = ||u||2 + tI‘ﬂﬂzu‘zdxdr + I]_ﬂDzu‘zdxdsdr (6.15)
0Q 00Q

olarak alinir ve bu denklemitiye gore iki kere turevi alinirsa,

M (t) = Zqutdx+ ﬂDZU‘ZdX+ ]_ﬂDzu‘zdxdr (6.16)
Q Q 0Q

ve

M (t):2Huf+uutt + 0204, +%‘D2u‘2}dx (6.17)
Q

elde edilir. (6.17)u, = -k Ju-k,0%, —ng(D 2u) yardimiyla

M (t) = 2j{ut2 - kudu-ku0%, —ud’g(0%) + 00 iy +%‘D ﬁf}dx (6.18)

Q

seklinde yazilabilir. (6.18) in gatarafinda bulunan integralin altindaki bazi teaml

dizenleyelim.—kuO‘u, -k,ud%, ve —uDZQ(Dzu) terimlerine Q Uzerinde kismi

integrasyon uygulamrsdm =0 ve Du|aQ =0 ile, ilk olarak —k,ud*u terimi igin

-k, juD“udx = —kl{uD3u

aQ—J'DuDSde}

= kl{DUDZU

o= _[DZUD 2udx} = -k, _ﬂD 2u‘zdx
Q Q
elde edilir. Buradan da

~k, [uT*udx =~k [|O%[‘dx (6.19)
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seklinde yazilir.—k,u*u, terimi igin

-k, JUD4uth = -k, {UD?’Ut
Q

o= jDuD 3utdx}
Q

=k, {Dumzul loa = jDZuD zu[dx} = —k, jm u0u,dx
Q Q
elde edilir. Buradan da
~k, [uD*u,dx = -k, [0?u0ydx (6.20)
Q Q
seklinde yaZ|I|r.—uD29(D2u) terimi igin

—Iung(Dzu)dx = —uDg(Dzu)|aQ + jDuDg (D 2u)dx
Q Q

= Dug(Dzu)L,Q - Iﬂzug(Dzu)dx=—J.D2ug(D 2u)dx

elde edilir. Buradan da

—Iung(Dzu)dx: —IDzug(Dzu)dx (6.21)
Q Q
seklinde yazilr. (6.19), (6.20), (6.21) de buluraam (6.18) yerine yazilmasiyla
W (1) =2 {2~k 0% -0t -0g (D) +u iy +%‘D2u‘2}dx (6.22)
Q

elde edilir.sg(s) < KG(s) ve k, =1 yardimiyla
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M (t) > ZI{utz(x,t) k| - KG(DZU)+%‘D Zuf}dx (6.23)
Q
elde edilir ve bu gtsizlik (6.14) yardimiyla

“dr+k |04 - (K - 36(0%)

M (t) = —2E(0)+ 2j{uﬁ k|02 +u+ 2tﬂm q,
Q 0
+%‘D2u‘2}dx (6.24)

seklinde yazilabilir. Buradan da

2

dr  (6.25)

M (t) = —2E(0)~ 2(K - 2) [G(D%u)ax+ f{ 4Jt2+‘D2u‘2} dx + z{ﬂ\mzu,

Q

t 2
elde edilir. 4 IHDZUTH dr =0 oldugu icin bu terimi atgimizda daha kuciik bir ifade
0

elde edilecginden,

M (t) 2 —2E(0) - 2(K - 2) [G(DPu)dx+ [{ 42 +‘D2u‘2} dx (6.26)

Q
olur. @>0,q>1 olmak tizereG(s) < —a|s{qﬂe§itsizligi yardimiyla,

q+l

ax+ 4u, | +]0%[ (6.27)

M (t) = —2E(0)+ 2(K - o [|0%

seklinde yazilabilir. 4||ut||2 ,HDzuuzzo oldusundan bu terimler (6.27) nin ®a

tarafindan atild@ginda ifadenin satarafi daha da kigulegieden
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M (t) 2 2E(0)+ 2(K - o |02 (6.28)

olarak elde edilir. (6.28) 0’datiye iki kez integre edilirse

M (t)2 -2E(0)t+2(K - a [ [|D2u[™ axdr +M (9 (6.29)
M (£) 2 -E(0)¢2+ 2(K - 9 [ [ [|%"” chdsdr + M ( O+ M ( (6.30)

elde edilir. (6.27), (6.29) ve (6.30itsizliklerinin toplanmasiyla

q”dx+jﬂmzu\q “oxdr

M (t)+M (t)+M (t) = 4|u| +HD2uH +2(K-2a {ﬂDZ
+ tITJ.J“Dzu‘qﬂdxdsdr}—2E(0)[%+t+1J+(t+ ])M (0+M(Q (6.31)

elde edilir. (6.31) in sol tarafi (6.16) yardimiyla

M (t)+ 2_|.uutdx+ _ﬂDzu‘zdx+ “‘Dzu‘zdxdr +M (t) 2 4)u’ +HD2uH2

t

+2(K -2)a {ﬂmzu\ dx+jﬂmzu\ dxdr+j]ﬂmzu\q”dxdsdr}
00Q

2

2e(0 1]+ gm (9 +m (9

M () +2_|.uutdx+ t_|.J.‘D2u‘2dxdr+ M (t) = 4||Ut||2 +2(K - 2)0’{ .ﬂljzu‘qﬂ ax
Q 0Q K

+]ﬂD2u‘q+1 dxdr + ]]J‘DZU‘Q+1dxdsdr} —2E(O)£%+t + 1}
0Q

00Q
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+(t+1)M (0)+M (0) (6.32)

olacaksekilde yazilabilir. (6.32) gtsizliginin sol taraflndakizjuutdx terimi Cauchy
Q

esitsizligi yardimiyla

||u||2 +||ut||2 > Zqutdx
Q
seklinde yazilabilir. Bu gtsizlik (6.32) nin sol tarafina uygulanirsa,

M(t)+M() ||u|| +||u, || +”‘D2u‘ dxdz = 4||u, || +2(K-2)a {_ﬂDzu‘ dx
t

+tjﬂmzu\q“dxdr+ J.].ﬂﬂzu‘qﬂdxdsdr}—2E(O)[%+t+1}
0Q 00Q

+(t+2)M (0)+M (0) (6.33)

elde edilir. ||ut||2 esitsizligin sg tarafina gecirilir ve gtsizligin sol tarafina

t

”ﬂﬂzurdxdsdr eklenirse, gtsizligin sol tarafinda (6.15) yardimiylM (t) elde
00Q

edilir. (6.33) aitsizliginin sol tarafina negatif olmayan bir terim ola (t)

eklenirse,

t

M (t)+M (t)+[ul + t”‘Dzu‘zdxdr+ I]ﬂDZU‘ dxdsd7 +M (t) 2 3u,|
0Q 00Q

t

+2(K -2)a {ﬂmzu\ dx+jﬂmzu\ dxdr+j]ﬂmzu\q”dxdsdr}
00Q

t2

—2E(O)(E+t+1j+(t+])M(Q+M(Q (6.34)
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olur. 3||ut||2 > 0 terimi &itsizligin sgs tarafindan atilirsa

-

2M (t)+2M (1) = 2(K - 2)”{ [ ™ dx+ tjﬂDzur”ldde j]j\mzu\“+ldxdsdr}
Q 0Q 00Q

—2E(o)(%+t+1j+(t+])M(Q+M(c) (6.35)
elde edilir. Buradan da

M (t)+M(t)=(K —Z)a{ _ﬂDzu‘q+1 dx + tj_ﬂDzu‘qﬂdxdr+ ]]ﬂﬂzu‘qﬂdxdsdr}
Q 0Q 00Q

—E(O){g+t+1]+%(t+])l\)l(0)+—:;M(() (6.36)

t
olarak yazilabilir. (6.36) denkleminin gdarafindaki ﬂDzu‘q 1dx, jﬂDzu‘q " dxdr
Q 0Q

tr
ve ”ﬂDzu‘q " dxdsd7 integrallerine Holdergitsizligi uygulanirsa, sirasiyla
00Q

HDZU ™ dx integrali igin

Q

2 q-1

a1
. 2 a1) 2
( s {[ ﬂDzu‘z'q;dxjm[ jliidx]“”} < Jef oo
Q Q Q Q

HD2u

elde edilir. Buradan da

flo2u " dx 2 B o™ (6.37)

Q

seklinde yazHabiIir.HDzuHq+1 terimi icin Poincare @tsizligi kullanilirsa
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g+l

o] 2 ¢(a)

yazilabilir ve £(Q) bélgeye bali bir sabit olmak tzeref(Q)=1 olacaksekilde

secilirse (6.37) gtsizligi

g+l

o e[l ¢(@)fu
Q
oldugundan

@t (6.38)

o2 ax= )7 u
Q

t
seklinde yazilabilir. | ﬂmzu\q”dxdr integrali Holder gitsizligi yardimiyla
0Q

a+l
q+l q1) 2

Uﬂﬂzurdxdr} i < [”‘Dzu‘ qzldxdr) l{] 1g%1dxdr "
0Q 0Q

0Q

—

:[;jgﬂmzu\ dxdr}(ﬂqdrj {:M\DZU\ dxdT] alt)>

elde edilir. Bu gitsizlik dizenlenirse,
q;l

Uﬂﬂzu‘qﬂdxer2£]I‘Dzu‘ dxdr] |Q|t) (6.39)

t

seklinde yaZ|IabiIir.”ﬂDzu‘qﬂdxdsdr integrali Holder gtsizligi yardimiyla
00Q
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t

[]]I‘DZU‘dedsdrjzg (I]I‘Dzu‘ qgldxds;dr]q
00Q 00Q

q-1 g-1

1Qd rdtJ U] 'ﬂDzu‘qﬂdxdsd r}[ tJ‘|Q|rdr
0 0Q 0

g+l 2 1) 2
+

t

|

ot~

=(;joj J‘Dzu‘qﬂdxdsdrH

91

tr " t2 2
:(”_ﬂmzu‘q dxdsdr}(|§2|—drj
00Q 2

elde edilir. Bu gitsizlik dizenlenirse,

g+l 1-q
. 1q

102 axasdr |=| ([ [0%ufaxasdr |~ 10 dr |’ (6.40)
g o [{ g (e

seklinde yazilabilir. (6.38), (6.39),(6.40) da Haldwitsizligi yardimiyla bulunanlar
(6.36) da yerine yazilirsa

g+l g+l
t

M(Q+hﬂ@)2(K—2ﬁﬂQr5{ flu wﬂ +1;(Jﬂﬂﬂﬂdﬁh}

q+l

seeg| [ auar || -e(0 ot 1e L gua(s

+%M(® (6.41)

elde edilirt>1 olarak secilirseq>1 oldugundan 12t(q_%>tq—l_l>0 dir. Bu

durumda (6.41) in gatarafinda parantez icinde bulunan ifade igin
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gt
2

[.ﬂu| dXJ lzq[t ‘Dzu‘z dxer +t qzl(t 1 ‘Dzu‘z dxdsdr}
g+l -

q

(_ﬂu| dx] +t 2

q+l
t a4
2U|u|2dx] +th( ‘Dzurdxdrlzﬂlq
Q

qtl

a+1
t 2

q+l
] ‘Dzurdxer i +t1q(tf ‘ U‘ dXdeTj i
0Q 00Q

] \D 2u\ dxdsdrj
00Q

a+1 ;

Zth{[(ﬂuldej 2 +(JJ\D2u\2dxer +[!Lﬂmzu\ dxdsdr}qz}

elde edilir ve (6.41) de yerine yazilirsa,

q+l

M (2)+M 1) (< ~2)ala ¢ M I d] o g our |
{JMDZU‘Z dxdsdrjq;l}_ E(O)[%n +1]+%(t +)M (0)+—;|v| (0 (6.42)

elde edilir. ab,c>0, m>1 olmak izere (a+b+c)"<2™?(a" +b" +c")

esitsizligi yardimiyla
t

m:q—l, a—ﬂu|2dx, b:]_ﬂDzu‘zdxdr ,c= .[]..ﬂDzu‘zdxdsdr olarak alinir ve
2 0Q 00Q

(6.42) ye uygulanirsa,

_ t
M (t)+M(t)=(K —2)cr|Q|17q - 21"‘{ I|u|2dx+ I.ﬂDzu‘z dxdr
Q 0Q

gt

t 2

+j]ﬂD2u‘2 dxdsdr}
00Q

1

—E(O)£%+t+1j+%(t+])M(())+—2M(() (6.43)

elde edilir.
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(6.15) yardimiyla

M (t)+M (t)z(K—2)a|Q|1_2qtl"‘21'qMq;l(t)—E(O)[%+t+1]+%(t+ IM(Q

1
+E M (0) 48)

elde edilir. (6.29) ve (6.30) dab— +o iken M(t) - +00  ve Mt) - +oo
oldugu gérilir. Bu yizden M (t)>0 ve M (t)> ( olacaksekilde bir t,=1

vardir. Buradat 2 t, dir. (6.44) iin her iki tarafireM (t) ile carpilirsa,

g+l

2M (t)M (t)+2M ()M (t) 2 (K - 2)a|§2|1_7q 29 2M ()M 2 (1)
+2M(t)[—E(O)(%+t+1]+%(t+])M(Q+—;M(Q} (6.45)
elde edilir. (6.29) yardimiyla

M (£) > 2 (0)t+ 2(K - e [ [[2"™ bz +M (9>~ E( Jt+M ( 9

elde edilir ve bu gtsizlik (6.45) e uygulanirsa

2M (t)M (t)+2M ()M (t) =2 (K - 2)a|Q|1_7q £ 279 2M (t) M%ﬂ(t)

+| ~aE(0)t+ 2 (())}{—E( Q(%+t+ 1}%(“ N ( 9+ 2m g)} (6.46)

elde edilir. (6.46) gtsizliginin sol ve sg tarafindaki ifadeler diizenlenirse,
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(K-2)ala]7 o229 m™ (1)
g "2 2 dt
dt[M ()+ M (t)}z —

2

{-45(0)“ oM (o)}{—E( q(gm 1]+12(t+ IN( 9+ 2m (p} (6.47)

elde edilir.
2(K-2)a

Cl = g-1
27 (q+3)|Q 2

ve

H(t):[—4E(0)t+Z\/I (o)}{-e(q[;u 1}+%(t+ I ( 9+ 2m (9

seklinde ifade edilirse, (6.47) denklemi

d "2 2 1—qd L;B
E{M (t)+Mm (t)}zClt prdll (t)+H(t) =39 (6.48)

olarak yazilabilir. (6.48) denkleminin her iki tara®™ ile carpilirsa,

4 d ) 2 d q7+3 g-1
te E{M (t)+M™ (t)}zClEM (t) +t*H (t) (6.49)

elde edilir ve gtsizligin sol tarafl
d d

a{tq‘l(l\/l' 2(t)+M Z(t)ﬂth*a{m “(t)+M 2(t)} yardimiyla

d| qaf \y 2 2 d L;B q-1
a{tq [M (t)+M™ (t)ﬂzan (t) +t*H (t) t (6.50)
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seklinde yazilabilir. (6.50) @tsizliginin her iki tarafit,’den t’ye integre edilirse,

-CM 2 (t,) (6.51)

elde edilir.t — +co’ a giderken (6.51) gitsizliginin sg tarafi +c’a yaklastigindan
t>t olmak tzere (6.51) in gearafini sifir veya sifirdan buyuk yapan biet,

vardir. O halde (6.51)

t‘H( M ?(t)+M 2(t)jzc:ll\/l 2 (1), &t (6.52)

seklinde yazilabilir.M (t) =0 ve M (t) = C olduklarindan

(M(t)m(t)j > M 2(t)+M 2(t)
olarak yazilabilir. Buradan da (6.52) denklemi
tq‘l(M(t)+M(t)j >CM 2 (t), t=t (6.53)

seklinde ifade edilebilir. Fitsizligin sol tarafindakit®™ terimini s&a gegirilir ve her

iki tarafin karekokuna alinirsa;, = \/61 olmak lzere

M(t)+M(t)2Ct2M # (1), t=t (6.54)

elde edilir.



56

W(t)+W(t):C2t_2W “ (1), t>t,, (6.55)

Bernoulli bglangig-dger probleminin ¢bzimu igin,

1-qg g+3 q+3

W(t)+W(t)=C,t 2W # (t) denkleminin her iki tarafiW 4 (t) terimi ile

bolundrse,
_a+3 . q q
W 4 (H)W(t)+W ¢ (t)=C,t 2 (6.56)

1—q

olur. T(t)=W # (t) seklinde ifade edilirseT (t)zl_TqW

(t)wW(t) olacaindan

_a+3
4

(6.56) denklemi

olarak elde edilebilir ve buradan da

Iq
2

T(t)+TqT (t) :chzt (6.57)

1q

seklinde yazilabilir. (6.57) nin her iki taraé e carpilir ve bulunan ifadenin sol

ba . 1-q k% qrl o
tarafi e 4 T(t)+Te “T(t) :a{e 4 T(t)} yardimiyla diizenlenirse,

Iq,
4

1q -
g{e aT (t)} :1TqC2e

Tq
2

t (6.58)

1-q
4

elde edilir. Bu gitlikte T (t) =W “ (t) yerine yazilirsa,
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1q, Iq - aq
g 4 tW 4 (t) = _1 q C2e 4 tt
dt 4

57

(6.59)

elde edilir. Balangi¢ kaulu yardimiyla, t=t,olmak Uzere (6.59) ’den t 'ye

integre edilirse

]'_J[ Iq 1_qt tq
4 4

t —
et W (t)—e41M4(tl):Ique4 C,r 2dr,

_tq, t1q

—q) ot , a
W (t) =M (tl)[1+—C2 (Z q)M “(t)e ¢ 1J'e4 r2dr

Y

elde edilir ve buradan da

- a1t rgo .y Fa
wi =) 2- S8 o

(6.60)

(6.61)

(6.62)
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seklinde ifade edilirse, buradaE[(tl) =1 oldugunu kolayca gorulebilir.

t l_q(r—t 1-q
4

Q(t) icindeki J.ei 2 dr integrali igin
b

elde edilebilir ve integral icin ortalama g teoreminden, IeT r2dr

1q
integralinde f (t) =t 2 alirsak,

iq q
2

q>1lvelst <tst+1licin (t,+1) 2 < f(r)<t, 2 oldugundan

i ~q 4 T,
[es™r drz(tl+1)17q Je4( Yar

b4 4

u+l l_q(r—tl) ﬂ
2

elde edilir. Buradan da (6.619i# gi igin

C,(q-1) 9* b Faoy)  C,(q-1), o rag4 -]
Q(t)z%M 4 (tl)(t1+1) 2 JG4 ‘dr:¥|\/| 4 (tl)(t1+1) 2 g
4
a1 1q q
Q(t)=C,M “ (t,)(t,+1)2 (1—e4 J B f+ (6.63)

elde edilir.  (6.30) yardimiyla
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M (t)=-E(0)t*+M (0)t+M (0) oldusundan

q-1

ra_[-E(0)2+M (Q)t+M (0)] *
(t)(t+1) 2 = (1) ve t - +oo iken aitsizligin s&
+

91
4

M

a1
tarafi (~E(0)) + ’e gider. Yanit, yeterli olacak biyiikliikte alinirsa,

Q(t)=c, (—E(O))qT_l (1—e1_4qj 2%(—E(O))(T(l—el_4qj (6.64)

2(K-2)a
g1

27 (q+3)|qf 2

elde edilir. Bu gitsizlikte C, = ve teorem 6.2.nin 2.

~40|

varsayimindaki E(0) < - - yerine
{(k-2)a} 1(a+3 "7 (2 e-(q-l)m)‘”(q 2
yazilirsa,
1 91
1] 2(K-2)a : 40 Y1
Q(t) 25 Z — - (1_e4j
2| g2 (q+3)Q? [{(k-2)a} /(a+ 3)]2’(q ) (1- e—<q—1>/4)“’(q 1)

elde edilir ve buradan da
Q(t)z1  t=t,+1
esitsizligine ulgilir. Buradan daz (t)=1-Q(t)<0  t=t + . elde edilir.

Z(t)'nin surekliligi, Z(t)=1 ve t=t +1 icin Z(t)<0 olmasi nedeniyle ve ara
deser teoremi gergince t, <T <t +1 arasmdaz(f) =0 olur. Bu yiizdent - T~

iken
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4

Fq

- ot ot a4y X
W (t) =4I (t,) k#M “(t) .[e4( Urear| e {
4

esitliginden de gorulege gibi W(t) ‘nin ilk ki terimi sabit ve pozitif dgerler

alirken, parantez icindeki terim yah(t) sifira yaklair. Ama Z(t) ‘nin kuvveti

negatif oldgu igin, W(t) - +e olur. Lemma 6.1. ‘denu=W(t),v=M(t) olarak
alinirsa, M (t)=W(t) t=t, olur ve t - T iken M (t) -+ olur. Boylece

verilen kaullar altinda (6.1)-(6.3) probleminin ¢dzimi sorbir T zamaninda

patlams olur.



BOLUM 7.SONUCLAR VE ONERILER

Bu calsmada hiperbolik tipten kismi diferansiyel denklerme ¢ézimlerinin
davranglar farkli kosullardaki makaleler ele alinarak incelentini Her bir bolimde
ele alinan problemlerde sirasiyla ¢bzumlerin adiktdavranglari, kararlilgl ve
patlamasi incelenrfir.

Benzer sekilde eliptik ve parabolik tipten kismi diferanslydenklemler icin de
calismalar yapilabilegg gibi ¢ozumlerin surekli bamliligr da aratirmacilarin

ilgisini gekebilir.
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