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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

L : Lineer Operator

L : Adjoint Operator

/4 : Wronskian

G(x,¢) : Green Fonksiyonu

J, ( x) : Birinci Tip Bessel Fonksiyonu

Y, ( x) : Ikinci Tip Bessel Fonksiyonu

P ( x) : Legendre Polinomu

H, ( x) : Hermite Polinomu

r‘( x) :Gama Fonksiyonu

D" : n yinci Basamaktan Tiirev Operatorii



OZET

Anahtar kelimeler: Baglangic Deger Problemi, Green Fonksiyonu, Sinir Deger
Problemi, Sturm-Liouville Problemi, Sturm-Liouville Ozdegerleri, Sturm-Liouville
Ozfonksiyonlari, Bessel Diferansiyel Denklemi, Legendre Diferansiyel Denklemi,
Hermite Diferansiyel Denklemi.

Bu tez 6 boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde diferansiyel denklemlerin kullanim alanlarindan bahsedilerek teze
giris yapilmistir. Ayrica Siir Deger Problemleri ile ilgili yapilan ilk ¢alismalardan
bahsedilmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Uciincii  boliimde tek noktali Simr Deger Problemleri iizerinde durularak
coztiimlerinin varlig1 ve tekligi incelenmistir.

Dordiincii bolimde iki noktali Sinir Deger Problemleri incelenerek Green fonksiyonu
ve Ozellikleri hakkinda bilgiler verilmistir.

Besinci boliimde ise 6zel bir Sinir Deger Problemi olan Sturm-Liouville Problemi
izerinde durulmustur. Ozellikleri verilerek, o6zdegerleri ile 6zfonksiyonlari
incelenmistir. Bu problemin 6zel halleri olan Ozel Fonksiyonlardan birkag: iizerinde
durulmustur. Son olarak da elde edilen verilerle Sturm-Liouville Teoremleri
ispatlanmustir.

Altinct boliimde ise tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar belirtilmistir.
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STUDYING OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS

SUMMARY

Key Words: Initial Value Problem, Green’s Function, Boundary Value Problem,
Sturm-Liouville ~ Problem,  Sturm-Liouville  eigenvalue,  Sturm-Liouville
eigenfunction, Bessel Equation, Legendre Equation, Hermite Equation.

This thesis is consists of six chapters.

In the first chapter, it is mentioned about the using areas of differential equations and
there is an introduction to the thesis. Furthermore, it is discussed about the first study
of the Boundary Value Problem.

In the second chapter, main definitions and concepts used in the thesis are given.

In the third chapter, one-dimensional Boundary Value Problems are examined and
investigated the uniqueness and existence of the solutions.

In the fourth chapter, two-dimensional Boundary Value Problems are inspected and
some properties related with Green’s functions are given.

In the fifth chapter, a special Boundary Value Problem called Sturm-Liouville
problem are mentioned. By given the properties of this function, eigenvalue and
eigenfunction are investigated. Some special functions which related with this
problem are examined. Finally with these datas Sturm-Liouville theorems are
proved.

Finally in the sixth chapter, the results are stated gained through the study of thesis.
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BOLUM 1. GIRIS

Bilim ve teknigin yasalari, matematik diline aktarildiginda, birtakim denklemler
aracilif1 ile ifade edilir. Cebir, geometri ve analiz statik problemlerin bir¢cogunun
¢Oztiimii i¢in yeterli olmaktadir. Buna karsilik, dogadaki olaylari tasvir eden yasalarin
biiyiik bir cogunlugu, bir veya daha fazla buytikligiin, diger bir takim biiytikliiklere
gore degisim hizlarni igerir. Bu degisim hizlar1 matematik olarak tiirev islemi ile
ifade edilir. Problemler, tiirev yardimiyla katsayilar1 degiskenlere bagli olan adi
diferansiyel denklemler veya kismi tiirevli denklemler seklinde belirtilir. Bu tipteki
denklemlerin 06zelligi, arastirma yapilan bodlgede veya bdlgenin smir c¢izgisinin
tizerinde katsayilarin tekil (singiiler) olmasidir. Yani bolgenin bazi noktalarinda
katsayilarin sifir olmasi veya belirsizlik halinde bulunmasidir. Boyle tipteki
denklemlere doniisen fiziksel problemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak cok zor
oldugu gibi bazi durumlarda ¢6ziime ulagsmakta miimkiin degildir. Problemin
zorlugu, denklemin ¢Oziimiinin  sonsuz  seri  seklinde  aranmasindan
kaynaklanmaktadir. Bu da denklemin tiim 6zel durumlari icin sonsuz serinin
yakinsakliginin  ispatlanmast  ve Ozdeger fonksiyonlarinin  ortogonalliginin
gosterilmesidir. Ayrica matematiksel fizik probleminin ¢6ziimiiniin kararliligini

ispatlamak ve korumak da gerekir.

Smir Deger Problemleri, fiziksel bir¢gok alanda problemlerin ¢oziimii igin
kullanilmaktadir. Ornegin klasik mekanik problemleri, elektro manyetik teori,
kuantum mekanigi, kuantum fizigi, termodinamik problemleri ve 6zellikle dalga

denklemlerinde bu problemlere sik¢a rastlanmaktadir.

Sinir Deger Problemlerinin en 6nemli smifi, Sturm-Liouville Problemleridir. Bu
problemlerin analizinde, diferansiyel operatoriin icerdigi 6zfonksiyonlar incelenir.
Klasik Sturm-Liouville Problemi adini, Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855)

ve Joseph Liouville (1809-1882) isimli bilim adamlarinin ¢alismalarindan almistir.



Sinir Deger Problemlerine Oncelikle uzun bir siire boyunca Laplace Denkleminin
harmonik ¢oziimlerini bulmak amaciyla Dirichlet Problemi olarak c¢alisilmistir ve

problemin ¢oziimiine de Dirichlet prensibi ad1 verilmistir.

Bu ve bunun gibi birgok problemin ¢6ziimiinde kullanilabilen bu problemin énemi
dikkate alinarak tezde, Sinir Deger Problemleri, ¢6ziimlerin bulunmasinda yardimei
olarak kullanilan Green Fonksiyonu, 6zel bir Sinir Deger Problemi olan Sturm-

Liouville Problemleri ve 6zellikleri incelenerek tek bir kaynakta toplanmistir.



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanim 2.1.

++a (x)di+a0(x) (2.1)
X

operatorii ile birlikte; I da a, (x);tO; X I da sabit bir nokta; Yioees ¥, verilen
sayilar ve f(x), I da pargali siirekli bir fonksiyon olsun. xe / olmak iizere

Lu = f problemine

u(xo)z%,...,u(p_l)(xo)zyp (2.2)

kosullar1 altinda, x, noktas1 baslangic degerini belirtmek iizere Cauchy problemi

veya baslangi¢ deger problemi denir. [1]

Tamm 2.2. [ arahinda tamimli, siirekli f,(x),..., f,(x) fonksiyonlar1 lineer

bagimlidir < Hepsi ayn1 anda sifir olmayan c,,...,c, sabitleri i¢in

afi(x)++c, 1, (x)=0 (2.3)

esitligi vardir. Yani bu n fonksiyonun herhangi birisi digerlerinin lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilirse bu fonksiyonlar lineer bagimlidir denir, (2.3)

esitliginde ¢, =---=c, =0 ise bu fonksiyonlar lineer bagimsizdir denir. [1]

Tanim 23. f.,....f, (n—l). mertebeye kadar siirekli tirevlere sahip, x

degiskenine bagli fonksiyonlar olmak tizere bu fonksiyonlarin Wronskiani,



A 7,
W(fotin)=| T 24)
ﬁ(n—l) fz(n—l) . f(n—l)

seklindedir. Ozel olarak f; ve f, fonksiyonlarinin Wronskian,
W (s fosx) = £ (x) £ (x) = £ (x) £5 (%) (2.5)
seklindedir. Eger / aralifinda f,..., f, lineer bagimli ise Wronskianlar sifirdir. [1]

Tanm 24. u,,...,u,, Lu =0 homojen denkleminin ¢éziimleri olmak tizere
W(ul,...,up;x)zCe_m(x), xel (2.6)

seklindedir. Burada C, sabit; m(x) ise m':ap_l /ap denkleminin bir 6zel
coziimidir. (2.6) ifadesine, Wronskian i¢in Abel formiilii ad1 verilir. p=2 ve L

operatorii self adjoint ise a, = a, dir. Buradan (2.6),
W (u,uy;x)=——, xel (2.7)

formuna dontistir.

(2.6) ve (2.7) formiillerinin ikisinde de C sabiti, Wronskianda kullanilan {uk}

¢oziimleri ile belirlenir. Farkli ¢oziimler, farkli C sabitleri olusturur. Ozel olarak

uy,...,u, lineer bagimliise W =0 dolayisiyla C=0 dir. [1]



Tanim 2.5. Siiperpozisyon Prensibi

u, (x) fonksiyonu {f,(x);,/} baslangi deger probleminin, u,(x) fonksiyonu
ise {f,(x);0.8,} baslangic deger probleminin ¢oziimleri ise Au, (x)+ Bu, (x)
fonksiyonu da {Af, (x)+ Bf, (x); A, + Be,, A3, + Bf3,} baslangic deger problemin

coziimuddr. [1]

Tanmm 2.6.

He-g={ 22

1, E<x

seklindeki fonksiyona Heaviside fonksiyonu denir. [1]

Tanmm 2.7.

Lu=a,(x)u +a (x)u +a,(x)u=f(x), a<x<b (2.8)

diferansiyel denklemi ele alnsin. Burada i=0,1,2 olmak iizere a,(x) katsayilar
a<x<b araliginda siirekli ve a,(x)#0 olup f(x), a<x<b aralifinda parcal
siireklidir. u(x) ,

(2.9)

Bu= oy (a)+ o (a)+Bu(b)+ By (b) =7, }
Byu= a’zlu(a)+0{22u' (a)+ﬂ21u(b)+ﬂ22u' (b) =7

sinir sartlarint saglayan ¢oziim; (¢;,,0,,0,.8,) ve (0,0, By, By) vektorleri

lineer bagimsiz olmak tizere (2.8) denklemine (2.9) sinir sartlari ile birlikte bir sinir

deger problemi denir.



B, =B, =a, =a,, =0 ise aralign bitis noktalarindaki

Bu= Olllu(a)+0{12u' (a) =N

Byu = ﬂzlu(b)"'ﬁzzul (b) =7

ayrismig sinwr sartlar elde edilir.

o, =p=B,=0,=p,=p,=0, &, =1, a,, =1l ise

u(a)=y,u(a)=y,

baslangi¢ sartlar: elde edilir.

Stiper pozisyon prensibi, (2.8)-(2.9) probleminin ¢oztimlerinde kullanilirsa: w,

{fs%.7} smir deger probleminin ¢6ziimii; U, {F;7,,7,} smur deger probleminin
coziimii olmak tizere Au+BU, {Af+BF;A;/] + Bt,, Ay, +BTZ} sinir  deger

probleminin ¢oziimiidiir. # ve v, { f ;7],72} sinir deger probleminin ¢éztimleri ise
u—v, homojen smir deger problemini saglar. Homojen smir deger probleminin

sadece u =0 asikar ¢6zlimii varsa, { 57, 72} probleminin ancak bir ¢oziimii vardir;

asikir olmayan bir ¢dziimil varsa, , { /37,7 } probleminin ya ¢dziimii yoktur ya da

birden fazla ¢oziimii vardir. [1]

Tanim 2.8. u,(x) ve u,(x) M kiimesi iizerinde olmak iizere herhangi bir & ve S

sabitleri igin ou, (x)+ fu, (x) de M kiimesi tizerinde ise M bir lineer manifolddur

denir. [1]

Tanim 2.9. L:ap(x)D"+-~~+a1(x)D+a0(x) lineer operatéri a<x<b

araliginda tanimli olmak tizere



Lu=apu(”)+~~-+alu'+a0u=f, a<x<b (2.10)
probleminine

Byu :0511”(“)"'"""0%“(!)71)(a)+,5”u(b)+~--+ﬂlpu(p71)(b): %,
Q.11

Bu= aplu(a)+---+0(ppu(‘”_l) (a)+ plu(b)+---+ﬁppu(’7_l) (b)= 7,

smir sartlart ile beraber p.mertebeden bir sinir deger problemi denir. Burada

. .. p
i=1...,p olmak  iizere al.(x)eC ve (O(H,...,Otlp,ﬂ”,...,ﬂlp),...,

(«

aeees Oy Bl ﬂpp) lineer bagimsizdir. L diferansiyel operatoriidir ve

B,,...,B, sabittir. /=0, ,=---=y,=0 durumunda probleme homojen problem

denir. Homojen problem sadece asikar ¢6ziime sahipse, (2.10)-(2.11) probleminin en
cok bir ¢oziimii vardir; asikar olmayan bir ¢6ziime sahipse, bu durumda problemin ya

¢Oztimii yoktur ya da birden fazla ¢6ziimii vardir. [1]

Tamm 2.10. p boyutlu R, uzaynin iki vektdrit w ve z olmak tizere

reel sayisma w ve z vektorlerinin i¢ ¢arpimlar: denir. <w,z>:O ise iki vektor
ortogonaldir. Ayrica <w, w>=w12 +~-~+w!2, :||w||2 dir. Tim =z vektorleri icin

<w,z> =0 ise w sifir vektoridiir. [1]

Tamm 2.11. M, R, (k < p) de k£ boyutlu lineer bir manifold olmak tizere buradaki

M ye dik olan vektorlerin kiimesine M nin ortogonal tiimleyeni denir ve M™ ile

gosterilir. [1]



Tamm 2.12. R, de ve M, we M* ve <v, w>:O olmak {izere

u=v+w= ||u||2 = ||v||2 + ||w||2 (Pisagor Teoremi)

dir. v vektorii M de u vektoriiniin bir izdiistimiidiir. [1]
Tanim 2.13. A bir reel (veya karmasik) parametre olmak iizere

%(p(x)%j—q(x)u+ﬂp(x)uzo, a<x<b (2.12)

seklindeki diferansiyel denklem ele alinsin. L diferansiyel operatori

d

Llu)=={ (3

du

_E J+q(x)u (2133)

olarak tanimlanirsa, (2.12) denklemi bu operatér yardimiyla
L{u]-4p(x)u=0 (2.13b)

bigiminde de yazilabilir. Burada A sayisina spektral parametre, p(x) fonksiyonuna

potansiyel fonksiyon denir. [1]

Tamim 2.14. (2.13a,b) denklemlerinin

Bu=oqu(a)+o,u (a)=0} (2.14)

Byu=f,u(b)+pf,u (b)=0

sinir kosullarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasina Sturm-Liouville sinir deger

problemi denir. Burada ¢,,, «,, B,, [, reel sabitler olup o +¢, #0 ve

B+ B3, #0 dir. Ozel olarak,



a) «, =/, =0 i¢in (2.14) denklemleri
u(a)=u(b)=0
ile taniml1 Dirichlet kosuluna,
b) o, =/, =0 icin
u (a) =u (b) =0
ile tanimli Neumann sinir kosuluna indirgenmektedir. [8]

Tanim 2.15. (2.12) ifadesi, A spektral parametresine bagli bir denklem ailesidir.

u(x)=0 fonksiyonu A parametresinin her bir degerinde denklemi ve verilmis sinir

sartlarin1 sagladigindan asikar bir ¢6ziimdiir. Eger bu homojen denklemin, A
parametresinin herhangi bir degerinde (2.14) homojen sinir kosullarini saglayan
agikar ¢oziimden baska bir ¢6ziimii varsa, A parametresinin bu degerine verilmis
siir deger probleminin ozdegeri denir. Bu 6zdegere karsilik gelen ¢oztiime ise
problemin dzfonksiyonu denir. Ozdegerlerin olusturdugu kiimeye de, verilmis smir

deger probleminin spektrumu ad1 verilir. [8]

Tamm 2.16. p(x)>0, u(x) ve v(x) fonksiyonlart x€ [a,b] araliginda tanimli ve

stirekli fonksiyonlar olmak tizere

<u,v>p = Ip(x)u(x)v(x)dx

a

biiytikliigiine u(x) ve v(x) fonksiyonlariin p(x) agirlik fonksiyonuna gore skaler

¢arpimi denir. 8]



10

Tanim 2.17. Tanim 2.16 da u(x)=v(x) oldugunda

1

b 2
el ={ [ ()]
sayisina u(x) in p(x) fonksiyonuna gére normu denir. [8]

Tanim 2.18. Tanim 2.16 da p(x) =1 &zel hali igin

<u,v> = jlu(x)v(x)dx

ifadesine u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin sadece skaler ¢arpimi denir. Eger

<u,v>=0 ise 0 halde u(x) ve v(x) fonksiyonlari (a,b) aralifinda birbirine diktir

denir. [8]

Tamm 2.19. a<x<b arahfinda kompleks degerli iki fonksiyon f(x) ve g(x)

olmak tizere i¢ ¢arpimlari

b

(f.8)=]1(x)g(x)dx (2.15)

a

seklindedir. Burada E(x) , g(x) fonksiyonunun eslenigidir. [2]

Tamm 2.20. Reel degiskenli u(x) fonksiyonu, bir # komsulugunda (x—#%) nin
kuvvetlerine gore Taylor serisine agilabiliyorsa bu fonksiyon / de analitiktir denir.
Bir (a,b) aralhigmim her noktasinda analitik olan bir fonksiyon o aralikta analitiktir

denir.
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Karmagik degiskenli ve tek degerli bir u# fonksiyonu, D bdlgesinin ancak bazi
noktalar1 hari¢ diger noktalarinda tiirevlenebiliyorsa, bu fonksiyon D bolgesinde
analitiktir - denir. Eger bu fonksiyon D bolgesinin biitiin  noktalarinda

tiirevlenebiliyorsa buna diizgiin analitik fonksiyon denir. Ornegin,

1+z

u(z) =

-z
fonksiyonu, z =1 noktas1 hari¢ her yerde analitiktir. [9]

Tamm 2.21. v + p(x)u +¢(x)u=0 denkleminde p(x) ve ¢(x) fonksiyonlar: x,

noktasinda analitik degil ise bu noktaya denklemin singiiler noktas: denir. [10]

Tanim 2.22. Asagidaki kosullar1 saglayan (2.12)-(2.13) Sturm-Liouville problemine

regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi ad1 verilir:
a) p(x)>0, p(x)>0, xe[a,b],
b) p(x), [a,b] arahginda siireklidir,
¢) q(x) ve p(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda siireklidir,

d) —e<a<b<oo

Bu kosullardan herhangi biri bozuldugunda, singiiler Sturm-Liouville sinir deger

problemi ortaya ¢ikar. [8]

Tanim 2.23. Bir 6zdegere karsilik gelen tiim 6zfonksiyonlar birbirinin skaler ¢arpimi

ise, bu 6zdegere basittir denir. [4]

Tamm 2.24. G(x,f;/i) fonksiyonuna Sturm-Liouville probleminin Green

fonksiyonu denir. [8]
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Tanim 2.25.

_d
dx

{p(x)@}+q(x)u+/lp(x)u=0 a<x<b (2.16)

L[u](x)

dx

diferansiyel denklemini

O(Hu(a)+a12u"(a)=0 @17
;leu(b)+ﬁ22“ (b) =0

sinir sartlart ile birlikte ele alinsin.

(a) lim p(x)=0 veya lil}}p(x) =0 dir.
(b) p(x), g(x) veya p(x) fonksiyonlarindan herhangi biri x —>a veya x —>b

durumunda sinirsizdir.

(¢) (a,b) araligs sirsizdir. ((a,oo), (—e0,b), (—oo,oo))

Bu sartlardan en az birini saglayan (2.16)-(2.17) problemine singiiler Sturm-Liouville

problemi denir. [4]

Tanmm 2.26. (2.16) denkleminde p(x):x, q(x):—vz/x, p(x):x ve a=0

alinarak elde edilen

(xu')'{/lx—v—z]u:o 2.18)

X

veya

2
u"+1u'+[/1—“—2]u=0 (2.19)



13

diferansiyel denklemine Bessel Diferansiyel Denklemi denir. Burada v bir say1, 4

ise spektral parametredir. [4]

Tamm 2.27. J,(x) fonksiyonuna birinici tipten ve v ‘iincii mertebeden Bessel

fonksiyonu denir. [4]

Tanmim 2.28. Y, (x) fonksiyonuna ikinci tipten ve k’inct mertebeden Bessel

fonksiyonu veya Weber fonksiyonu denir. Genel halde, keyfi v degerleri i¢in Weber

fonksiyonlar1

olarak tanimlanmaktadir. [4]

Tamm 2.29. (2.16) denkleminde p(x)=1-x*, p(x)=1, ¢(x)=0, a=-1 ve b=1

alinarak elde edilen

[(1=2)u ] + 2u=0 (2.20)
veya
o2 A
u —1_x2u+1_x2u=0 (2.21)

denklemine Legendre Diferansiyel Denklemi, bu denklemin ¢6zlimlerine ise

Legendre fonksiyonlar: denir. [4]

Tamm 2.30. (2.16) denkleminde p(x)=e™, ¢(x)=0, p(x)=e™, a=— ve

5

b = alinarak elde edilen
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(e_"zu' ) +e u=0 (2.22)
veya
u —2xu + Au=0, —oo < x < oo (2.23)
denklemine Hermite Diferansiyel Denklemi denir.

lim e u(x)=0 (2.24)

X—>too

sinir kosullar1 altinda p(x);tO olmasina ragmen gecgerli oldugu aralik sonsuz

oldugundan problem singiiler bir Sturm-Liouville problemidir. (2.23) denkleminin

(2.24) kosullarin1 saglayan ¢oztimlerine Hermite fonksiyonlar: denir. [4]

Tanim 2.31. a, =2" alinarak elde edilen H, (x) polinomlarina Hermite polinomlar:

denir. [4]

Tammm 2.32. Bir fonksiyonun [a,oo) araliginda sonsuz sayida kokii varsa, bu

fonksiyona salinimlidir denir. [4]

Teorem 2.1. Lineer Sistemler icin Varhk ve Teklik Teoremi

A(t)z[ay. (t)], nxn tipindeki bir matris fonksiyonu ve 7,€ (a,b) olmak iizere

f(#) vektorel bir fonksiyon olsun. Herhangi bir x, baslangi¢ vektorii i¢in (a,b)

araliginda
X ()=A)X()+f(),  x(¢)=x,

baslangi¢ deger probleminin tek ¢6ziimii vardir. [4]
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Teorem 2.2. Rolle Teoremi

f:[a,b]—> R fonksiyonu siirekli ve Vxe (a,b) noktasinda tiirevlenebilir olsun.
Eger f(a)=f(b) ise (a,b) arahiginda /" (c)=0 olacak sekilde en az bir ¢ noktas

vardir. [7]

Teorem 2.3. Bolzano-Weierstrass Teoremi

Her siurli reel say1 dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi vardir. [7]
Teorem 2.4. Leibniz Formiilii

f ve g fonksiyonlar1 bir 4 c R ciimlesi {izerinde n. mertebeden tiirevlenebilen

fonksiyonlar ise f-g fonksiyonu da n. mertebeden tiirevlenebilirdir ve

(f.g)(n) (x)= Z":(ij(k) (x) gl (x)

k=0
seklindedir. [7]
Teorem 2.5.

Lu=f, a<x<b; Bu=y,...,Bu=y, (2.25)

olmak tizere (2.10)-(2.11) sinir deger problemi ele alinsin. (2.11) tipindeki sinir
sartlar1 ile birlikte

Lu=0, a<x<b; Bu=0,...,Bu=0 (2.26)

P

homojen probleminin sadece asikar ¢6ziimii varsa, (2.25) probleminin tek ¢oziimii
vardir. (2.26) problemi asikar olmayan ¢oziimlere sahip ise, (2.25) 6zel bir tip

olmadike¢a ¢oziimii yoktur.
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Lv=0, a<x<b; Bv=0,...,B,y=0 (2.27)

ise bu problemin adjoint homojen problemidir. [1]

Teorem 2.6. n bilinmeyenli m lineer denklemler i¢in: m>n ise denklem
sisteminin ¢oziimii yoktur; m <n ise denklem sisteminin sonsuz ¢éziimi, m=n ise
denklem sisteminin tek c¢oziimii vardir. Eger denklem sisteminin katsayilar

determinant1 sifir ise ya ¢oziim yoktur ya da sonsuz ¢6ziim vardir.

n bilinmeyenli m denklem kiimesi

Zaijujzfi, i=1,...,m (2.28a)

seklinde yada

Au=f (2.28b)

seklinde tek bir denklem olarak yazilabilir. Burada 4, (al.],) katsayilarinin mXn

tipinde bir matrisi; f :( Sroeees fm) m boyutlu, u:(ul,...,un) n boyutlu birer
vektordiir. 4 matrisinin elemanlar1 ve f vektoriiniin bilesenleri reel sayilar olarak
alindigindan u ¢6ziimiiniin bilesenleri de reeldir. Boylece fe R, , ue R, olmak

lzere
A:R —R,
lineer bir dontistimdiir.

(2.28a,b) incelendiginde ue R ise Aue R, dir ve ve R icin
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elde edilir. Burada 4", a, =a,, ile nxm tipinde bir adjoint matristir. Boylece A",
A matrisinin satir ve siitunlarinin yer degismesi ile olusmustur. 4" :R — R,

m=n ve a, =a, ise matris simetriktir ve 4= 4" dur.

(2.28a,b), iki problemi ayn1 anda icermektedir:

Au =0 (homojen denklem) (2.29)
Au =0 (adjoint homojen denklem) (2.30)

(2.29), (2.30) denkleminin f =0 alinmis halidir. 4 karesel bir matris ise (2.29) ve

(2.30) ayn1 anlama gelir.

(2.28) denkleminin bir u, ¢dzimii bulunursa, u, (2.29) denkleminin ¢dziimii olmak
tizere genel ¢dziim u=u,+u, seklindedir. (2.29) in sadece sifir ¢dzimi varsa,

(2.28) tek ¢oziime sahip olur. [1]

Teorem 2.7. k(x,&), a<x<b, a<&<b karesel bolgesinde tanimli reel degerli bir

fonksiyon olsun.

b

Ik(x,f)u(f)df—u(x)zf(x), a<x<b (2.31)

a

homojen olmayan integral denklemine karsilik gelen homojen denklem,

b

J-k(x,f)u(f)df—u(x)=0, a<x<b (2.32)

a

ve adjoint homojen denklem,
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b

[k(&x)v(&)dE-v(x)=0, a<x<b (2.33)

a

ele alinsin.

(a) (2.32) probleminin sadece asikar ¢oziimi varsa, (2.33) ve (2.31)
problemlerinin tek ¢6ziimii vardir.

(b) (2.32) probleminin asikar olmayan ¢oziimleri varsa, (2.33) ve (2.31)
problemlerinin ¢6ziimii vardir < (2.33) probleminin ¢6ziimii olan her v

fonksiyonu,

b

J.f(x)v(x)dsz

esitligini saglar. [1]
Teorem 2.8. Homojen sinir sartlari ile (2.25) problemi ele alinsin;

Lu=f, a<x<b; Bu=---=Bu=0 (2.34)
(a) (2.26) homojen probleminin sadece asikar ¢oziimi varsa, (2.27) adjoint
homojen probleminin ve (2.34) probleminin tek ¢oziimii vardir.
(b) (2.26) probleminin k£ bagimsiz ¢6ziimil varsa, (2.27) probleminin de &k
bagimsiz ¢oztimii vardir. Buradan (2.34) probleminin ¢6ziimi vardir <
b b
j ﬁ/(l)dx:---:j fv(k)dx:O esitligi saglanir. Burada (V(l),...,v(k)), (2.27)
probleminin ¢6ziimlerinin kiimesidir. Kosullar saglanirsa, (2.34) probleminin
)

genel ¢ozimi ﬁ+z;cl.u(i olarak bulunur. Burada #, (2.34) probleminin

Szel bir ¢oziimii; {c,}, keyfi sabitler ve «",...,u", (2.26) probleminin lineer

bagimsiz ¢oztimleridir. [1]
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Teorem 2.9. Strum-Liouville Ozdegerleri

(2.12) denklemindeki p(x), p (x), q(x) ve p(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda
siirekli ve [a,b] araliginim her noktasinda p(x)>0 ve p(x)>0 olsun. Bu durumda

(2.12)-(2.14) Strum-Liouville probleminin 6zdegerleri, artan

A<A <A << <A < (2.35)

reel say1 dizisini olusturmaktadir ve

lim A, = oo (2.36)

n—yoco

seklindedir. Her A, 6zdegerine, sabit katlar hari¢, yalniz bir u,(x) 6zfonksiyonu

karsilik gelir. Ayrica, her xe [a,b] icin q(x) >0 ve (2.14) kosullarindaki ¢;,, ¢,

112 12°

B, B, katsayilar1 negatif degil ise tiim dzdegerler de negatif degildir. [6]

Tanim 2.33. (2.12)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri teorem 2.9 gibi
siralansin. A, 6zdegerine karsilik gelen u, (x) 6zfonksiyonu, bir ¢arpimsal sabit ile

n

hesaplanabilir. Her bir 6zfonksiyonun, carpilacagi keyfi sabit

uj(x)p(x)dle n=12,...

R C— >

sartin1 saglamalidir. Bu sarta normallestirme sart: denir. [2]

Teorem 2.10. Fredholm Alternatifi

(2.28a,b) denkleminin ¢6zlim veya ¢6ziimlerinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(2.30) denklemini saglayan her v i¢in
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< ,v>m =0

olmasidir. [1]
Ispat.

=) Kabul edelim ki (2.28a,b) denkleminin bir ¢dziimii var olsun. O halde bir u
cozimii i¢in f = Au olur ve < f ,v>m :<Au,v>m =<u,A*v> seklindedir. Boylece

(2.30) denklemini saglayan her v ¢oziimii i¢in < f ,v>m =0 elde edilir.

<) (2.30) denklemini saglayan her v ig¢in < f ,v>m=0 olsun. f vektoriinin A4
araliginda R, nin bir eleman: olup olmadigr incelensin. R, bir lineer manifold
oldugundan f vektorii, he R, ve h™ e R, olmak iizere h+h" olarak ayrilabilir.
h* vektorii sadece h vektoriine degil, R, nin biitiin elemanlarina ortogonaldir: her

ue R, igin 0= <Au,hl> :<u,A*hl> ve buradan 4'h* =0 olur. Béylece /" (2.30)

denkleminin bir ¢oziimiidiir. Kabulden f=h+h" vektorii de A" vektodriine
ortogonal olur. %, h* vektoriine ortogonal oldugundan dolayr 4" kendisine

ortogonaldir. Yani #° =0 ve fe R, elde edilir.

Tanim 2.34. nXxn tipindeki bir 4 matrisi i¢in Oncelikle det 4 #0 regiiler durumu
ele almsin. Bu durumda det 4" # 0 olur ve (2.29) ile (2.30) denklemleri sadece sifir
coziime sahip olurlar. Boylece herhangi bir f* vektori i¢in (2.28a,b) denklemlerinin,
u=A"f seklinde bir ¢6ziimii vardir. Buradaki A", 4 matrisinin ters matrisidir. Bu

matrise Green matrisi denir.

det A=0 singiiler durumunda ise, 4 matrisinin satirlar1 arasinda lineer bagimlilik

vardir. Eger lineer bagimli elemanlar f vektoriinde ise (2.28a,b) denkleminin

¢coziimi vardir. /=0 ise (2.29) homojen problemi, ¢ogu durumda sifir ¢oziimii

olmasiyla birlikte, her zaman c¢oziilebilir. (2.29) denkleminin k(S n) bagimsiz
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¢cOziimii varsa A matrisi, £ boyutlu bir sifir uzayr adim alir. A dan farkli bir sifir
uzayina sahip olmasia ragmen A" i¢in de ayn1 durum gegerlidir. (2.30) denkleminin

k bagimsiz ¢dziimlerinin kiimesi v",....v"), (2.29) denkleminin & bagimsiz
¢oziimlerinin  kimesi #",....u"") olmak tzere f wvektori, i=1,....,k i¢in

< f ,v(i)> =0 sartlarin1 saglarsa (2.28a,b) denklemlerinin genel ¢oziimii

k o
u=u,+ ZCiu(')
i=l
olur. Burada u ,, (2.28a,b) denkleminin 6zel bir ¢oziimiidir. [1]

Teorem 2.11. Integral Hesabinin Birinci Ortalama Deger Teoremi

f ve g, [a,b] araliginda tanimli ve g ile fg bu aralikta integrallenebilir olsun. g,

[a,b] tizerinde her yerde aymi isaretli ve f smirli ise [inf f,sup /] araliginda 6yle

bir k sabiti vardir ki

b

J-f(x)g(x)dxzkj‘g(x)dx

a

dir. Eger f fonksiyonu [a,b] de stirekli ise [a,b] araligindaki en az bir x, noktasi

icin

olur. [7]



BOLUM 3. TEK NOKTALI SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu bolimde Lu = f diferansiyel denkleminin x ekseni iizerinde bulunan bir [

araligindaki ¢oziimlerine deginilecektir. L, (2.1) seklinde lineer, p. mertebeden adi

diferansiyel operatér olup k =1,..., p olmak iizere {ak (x)} katsayilar1 7 da siirekli,

a, (x)#0 ve x noktast a, (x) in bir singiiler noktasidir. Homojen olmayan f(x)
fonksiyonunun ayni aralik tizerinde parcali stirekli oldugu kabul edilirse Lu = f

denkleminin bir ¢dziimii olarak (p—1). mertebeden siirekli, p. mertebeden pargali

siirekli tiirevlere sahip ve f fonksiyonunun biitiin noktalarinda siirekli olan bir u (x)

fonksiyonu alinabilir.

Teorem 3.1. Lineer Denklemler icin Varlik ve Teklik Teoremi

L, (2.1) tipinde bir operatdr; I da a,(x)#0; x,, I da sabit bir nokta; 7,,...,7,
verilen sayilar ve f(x), I da parcali siirekli bir fonksiyon olsun. xe / olmak iizere

Lu = f baslangi¢ deger probleminin (2.2) kosullar altinda tek ¢6ztimii vardir.

n—1

Ispat. y,=u, y,=u', ..., y, =u"" olsun. Baslangi¢ deger problemi
y{(xo)zyz(xo)a yl(x)=u0
y(lp—l)(x()):yp (xo)’ yp—1(x):”p—2 (3.1

Yy (x):”p—1
y;n ('xO):_ap—l (xo)yl (%) ——a, (xo)yp (x0)+f(x0)
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sistemine indirgenir. (3.1) sistemini matris formunda y (x,)=4(x,)y(x,)+g(x,)
seklinde kisaltilirsa, A(xo) katsayis1 —aq, (xo),...,—ap_1 (xo),O veya 1; g(xo)
fonksiyonu ise 0 veya f'(x,) olarak bulunur. a,(x,),....a, (x,) ve f(x,), (a,b)
araliginda siirekli ise A(x,) katsayisi ve g(x,) fonksiyonu da siireklidir. Boylece

teorem 2.1 in sonucu olarak, baslangi¢ deger probleminin (a,b) aralifinda tek
¢Ooztimii vardir. (3.1) sistemi de baslangi¢ deger problemine esit oldugundan,

(2.1)-(2.2) denklem sisteminin de (a,b) araliginda tek ¢6ztimii vardir.

Lu=0 homojen probleminin u(xo)z---zu(P _1)(x0):0 homojen smir sartlari

altindaki tek ¢coziimii # =0 seklindedir.

Teorem 3.2. u,,...,u,, Lu=0 probleminin ¢dziimleri olmak iizere bu ¢dziimlerin

lineer bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart x,e / noktasinda Wronskianlarinin

sifir olmasidir.

ispat. U, [ tizerinde lineer bagimli ise biri digerinin kati olarak yazilabilir.
Determinantin herhangi iki satir1, bir digerinin sabit kat1 olarak yazilmis oldugunda

degeri sifir olur. Dolayistyla da W =0 bulunur. Tersine W (ul,...,u p;xo) =0 ise

qu, (x0)+~--+cpup (x,)=0,

clul(p_l) (xo ) 44 cpuff_l) (xo) =0

oldugundan (cl,...,cp) asikar olmayan ¢oztimlerin varlif1 i¢in gerek ve yeter sart
elde edilir. Buradan U (x)=cu, (x)+~~~+cpu B (x) seklindedir ve U, homojen
diferansiyel denklemin U(x,)=U (x,)=--=U () (x,)=0 baslangi¢c sartlarini
saglayan ¢oziimiidiir. Teorem 3.1 den dolayt U =0 olup {”1 (x),....u, (x)} kiimesi

lineer bagimli olmus olur.
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Teorem 3.3. u(x),...,u,(x), baslangic deger probleminin {0;1,0,0,...,0} ,
{0;0,1,0,...,0} ,..., {0;0,0,0,...,1}  sartlarii saglayan g¢oziimleri olsunlar. Bu

durumda (ul,...,u p) kiimesi lineer bagimsizdir ve homojen denklemin her ¢6ziimii,

¢...,c, sabitleri yardimt ile = cju, +---+c,u, seklinde yazilabilir.

Ispat. W(ul,...,up;xo):l;to oldugundan (u],...,up) kiimesi lineer bagimsizdir.

Buradan,
auty (xy)+-+a,u, (x))=u(x,)
aul”™ (x,)+--+ apuif’_l) (x,)=u""(x,)
yazilabilir. Burada , a,,...,a, bilinmeyenlerdir. Wronskian sifirdan farkli oldugu i¢in

katsayilar determinant1 da sifir degildir ve denklem sisteminin tek ¢6ziimii vardir.

Yukaridaki sistemde g, =c,,...,a, =c, alinirsa,

u(x)=cu (x)+cu, (x)+-+c,u,(x)

elde edilir.

Lu=0 denkleminin herhangi p bagimsiz ¢oziimleri bu denklemin bir bazidir.

x, =0, u, =cosx, u, =sinx alinarak u" +u =0 denkleminin {cosx,sinx} bazi elde

edilebilir. Ayrica v, (x) =cosx+sinx ve v, (x)=2cosx—3sinx fonksiyonlar: da bu

denklem icin bir baska baz olusturur.

—o0 < x <o arahignda a, (x)#0; u, (x), Lu=0 homojen denkleminin



u: (&) =0, u§ (&)=0,..., uépiz) (&)=0, ué’H) (&)= l/ap (¢)
baslangig¢ sartlarini saglayan ¢6ziimii olsun. Siiper pozisyon prensibi yardimai ile
Lu=f,a<x,u(a)=0,..., u(pfl)(a):O

denklem sisteminin ¢oziimiiniin

seklinde olmasi tahmin edilebilir.

25

Bu ¢dziimiin dogru oldugu kabul edilsin. Bu durumda u(a)=0 oldugundan

u (x)=u, (x)f(x)+J‘:u(x)f(f)d§ olarak elde edilir, yani u (a)=0 du.

u,(x)=--=u""(x)=0 oldugundan

elde edilir. Buradan k =1,..., p—1 i¢in " (a)=0 olur. Ayrica u)(cp_l) = B
a,(x

yardimu ile,

sart1
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seklinde de ifade edilebilir. Lu. =0 oldugundan
Lu=a, (x)u’ +-+a,(x)u= f(x)+ | Lug (x) f(§)dE = /()

elde edilir.

Teorem 3.4. —o<x<oco aralifinda a, (x)#0 olmak iizere homojen sinir sartlari

altinda baslangi¢ deger probleminin tek ¢6ziimii
u(x)zj.uf (x)f(&)dé (3.2)

seklindedir. Burada u; (x), Lu =0 homojen denkleminin

_ (02 £y ) (Y L
u(€)=0,..., u"7(&)=0, u”" (&) (@ (3.3)
sinir sartlart altindaki ¢oziimiidiir.
Lu=f; v(a)=#,... "V (a)=7, (3.4)
probleminin ¢6ziimii
v(x)zju¢ (x)f(f)d§+ Y, (x)+---+ 7,u, (x) (3.5)

seklinde yazilabilir.

Ornek 3.1. Bir boyutlu 1s1 denklemi
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ou  du
—=k— 3.6
ot ox’ 3.6)
dir. Burada, # bagimli degiskeni, x ve ¢ nin bilinmeyen bir fonksiyonudur. k& ise

verilen bir sabittir.

Denklem (3.6), x ekseni boyunca uzanan 1sitilmig bir ¢gubukta ¢ zaman ve x konum
olmak tizere u sicakliginin degisimini modeller. Cubugun, ekseni dik kesen A4 alanl
diizglin dik kesitinin oldugunu ve homojen malzemeden yapildigini kabul edelim.
Ayrica, ¢ubugun dik kesitinin oldukea kiigiik oldugunu, # nun her bir dik kesit
tizerinde sabit oldugunu, cubugun yanal yiizeyinin de 1s1 gecirmeyecek sekilde
yalitildigin1 kabul edelim. Bu durumda, u ger¢ekten x ve ¢ nin bir fonksiyonudur
ve 1s1, cubuk boyunca sadece x ekseni yoniinde akacaktir. Genel olarak 1s1, bir
biitiiniin sicak kisimlarindan soguk kisimlarma dogru bir sivinin akis1 gibi akan

sekilde diistintiliir.

Cubukta, ¢(x,t) 1s1 akisi, x deki dik kesitin bir birim alaninda ¢ zamaninda gegen

1s1 akig oranidir. ¢ nin tipik birimleri, santimetre karedeki saniye basina kaloridir.
Denklem (3.6) nin elde edilisi

é= —Kg—;’ (3.7)

formiiliine dayanir. Burada K oranti sabitine, cubuk malzemesinin termik iletkenligi
denir. Denklem (3.7) deki eksi isareti, >0 iken 1s1 akisinin negatif x yoniinde

olmasina karsilik gelir, oysa ¢ pozitif x yoniindeki 1s1 akisi i¢in pozitiftir. Kisaca 1s1,

sicak bir yerden soguk bir yere dogru akar, fakat tersi dogru degildir.

Bu ¢ubugun [x,x+Ax] araligma karsilik gelen kiiciik bir kismi incelensin. Iki ug

nokta boyunca bu parca i¢indeki 1sinin R akis orani

R=A¢(x,t)— Ap(x+ Ax,1)
= KA[u, (x+Ax)—u, (x,1)] (3.8)

dir. Parga i¢indeki sicakligin elde edilen u, zaman degisim orani, onun &

yogunluguna ve belirli ¢ 1sisina baghdir.
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Oz 181 ¢, 1g. malzemenin sicakligini 1 yiikseltmek i¢in gerekli 1s1 miktaridir. Sonug

olarak cou 1s1 kalorisi, 1 c¢m’ liik malzemeyi 0 sicakligindan u sicakligma
yiikseltmek igin gerekli olan dx genisligindeki ¢ubugun ince bir diliminin hacmi
Adx dir. Boylece couddx 1s1 kalorisi, bu dilimin sicakligini 0 dan u ya yiikseltmek

icin gereklidir. Cubugun [x,x+Ax] parcasinin

Q(t):x].MCJAu(x,t)dx (3.9)

X

1s1 igerigi, onu sifirdan verilen u(x,t) sicakligima yiikseltmek icin gerekli 1s1

miktaridir. Is1, pargaya sadece iki ugtan girip ¢iktigindan (3.8) yardimiyla R = dQ/dt

oldugundan
O (t)=KA[u, (x+Ax,t)—u,(x,1)] (3.10)

olur. Boylece (3.9) denkleminin tiirevi alinip integral i¢in ortalama deger teoremi

uygulanirsa (x+Ax) deki bazi x ler icin

0 (1)= X]McéAu, (x.t)dx=coAu, (x,1) Ax (3.11)

X

oldugu goriiliir. (3.10) ve (3.11) esitlenerek,
cdAu, ()_C,Z)Ax = KAI:ux (x+Ax,1)—u, (x,t):l

buradan da

(3.12)

= (3.13)

ifadesi malzemenin 1s1 yayilimidir. Denklem (3.12) de Ax -0 ve x—x icin limit
almirsa, bir boyutlu 1s1 denklemi (3.6) elde edilir. Boylece yalitilmis kenarlar1 olan

ince gubukta u(x,7) sicakligi, bu kismi tiirevli denklemi saglamalidir.

Cubugun x=0 dan x=L ye uzanan sonlu L uzunluguna sahip oldugunu kabul

edelim. Cubugun u(x,t) sicaklik fonksiyonu, uygun yardimci kosullar ile (3.6)
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denklemini miimkiin biitiin ¢éztimleri arasindan belirlenir. Bir adi tiirevli denklemin
bir ¢oztimii keyfi sabitler igeriyorken, bir kismi tiirevli denklemin bir ¢6ziimii

genellikle keyfi fonksiyonlar igerir. Bu 6rnekte #=0 zamaninda ¢ubugun f (x)

sicaklik fonksiyonu belirlenebilir. Bu,
u(x,O)zf(x) (3.14)

baslangi¢ kosulunu verir. Cubugun iki ucunda sabit sicakliklar belirlenebilir.
Ornegin, her bir ug sifir sicakliginda biiyiik bir buz bloguna baglanirsa u¢ nokta

kosullar1
u(0,¢)=u(L,t)=0 Vt igin (3.15)
olur. Birlestirilirse de
2
a—u:ka—z (0<x<L, t>0)
ot ox
u(0,6)=u(L,t)=0
u(x,0)=f(x)

siir deger problemi elde edilir.



BOLUM 4. iKi NOKTALI SINIR DEGER PROBLEMLERI

(2.8) diferansiyel denklemi, (2.9) sinir sartlar ile birlikte ele alindiginda olusan sinir

deger problemi incelenmek iizere

u +a (x)u=0
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi
u(a)=u(b)=0

sinir sartlart ile birlikte ele alinsin. Burada a(x) stirekli bir fonksiyondur. p(x) ve

¢ (x), siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere u, ve u,, homojen olmayan

problemin iki ¢6ztimii olarak alinirsa,

Lu, E%[p(x)%}—q(x)ul = f(x) 4.1)
Lu, E%[p(x)%}—q(x)uz =g(x) 4.2)

olur. (4.1) denklemi u, ile, (4.2) denklemi u, ile ¢arpilirsa,

(p(x)ul) u, —q(x)uu, = f(x)u,

(p(x)ut) =g (x)usu, = g (%)

ve taraf tarafa c¢ikarilirsa
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(PO ) =(p(x)is) = 1 (), = g ()
elde edilir. Gerekli cebirsel islemler yapilarak,
[p(x)(”i”z‘”'zul)] =f(x)u,—g(x)u, 4.3)

seklindeki Lagrange Ozdesligi elde edilir. Bu ozdeslik, [a,b] araliginda integre

edilirse

p(x)(u;u2 —uu, )[ = j.(f(x)u2 —-g(x)u, )dx (4.4.a)

, CNp
p(x) (ulu2 —u,u, ) = J‘(uzLu1 —u,Lu, ) dx (4.4.b)

seklindeki Green Formiilleri elde edilmis olur.

u; ve u; , (4.1) probleminin homojen kisminin ¢6ziimleri olsun. Bu durumda
P (o ") =C

W(Uf»uf*;x) =uu; —u,"u, oldugundan

elde edilir.

Eger u;, Lu; =0 denkleminin 6zel bir ¢ziimii ve ,(x) de bu denklemin herhangi

bir u, ¢6ziimii ile lineer bagimli olmayan bir ¢6ziimii ise
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dir. Bu esitligin her iki tarafin1 — !

2

ile carpilirsa

elde edilir. Integre edilirse de
u, (x) = —Culx (X)J.—*S)

olur. Yani bir sinir deger probleminin diger ¢oziimleri ile lineer bagimli olmayan en

az bir ¢ozlimii biliniyorsa, genel ¢6ztime ulasilabilir.

4.1. Green Fonksiyonu ve Kullanimlari

p(x)=exp {I%dx} ve q(x)= %exp{[%dx} olmak iizere,

Luz(p(x)u')l—q(x)uzf(x) (4.1.1)
Otllu(a)+0{12u'(a)=0 “412)
ﬂ21u(b)+ﬂ22u (b)=0

problemini ele alinsin. ¢, +¢;, 20, B + B, #0 ve £€(a,b) olmak iizere
0, x<é-¢
f(x)=1/(x), E—e<x<(+e (4.1.3)

0, x>&+e€
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fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.2) probleminin ¢dziimii olsun. Burada £, (x)2>0 olan siirekli

bir fonksiyon olup

Ete

[ £ (x)de=1 (4.1.4)
é-¢

saglanir. (4.1.1)-(4.1.2) probleminin (4.1.4) seklinde segilen ¢oziimii u, (x,f) ile

gosterilsin. (4.1.1) denklemi (£ —¢,& +€) araliginda integre edilirse

E+e

p(E+e)u, (E+&)—p(E-e)u, (§-&)— [ q(x)u, (x)dr=1 (4.1.5)

é-¢

bulunur. limu, (x,£)=G(x,&) olarak alinsin. € -0 iken (4.1.5) esitliginde limite

-0
gecilirse,
d d
17(43)257_(;(;xaéf) _-}?(éf)___-(;(;xaéf) =1
X x=E+0 dx x=£-0
elde edilir.
. §+€ .
lglir(}gj_‘gj;(x)dx=l ve  limy, (x)=G(x,¢)

olacak sekilde bir G(x,&) var ise bu fonksiyonun & noktasinda x e gore tiirevi

:Z;;—g?' (4.1.6)
x=£-0

—
~—

seklinde olmalidir. Boyle bir G(x, f) var ise bu fonksiyonun asagidaki kosullari

saglamasi gerekir:
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G(x,£), x in bir fonksiyonu gibi Lu=0 denklemini (a,&), (&£,b) araliklarinda

saglar.

G(x,£), (4.1.2) kosulunu saglar.

G(x,&), [a,b] araliginda siireklidir ve

—G(x,&) = (4.1.6.2)

dir.

Bu kosullar1 saglayan G(x,f) fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.6) probleminin Green

Fonksiyonudur.

(4.1.1)-(4.1.6) probleminin Green fonksiyonu var olsun. (4.4a,b) Green formiilii

[a, E— 8] ve [f +é&, b] araliklari i¢in kullanilirsa

pfotedi-utota]| =T rwotae
| 6(s)i -t 6(58)| - [ 16 (s
buradan
p(f—e){G(f—e,f)u'(5—8)—u(§—8)%G(x,§)X_J
(@) Glad)i(a)-ulah (] [+p(6) G624 (6)-u(0) 5 G(x)

-p(x+§)[c(§+g,§)u'(§+g)-u(§+g)%c;(x,§)

x=£+e :I
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= (6 ()it | F(x)6(08) e )

a E+e

seklindedir. Sinir sartlar1

oyu(a)+o,u (a)=0

, } yardimiyla ¢, # 0 olmak lizere
2,G(a,&)+,G (a,£)=0

elde edilir. Buradan (*) denklemindeki ikinci terim sifirdir. Benzer sekilde diger sinir

sart1 kullanilarak

ﬁZlu(b)-FlBZZu' (b) = O

BuG(0.5)+ BuG (6,8)=0

} B, #0 olmak iizere u(b):—%u'(b)

elde edilir. Bu ise (*) denkleminin ti¢iincii terimini sifir yapar. Son durumda £ — 0

icin limite gecilirse

p<§)[6<f,5)u'<5)—u<f)%6<x,f> ) }
—p(f){G(faf)u'(@—u(@%G(x,f) _i_o}hf(x)G(x,é‘)dx
u(f)p@)[%c;(x,f) -6 () }bf(x)c:(x,f)dx
x=E+0 x=£-0 a

elde edilir. Green fonksiyonunun tanimindan
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u(f)zjf(x)G(x,f)dx

a

sonucuna ulasilir. Denklemin Green fonksiyonu var ise, ¢oziim bu sekildedir.

4.2. Green Fonksiyonunun Varhgi ve Kurulusu

u, (x) fonksiyonu (4.1.1) denkleminin

u, (a) = —CO{IQ}
, (4.2.1)
ul(a)=C0{“

kosullarini saglayan ¢6ziimii; u, (x) fonksiyonu da (4.1.1) denkleminin

u,(b)=-Cp,
y Eb;zCﬁIB } (4.2.2)

kosullarini saglayan ¢oziimii olarak alinsin. C sabit olmak tizere bu iki ¢6ziim lineer

bagimsizdir. Bir

G(x.¢)=

Bu, (x), £<x<

Au, (x), a<x<¢
b

fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda,

lim G (x,&) = lim G(x,¢&)

x—¢& x—&*

olmalidir. Buradan,



Au, (£)—Bu,(£)=0
1

—Au, (&) + Bu, (&) =m

elde edilir. Ortak ¢coziim yapilirsa da

A= ve B=

seklinde olur. Burada x. =max(x,£), x. =min(x,&) dir.

Green fonksiyonu, Heaviside fonksiyonu yardimai ile

G(x.8)=H (x=&)u(x)

37

(4.2.3)

(4.2.4)

seklinde de ifade edilebilir. Burada u,(x), Lu=0 denkleminin u(&)=0,

u'(£)=1/a,(&) sartlarmi saglayan ¢oziimiidir. Eger katsayilar sabit ise Green

fonksiyonu,

G(x.8)=H (x=&)u, (x=¢)

seklindedir.

4.3. Adjoint Denklem

Katsayilart C(a,b) de olan
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L=a,(x)D’+a,(x)D +a,(x)D, (4.3.1)

denklemi ele alinsin. Bu denklem uygun bir ¢arpan ile ¢arpilarak

b (x)D +b,(x)D

seklinde bir ifadenin tlirevine ¢evrilebilir.

v[a2 (x)D*+a,(x)D +a, (x)D} b, (x)D +b, (x)D)I

b (x)D +[b]' (x)+b, (x)]D' +b,(x)D

Bu durumu elde etmek i¢in

a,(x)v="5,(x)+b,(x) (4.3.2)

esitlikleri arasinda b, ve b,,

a (x)v+va, (x) =5 (x)

(11' (X)V+V'Cll ()C) = (Cll2 ()C)V'FV'CI2 ()C))+b(l) (X)
seklinde yok edilirse

(azv)" —(alv)' +a,v=0 (4.3.3a)

azv"+(2a'2—al)v'+(a;—a1' +a0)v=0 (4.3.3b)

denklemleri elde edilir. v ile D yer degistirilirse
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L =a2D2+(2a'2—al)D+(a;—a1'+a0) (4.3.4)

olur. Elde edilen bu denklem, (4.3.1) denkleminin Adjoint denklemidir.

Bir self-adjoint operatdr, L = L olarak bilinir. Buradan

2a,(x)-a (x)=a(x)

a, (x)_al' (x)+a0 (x) =4, (x)

yani a, =g, elde edilir. Bu durum saglanmaz ise, ilk durumdaki gibi denklem v(x)

fonksiyonu ile ¢arpilarak

veya

v(x):exijdx

a,(x)
self-adjoint hale doniistiiriilebilir.

C?(a,b) de herhangi bir u,v fonksiyon ¢ifti i¢in Green formiilii

b

(vLu—uL*v)dx:J(u,v) (4.3.5)

Qe >

a

seklindedir. Burada

J(u,v)=a, (\/L/—Ltv')+(cz1 —a'z)uv (4.3.6)

dir.
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(2.9) tipindeki Bu=0 ve B,u=0 1iki homojen smir sartin1 saglayan bir u
fonksiyonu ve (4.3.1) ile verilen operator ile v, adjoint sinir sartlar1 olarak bilinen

homojen sinir sartlarini saglarsa, (4.3.5) in sag tarafi sifirlanir. M, Cz(a,b) de
Bu=0 ve Byu=0 sartlarini saglayan u(x) fonksiyonlarinimn kiimesi olsun. M bir
lineer manifolddur. M~ kiimesi C’ (a,b) de v(x) fonksiyonlarinin kiimesi olarak

b
a

=0 dir. Dolayisiyla M" da bir lineer

tanimlansin. Buradan her ue M igin J (u,v)

manifolddur. M~ kiimesindeki fonksiyonlar Bv=0 ve B,v=0 iki homojen sinr
sarti ile belirtilebilir. Burada B, ve B,, B, ve B, katsayilaridan farklidir. L =L ve

M™ =M ise (L,B,,B,) smir deger problemi self-adjointtir.
4.4. Green Fonksiyonlarimnin Degisimi
—u' = f, 0<x<1;u (0)=u(1)=0 (4.4.1)

self adjoint sinir deger problemi, yanal yilizeyi ve uglari yalitilmis olan titresimsiz bir

1
cubuktaki 1s1 iletimini tanimlamaktadir. f (x) fonksiyonu, J f(x)dx=0 sartin1
0

saglarsa, bu denklemin ¢6ziimii vardir. Céziim i¢in uygun bir Green fonksiyonu da

aragtirilabilir. Ornegin f =0 (x— & ) secildiginde ¢6ztim yoktur ancak
-G =6(x=&)-1, 0<x, £<1;G(0,£)=G (L,E)=0 (4.4.2)

se¢iminde problemin biri sabit say1 olan, birbirinden farkli ¢cok sayida ¢oziimii elde

edilir. x# &, -G =—-1 igin

A+Bx+%, 0<x<&

C+Dx+%, E<x<l
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seklindedir. B=0, D=-1 smir sartlart saglanir ve x=¢ noktasinda siireklilige

bakilirsa 4 =C—¢ esitligi elde edilir, yani

C—§+%, O<x<¢
G(x,&)= a (4.4.3)
C—x+—, E<x<l

seklindedir. Burada C, & degiskenine baglidir. Fonksiyonun & noktasindaki sag ve

sol tiirevlerine bakilarak G (&+,&)—G (£-,§)=—1 elde edilir. Gerekli olan

durumlarda

G(x,&)dx=0, Vée (a,b) (4.4.4)

© — —

seklinde bir G fonksiyonu segilebilir. Buradan da x ve & noktalarina simetrik
olarak (4.4.2) denkleminin bir ¢oziimii secilebilir. (4.4.2) denkleminin simetrik

¢oziimii G, (x,&) ile gosterilir ve Green fonksiyonunun degisimi olarak bilinir.

(4.4.4), (4.4.3) denkleminde yerine yazilirsa C =(&7/2)+1/3 ve

1 x2§2
——&+ , 0<x<é
G, (x,&)=13 2 (4.4.5)
m 1 x2§2
——x+ , E<x<l1
3 2

elde edilir. (4.4.3) esitliginden segilen C sayilari, G fonksiyonunu simetrik yapar.

Cu, (x) , Lu=0 Bu=B,u=0 homojen probleminin asikir olmayan ¢6ziimii olsun.

Burada u, (x),
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Q C— >

u’ (x)dx=1

seklinde normallestirilmis bir ¢6ziimdyiir.

Lg=G (x -¢ ) , Bu=B,u=0 problemi sartlar1 saglamadigindan Green fonksiyon

degisimi kullanilmaz.

LG,=6(x=&)-u (x)u,(£), a<x, £<b; BG,=B,G,=0 (4.4.6)

.[Gm (x,&)u, (x)dx=0, Ve (a,b) (4.4.7)

a

problemi,

b

I[é‘(x—f)—ul (x)u, (f)]ul (x)dx=0

oldugundan istenilen sartlar1 saglamis olur.
Green fonksiyonu degisimi kullanilarak

Lu=f,a<x<b; Bu=Bu=0 (4.4.8)

probleminin bir u(x) coziimii arastirilsin. Bu  problem I ’ SJu,dx=0 sart1

saglandiginda ¢oziilebilir. (4.4.6) problemi (4.4.8) probleminin # ¢oziimii ile, (4.4.8)

problemi de G, ile garpilip ¢ikarilir ve integre edilirse

j-(uLGm -G, Lu)dx =u(§)—ju1 (x)u, (f)u(x)dx—iGm (x,&) f(x)dx
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elde edilir. Esitligin sol tarafi sinir sartlar1 da yerine yazildiginda J (u,G,,) "=0 olur.

Boylece,

b

u(&)=Cy, (§)+IGm (x,&) f(x)dx

a

elde edilir. G, fonksiyonunun simetrigi kullanilarak x ve & yer degistirilirse

b

u(x)=Cuy(x)+[ G, (x.€) £ (&) dé (4.4.9)

a

bulunur. Bu, (4.4.8) probleminin genel ¢oziimidir. Bu ¢oéziimde C =0 alinirsa

problemin minimum norm ad1 verilen 6zel bir ¢6ziimi elde edilir.
4.5. p. Mertebeden Denklemler i¢cin Sinir Deger Problemleri

(2.10) denklemi (2.11) smir sartlar1 ile bir sinir deger problemi olusturur. Kabul

edelim ki

Lu=0, a<x<b; Bu=--=Bu=0 (4.5.1)
homojen problemi sadece asikar ¢éziime sahip olsun. G(x,f) Green fonksiyonu

LG=6(x-¢&), a<x, £<b; BG=--=B G=0 (4.5.2)

P

sartlar1 altinda denklemi saglar. Es olarak

LG=0 a<x<{, E<x<b; BG=--=B,G=0,

P

1
a,(§)

G,G,...,G"7 sirekli; GV (E+,8) -GV (6-,¢6) =



44

seklindedir. # ve v, C” de herhangi iki fonksiyon ise

J=Y 3 (-1} D*(a,)D'u

m=1 j+k=m-1
olmak tizere Green formiiliinden

(vLu—uL*v)dsz(u,v)‘b (4.5.3)

a

Q C— >

elde edilir.

L operatorii p. basamaktan lineer diferansiyel operatorii, Lu =0 ise bu operatore

karsilik gelen p. basamaktan lineer diferansiyel denklem olmak {izere

-1
p-1 dp

L*=(—l) oy [ap (x)}+(—l) F[aﬁ_l(x)}+--~—%[al(x):|+ao (x)

seklindeki p. basamaktan lineer operatér L operatoriiniin adjoint operatoriidiir.

Lu=0 diferansiyel denklemi ise Lu=0 diferansiyel denkleminin adjoint

diferansiyel denklemidir.

J (u,v)r; ifadesi 2p tane terimin toplami olarak
u(a)Azpv+---+u(p_l) (a)Ap+1v+u(b)Apu+---+u(p_1) (b) Av (4.5.4)

seklinde yazilir. Burada her bir 4,, 2p tane v(a),...,v(” _1)(b) nin bir lineer

kombinasyonudur. B,...,B, verilirse (4.5.4) ifadesi p terimli Bu,...,Bu yerine,

2p terimli u(a),...,u"”™" (b) ile belirtilebilir. Boylece (4.5.4),
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J(u,v)r; = (Blu)(B;pv)+~--+(Bpu)(B*+lv)+(Bp+1u)(B;v)+--~+(szu)(Bl*v)

P

(4.5.5)

*

seklinde yeniden yazilir. B]*,...,Bp, B,...,B, nin adjointi olmak iizere

Bu=---=Bu=0 sgeklindeki p homojen smur sarti verildiginde v,

%

Blv=---=Bv=0 sartlarin saglarsa J(u,v)‘b =0 elde edilir.

Simdi iki ve ti¢ boyutlu siir deger problemleri i¢in bir 6rnek incelensin.

Ornek 4.5.1. Parcali diizgiin bir C egrisi ile sirl, xy diizlemindeki bir R

bolgesinde iki boyutlu iki plakadaki veya ince bir tabakadaki sicaklik dikkate alinsin.
Plakanin yiizeylerinin yalitildigi ve plakanin xy diizlemine dik yonde sicaklig

degismeyecek kadar ince oldugu kabul edilmek tizere degisik kosullar altinda, ¢

aninda (x, y) noktasindaki u(x, y,) sicakligi bulunmak istensin.

Plaka, 0 yogunluklu, belirli 1si1s1 ¢, termik iletkenligi K olan bir materyalden
yapilmis olsun ve bunlarin tiimiiniin plakanin her yerinde sabit oldugu kabul edilsin.

Bu kabuller altinda, u (x, v, t) sicaklik fonksiyonunun iki boyutlu 1s1 denklemi

ou u  d'u
E:k[y-pay—zj (4.5.6)
yi sagladigi gosterilebilir. &,
k=2
co

plaka malzemesinin termik yayilma giicii olmak tizere (4.5.6) denkleminin sag
tarafindaki ikinci tiirevlerin toplami, # fonksiyonunun Laplasyenidir ve genellikle

2 2
v =9, 0 (4.5.7)
ox~ dy
ile gosterilir. Boylece iki boyutlu 1s1 denklemi
a—”:kvzu (4.5.8)

ot
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olarak yazilabilir. Denklem (4.5.8), bir boyutlu 1s1 denklemi u, =ku_ ile
karsilastirildiginda bir boyuttan iki boyuta geciste ikinci mertebeden u_ tiirevinin,
V?u Laplasyeni ile yer degistirdigi goriiliir. Ornegin, esnek olarak gerilmis bir hiicre
zarl xy diizlemindeki bir bolgede dengede ise ve dik olarak z yoniinde titresiyorsa

zarin yer degistirme fonksiyonu z =z(x, y,t),

9’z 'z 9’z
¥=a2 (¥+y]=azvzz (459)

iki boyutlu dalga denklemini saglar. Denklem (4.5.8) in bir boyutlu 1s1 denklemiyle
olan iligkisi gibi, (4.5.9) denkleminin de bir boyutlu dalga denklemi z, =a’z_ ile

aynidir.

Simdi # sicakligmin zamanla degismedigi ve boylece sadece x ve y nin
fonksiyonu oldugu, plakanin kararli durum sicakligi incelensin. Bu durumda u, =0

dir ve (4.5.6) denkleminin iki boyutlu Laplace denklemi

’u Jd'u 3

Vz =t —=
! o’ 9y’

0 (4.5.10)

olur. Bu denklem, potansiyel denklem olarak da bilinir. u  +u ,+u_ =0 ¢ boyutlu

Laplace denklemi, elektrik ve yercekimi potansiyel fonksiyonlar tarafindan bos
uzayda saglanir. Ayrica, sikistirilmaz ve yapiskan olmayan bir sivinin diizgiin kararl
akisinin hiz potansiyel fonksiyonu tarafindan da saglanir.

Sinirly, diizlemsel R bolgesinde Laplace denkleminin 6zel bir ¢oziimii, uygun sinir

kosullar1 ile belirlenebilir. Ornegin, bir plakadaki (x,y) kararli durum sicakhig,

eger plakanin sinir egrisinin her noktasinda verilen bir f(x,y) fonksiyonuna karsilik

geldigi bilinirse hesaplanabilir.

Sinir degerleri verilmis olan bir plakanin kararli durum sicakligini bulmak i¢in,

2 2
8_L21+8_124=0 (R iginde)
ox~  dy (4.5.11)

u(x,y)=r1(x,») ((x,y),C’ L'izerinde)

sinir deger problemi ¢oziilmelidir.
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Boyle bir problem, smir degeri verilmis olan bir R bolgesindeki Laplace
denkleminin bir ¢oziimiinii bulma problemidir ve Dirichlet problemi olarak
adlandirilir. C smir egrisi ve f sinir deger fonksiyonu kabul edilen sartlar1 saglarsa,

bu problemin tek ¢6ziimii vardir.

u_+u, =0
u(0,y)=u(a,y)=u(x,b)=0
u(x,O)zf(x)

Dirichlet probleminin ¢dziimii igin u(x,y)=X(x)Y(y) almarak X'Y+XY =0
elde edilir. Boylece baz1 A sabiti i¢in

X_rY_, (4.5.12)
X Y
olur. Bu durumda X (x),
X +1X=0
X(0)=X(a)=0

ozdeger problemini saglamalidir. Ozdegerler ve ilgili 6zfonksiyonlar n=1,2,3,...
igin
nrw nTx

X, (x)=sin— (4.5.13)
a a

Y =0, Y (b)=0 (4.5.14)
elde edilir. (4.5.14) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii

Y,(y)=4,cosh2 1 B sinh 22
a a

dir ve

Y (b)= 4, cosh ™2 4 B sinh ™0 — ¢
a a
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kosulu
B,=-[4,cosh (nﬂ'b/a)]/[sinh (nzb/a)]
oldugunu ve boylece

A cosh
Y (y)= 4, cosh Ny _a FOS (nmb/a) sinp /7Y
a sinh (n7h/a) a

= #(sinhn—ﬂb coshm—y —cosh—— nb sinh nﬂy]
sinh (nzb/a) a a a a

oldugunu gosterir. Boylece ¢, = 4, /sinh (n7b/a) olmak iizere

b—
Y. (v)=c,sinh 0 =2) (4.5.15)
a
olur. (4.5.13) ve (4.5.15) den
S = nmx ., nr(b-y)
u(x,y)=> X,(x)Y,(y)=> c,sin——sinh (4.5.16)
n=1 = a a

seri ¢oziimii elde edilir.

(x,0) =2(c smh—j in@:f(x)

a

homojen olmayan kosulunu saglamak iizere, {c,} katsayilar segilsin. Bunun igin

ve boylece

jf sm—dx (4.5.17)

" asinh nﬂ'b/ a)s

olmasi istenir. Bu katsay1 se¢imi ile (4.5.16) daki seri, Dirichlet probleminin bir
cOzuimiidiir.



BOLUM 5. STURM-LIOUVILLE SINIR DEGER PROBLEMI

5.1. Homojen Sturm-Liouville Problemi

(2.13a,b)-(2.14) homojen Sturm-Liouville problemi i¢in xe[a,b] bolgesinde

p(x);tO ve p'(x) tirevi varsa, (2.12) ifadesindeki tiirev hesaplanip p(x) e

boliinerek

u +Z (x)u - a(x) u
p(x) p(x
ifadesi bulunur. a, (x)#0 igin
a,(x)u +a, (x)u +a,(x)u=0 (5.1.1)

seklindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini (2.12) sekline

doniistirmek mumkiindiir. g, (x) ve a, (x) stirekli fonksiyonlar olmak tizere (5.1.1)

denkleminin her iki tarafi

ulx)=- tx)exp{'[ % (xidx};to (5.1.2)

ifadesi ile ¢arpilirsa



50

exp{‘[%dx}u" +%exp{[%dx}u' +%exp{j%dx}u =0

(5.1.3)
elde edilir. Burada
p(x)= exp{j zl (();)) dx} ve g¢(x)= ZO Ei; exp{j Zl E);)) dx}
alimirsa (5.1.3) denklemi
p(x)u +p (x)u +q(x)u=0 (5.1.4)
veya
d(p(x)u)+q(x)u=0 (5.1.5)

olarak yazilabilir. Bu denklem (2.12) denkleminin p(x)EO 0zel halidir. (5.1.5)

denklemi
u +p(x)u' +q(x)u =0
denkleminin eslenik seklidir.

u ve v, a<x<b arahginda stirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere

(2.13a) denklemi v ile garpilip integre edilirse

b

j:L[u]vdx: I[—(pu) v+quv}dx

a
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elde edilir. Buradan

bulunur. Sag taraftaki integrali diger tarafa alirsak

b

I{L[u]v—uL[v]}dx = —p(x)[u' (x)v(x)—u(x)v (x)]‘z (5.1.6)

Lagrange ozdesligi elde edilir.

Ayrica u ve v fonksiyonlar1 (2.14) smir sartlarin1 saglarsa, ¢, #0 ve f,, #0

olmak iizere (5.1.6) denkleminin sag tarafi

olur. Boylece L diferansiyel operatorii (2.13a) seklinde tanimlanir ve u ve v

fonksiyonlar1 (2.14) sinir sartlarini saglarsa Lagrange 6zdesligi

b

[{zlulv-ur[v]}ax=0 (5.1.7)

a

seklinde yazilir.
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Teorem 5.1.1. u(x) ve v(x) fonksiyonlart xe [a,b] arahginda tanimlanmis ve

ikinci tiireve sahip fonksiyonlar olmak tizere

(L)) (L [V) = p () [ (x) () = (2)v ()]

p ()] 619
dir.
Ispat.
(L) = {[p(3)0f ()] —a (o)) )
(L) = {319 (9] =00 )
oldugundan

oldugu goriiliir.
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(5.1.8) bagintis1 Lagrange Ozdesliginin farkli bir gésterimidir. Eger bu teoremin

kosullarina ek olarak (2.14) sinir kosullar1 saglanirsa
(Llu]v)=(u.L]v])
yani
(L{u].v)=(u,L[v])=0 (5.1.9)
elde edilir. Bu 6zellige sahip L diferansiyel operatorii kendine eslenik operatordiir.

Ornek 5.1.1. u (x)+ Au(x)=0
u(0)=0, u(7)=0
homojen Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve 6zvektorlerini inceleyiniz.
1. A2=0ise u (x)=0 oldugundan

u(x)=c +cx

bulunur. Sinir sartlar1 yerine yazilirsa

dolayistyla u(x) =0 elde edilir.

2. A<0ise r*+Ar=0 = r=x+-1 oldugundan genel ¢6ziim

u(x)= clemx +e,e VM
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seklindedir. Sinir sartlar1 yardimiyla

u(0)=c,+¢, =0
u (x)= M[cleﬂx —c,e ’”J
u ()= M[cleﬂ” —c,e ’1”] =0

buradan ¢, =¢, =0 yani u(x)=0 elde edilir.

3. A>0ise P+ Ar=0 =r=+iJa oldugundan genel ¢6ziim
u(x)=¢ cosv/Ax+c, sinvAx
seklindedir. Sinir sartlarini kullanarak

u(0)=¢ cosNA0+¢,sinVA0=0 =¢ =0
u'(x)=—/2 [cl sin+/Ax—c, cos \/Zx]
u'(0)=—\/1[clsinx/ZO—cchSx/zﬂ:O

bulunur. Denklemlerin ¢6ztiimii ile

ﬂﬂz(?}t =1

5

0zdegeri elde edilir. Buna karsilik gelen 6zfonksiyon ise

u(x)=c, sin(zkz_l}c

olur.
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5.2. Regiiler Sturm-Liouville Problemi

Teorem 5.2.1. (2.12)-(2.14) regiiler Sturm-Liouville siir deger probleminin tiim

0zdegerleri basittir.

Ispat. ¢(x) ve w(x), A dzdegerine karsilik gelen iki 6zfonksiyon olsun. Boylece

bu 6zfonksiyonlar, diferansiyel denklemi ve sinir sartlarini saglar. Buradan

0{11¢(a)+0{12¢' (a) =0

oy (a)+a,y (a)=0

olur. ¢, #0 olmak tizere

elde edili. x=a noktasinda ¢(x) ve y(x) fonksiyonlarinin Wronskianlarina

bakilirsa

Wig.v](a)=¢(a)y (a)-¢ (a)y(a)

bulunur. Bu durumda iki ¢6ziim lineer bagimlidir. Béylece A, basit bir 6zdegerdir.
Teorem 5.2.2. (2.12)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri reeldir.

Ispat. Kabul edelim ki A,, (2.12)-(2.14) probleminin kompleks bir 6zdegeri ve

®(x), bu dzdegere karsilik gelen kompleks bir 6zfonksiyon olsun. u, v, U(x),
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V(x) reel olmak iizere A=pu+iv ve ®(x)=U(x)+iV(x) olarak alnsin. (5.1.9)

denkleminde # =® ve v=® alinirsa

(L[@],@)=(D,L[®]) (5.2.1)
bulunur. L[®]=Ap® oldugundan (5.2.1) denklemi

(Ap®, @) = (D, 1pD) (5.2.2)

olur. Bu denklem, (2.15) i¢ ¢arpim1 tanimi kullanilarak yazilirsa

j‘/ip(x)d)(x)a(x)dx:j‘CD(x)z;(x)a(x)dx (5.2.3)

a

elde edilir. p(x) reel oldugundan

(z-%)fp(x)q>(x)5(x)dx:o

a

veya

(A—Z)Tp(x)[Uz(x)+V2(x)]dx=O (5.2.4)

a

bulunur. (5.2.4) denklemindeki integrand negatif olmayandir ve sifir degerini de

alamaz. Ayrica siirekli oldugundan integral isleminin sonucu pozitiftir. O halde

A—A=2iv carpani sifir olmak zorundadir. Boylece v=0 dir ve A reeldir.
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Teorem 5.2.3. Ozfonksiyonlarin Dikligi

(2.12) denklemindeki p(x), p (x), q(x) ve p(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda
siirekli ve [a,b] araligimn her noktasinda p(x)>0 ve p(x)>0 olsun. (2.12)-(2.14)
Sturm-Liouville probleminde, u(x) ve u,(x) farkkh A4 ve 4, (ﬁ, ;tﬁj)

ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak tizere

u, (x)uj (x)p(x)dx=0 (5.2.5)

Qe >

dir.

Ispat. (2.12)-(2.14) probleminin A ve /lj 0zdegerlerinin ilgili 6zfonksiyonlari

u,(x) ve u,(x) siast ile

d du.

P % g+ 2p(x) =0

) o (5.2.6)
4 oG ey 2 (a1, =0

denklemlerini saglar. Birinci denklem u,(x) ile, ikinci denklem u,(x) ile garpilip

cikarilirsa

o 2] VB 0 2 13-4 oY, =0

elde edilir. Boylece

(=2, = (o) ()2
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bulunur. Esitligin her iki tarafi integre edilirse

b

(5.2.7)

a

(4 -zj)fu,(x)uj(x) p(x)dx =] p(x)(u, (x)u, (x)=u; (x)u,(x))]

olur. (2.14) smir kosullarinin ilki yardimiyla

elde edilir. Bu esitlikler lineer denklem sistemi olarak distiniiliirse, o, ve ¢, ikisi

ayn1 anda sifir olamayacagindan bu denklem sisteminin sifirdan farkli olan bir

¢cozlimi vardir. Dolayisiyla bu sistemin katsayilar determinant: sifirdir. Yani,

bulunur. 4 # 4, oldugundan 4, -4, #0 dir. Dolayisiyla
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Q) >

u, (x)uj (x)p(x)dx=0

elde edilmis olur.
5.3. Ozfonksiyon Ac¢ihmlari

u,,u,,us,... fonksiyonlar: (2.12)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlar:

olmak tizere, u(x) fonksiyonu [a,b] araliginda

u(x)chmum(x) (5.3.1)

oOzfonksiyon serisi biciminde gosterilebilir olsun. ¢,,c,,c;,... katsayilarini belirlemek
igin (5.3.1) esitliginin her iki tarafi u, (x)p(x) ile carpilir ve sag taraftaki serinin

terim terime integrallenebilir olmast durumunda @ dan b ye integre edilirse

Qe >

u(x)u, (x)p(x)dx= ;cnjum (x)u, (x)p(x)dx (5.3.2)

elde edilir. Ozfonksiyonlarin diklik 6zelliginden, esitligin sag tarafindaki seri m=n

icin olan terimi disindaki tiim terimleri sifirdir. Buradan

R C— >

u(x)u, (x)p(x)dx= cnj‘[un (x)]2 p(x)dx

olur. Buradan da

¢ = (5.3.4)
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elde edilir. Boylece, u(x) fonksiyonunu verilen Sturm-Liouville probleminin

ozfonksiyonlar1 cinsinden ifade eden ve katsayilar1 (5.3.4) formiilu ile belirlenen

(5.3.1) dzfonksiyon serisi tanimlanmis olur.

(5.3.2) ifadesi o0 fonksiyonu ile

N

oo b
u(x)u, (x)p(x)dc= Zcm‘[um (x)u, (x)p(x)dx=>c,b,, (5.3.5)
m=l a
seklinde yazilabilirdir. Buradan da

u(x)un (x)p(x)dx=<u,pun> m=12,... (5.3.6)

CcC =

m

Q C— >

elde edilir.

Teorem 5.3.1. Ozfonksiyon Serisinin Yakinsakhg

U, Uy, 1,,... |a,b] arahgmmda regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlari
olsun. Eger u(x) , [a,b] de parcali diizgiin bir fonksiyon ise a<x<b igin (5.3.1)
ozfonksiyon serisi u fonksiyonunun siirekli oldugu x noktalarinda u(x) degerine,

u fonksiyonunun siireksiz oldugu x noktalarinda ise bu siireksizlik noktasindaki sol

ve sag limitlerin %[u (x+)+u (x—)] ortalama degerine yakinsaktir.

5.4. Sturm-Liouville Probleminin Green Fonksiyonu

(2.12) denkleminde p(x)=1 ve p(x)>0 olsun:

d

——(p(x)

dx

du

—]+q(x)u:/1u a<x<bh (54.1)
dx
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u, (x,4) ve u,(x,A) fonksiyonlari bu denklemin

u(a.2)=-a,, Ml(a,ﬁ):“n} (5.4.2)

U, (b’l):_ﬁzza uz (b’/l):ﬂﬂ

sinir  kosularin1 saglayan herhangi iki ¢6ziimii olsun. Bu ¢o6ztimler (5.4.1)

denkleminde yerine yazilirsa

du,

__(p(x)—]+q(x)ul = Au,

dx
d du
—E(p(x)d—xzj+q(x)u2 = Au,

olur. Birinci denklem u, ile, ikinci denklem u, ile garpilarak taraf tarafa ¢ikarilir ve

gerekli cebirsel islemler yapilirsa

d
dx

{p () [ (x.2).10 (2. A) T} =0

elde edilir. Parantezli ifadenin tiirevi sifir oldugundan, x degiskenine bagli degildir.

Bu terim
A(A)= p(x)W[u1 (x,4),u, (x,/l)] (5.4.3)

olarak tanimlansin. Burada A(A), A ya bagh analitik bir fonksiyondur. A= 4,

A(A)=0 denkleminin bir kokii olsun. O halde (5.4.3) den

W[“1(x’/10)’”2(x’ﬂ“o):|:0
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dir. Dolayistyla u, (x,A,) ve u,(x,4,) fonksiyonlart lineer bagimlidir. Bu nedenle bu

fonksiyonlarin her biri, (5.4.2) siir sartlarinin yani sira (2.14) smir kosullarini da

saglar. Yani A =4, sayis1 verilen Sturm-Liouville probleminin bir 6zdegeri olur.

Teorem 54.1. A=4, sayisinin (2.13a,b)-(2.14) Sturm-Liouville probleminin

0zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

saglanmasidir.

G(x,é‘;/l)z;

{MI(X,ﬂ)uz (x,4), ¥s¢ (5.4.4)

u, (x,A)u, (x,4), x>&

seklinde bir fonksiyon tanimlansin. Bu fonksiyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. Eger A bir 6zdeger degilse G(x,&;4) fonksiyonu a<x, £<b karesel

bolgesinde tanimlanmis ve siirekli bir fonksiyondur.

2. & =x igin bu fonksiyonun x noktasina gére sag ve sol tiirevler

G'(x+0,x;,1):’}im G(x+h,x;/1})l—G(x,x;/1) _u (x,/i u, (x,1)
—0*

G (x=0,x;24) = lim G(x+h,x;1)-G(x,x;4) _ (x,A)u, (x,1)
h—0" h A

seklindedir. Buradan da

(5, A, (v, 2) = (5, ), (x.4)
A(2)

G (x+0,5;1)-G (x=0,x;4) =

_ W[u1 (x,4),u, (x:;t)] _ 1

A(4) p(x)
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elde edilir. Yani G(x,&;4) fonksiyonu x =¢ dogrusu iizerinde siireksizdir.

3. A bir 6zdeger degil ise x# ¢ oldugundan G(x,&;4) fonksiyonu, (5.4.1)
denklemini ve (2.14) sinir kosullarini saglar.

4. G(x,&;4) fonksiyonu simetriktir: G(x,&4)=G(&,x;4)

5. Eger A bir 6zdeger degil ise, [a,b] araliginda siirekli olan keyfi bir f (x)

fonksiyonu yardimiyla

b

u(x,A) :jG(x,g;ﬂ.)f(g)dg (5.4.5)

a

= A0 u, (x,4)

Qe

ul(faﬂ)f(f)dfw(xaﬂ)juz(éiﬂ)f(cf)dcf}

fonksiyonu
Llu]+Au=f (5.4.6)
denkleminin, (2.14) siir sartlarini saglayan bir ¢6ztimiidiir.

Buradaki G(x,&; 1) fonksiyonu Sturm-Liouville probleminin Green fonksiyonudur.

Teorem 5.4.2. G(x,&; A1), regiiler bir Sturm-Liouville sinir deger probleminin Green

fonksiyonu olsun.

b

u(x,/i):J‘G(x,f;/i)f(f)df

a

fonksiyonu, regiiler Sturm-Liouville sinir deger probleminin ¢éziimiidiir.

Ispat. u(x,A) fonksiyonu, problemin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda (2.14) sinir

sartlarini saglar.
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_{p(x)W[ul ()C,ﬂ.),u2 (x,ﬂ)]}:()

dx
esitliginden
x) W[uI (x,4),u, (x,/i)] =C

elde edilir.

olmak tizere u, (x,/l) , (2.14) smir sartin1 sagladigindan

o (a,2) + ' (a, A) =, (a, ) | Mdg

b
u
+o,u, (a, ) I 2 )

[allul (a,A)+a,u, (a, 4 ]j»uz )

=0

elde edilir. Buradan u(x,/i) fonksiyonu da (2.14) sinir sartin1 saglar. Boylece

u (x,/i) , regiiler Sturm-Liouville probleminin ¢6ziimudiir.
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5.5. Periyodik Sturm-Liouville Problemi

Periyodik Sturm-Liouville problemi, regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi ile
benzer ozellikler gosterir. Periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri, basit

olmak zorunda degildir.

Bir periyodik Sturm-Liouville problemi

(0)=u(2T) (5.5.1)
u (0)=u(27)

(p(x)u' (x)) +q(x)u(x)+Ap(x)u(x)=0
u(0)
seklindedir. Burada p(x), p'(x), q(x) ve p(x) fonksiyonlar1 27 periyotlu siirekli

fonksiyonlar ve p(x)>0, g(x)>0 dur.

Teorem 5.5.1. (5.5.1) periyodik Sturm-Liouville problemi i¢in

1. Ozdegerler reeldir, sayilabilir formda ve 1raksaktir,

A <A <A... lim A, = +eo

n—>o0

2. Ozfonksiyonlar reel degerli segilebilir.

3. Farklh ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar, [0,27] arahiginda p(x)

fonksiyonuna gore ortogonaldir.

4. ¢, n=12,... ortonormal 6zfonksiyonlar dizisi; u, 27 periyotlu peryodik

ve siirekli bir fonksiyon; u' (x) pargali siirekli bir fonksiyon olsun. Béylece
u(x)=> a,p,(x) (5.5.2)

seklindedir. Burada
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dir. (5.5.2) ¢6ziimiindeki seri, [0,27] araliginda yakimsaktir.

5.6. Homojen Olmayan Regiiler Sturm-Liouville Problemi

A sabit bir say1 ve f (x) , a<x < b araliginda tanimli bir fonksiyon olmak tizere

L[u]:—[p(x)u']l+q(x)u=ﬂp(x)u+f(x) (5.6.1)

seklindeki regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi

anu(a)+a12ull(a)=0} (5.6.2)
Bou(b)+ fou (b)=0
sinir sartlar ile birlikte ele alinsin. Bu denklem,

Llu]=2Ap(x)u (5.6.3)

seklindeki diferansiyel denkleminin i¢erdigi homojen problemin 6zfonksiyonlarini ve

(5.6.2) smir sartlarmi  kullanarak ¢ozilir. A4 <A, <---<A4, <--- problemin

ozdegerleri, ¢,,9,,...,0,,... ise bu oOzdegerlere karsilik gelen normallestirilmis

Ozfonksiyonlar olarak alinsin.

(5.6.1)—(5.6.2) probleminin bir u = ¢)(x) ¢cOzimi

¢(x)=2 c.8,(x) (5.6.4)
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seklindeki gibi seriler ile ifade edilebilsin. (5.3.6) denkleminden
b
¢, = [#(x)8,(x) p(x)dx n=12,... (5.6.5)

seklindedir. (5.6.1) denkleminde u ile ¢ yer degistirilirse

L[9](x)=up(x)o(x)+ f(x) (5.6.6)

olur. (5.6.4) seri ¢o6ztimii (5.6.6) denkleminde yerine yazilirsa

=> ¢ 4p(x)9,(x) (5.6.7)

elde edilir. (5.6.6) denklemindeki homojen olmayan kismin terimi, p(x) cinsinden

p(x)[f(x)/p(x)] olarak yazilabilir. f(x)/p(x) fonksiyonu, teorem 5.3.1 deki

sartlar1 saglarsa

) S () (5.6.8)

bﬂ:fp(x)f(i)@(x)dx:ff(x)gpn(x)dx n=12,... (569

bulunur. (5.6.6) denkleminde ¢(x), L[¢]|(x) ve f(x) yerine (5.6.4), (5.6.7) ve

(5.6.8) denklemlerindeki degerler yazilirsa
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=) =)

36 Ap(x)0, (1)= 10 (x) X, (1) + P (x) .9, ()

n=l n=1

elde edilir. p(x)#0 carpani sadelestirilir ve toplam alinirsa

i[(ﬂn—ﬂ)cn]@(ﬂﬂ (5.6.10)

n=l1

bulunur. (5.6.10) denklemi a<x<b araligindaki Vx i¢in incelendiginde ¢,(x)

katsayilari Vn igin sifir olmalidir. Buradan da
(4, —u)c,—b,=0 n=12,... (5.6.11)
elde edilmis olur.

- u#A, n=12,... olsun. Bu durumda

c":/ini,u n=12,... (5.6.12)
ve
u:¢(x)=i b, ¢, (x) (5.6.13)
n=1 /?'n_ﬂ

elde edilmis olur. (5.6.13) denklemi, (5.6.9) esitligindeki verilen b, ile birlikte

(5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan sinir deger probleminin genel ¢éztimiidiir.

- u=4 ise bu durumda n=m i¢in (5.6.11) denklemi

OCWI - bm = 0



69

olur. Buradan da u=A, ve b,#0 ise (5.6.11) denklemini ¢ézmek miimkiin

degildir. Dolayisiyla (5.6.1)-(5.6.2) probleminin ¢oziimii yoktur.

u=A, ve b, =0 ise (5.6.11) denklemi ¢, degeri 6nemsenmeden ¢oziiliir. Yani
¢, keyfidir. Bu durumda (5.6.1)-(5.6.2) probleminin ¢oziimii vardir fakat ¢,

ozfonksiyonu keyfi bir katsay1 icerdiginden, tek degildir.

(5.6.9) denkleminde ¢, =0 alinirsa

b

[/ (x)8,(x)ax=0 (5.6.14)

a

elde edilir. Boylece u= A4, ise (5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan sinir deger problemi,
f fonksiyonunun A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlara dik olmasi sarti

ile ¢oziilebilir.

Teorem 5.6.1. (5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan sinir deger problemi ig¢in u,
homojen problemin biitiin 6zdegerlerinden farkli oldugunda, her bir f fonksiyonu

icin tek ¢6ziime sahiptir ve ¢ozlim, serinin Vx igin yakinsak olmasi kosulu ile

(5.6.13) seklindedir. ux, homojen problemin herhangi bir 6zdegerine esit ise,
homojen olmayan smir deger probleminin f fonksiyonu ile ¢, 6  ortogonal
olmadik¢a ¢oziimii yoktur. Bu durumda ¢oziim tek degildir ve ¢, 6zfonksiyonunun

keyfi bir katsayisini igerir.
Teorem 5.6.2 Fredholm Alternatif Teoremi

M niin verilen bir degeri i¢in (5.6.1)-(5.6.2) homojen olmayan problemi her f
siirekli fonksiyonu icin ya tek ¢Ozlime sahiptir ya da (5.6.3)-(5.6.2) homojen

problemi asikar olmayan bir ¢6ziime sahiptir.
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5.7. Singiiler Sturm-Liouville Problemi

(2.16) tanimi ile verilen singiiler Sturm-Liouville denklemi i¢in ti¢ 6nemli 6rnek:
Bessel diferansiyel denklemi, Legendre diferansiyel denklemi ve Hermit diferansiyel

denklemidir.

Cu' (1) + 1 (1) +( =0 Ju =0, 0<1<~/Ab

v. mertebeden Bessel diferansiyel denkleminde t=+/Ax almir ve her taraf x ile

boluniirse

2
i(x@j_v_uq-/lxu:o’ 0<x<b
dx\  dx X

singiiler Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada p(x) =x—>0 ve x—>0" iken

q(x) = —vz/ x siirsizdir.
(l—xz)u"—2xu'+n(n+1)u=O, -I<x<l1

Legendre denkleminde A=n(n+1) alinarak

i{(l—xz)@}ﬁu:o, —1<x<1
dx dx

singiiler Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada p(x)=1—x’ fonksiyonunun

degeri £1 bitis noktalarinda sifirdir.

u —2xu +2nu=0, —co < X< oo

Hermite diferansiyel denklemi, e ile carpilirsa A =2n olmak iizere
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dx

i{e"z ﬂ}+/le’”2u=0, —oo < x <0
dx

singiiler Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Burada (—oo,c0) aralig1 sinirsizdir.

Bir regiiler Sturm-Liouville problemine karsilik gelen lineer operator self-adjoint idi.
Singiiler Sturm-Liouville probleminin ise sinir sartlari, self adjoint problem

yardimiyla olusturulur. Green formiilii incelenirse, tek farkin integralin sinirlarinda

oldugu gortiliir. p(x) ve q(x) , (a,b) araliginda siirekli fonksiyonlar olmak tizere

N

(uL[v]—vL[u])dxz lim p (x)W [u,v;x] - lim p(x)W [u,v;x] (5.7.1)

x—b~ x—a*

elde edilir. Eger bu denklemin sag tarafi sifir ise, L operatorii self adjointtir. Bunun

icin parcalanmis olan limit ifadesi sifir olmalidir. Bu durumda,

lim p(x)[u (x)v'(x)—u'(x)v(x):'zo (5.7.2)

x—a*

halini, hangi sinir sartlarinin sagladigini gérmek icin simdiki lemma verilebilir.
Lemma 5.7.1. Singiiler Simir Sartlan

(5.7.2) denklemini, asagidaki ti¢ sartin herhangi biri gergekler.

i.  lim p(x)=p(a) dir ve y(x), z(x) fonksiyon ¢ifti

x—a"
Olnu(a)+0(12u'(a):0, o, +a, #0

sinir sartini saglar.

il. lim p(x)=0 ve y(x), z(x) fonksiyon gifti
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x—a" iken u(x) ve u(x)

kalan sinir sartini saglar.

iii. y(x), z(x) fonksiyon ¢ifti

lim mu(x)zo ve lim mu'(x)=0

X—a xX—a

sartlarini saglar.
Ispat.

i.  a,#0ise y (a)= z (a)=0 olur ve (5.7.2) saglanir. Diger taraftan

fonksiyonlar, sinir sartin1 sagladigindan

J’(a) :_(0{12/0{11)yl (a)

z(a)= _(alz/an)j (a)

seklindedir. Bunlar (5.7.2) denkleminin sol tarafinda yerine yazilirsa

p(a) y(a)z (a)~z(a)y (a)]
= p(a)[—(an/an)y' (a)zl (a)+_(a12/0511)zv (a)y' (a):l =0

isleminin sonucunda (5.7.2) saglanir.

ii. x—a" iken y, y, z, z kalan siirlardan ise, (5.7.2) denkleminin sol

tarafindaki koseli parantezli ¢arpan sinirh olur. lim p(x)=0 oldugundan sol

X—a

taraftaki terimin her bir carpani sinirhidir ve buradan da sol taraf sifir olur.

Dolayisiyla (5.7.2) saglanir.
ii. y(x), z(x) fonksiyon ¢iftinin smurlari sagladigini kabul edelim. Bu

durumda (5.7.2) denkleminde yerine yazildiginda
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tim p (x)[u(x)v' (x)=u (x)v(x) ] = tim o (x)w () 1im [ (x)= ()

+
xX—a

—(lim p(x)y'(x))(lim p(x)z(x))zO—OzO

elde edilir. Boylece (5.7.2) saglanir.

Bu lemma, diger bitis sart1 i¢in de gegerlidir;

lim p(x)[u(x)v'(x)—u'(x)v(x)]zO (5.7.3)

x—b~
(5.7.2) ve (5.7.3) sartlar1 saglanirsa L operatorii self-adjointtir.

Singililer Sturm-Liouville denkleminin smir sartlar1 yardimiyla verilen bir lineer
operatort, self-adjointtir. Regiiler ve singiiler Sturm-Liouville problemleri arasindaki
en onemli fark, singiiler problemin 6zdegerlerinin farkli olmamasi durumudur. Yani
problemin, her A degeri i¢in veya herhangi bir araliktaki A degerlerinin asikar
olmayan ¢o6ziimii vardir. Bu durumdaki problemin bir sirekli spektrumu vardir.
Buradan anlasildig1 gibi singiiler bir problemde, farkli 6zdegerler veya siirekli bir
spektrum bulunur. Siirekli spektruma sahip degil fakat sonsuz sayida farkli 6zdegeri

varsa, regiiler durumun genisletilmesiyle o6zdegerlerin reel oldugu ve farkh

ozdegerlerin 6zfonksiyonlari (a,b) araliginda p(x) fonksiyonuna gore ortogonal

oldugu goriiliir.
5.7.1. Bessel Diferansiyel Denklemi

(2.18)-(2.19) ile beraber
u(0)=u(b)=0 (5.7.1.1)

sinir kosullarinin olusturdugu singiiler Sturm-Liouville probleminde
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x=+Ax (5.7.1.2)
dontistimi yapilirsa
" 1 ' 2
W +u +(1—“—2]u=0 (5.7.1.3)
X X

Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Kuvvet serileri yardimiyla, bu denklemin
u(x)=x"Y ax’, a,#0 (5.7.1.4)

seklinde bir seri ¢6zliimii vardir. Bu ¢6ztim (5.7.1.3) denkleminde yerine yazilirsa

(rz—vz)ao =0
_(r+1)2 —l)z}a1 =0

(r+2)=v* |, =—a, (5.7.1.5)

(r+n)’ —vz}an =-a,,
denklem sistemi olusur. a, #0 oldugundan ilk denklemden 7 =v ve r,=-v

bulunur.

1. 71 —r, =20 sayis1 pozitif bir tamsay1 olmasin. O halde Frobenius teoreminden

verilmis denklemin (5.7.1.4) serisi seklinde iki lineer bagimsiz ¢6ziimii

vardir.

r =0 i¢in (5.7.1.5) sistemi ¢oziiliirse

a=0 ve a=——"2— n=2,3,4,...
n(2v+n)
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bulunur. Buradan da tek indisli katsayilar

a,,., =0, n=0,12,...

cift indisli katsayilar ise

a, = (1) a n=0,1,2
2 (v+1)(v+2) - (v+n)n! e

bulunur. Burada a, keyfi bir sabittir. Ozel olarak a,,
V)= J.e_"x”_'dx, v>0
0

gamma fonksiyonu yardimai ile

1
T (w+)

seklinde secilsin. Kismi integrasyon ile
C(v+n+1)=(v+1)(v+2)--(v+n)T(v+1)

oldugundan

-1
( ) n=0,1,2,...

G = 2T (v+n+1)’

elde edilir. (5.7.1.4) serisinde yerine yazilirsa Bessel denkleminin

— — N 1)}7 2n
() = - Zzz"“’n'r (vin+l)
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o l)n x 2n+v
Z ) (Ej (5.7.1.6)

oy n+1 )T (v+n+1

tipindeki bir 6zel ¢oziimii elde edilir.

r == i¢in benzer sekilde

N
)
III

i ) (%}2 (5.7.1.7)

(n+1)T(—v+n+1)
ikinci 6zel ¢6ziim bulunur. Buradan genel ¢6ziim

u(x)=CJ,(x)+C,J_,(x), x>0 (5.7.1.8)
bi¢imindedir.

v

Buradaki J,(x) fonksiyonuna birinici tipten ve v ‘iincii mertebeden Bessel

fonksiyonudur.

2. r—r, =20 sayis1 tek pozitif bir tamsay1ya esit olsun. Bu durumda

:2k+1:k+l
2

seklinde, tek olan bir tamsayinin yarisina esittir. (5.7.1.5) sisteminde » =—0 igin tek

indisli katsayilar

Aoy
=- 5.7.1.9
o (2n+1)(-20+2n+1) ( )

elde edilir. Buradan, n=+£ i¢in

0-ay,,=ay,
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belirsizligi olusur. Biitiin tek indisli terimlerin katsayilari sifir ve

alinarak

N_

- ( l)n (szn—k—;
Z C(n+)T(-k+n+1)\ 2 (57.1.10)

0zel ¢6ziimi bulunur.

v=k+—

alinarak ikinci 6zel ¢oziim

- ( 1)" (£j2n+k+;
z: F(n+)T(k+n+3)\2 -7.1.11)

elde edilir. Buradan da genel ¢6ziim

u(x)=CdJ,(x)+C,J_, (x), v=k+%, x>0 (5.7.1.12)

bulunur.

3. r—r, =20 olmak lizere v=+k pozitif bir tamsayiya esit olsun. Bu durumda

1, =k, r,=—k kokleri

u (x)=J,(x), wu,(x)=J_(x) (5.7.1.13)

seklinde iki ¢6zlim verir. Fakat
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T(~k+n+1)=[e s dr=co,  n=0,1,...,k-1
0

oldugundan J_, (x) fonksiyonunun agilimindaki ilk 7 terim 0 olur ve

_3 (-1 x )"
T (x)_,,z,:‘r(nﬂ)r(n—kﬂ)(?j (.7.1.19)

sekline girer. n=k+m igin

(=1)" ) ~ .
e e

TRONEIDY

m=0

oldugundan J_, (x) ve J, (x) fonksiyonlari lineer bagimlidur.

Bu durumda J, (x) fonksiyonu ile birlikte lineer bagimsiz ikinci ¢6ziim

(5.7.1.16)

fonksiyonu alinabilir. Buradan da genel ¢6ziim

u(x)=CJ,(x)+CY,(x) (5.7.1.17)

bulunur.

Burada ki Y, (x) fonksiyonu ikinci tipten ve k’inci mertebeden Bessel fonksiyonu

veya Weber fonksiyonudur. Genel halde, keyfi v degerleri i¢cin Weber fonksiyonlar1
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J, (x)cosvr—J_, (x)
sin V7T

olarak tanimlanmaktadir.

4. Indisler birbirine esit ise 7 —7,=20=0 veya v=0 olur. Bu durumda
(5.7.1.17) de k =v=0 alinarak

u(x) =CJ, (x)+C2Yo (x)

genel ¢oziimii elde edilir.

(xu')y+(/1x—v—ju=0, x€ (0,00) (5.7.1.18)
x
u(O)zu(b)zO (5.7.1.19)

Bessel siir deger probleminin (5.7.1.2) doniisiimii yardimiyla genel ¢6ztiimii
u(x)=CJ, (ﬂx) +C,Y, (ﬂx)

olarak elde edilir. (5.7.1.19) sinir kosullar1 genel ¢6ziimde yerine yazilirsa

(5.7.1.20)

olur. ¥, (0)=eo oldugundan C, =0 bulunur. u(5)=0 i¢in

u(b)=CJ, (\/Zb) =0 veya J, (\/Zb) =0

saglanmalidir. Bu denklemin kokleri
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T i (5.7.1.21)

s My e

olmak tizere (5.7.1.18)-(5.7.1.19) smir deger probleminin 6zdegerleri

Oh%
A :{“f j i=1,2,... (5.7.1.22)

©)
u” (x)=C,J, [%x] (5.7.123)

olur.
Bessel denklemi i¢in kullanilan Sturm-Liouville problemi singiiler olmasina ragmen

1. Ozdegerleri negatif degildir.

2. Ozdegerler sonsuz sayidadir ve
j_‘ <22 <...<ﬂ” < oen

seklinde siralidir.

3. Farkhi A, ve 4, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar u, (x) ve u,, (x)

olmak tizere
b
(u,u,) = Jum (x)u, (x)dx=0
0

elde edildiginden birbirine diktirler.

4. [0,a] araliginda
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baslangi¢ kosulunu saglayan ve ikinci tiireve sahip her f (x) fonksiyonunu

= - (v)
f(XFZ%%(XFZ%%[”Z xj (5.7.1.24)
seklinde yakinsak bir Fourier-Bessel serisi seklinde gostermek miimkiindiir. Burada

b (v)
jf(x)Jv (’Ll[’;xedx

0

2 2

J

n

katsayilar1 Fourier-Bessel katsayilaridir.

5.7.2. Legendre Diferansiyel Denklemi

(2.20)-(2.21) Legendre denkleminin ilgili Sturm-Liouville probleminin sinir kosullari

lim

x—*1

u(x)| <o (5.7.2.1)

seklindedir. p(£1)=0 oldugundan problem singiilerdir.

1 oo
> =Zx2" =1+x>+xt +o
l_x n=0

serisi |x| <1 civarinda yakinsak bir seri oldugundan (2.21) denkleminin bu civarda

yakinsak

u(x)=ianx" =a,+ax+--+ax"+--
n=0
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kuvvet serisi seklinde bir ¢oziimii bulunabilir. Bu seriyi ve tiirevlerini (2.21)

denkleminde yerine yazarsak

(l—xz)i:n(n—l)anx"_2 —2xinanx"_] +lia”x” =0

n=2 n=1 n=0

buradan da ifadeyi diizenlersek

=

Z[(n+2)(n+1)an+2—n(n—l)an—2nan+ﬂan]x” =0

n=0

seklinde bir seri bulunur. Katsayilari sifira esitleyerek

2a,+Aa, =0
6a,—|2—Ala, =0
s =[2-Ala (5.7.2.2)
(n+2)(n+1)an+2—[n(n+1)—/1:|an=0
a, ’ler i¢in
_n(ntl)-24 n=012.... (5.7.2.3)

YT ) (nr)

rekiirans formiili bulunur. Bu bagintilarda a,=c,, a, =c, alinarak Legendre
diferansiyel denkleminin iki keyfi sabite bagli genel ¢6ziimii bulunabilir. (5.7.2.1)

sinir kosullarinin saglanmasi igin i:n(n+l) ile birlikte, n tek sayr oldugunda
a,=0, a #0; n ¢ift say1 oldugunda a,#0, a,=0 alnsin. Bu durumda u(x)

¢Oztiimi, (5.7.2.3) ile n. dereceden bir polinoma dontsiir ve (5.7.2.1) sinir sartlar1 da

saglanir. Boylece (2.21)-(5.7.2.1) sinir deger probleminin 6zdegerleri

A, =n(n+1)

n



sayilari, 6zfonksiyonlari ile #n. dereceden bir polinomlardir. 27. dereceden

Z=( 2—1)n

polinomu ele alinsin. Bu polinomun tiirevi alinirsa

(xz—l)%—baxz:o

denklemini saglar. Buradan tiirev almaya devam edilirse

Leibniz formiiliine gore de

n(n—l)

2_1 (n+1) 2 (n) o)
(x* =1) 2" +n(2x) 2" + .

veya

olur. Son denklemin tekrar tiirevi alinirsa

(n)
d {(xz—l)dz }+n(n+1)z(") =0
dx

denklemi bulunur. Buradan da keyfi C sabiti i¢in

d"z c d" (xz _l)n
dx" dx”"

2" _2p (xz(") +nz" ) =0

83

(5.7.2.4)

(5.7.2.5)

(5.7.2.6)
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polinomunun 4, =n(n+1) oldugunda (2.20) denklemini sagladig1 goriiliir.

C= !
2"n!
alinarak elde edilen n. dereceden
1 d (x2 —1)”
ﬂ(x): , n=0,12,... (5.7.2.7)
2"n! dx”

polinomu Legendre polinomu, (5.7.2.6) formiilt ise Rodrigues formiiliidiir.

Teorem 5.7.2.1. Legendre polinomlar1 asagidaki durumda diktir:

<R“Pm>:j.Ra(x)Pm(x)dx:{ 10’ m#n

2012 m=n

Ispat. m#n igin P,(x) ve P,(x) Legendre denkleminin birer ¢6ziimii oldugundan

'

[(1-*) B, ()] +4,P, (x) =0

1 m-m

[(1-4*) B (x)] +A,B (x) =0

n

saglanir. {lk denklem Pn(x) ile, ikinci denklem de P, (x) ile carpilip taraf tarafa

cikarilir ve (—1,1) araliginda integre edilirse

(h=2) [ 2.2) 2, ()

=[R2, @[ (=220 ] =R (0)[(1-) By (x)] i



elde edilir. Boylece m # n oldugundan
1
[ P.(x)E, (x)dx =0
-1

olur. m=n oldugunda ise Rodrigues formiiliine gore

Ld" (x*=1) d" (2 -1)

1 , _1 ~ 1
J R @de= [ R R = [

yazilir. Buradan » kez kismi integrasyon uygulanarak

22”(n!)2 .
elde edilir.
1 " 2-4---2n
1) de=(-1)"2
_[(x ) de=(-1) 35 (2n+1)
oldugundan
1 1) (2n)! ; 4.
[P ()= CL IRy 220 2
el 22"(}1!) 3'5'--(2n+1) 2n+1

dx

85
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bulunur.
Legendre diferansiyel denklemi i¢in kullanilan Sturm-Liouville problemi singiiler
olmasina ragmen

1. Ozdegerleri negatif degildir.

2. Ozdegerler sonsuz sayidadir ve

ﬂ‘<ﬂ2 <...<ﬂn<...

seklinde siralhidir.
3. Farkli A, ve 4, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar u, (x) ve u, (x)

olmak {izere
1
(BB =[P, (x)P,(x)dr=0
-1

elde edildiginden birbirine diktirler.

4. [—1,1] araliginda kismi stirekli tireve sahip her f (x) fonksiyonunu

f(x)=>¢,P(x) (5.7.2.8)

seklinde yakinsak bir seri seklinde gostermek miimkiindiir. Burada

2n+1
2

Pl

jf(x)P,,(X)dx, n=0,12,...

katsayilar1 Fourier-Legendre katsayilaridir.
5.7.3. Hermite Diferansiyel Denklemi

(2.22)-(2.23) Hermite diferansiyel denkleminin (2.24) sinir kosullari ile bir ¢6ziimii
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u(x)=> ax" (5.7.3.1)

fonksiyonu olmak tizere fonksiyon ve tiirevleri (7.23) denkleminde yerine yazilirsa

o

Z[(”l+2)(n+1)an+2—(Zn—ﬂ)an]x" =0

n=0
seklindeki kuvvet serisi bulunur. Buradan katsayilar sifira esitlenirse

2n—A
= 5.73.2
T ) () (5.7.3.2)

rekiirans bagintis1 bulunur. a, =¢,, a, =c, alinarak a,,a,,... katsayilar1 bulunduktan

sonra Hermite denkleminin genel ¢oziimii
u(x)=cu, (x)+c,u, (x) (5.7.3.3)

seklinde yazilir. Burada u, (x), x degiskeninin yalnizca ¢ift dereceli terimlerini,

u, (x) ise tek dereceli terimlerini igeren kuvvet serileridir.
A#2n ise ¢] +c; #0 olmak iizere

lim e u (x) =oo

oldugundan (2.24) sinir kosullarini saglamak i¢in
A=2n (5.7.3.4)

secilmelidir. Bu durumda (5.7.3.2) formiiline gore » degerinin tek veya c¢ift

olmasina bagli olarak ¢, #0, ¢, =0 veya ¢, =0, ¢, #0 almrsa u(x) ¢ozimi 7.
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dereceden bir polinom olacaktir. a, =2" alinarak elde edilen H,(x) polinomlart

Hermite polinomlaridir.

Teorem 5.7.3.1. Hermite polinomlart e agirlik fonksiyonuna gore (—oo,o0)

araliginda birbirine diktir:

saglanir. Tlk denklem H,, (x) ile ikinci denklem ise H, (x) ile carpip ¢ikarilirsa
e (1,H, —HﬂH,‘n)]' +2(n—m)e H,H, =0

ve (—oo,oo) araliginda integre edilirse, istenilen Q(x) polinomu i¢in

oldugu dikkate alinarak

2(n—m) ]: e H,(x)H, (x)dx=0

—oo

bulunur. m # n oldugundan
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Te_"an(x)Hm(x)dx:O (5.7.3.5)
H,,(x)=2(n+1)H,(x) *)

rekiirans bagitisinda » — n—1 alarak ifade e H , (x) ile carpilirsa

2

e H? (x)—2xe_x2Hn (x)H,_, (x)+2(n—1)e_x2Hn (x)H, ,(x)=0

n

ve (—oo,00) aralifinda integre edilirse (5.7.3.5) ile birlikte

J' efszf (x)dx—zj. xef’“zH,, (X)Hn—l (x)dx =0 (5.7.3.6)

—oo

elde edilir. (*) bagintisi bukez e H,_, (x) ile garpilir ve integre edilirse

2 [ xe ™ H,(x)H,, (x)dc+2n [ e H?, (x)dx=0 (5.7.3.7)

—oco

bulunur. (5.7.3.6) ve (5.7.3.7) den

o

J. e_szj (x)dx= 2nJ. e H? (x)dx

n—1

—oco

rekiirans bagintisi elde edilir. n=1,2,... ve

T e HZ(x)dx= T e de=\m

—oo —oco

oldugundan
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j e H? (x)dv=2"n\N7m (5.7.3.8)

—oco

esitligi bulunur. Bu da (5.7.3.5) ile birlikte teoremi ispatlar.

Hermite diferansiyel denklemi i¢in kullanilan Sturm-Liouville problemi singiiler

olmasina ragmen

1. Ozdegerleri negatif degildir.
2. Ozdegerler sonsuz sayidadir ve

ﬂ'l<22 <...<ﬂn<...

seklinde siralhidir.
3. Farkhi A, ve 4, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar u, (x) ve u, (x)

olmak tizere

0, m#n
2”1’1!\/;, m=n

_]ie_szn (x)H,, (x)dx ={

elde edildiginden birbirine diktirler.

4. (—eo,00) araliginda tanimlanmis /' (x) fonksiyonunu

f(x)=2¢,H,(x) (5.7.3.9)

seklinde yakinsak bir seri seklinde gostermek miimkiindiir. Burada

I 7 e
C”_2”n!x/;_[oe f(x)H, (x)dx

katsayilar1 Fourier-Hermite katsayilaridr.
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5.8. Salinim ve Karsilastirma Teorisi

Tanim 2.32 den anlasildigi gibi salinim hali, koklerin sayist ve yerlerinin

incelenmesidir.

%(p(x)%]+q(x)u20, a<x<b (5.8.1)

Sturm-Liouville denkleminin ¢6ziimlerinin kokleri ele alinsin. Burada p(x) , P (x)
ve ¢(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda siirekli ve p(x)>0 seklindedir. Ayrica

(0,00) seklindeki bir aralik iizerinde incelendiginde ayni sartlar gegerlidir.

Bir fonksiyonun herhangi bir aralik tizerinde sonsuz sayida kokii var midir? Bu
sorunun cevabi i¢in simdiki teorem incelenirse goriiliir ki sonsuz sayida kok varsa

sadece asikar ¢6zlim vardir.

Teorem 5.8.1. ¢(x), (5.8.1) denkleminin (a,b) aralifinda bir ¢dziimii olsun. @(x)
¢Oziimiiniin herhangi bir kapali aralikta sonsuz sayida kokii varsa, [a',b'] < (a,b)

olmak iizere (a,b) arahinda ¢(x)=0 olur.

Ispat. Bolzano-Weierstrass teoremi yardimi ile sinirli sonsuz bir kiimenin en az bir

limit noktast vardir. Bu durumda {x,} " kiimesinin yakinsak oldugu nokta x, ise

limx, =x, olur. ¢(x) ¢dziimiiniin sonsuz sayidaki kokleri bir [a',b'] araliginda

n—o0

olsun. Yani ¢)(x) fonksiyonunun koklerinin x, noktasina yakinsayan bir {x, }::1 dizi
vardir. [a',b'] kapali bir aralik oldugundan x,e [a',b] olmaldir. x,, ¢(x)

fonksiyonunun bir kokii oldugundan ¢(x,)=0, n=12,... seklindedir ve ¢(x)

fonksiyonunun siirekliligi ile

#(x,)=limg(x,)=1lim0=0

n—yc0 n—oo
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olur. Dolayisiyla x, noktasi ¢(x) fonksiyonunun bir kokiidir. Kabulden

¢ (x)e [a',b'] ve

¢I(x0)=limM:HmM

x—>x0 x —_ x() X—))CO x —_ x()

dir. Bu limit, herhangi bir noktanin x, noktasina olan limitini verdiginden {x, }

n=1

dizisi ¢(x) fonksiyonunun kokleri olarak segilebilir. Bu durumda

¢'(x0):1imM=0

XX) X — xo

elde edilir. ¢(x,)=0 ve ) (x,)=0 oldugundan ikinci mertebeden lineer denklemin

varlik ve teklik teoremi yardimiyla (a,b) araliginda ¢(x)=0 dir.

Bir denklemin iki ¢6ziimii genel bir koke sahip midir? Bu sorunun cevabi i¢in
simdiki teorem incelenirse goriiliir ki boyle bir kok ancak iki fonksiyon linner

bagimli ise vardir.

Teorem 5.8.2. Genel Kokler

¢(x) ve w(x), (5.8.1) denkleminin iki ¢ézimii ve x,€[a,b] noktasinda

#(x,)=y(x,)=0 ise bu aralikta ¢(x) ve y(x) fonksiyonlari lineer bagimlidir.

Ispat. #(x,) =¥ (x,) =0 olmak iizere ¢(x) ve ¥ (x) fonksiyonlarinin Wronskiant

W[gz),w](xo):gz)(xo)l/(xo)—¢'(x0)ly(x0)=0
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elde edilir. [a,b] araligimin bazi noktalarinda iki ¢oziimiin Wronskiani sifir

oldugunda bu ¢dziimler ayni aralikta linner bagimli olacagindan ¢(x) ve y(x)

fonksiyonlar1 lineer bagimlidir.

Iki fonksiyon lineer bagimsiz ise farkli kokleri olmalidir. Bu kokler arasinda
herhangi bir komsuluk var midir? Bu sorunun cevabi i¢in simdiki teorem incelenirse

goriiliir ki lineer bagimsiz fonksiyonlarin kokleri baglantilidir.

Teorem 5.8.3. Sturm Ayirma Teoremi

¢(x) ve lﬂ(x) fonksiyonlar1 (5.8.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢ézlimii olmak
uizere [a,b] araliginda ¢(x) fonksiyonunun herhangi ardisik iki kokii arasinda

w(x) fonksiyonunun kesinlikle bir kokii vardir.

Ispat. [a,b] araliginda ¢(x) fonksiyonunun herhangi ardisik iki koki x, ve x,
(a<x, <x,<b) olsun. ¢(x) ve y(x) fonksiyonlari lineer bagimsiz oldugundan
#(x)#0 ve ¢(x,)#0 dir. (x,x,) araliginda ¢(x) ¢oziimiiniin kokii olmadigi

kabul edilsin. ¢(x) ve y(x) fonksiyonlari (a,b) aralifinda siirekli, tirevlenebilir

oldugundan 12 fonksiyonu da x, <x<x, araliginda siirekli ve tiirevlenebilir olup

araligin ug¢ noktalarinda sifir degerini alir. Rolle teoreminden dyle bir e (x,,x,)

vardir ki

dir. Diger taraftan
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d V(X)}: W (.y;x)
[v(x)]

olup ¢(x) ve w(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda lineer bagimsiz oldugundan

xe (x,x,) igin

olacaktir. Bu ise geligki olup burada ¢(x) fonksiyonunun x, <x<x, aralifinda en

az bir kokiiniin var oldugu sonucu ¢ikar. Bu kokiin tek olup olmadigina bakilsin.

w(x) fonksiyonunun x, <x<ux, aralifinda x, ve x, gibi ardisik iki kokii olsun. Bu
durumda Onceki halde kullanilan ¢(x) ve w(x) fonksiyonlarmmn yerleri
degistirilirse ¢(x) fonksiyonunun x, <x<x, araliginda en az bir x; kokii olmasi
gerekir. Buradan x, < x, < x, olacagindan x, ve x,, ¢(x) fonksiyonunun ardigik iki

kokii olamaz. O halde x, <x<x, araliginda y(x) fonksiyonunun tek bir kokii

vardir.

Bu teoremin bir sonucu olarak, birinci tip J,, Bessel fonksiyonunun ardigik iki kokii
arasinda ikinci tip Y, Bessel fonksiyonunun bir kokii vardir. Bu yiizden bu iki

fonksiyon

2
i(x@j+ Ax—-2 |u=0
dx\  dx X

Sturm-Liouville denkleminin lineer bagimsiz iki ¢dziimidir. J, fonksiyonunun
(0,0) araliginda sonsuz sayida kokii oldugundan, Y, fonksiyonunun da sonsuz

sayida kokii vardir.
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Sonug 5.8.1. Salinimh Coziimler

Teorem 5.8.3 {in kabuliindeki aralik [a,oo) alindiginda, (5.8.1) denkleminin asikar

olmayan bir ¢6ztimii salinimli ise tiim ¢oéztimleri salinimlidir.

Ispat. ¢(x) , [a,oo) alindiginda sonsuz sayida koke sahip, (5.8.1) denkleminin agikar
olmayan bir ¢6ziimii olsun. Sturm ayirma teoremi ile herhangi bir diger ¢oziim, ¢(x)

fonksiyonunun her bir sirali kok ¢iftini icerir ve dolayisiyla o da [a,oo) alindiginda

sonsuz sayida koke sahiptir.

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere Hermite diferansiyel denklemi

i(exz ﬂ) +2ne ™ u=0
dx dx

seklinde Sturm-Liouville formunda alindiginda denklemin ¢oziimii olarak, n reel

kokii oldugu bilinen 7. dereceden H,(x) Hermite polinomu bulunur. Diger

¢oziimiin ise en az n—1 kokii olan H, (x) polinomunun ardisik koklerinin arasinda

sadece bir kokii olmalidir. Higbir asikar olmayan ¢6ztim n+1 kokten fazlasimi

iceremez. Aksi halde derecesinden daha fazla kok icermis olur.

Teorem 5.8.4. Sturm Karsilastirma Teoremi (Sturm Temel Teoremi)

[a,b] araliginda ¢, (x) ve ¢, (x) sirasiyla
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denklemlerinin agikar olmayan birer ¢6ziimii olsunlar. p(x)>0, ql(x), q, (x),
p(x) aym arahkta siirekli ve ¢,(x)>g,(x) olmak iizere x, ve x,, ¢/(x)

fonksiyonunun ardigik iki kokii ise bu durumda ¢, (x) ¢dziimiinin x <x<x,
araliginda ez az bir kokii vardir.

Ispat. ¢, (x) ¢bziimiiniin x, <x<x, arah@inda bir kokii olmadig1 kabul edilsin. Bu

durumda genelligi bozmadan ¢ (x)>0 ve ¢, (x) >0 alinrsa teoremin hipotezinden

dx [p(x)(’/j" (x)]+q1 (x)¢ (x)=0

d

dx [p(x)(/j; (x)}+q2 (x)¢,(x)=0

seklindedir. Buradan ilk denklem ¢, (x), ikinci denklem ¢ (x) ile garpilir ve taraf
tarafa ¢ikarilirsa

6, (x)[ p(x)8 ()] =0 () 2 ()& ()] =[ 4, (%), (x)] 8 (x) & (x)

(5.8.2)
elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki ifade

d

P ()[4(x)8, (x)-0 ()4, (x) ]
olarak yazilabildiginden (5.8.2) esitligi

d

dx

{P()[ 4 ()8, (x) =6 (x) 81 () ][} =[ 42 (¥) =4, (x) ], (x) 8. (%)

seklinde yazilabilir. Son esitlik (xl,xz) araliginda integre edilirse
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x)[ 4 (x)¢ (x)

x)] = [[4: ()=, (x) ] (x)¢ (x)dx  (5.83)
elde edilir. ¢ (x,)=¢ (x,) =0 oldugundan (5.8.3) esitligi

p(x2)¢1'(x2)¢2(x2)— ( ¢2 xl J.[% ql(x)](z)l(x)@(x)dx

(5.8.4)

seklini alir. Hipotezden dolayt p(x,)>0 dir. x <x<x, i¢in @(x)>0 ve
¢ (x,)=0 oldugundan ¢ (x,)<0dr. x <x<x, i¢in @ (x)>0 oldugundan

¢, (x,)=0 dir. Boylece p(x,)d (x,)@,(x,)<0 olur. Benzer bir inceleme ile

p(xl)¢l'(xl)¢2 (%)20

olur. O halde (5.8.4) esitliginin ilk yani pozitif degildir. g¢,(x)—¢ (x)>0
oldugundan ikinci yan ise pozitiftir. Bu durum, x <x<x, arahinda ¢,(x)
coziimiintiin bir kokiiniin var oldugu kabulii ile ¢elisilmis olur. Dolayisiyla (xl,xz)

araliginin bazi noktalarinda ¢, (x) ¢6ziimiiniin kokleri vardir.
Sonug 5.8.2. [a,b] araliginda ¢(x)<0 ise
u"+q(x)u:O, a<x<b
denkleminin asikar olmayan bir ¢oziimiiniin [a, b] araliginda en az bir kokii vardir.

Ispat. y(x)=1
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u +0-u=0

denkleminin bir ¢dziimii ve ¢(x)<0 oldugundan Sturm temel teoreminde
¢,(x)=¢(x) ve ¢,(x)=0 alinmak iizere ¢(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda iki
yada daha fazla kokii varsa y(x) fonksiyonunun, bu kokler arasinda en az bir kokii

vardir. y(x) bir kok olamayacagindan, ¢(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda en az

bir kokii vardir.

Teorem 5.8.5. Picone Karsilastirma Teoremi

[a,b] araliginda ¢, (x) ve ¢, (x) sirasiyla

denklemlerinin asikar olmayan birer ¢oziimii olsunlar. a<x<b i¢in

p(x)2p,(x)>0 ve g,(x)<q,(x) olmak iizere ¢ (x) ve @,(x) fonksiyonlar
lineer bagimlhi olmadikga, q)l(x) ¢ozlimiiniin herhangi ardisik iki x, ve x, kokii

arasinda ¢, (x) ¢oziimiiniin bir kokii vardir. Bu durumda [x,x,] araliginda

¢,(x) =g, (x) olur.
Sonuc 5.8.3. Kokler Arasindaki Uzakhk

i(p()c)@]+q(x)u+/1,0()c)u:0, a<x<b (5.8.5)
dx dx
bir Sturm-Liouville problemi olsun. Burada p(x), p'(x), q(x) ve p(x)

fonksiyonlari [a,b] araliginda siirekli ve ayni aralikta p(x)>0, p(x)>0 dir. ¢(x)
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fonksiyonu (5.8.5) denkleminin ayn1 aralik lizerinde x, ve x, ardisik koklerine sahip

asikar olmayan bir ¢oziimii olmak tizere

A> max{_qM (x) , —n (x) ,0}

Py (x) " p,(x)

ise ¢(x) fonksiyonunun kokleri arasindaki x, —x, uzakligi

P, (x) e o] Pu(®)
l\z/qM(x)+ﬂpM(x) =% 1_\/qm(x)+/1pm(x) (5.8.6)

ile siirhdir.

(Burada u,,(x) ve u,(x), sirastyla u(x) fonksiyonunun [a,b] araligindaki en

biiyiik ve en kiiciik degerleridir).

Ispat. Sabit katsayili
P (x)u +(q,, (x)+2p, (x))u=0 (5.8.7)

denkleminin ¢oziimii ¥ (x)=sin [K (x—x, )} seklindedir. Burada

A>-q,(x)/p,(x) yani g, (x)+2p,(x)>0

oldugundan K° ( x)+Ap, (x / Py (x) dir. Hatta y(x) ¢oziiminin, x=x,
noktasinda bir kokii vardir. Bir sonraki kok ise x, +(7/K) seklindedir. Buradan da

iki kok arasindaki uzaklik

7\:/ pM(x)
9, (x)+4p, (x)
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olur. Her x€ (a,b) i¢in p, (x)2p(x), A>0 ve g, (x)+Ap, (x)<q(x)+Ap(x)
oldugundan Picone karsilastirma teoremi ile ¢(x) ¢dziimii, y(x) ¢dziimiiniin
herhangi iki sirali kokleri arasinda bir koke sahiptir veya ¢( x) ve ;//(x) lineer

bagimli ise ¢(x, +7/K)=0 dir. Boylece x, <x, +(7/K) yani

. Pu (x)
X, =X, Sz\z/ (x)+/1pm (x) (5.8.8)

bulunur. Diger taraf icin, sabit katsayilt
P (X)u" +(q,, (x)+ 20, (x))u=0 (5.8.9)

denklemi incelensin. Bu denklemin ¢éziimii o (x)=sin [L(x—xl)J seklindedir ve
burada L’ = ( +/1pM / D, d1r Sonug olarak o (x ) ¢oziimiiniin x, ve

+(7/L) ardisik kokleri vardir. x€ (a,b) i¢in p(x)2p, (x) ve

q(x)+Ap(x)<q, (x)+Ap, (x)

oldugundan Picone karsilagtirma teoremi ile ¢(x) ¢Oziimiiniin herhangi iki sirali
kokil arasinda, o(x) ¢oziimiiniin bir kokii veya diger ¢dziimle ayni olan kokleri

vardir. Boylece x, +(7/L)<x, yani

P (%) -
z\r/qM )+ Ay (3) <X, —X (5.8.10)

olur. (5.8.8) ve (5.8.10) esitsizliklerinden teorem ispatlanmis olur.
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Buradan goriiliir ki, 4 — e durumunda Sturm-Liouville denkleminin herhangi bir
coziimiiniin kokleri arasindaki uzaklik sifirdir. Yani, regiiler bir Sturm-Liouville

probleminin A ozdegerleri sonsuza gittikce artar ve ¢, (x) ozfonksiyonlarinin

(a,b) arahigindaki koklerinin sayisi 7 arttikga artar.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde sinir deger problemleri incelenmistir. Farkli fonksiyonlar kullanilarak elde
edilebilecek olan c¢esitli ¢6ziim yontemleri gosterilmis, tek noktali sinir deger
problemleri ile ¢coziimleri incelenip 6rneklendirilmistir. Ayrica iki noktali sinir deger
problemlerinde ¢6ziim aranmis, bu ¢6ziim i¢in kullanilan Green fonksiyonunun elde
edilisinin yani1 sira ¢oziimlerde nasil kullanilacagi belirtilmistir. Bununla birlikte
adjoint operatér ve adjoint denklem {izerinde durularak yiiksek mertebeden
denklemler i¢in sinir deger problemlerinin ¢6ziim yontemleri incelenmis, iki ve ii¢
boyutlu problemler i¢in 6rnek verilmistir. Sonrasinda ise sinir deger problemlerinin
en yaygint olan Sturm-Liouville Probleminin, homojen veya homojen olmamasi,
singiiler veya regiilerligi ile problemin Green fonksiyonuna sahip olmasi
durumlarinda ¢6ziimleri incelerek ¢6ziim yontemleri verilmis ve orneklendirilmistir.
Son olarak ise c¢oziimlerin varligi durumunda koklerinin sayis1 ve yerleri

incelenmistir. Ayrica konunun teorik temelleri ispatl olarak belirtilmistir.

Bu inceleme, smir deger problemleri ile ilgili yapilacak bilimsel ¢alismalarda,

aragtirmacilarin yararlanabilecegi bir ek kaynak olarak kullanilabilir.



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]
[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

STAKGOLD, I., Green’s Functions and Boundary Value Problems, John
Wiley&Sons, 1nc., 1998.

BOYCE, W. E., DIPRIMA, R. C., Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems, John Wiley&Sons, nc., 2000.

MACKIE, A. G., Boundary Value Problems, Oliver&Boyd, 1968.

NAGLE, R. K., SAFF, E. B., SNIDER, A. D., Fundamental of Differential
Equations and Boundary Value Problems, Pearson Education, inc., 2004.

EDWARDS, C. H., PENNEY, D. E., Differential Equations and Boundary
Value Problems, Pearson Education, inc., 2004.

EDWARDS, C. H., PENNEY, D. E., Bilgisayar Destekli, Matematiksel
Modellemeli Diferansiyel Denklemler ve Sinir Deger Problemleri, Palme
Yayincilik, Ankara, 2008.

BALCI, M., Analiz, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi, Eyliil 1997.

HASANOV, E., UZGOREN, G., BUYUKAKSOY, A., Diferansiyel
Denklemler Teorisi, Mart 2002.

DEMIRTAS, A., Ansiklopedik Matematik Sozliigii, Bilim Teknik Kiiltiir
Yayinlari, Ankara, 1986.

AYDIN, M., KURYEL, B., GUNDUZ, G., Diferansiyel Denklemler ve
Uygulamalari, E.U. Miih. Fakiiltesi, Izmir, 2001.

BROWN, J. W., CHURCHILL, R. V., Fourier Series and Boundary Value
Problems, McGrew-Hill, inc., 1993.



OZGECMIS

Iss1 ARDA, 1986 yilinda Istanbul’da dogdu. Ilk, orta ve lise egitimini
Kiigiikgekmece’de tamamladi. 2004 yilinda girdigi Sakarya Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinden 2008 yilinda mezun oldu. 2008 yilindan

beri ¢esitli 6zel kurumlarda matematik 6gretmeni olarak goérev yapmaktadir.



